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ITIPUJIOT UCTIIUTUBATY PERRON-~oBe MOAYIJIAPHE ®YHKIIUJE
JEAHOT' HPALIMOHA JIHOT BPOJA*)

P BOXHAAP HEPACHMOBHUE, BEOIPA]L

1. TlocMarpajmo jeaan upauroHanaH 6poj v aecbunucan [IPABUITHUM

BE€PUXKHUM Pa3iIoOMKOM
Y = (by, by, by...).

Heka je nus meroBux rnaBHux NPUOIMAKHUX BPEAHOCTH

xV
5. = (bo, by, b5...b,), v=0,1,9,...
Yy ,
1 HU3 aNCONYTHUX BPEAHOCTH OAroBapajyhux rpeaka anpoxkcumauuje
x\"
el = ey v=0,1,8,,,.
v Yy A,y 2

[Tocneprwom jeanakowhy je Aecbunucan nus NMO3UTUBHUX 6pojeBa
Ao, My Ay, ..., uniM je omuTH unan

AN=0vs1b19...)+ (0b, b,...5,) (1)
(Perron [5], crp. 5, obpaszaiy (5)).
Perron [5] aecbunuiue MOAYnapHy dyukunjy M (v) upauuonansor
6poja v kao
' M (v) = lim sup A, (2)
Y = oo
OBy dbyukumujy ucrmryjy satum Perron [6] u Scibata [7], a mMuoro npe
tbux Mapxkos [9, 3].

Humb oBor paaa je ucmuruBaime HekUx Bpcra 6pojeBa koje Mory
buti BpeaHocTH unM Tauke MarommmaBama BpeAHocTH chynkuuje M (v),
Kao W ibeHe CreyujanHe Tauke ca ocobUHOM KOjy je 3a Tauky M(y) =13
Aokazao Perron ([5], Satz 9). Y PaAy he 6utu ymorpe6menn ypebenu

*) Caonwreno ua II Konrpecy matemarnuapa u ¢usnaapa PHPJ y 3arpeby (4—9
OkTO6ap 1954).
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KOMITIEKCH TNPUPOAHUX OpojeBa M omepauuje ca tbuMa AedunUCaHe Y
paay [1].

2. CraB 1. Csaku dpupozan Opoj a >3 je mauka HA20MUNABANA
BpeaHociil monynapue gyuxyuje M (y). Jeaan ox Huszosa spepHocmiu yHk-
yuje M (Y) koje iesxe 6pojy a, nam je obpacyem

M(©,) = ]/aa_ W . 1 3

v ( ) [ Sv]l ( )

eae je S, (v=0,1,92,.. ) HU3 cBUX MozyhUX CUMETPUYHUX KOMiIeKkca ca-
cuiasmerux of upupojHux Opojesa 1, 2,..., a—3 (W@ako ga je csaku

KOMIneKe S caciiapier camo of uciux 6pojesa). Hus rominexca S, je
miaxo ypepen ja Hus upupoxpux Opojesa [S.] pacie ca v. (s, je 6poj una-
HOBA Kominexca S.).

Bpojesu ¢, cy exsusaneniinu ca Opojesuma

0, =(@a—1 S%) (4)

Aoxas. Tlowro je (a—1) najsehu HEMOTNIYHHM KONMMYHMK YUCTO
NEPUOAMYHOT pasnomka (4) (sa 2 Behu oA CBUX ocTanmx), TO je Moy3AQHO:

Me))fa—1s)+0s: )= 0 s

(Perron [5] Satz 3 u [1] o6pasay (7/II) ctp. 67), a uspas Y BenukKoj 3a~
TPaAW IIOA KOpeHoM — mnpeMa uAeHtaunoctu (13/11), [1] crp. 65 —
CBOAM Ce Ha ¢, na ce Aobuja obpaszay (3). Jacho je aame aa 3a v — oc
u [S;] = oo, ma M(6,) > a. .

Cras 2. Ckyi 6pojesa y sa Koje je M(y) = a uma mok xoniiu-
HYyMa, Ma Koauku Oio upupopan 6poj a > 3, : |

Aoxas. IlokazsaheMo Aa 3a cBaku mpupoaan 6poj a > 4 nocroju
npebpojuBO MHOTO TAKBUX CKYIOBA MPALMOHATHUX 6pojeBa Y. Hexa je
§ Ma KOju CUMETPMYHM KOMIIEKC CACTAaB/bEH OA NPUPOAHUX OpojeBa
1,2,3,... a—3, na mocMaTpajMo MpauuoHanasd 6poj Y Aechunucan nmpa-
BUITHMUM BEPUKHUM PAZIOMKOM >

Yy=(@—188a—185Ska—18Ska—1. ),

rAe je ky, ko, ks ..., k., ... Ma koju pacTyhu GeckoHauHu HUS IIPUPOA~

Hux 6pojeBa. Tapa npema cacraBy xommnekca S, a Ha OCHOBY obpacua

(2), creayje: _ _
M(y)=a—14(05*S) +(09),

WTo ce —mpema uaentuurocty (13/l), [1) erp. 65 — cBoau na M (Y)=a.
Ha ocnoBy Tora u mpousBomHocTH HUZa k., , CTaB 2 je AOKa3aH.



3. Y oBoM opemky Aahemo ABa CTaBa KOJMU C€ OAHOCE Ha pauuo~
HAJIHO PAa3IOMIbEHE BPEAHOCTH MOAYIApPHE dyukuuje M (y).

Cras 3. Ma konuku 6uo payuonaran u @osumusan ipasu pasnomax
m ' _ . L
7 VBeK ce Moxe Hahu f0BosHo Benuku dpuposan Opoj a, aa BpeaHociH

a=a+ = (5)

OyAe WQYKA HA20MUNABAWA BPegHOCHIU pyukyuja M (y).
Y. wom cayuajy cy @wiauxe nazomunasawa ucige PyHKyuje u csu 6po-
m .
Jesu a-]-p-l—;, epe je p=1,9,3, ...

Jenan on nusosa Bpegnocmu pyuryuje M (y), koje mesxe O0pojy o pam
Je obpacyem :

o .aa (D) (v1) 4 32
M) = |fer + (1) AT T=otse. @

2ze je ypehenu Kominekc A = a,, a,, as ... Gs jegHo, ma koje, peuwerse Jje-
AHa4uHe

m
(04) —(0A) = > ™
a upupoanu Opojesu a u b maro usaopanu pa je:
a=>a,+3 3av=19...5; b<a—3, (8)

Bpojesu ¢, cy eksusanenminu 6pojesuma

o =(@—1A*(bA)), v=0,1,9,... %)
Aoxas. JepnauuHa (7) uMa yBek pewewma Ma KOTMKH 640 MPaBH

m .
pa3snoMak n jep Hampumep, axo je

m
il (0 B)
TAe je B=2b,,b, by ... byn ypebenu xoMmexc IIPUPOAHMX OpojeBa ca
napuuM 6pojeM unaHoOBa, OHAA je jeAHO pelerve jeanauune (7):
' A = B¢ (10)
TAE je
¢ = [B][B'] 4 bom. (11)

Y 1o ce yBepaBaMo pasBujarbeM u3pasa (OA)_-— (04), kaa ce v wemy
usBpue cmexe (10) u (11).
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Ca rtako oapeheHum komrmekcom A, MoxeMo yBek hopMUpaTH
Hu3 pasnomaka (9). C o63upom Ha ycnose (8), a mpeMa obpacuy (7/1II)
[1] cTp. 67, moy3aano je -

VoL, aecihetD) 4
M@©,) =g+ (—1) A (bANE (12)
TAC je:
g=(@a—1A*{bA}") 4 (0 A {bA}Y).

IIpemMa uAeHTHMUYHOCTH (1'5/11) [1] cTp. 65, mocneAwsu uspas Aobuja obnuk
g =a-+ (0A{bA}") — (0A {6 A}Y),
a 3atuM — mnpeMa upentuunocty (15/1) [1], cTp. 65 — 061K :

g€ = a+ (04) — (04),
ma je nmpema (7) Hajzaa

m
g=a+'h‘ = Q,

Te ce obpasan (12) mperBapa y obpaszai (6).
[Towro 3a v— 00 u [A {bA}Y] — oo, 10 je

lim M (0,) = a.

v—3 00

OA 6poja s zaBucu Aa nu he ce Bpeanoctu M (6,.) mpubnuxasati 6pojy
O CaMO Ca TOPe CTPAHE WX OCLMIATOPHO.

- Cras 4. Ilocwoju 6esbpojHo MHO20 PAYUOHANHUX PASNOMBEHUX OPO-
jesa «, Behux ox 3, Waksux Aa CKYd UPAUUOHANHUX OpojeBa Y, 3a Koje je
M (y) = o uma moh konmunyyma. Ako je o jepan maxas 6poj, oHaa uciiy
0coOuHy umajy u csu Opojesit o +-p, z2ae je p=1,9,3,...

Ma ronuxu 6uo pamiu payuonanaw Gpasu pasnoMax nﬂ,
HahUl ROBOMHO Benuxu apupopan 6poj a, 14 payuoHanaw 6poj

a=a—|—l’:

UMa ocoOuHy HapejeHy y IPBOM Jesly 0B02a Ciiasd.

YBeEK ce MoiKe

Aokas. 3ajepHo aaro %1, Kao Yy AOKasy CTaBa 3, OAPEAHMMO
KOMIlIeKC A, ma 3aTuM — Mpema ycnoBuma (8) — mpupoane 6pojeBe a
n b. Hajzap dopmupamo upayuoHanad 6poj:

Y =(a—1A*{bA}ra—1 A* (A} a—1 A*{bA}ka—1 .. )
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TAe je ki, ko ks, ..., k., Ma xoju pactyhu GeckoHauaH HU3 TIPUPOAHMX
6pojeBa. Ilpema obpacuy (2) u ycnoBuma (8), Taaa je moysaaHo :

M(y) = a — 1+ (0 A* bA) + (0 Ab),
a opatne mpema upaentuunocta (13/10), [1], ctp. 65:
M () = a4 (0 Ab) — (0 Ab),
3aTuM, npema uaentuunoctyu (16/10) [1[, cTp. 65:
_ M(y) =a+ (0 A) — (04),
1j.

M(r)=a+ = =o.

Axo ce jou youu Aa CBe PEUYEHO OCTAje ¥ BaXHOCTU KAA CE€ @ 3aMEHU
caa+p(p=1,25...) OHAQ je CTaB 4 AOKA3aH Yy LENUHMU.

4. Y OBOM OAEIbKY AdjeMO ABa CTaBa KOjU C€ OAHOCE Ha BpeA~

. — YD+ P

HocTU byHkije M (v)obnuka VD u V—(;—— rae ¢y D, Pu Q npupoanu
opojesu.

CraB 5. Ako je 6 = (A) uuciio depuopuqan aPaBUNHU BEPUIKHIL
pasnomax, vuja aepuopa A = ay, a, ... Qym UMA TAPaH GPOj HAAHOBA Q YCIIO

je a;>a, 42, 8@ vV =29,3,... 9, OHAQ TOCUWIOjU jeaaH CKyud UpayuoHas-
Hux Opojesa Yy Koju uUMQ Mok KOHTIUHYYMQ, a 3a Koje je:
M(y) = M ().

Hagenery oco6urny Opojesa 6 umajy u cBU KBQAPQAMEHI KOPeHU U3 YeqUX
Opojesa (koju Hucy HOMTYHU KBAAPAQIN), Q 4uja ©Tepuoaa — Kaj ce passijy
y UpaBunaH BEPUIKHI pPA3NOMAK — UMQ GapaH Opoj 41AaHosa.

Aok as. Heka je A ypebenu xommnexc npupopnux 6pojeBa Ae~
chunucan y craBy 5, na ¢dopmupajMo upayuoHanad 6poj

Y=(AhbAkbAkb . )

rAe je ki, ks, ..., k. ... Ma xoju pactyhu 6GeckoHayaH HU3 MPUPOAHMX
6pojeBa a b neo 6poj: agm < b < @;,. Tapa Cy NMOY3AAHO Tayke HAro~
MHIaBatba HU3A A, Koje Cy HajBMIIE AECHO: '

W = () + (04)
p=(4) 4 (0 A* b 4)
p{= (4°b A) +(0 A),
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rAe je S =0,1,3,... Am nowTto je b > azm, yBex je p§<py, a nowro
je b<ay, yBek je n p§ <py, Te je M(y) = p,. Kakoje u M(®)=(A) +
+ (0 E)=}11 TO je NMPBH AEO CTABA 5 AOKA3aH.
Hexa je apame:
VD = (a,’S, 2a),
rAe je D mpupopan 6poj, aS=a; a,... 0, Gy ., Gy ... 0z G; CAMETPUYHH

KOMITIEKC TPUPOAHUX GpojeBa ca HemapHuMm OpojeM unaHoBa. Tapa pas-
JIOMaK :
6 = (24, S)

3aA0BOJbABA YCIIOBE CTaBa 5, jep je a, <L a (v=1,2...2k+ 1) (Perron
[4] cTp. 94, Satz 14), a xako je M () = M (YD) 10 je 1 Apyru Aeo craBa
5 AOKA3aH.

Cras 6. Csaxu iipuposan 6poj a >4 je WlaqKa HA20MUNABAMA (ca
o0ejy ciupana) spegnociu gynkyuje M (Y) Koje umajy ocoOuHy aa ckyi Opo-
jesa y, Koju o420Bapa Ma Kojoj @AKBOj BPEAHOCHIL UMA MO KOHIIUHYYMA.

D+ P

Te BpeaHocmu cy oOnuKa V—Q— ,eqe ¢y D, P u Q apupoanu Opojesu.

Aoxas. Hekaje A=a,a,.., a, ypehenu HeCUMETPUUHU KOM~
MneKc IMPUPOAHUX OpojeBa, uvju 4UlaHOBU 3AAOBOIbABAjY YCIIOBE :

am>2; av<a'—3 3av=1,23..,m

Tapa dhopMupajMO HU3 UpauMoHanHux OpojeBa

Y, = (@a— 1 _4: én—l Afg —1 é* én—l Ak g —1 _4* én—l Akaa —1....),
rae je n=1,2,3,..., a ky, ky, ..., k., ... Ma koju pacryhu 6eckonayan
HU3 npupoAHux 6pojeBa. Taaa je, Ha OCHOBY IOCTABIbEHUX YCIOBa 3a
auna,(v=1,2,... m), IOY3AQHO:

M(y,) = (a—14* A1 B) + 0 A),
Ha ocnoBy uAeHTMYHOCTH (13/1) [1] cTp. 65, MOCHEAtbM U3PA3 MOCTAjE :
M(x,) = a+ (04) — (A" A).

Anconytsa BpeAtocT pasmuke (0A) — (0A"A) omaaa Kaa 7 pacTe M Texu
HYI4 3a n — OC, ma je
lim M (y,) = a.
n—- oo

OBuM je cTaB 6 AokazaH. PaznukyjMo cap ABa ciydaja:

a) Heka je m napan 6poj. Tapa ce M (Y,,j npubnuxasa 6pojy a camo
ca aome (ako je a3 < am) MMM caMo 3a Toptbe cTpate (ako je a; > dm).
} b) Axo je m nenapas 6poj, oHAa ce unanoBu uuza M (v,) (1=1,2,3,..)
npubnuxaBajy 6pojy @ HAMBMEHUYHO Ca AOtbe M Toptbe cTpaHe (d; = am).
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‘ BEITRAG ZUR UNTERSUCHUNG
DER PERRON’SCHEN MODULLARFUNKTION M (y)
EINER IRRATIONALZAHL*)

von B. DJERASIMOVI¢, BEOGRAD
Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden einzelne Werte sowie auch Haufungspunkte
der durch die Gleichung (2) definierten Modularfunktion einer Irrational~
zahl untersucht.

Der Verfasser beweist zuerst dass ausser der Zahl 3 auch alle gros~
seren natiirlichen Zahlen H&aufungspunkte dieser Funktion sind (Satz 1).
Es wird ebenso bewiesen, dass die betrachtete Funktion unendlich viele
rationale H&ufungspunkte von der Form (5) besitzt, wo @ >3 vom ra-~

tionalen Bruch Tm abhéangig ist (Satz 3). Die Funktion n(y) besitzt un~

endlich viele Punkte mit folgender Eigenschaft. Fiir jeden von diesen
Punkten existiert eine Menge der Irrationalzahlen von der Mé&chtigkeit
des Kontinuums, die alle dem gleichen Wert der Funktion M (Y) entspre~
chen. Der Verfasser beweist dann dass die gleiche Eigenschalt auch alle
rationalen Zahlen aus den Satzen 1 und 2 (Sitze 2 und 4) besitzen.
Weiter beweist er dass diese Eigenschaft auch alle Werte M (6) besitzen,
wenn 6 die Bedingungen des Satzes 5 befriedigenden quadratischen Irra-~
tionalzahlen sind. Unter diesen befinden sich ebenfalls alle Quadratwurzeln
aus den natiirlichen Zahlen deren Periode eine gerade Anzahl von Glie~
dern aufweist.

Zuletzt der Satz 6 besagt dass alle natiirlichen Zahlen a > 4 Hau-
fungspunkte von Punkten sind welche vorhin angegebene Eigenschait
besitzen. - '

*) ‘Communiqué au 11 Congrés des mathématiciens et physiciens de la R.F.P. de You-
goslavie a4 Zagreb (4—9 octobre 1954),
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