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DAS EINSCHLIESSEN DER LOSUNG VON

GLEICHUNGEN MITTELS EINES
VERALLGEMEINERTEN ITERATIONSVERFAHRENS,

Von M. Schneider, Karl-Marx-Stadt

Eingegangen am 28. Dezember 1967

1. VORBEMERKUNGEN

Bei der Anwendung von Iterationsverfahren zur Lésung von Gleichun-
gen wird héufig die Tendenz beobachtet, daB die Néherungsfolge die
exakte Losung immer enger einschlieBt. Diese EinschlieBungen haben
eine grofe praktische Bedeutung, da bei so gearteten Iterationsverfahren
der nach jedem Niherungsschritt noch vorhandene Fehler gegen die
Differenz zweier benachbarter Néherungen abgeschétzt werden kann.
Untersuchungen iiber dieses Verhalten von Iterationsverfahren wurden
z. B. in der Arbeit [1] durchgefiihrt. In einigen weiteren Arbeiten
(z. B. [2], [3], [4]) wurde gezeigt, daB sich diese Aussagen vielfach
durch geeignete Umformungen erzwingen lassen.

Eine Reihe von Problemen lassen sich mit den meist benutzten Iter-
ationsverfahren «, , = T,, n =0, 1, ..., wobei z; Elemente eines ge-
eignet gewéhlten abstrakten Raumes sind und 7' ein auf einer bestimmten |
Teilmenge des Raumes definierter Operator ist, nicht erfassen, sondern
fiihren auf ein verallgemeinertes Iterationsverfahren der Form Zpuq =
=T, n=0,1,2,..., bei dem in jedem Iterationsschritt ein anderer
Operator verwendet werden kann. Dabei ist klar, daB an die Auswahl
der Operatoren T, gewisse Bedingungen gekniipft werden miissen, um
die Konvergenz des Verfahrens zu sichern. Verallgemeinerte Iterations-
verfahren dieser Art wurden von Schmidt [5] und Ehrmann [6]
betrachtet. In diesen Arbeiten [5, 6] wird nicht untersucht, ob es auch
bei den verallgemeinerten Iterationsverfahren moglich ist, Einschlies-
sungsaussagen zu erhalten und damit die Vorteile dieser Aussagen fiir
die Fehlerabschitzung zu benutzen. Mit diesen Untersuchungen be-
schéiftigt sich die vorliegende Arbeit. Die Betrachtungen werden in
einem Raum R durchgefiihrt, der im nichsten Abschnitt erliutert wird.

In den Ergebnissen sind die fiir das gewdhnliche Tterationsverfahren
Zp = Tx,,m = 0,1, 2, ..., bereits vorliegenden Aussagen als Spezialfall
enthalten. :

Die Resultate lassen sich auf viele spezielle Iterationsverfahren an-

wenden. Dariiber soll in einer weiteren Arbeit berichtet werden.
'/
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- 2. DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN DES ZUGRUNDE
GELEGTEN RAUMES

Die Untersuchungen werden in einem Raum R mit den Elementen
Z,Y, 2, ... durchgefiihrt. Jedes Element des Raumes R lasse sich in
eindeutiger Weise durch eine Menge reeller Zahlen charakterisieren. Die
die Elemente z,y,z,... charakterisierenden Mengen reeller Zahlen
werden mit {£}, {n},{}, ... bezeichnet. Betrachten wir je zwei Elemente
2 und y, so lasse sich jeder Zahl &; der Menge {£} eineindeutig eine Zahl ),
der Menge {#} zuordnen. Einander zugeordnete Zahlen werden mit dem
gleichen Index ¢ bezeichnet. Soll ausgedriickt werden, daB eine be-
stimmte Eigenschaft fiir alle Zahlen der Menge {£} gilt, so sagen wir
&, v ¢ habe diese Eigenschaft. ’

Wir nennen zwei Elemente des Raumes R gleich, 2 = y, wenn alle
einander zugeordneten Zahlen der charakterisierenden Mengen gleich
sind, also &; =17,y gilt. Als Summe zweier Elemente z, y des
Raumes R definieren wir das Element z = 2 4+ y aus R, das durch
die Menge {(} charakterisiert wird, wobei fiir alle (,e{(} gilt
Eo= & + mi.

Als Produkt eines Elementes x € R mit einer reellen Zahl 4 definieren
wir das Element z = Az, das durch die Menge {{} charakterisiert wird
mit {; = A&,y <.

Bei der angegebenen Definition der Summe zweier Elemente aus R
und des Produktes eines Elements von R mit einer reellen Zahl ist
der Raum R ein linearer Raum. _

In R definieren wir eine Halbordnung, indem wir z < y schreiben,
wenn &; < 7,y ¢ gilt. Bei dieser Definition gelten die iiblichen Bedin-
gungen, die an eine Halbordnung gestellt werden.

Jedem Element z € R ordnen wir ein Funktional Fz zu durch.
Fz =inf | §;|. Es ist

) Fz 20 yze®R,
@) F(iz) = | A |F x.

Vom Raum R fordern wir weiter, daB er normiert ist. Fiir die Norm
seien aufBer den iiblichen Beziehungen die beiden Forderungen

3 aus O=sz=sy folge |lz| =]yl
4 aus |{z||[sFy folge x5y
erfiillt.

Alle Forderunge fiir den Raum R werden beispielsweise von dem
Raum C aller iiber einem Intervall [a, b] stetigen Funtionen erfiillt.



77
Es soll jetzt ein im folgenden stindig bendétigter Hilfssatz fiir den
Raum R bewiesen werden.

Hilfssatz. Gilt fiir vier Elemente z, y, z, w des Raumes ||z —z || £

1 ; 1
gZF(z—w), ly—w]|| £ ZF(z—w) und z 2 y, so gilt auch

z2 2 w.

Beweis. Die die Elemente z, y, z, w charakterisierenden Mengen reeller
Zahlen werden mit {£}, {n}, {¢}, {w} bezeichnet. Aus ||z —z|| <

1
< %F(z—w), [ly—w]| £ ZF(Z — w) folgt auf Grund der Eigen-
schaft (2) des Funktionals und der Eigenschaft (4) der Norm | &, — ;| <
1 1
§1—|Ci—wi| und |9, —ow;| = Zl (i — w; |y 1. Ferner gilt y1
[§i—oil =18i— &+ &—n + ny— o |
1 &i— &+ 1&—n | + | p— o]

IIA

1
§|Ci—wi|+|§i—7h|,

A

d. h. es ist %[Ci—-wil = |é&—m | vi. Damit ist aber auch

% inf | {; — ;| £ inf | §; — 7, | oder anders geschrieben
) S Fe—w)s Fa—y).

Aus der Beziehung (5) und der Voraussetzung des Hilfssatzes folgt
nun |[z—z|| £ %F(z——y), ly —w]|l £ %—F(x — y) und damit
wieder auf Grund der Eigenschaft (2) des Funktionals und der Eigen-
schaft (4) der Norm | §; — ;| < % 1 & —mi |l mi— o S —;- | & — ]
Vi

Daz 2 yseinsollte, gilt &; = #; v ¢ und damit | &, — ;| £ —;— (& — no),

1 2 :
| — ;] £ = (& — m) v 1. Hieraus folgt & — {; + w; — 7; S

< & — n; vt und damit w; < {;y 4, d. h. aber z = w.

Wird im folgenden von Konvergenz im Raum R gesprochen, so soll
immer die Konvergenz in der Norm verstanden werden.
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Mit d = <y,z> wird die Menge aller x € R bezeichnet, fir die
O < y < x < 2z gilt. Wir verwenden fiir das Weitere immer Mengen 9,
die nur aus positiven Elementen bestehen. In den Anwendungen laBt
sich das durch geeignete Wahl des Koordinatensystems realisieren.

3. PROBLEMSTELLUNG UND VORAUSSETZUNGEN

Gesucht sei eine Losung z* der Gleichung
(6) Lx = Mx.

Dabei sei L ein linearer Operator. L sei auf d definiert und bilde b
in sich ab, d. h. es sei Ld < d. Die Glelchung Lx = r sei fiir beliebiges
r € Ld eindeutig 16sbar und die Losung sei darstellbar als x = Gr. Es
existiere also der zu L inverse Operator @ = L™l auf Lbd. Er ist ebenfalls
linear und er sei beschrankt. M sei ein im allgemeinen nichtlinearer
Operator. Er sei auf d definiert und bilde d auf Md ab. Es sei Md =
€ Ld < d. Die Gleichung (6) 148t sich jetzt schreiben

(7) x =L Mx = GMx = Tz,

wobei T = LM gesetzt wurde. T ist also im allgemeinen ein nicht-
linearer Operator, der auf d definiert ist. Jede Menge 7'd sei kompakt
in sich, d. h. jede unendliche Teilmenge dieser Menge enthilt eine
konvergente Folge und die Grenzwerte gehéren zu d. Die vorgelegte
Gleichung (6) wird in den meisten Fillen nicht geschlossen 16sbar sein.
Wir verwenden zu ihrer nidherungsweisen Losung ein verallgemeinertes
Iterationsverfahren

(8) - Ln+lxﬂ+1 = .Mna:", n = 0, 1, 2, ceee

Dabei seien die L, (n = 1, 2, ...) lineare Operatorén, die auf b definiert:
sind. Sie sollen d auf L, < d abbilden. Die Aufgaben L,z —=r
(n=1,2,...) seien fiir beliebiges € L,d eindeutig losbar und die
Losungen in der Form z = G, r darstellbar d. h. alle Operatoren L,
sollen inverse Operatoren Ly 1 G, m=1,2,..) auf LD bemtzen
Die M, seien im a.llgemelnen nichtlineare Operatoren die auf b de-
finiert sind und 0 auf M,b abbilden. Es sei M,» < L, ;b = d. Fiir
alle z €d sei M,x — Mx eLb Das Iteratlonsverfahren laBt sich jetzt
in der Form
2,4, =G, Mz, n=10,1,27...

schreiben. Oder wenn wir den auf d definierten Operator 7', = G,,HM
einfithren, erhalten wir aus der Gleichung (8) o

9) ' z,,+1—Ta:,,, n=0,12....0
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Die Operatoren T, seien beschrinkt, d. h. fiir beliebige z €, y €D, sei
(10) ”Tnz_—Tny”§ﬂn”x—yH’ 71‘:0v1527'--~

Die 8, seien die kleinsten Zahlen, fiir die die Ungleichungen (10) noch

gelten. Sie werden als Normen oder Lipschitzkonstanten der Operatoren

T, bezeichnet. Es wird vorausgesetzt, dall § = sup 8, existiere, und
n

es sei f < 1.

Geben wir also Folgen von Operatoren L,,,, M, (n =0,1,2,...)
und eine beliebige Ausgangsndherung z, e d vor, so erhalten wir durch
das Iterationsverfahren (8) eine Folge z,, z,, ..., z,, .... Es soll unter-
sucht werden, ob es moglich ist, fiir diese Folge EinschlieBungsaussagen
der Form

11) zys2,=2 ... 225, S ...22*=5 ... S 25, S ...5 7
oder
(12) =2y S . S22 ... 525 .. 225, 5 ... S,

zu erhalten. Diese hétten den Vorteil, daBl sofort Fehlerabschitzungen
fiir die Naherungslosungen der vorgelegten Gleichung (6) angegeben
werden kénnen, da aus den Ungleichungen (11) oder (12) z,,,; — %,, =
2 Xy, —x* oder x,, —x,,., = 2* —ux,,,, fir alle n =0,1,2, ...
folgt. Damit wire dann nach Bedingung (3)

(13) | 2* — 9,01 || = || Topsr — Zap 1] 5 n=20,1,2,....

Der in jedem Iterationsschritt in der Norm maximal noch vorhandene
Fehler konnte also sofort abgelesen werden. AuBer den EinschlieBungs-
aussagen wére es wiinschenswert, die Konvergenz der Niherungsfolge
gegen die Losung der vorgelegten Gleichung zu zeigen. Dabei ist von
vornherein klar, daB3 diese Aussagen nur zu erwarten sind, wenn die
Operatoren L, und M, noch gewisse Voraussetzungen unterworfen
werden. )

1. Der Operator L sei von monoton nichtfallender bzw. von monotor?
nichtwachsender Art, d. h. aus Lz < Ly folge x £ y bzw. y £ z. Diese
Voraussetzung kann auch so formuliert werden, daB der zu L inverse
Operator @ isoton bzw. antiton ist. Dabei heiit ein Operator G isiton,
wenn aus z < y folgt Gx < Gy und antiton, wenn aus z < y folgt
Gz = Gy (nach [7]). A

2. Fiir den Operator M existiere eine Zahl » > 0, so da M + xE
isoton bzw. M — xE antiton wird. £ bedeute den Einheitsoperator.

3. Zwischen den Operatoren G und @, und M und M, soll folgender
Zusammenhang bestehen. Es existiere ein gemeinsamer Definitionsbe-
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reich von G und G, Ldb = n L,d < d und ebenso von M und M,.
Es sei Md = n M, und Md = Ld < d. Fiir alle x € Ld gelte
n

(14) || Ge— Gz || £ a,, n=123,...
und fiir alle x € d
(15) HMx_Mnx“ gb,u n:(): 1,2;"-’

wobei die @, und b, unabhiéingig von x seien. Ferner gelte

(16) Gpys S Gpyyy by Sb,, 2=0,1,2,..,

d. h. bei jedem Iterationsschritt sollen keine schlechteren Naherungen
fiir die Operatoren G und M verwendet werden als beim vorhergehenden
Schritt. AuBlerdem sei lim @, = 0, lim b, = 0. Um EinschlieBungsaus-

n—»mo n-»c .
sagen zu erwarten, miissen an die Konstanten @, und b, weitere For-
derungen gestellt werden. Es sei

1
(17) a,, < —4—F(xn—xn_1), n=123,...,
1
(18) a2 = Z'F(xn—xn—z)’ n=234,..,
(19) b, = %F(Mnx" —M, ,,), n=123,...,
(20) b,_o < % FM,x,— M, .x,,), n=234,....

Diese Voraussetzungen sind einleuchtend, da die Unterschiede zwischen
den exakten Operatoren G, M und den entsprechenden Naherungs-
operatoren in einem der Halbordnung angepaBten Sinne kleiner sein
miissen als die Unterschiede zwischen zwei entsprechenden Néherungs-
schritten des Iterationsverfahrens, wenn EinschlieBungsaussagen er-
wartet sollen. Bei zahlreichen Anwendungen sind diese Voraussetzungen
erfiillt und auch relativ leicht nachpriifbar, da die rechts stehenden
GroBen z. B. M, x, — M, _,x, , bei der Rechnung mit anfallen.

Die Forderungen hm a, = 0 und lim b, = 0 bedeuten, dal die Ope-

N0
ratoren @, gegen G und M, gegen M konvergieren, wobei unter

lim @, = G verstanden Werden soll 11m || Gx— Gz || = O fiir alle
z € Ld und unter lim M, MhmllMx—M:cll—.O fiir alle z € d.

n—»w
Die Operatoren T, = G, M, konvergleren damit im gleichen Sinne
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gegen T = GM. Dieser Grenzoperator T' ist beschrinkt mit der vorn
cingefiihrten Konstanten f = supf, , da alle Operatoren T mit der
Lipschitzkonstanten f gleichméBig beschrinkt sind.

In den Voraussetzungen 1 und 2 werden Forderungen an die Opera-
toren G, L, M gestellt. Bei vielen vorkommenden Problemen werden
nur die Niherungsoperatoren G,, L, und M, bekannt sein, so daf
es Schwierigkeiten bereiten kann, diese Voraussetzungen nachzuweisen.
Man kann an ihrer Stelle auch folgende Voraussetzungen benutzen.

1’. Alle Operatoren (, seien in Ld isoton oder antiton.

2’. Fiir die Operatoren M, lassen sich Zahlen %, = 0 angeben, so
daB M, + x,E isoton oder M, — x,E antiton wird fiir alle n =
=0,1,2,.... Es sei lim %, = ».

n—»wo

Aus den Voraussetzungen 1’ und 2’ folgen die vorn angegebenen

Voraussetzungen 1 und 2, wie leicht einzusehen ist.

4. DIE EINSCHLIESSUNGSSATZE

Unter den angegebenen Voraussetzungen gelten in einem vorn
definierten Raum R fiir die durch das Iterationsverfahren (8) definierte
Niaherungsfolge die folgenden beiden Sitze.

Satz 1. Ist der Operator G isoton und benutzt man eine Ausgangs-
niherung z, mit z, < x,, 75 £ ¥,, so ist

(21) TgS XS .S %y S .S L STy S .S T
und benutzt man z, mit z, = z;, ¥y = Z,, so gilt
(22) 2, S 23S ... STy S ST LS X S .. 27,

In beiden Fillen konvergiert die Folge z, (n =0, 1,2, ...) gegen die
einzige Losung z* der vorgelegten Gleichung (6) im Intervall d =
= (%, T,) bzw. D = {&;, 7).

Satz 2. Ist der Operator G antiton, so gilt fiir die Naherungsfolge x,
des Iterationsverfahrens (8) die Aussage (21) oder (22), je nachdem ob
von z, mit z, < z,, ¥, < 2, oder von x, mit x, = x;, , = ¥, aus-
gegangen wird. Auch in diesem Fall konvergiert die Folge z, gegen die
einzige Losung z* der vorgelegten Gleichung (6) in d = {x,, z,> bzw.
D = (xy, ).

Zusatz. Verwendet man als Ausgangsniherung x, die Losung der
Gleichung Lgry = M0, so gelten die Ungleichungen z, = x, und
Zg = T, wenn || MO — M0 || < b, ist und die Beziehungen b, <

1 ~ .
< TF(MO — May), by < ¢ PO — My, by S 5 F(Myz, —
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— My0), b, = 71—]?(M12:1 — M @) erfiillt sind. b, und b, haben dabei

die Bedeutung, die in der Formel (15) angegeben wurde.
Bei dieser Ausgangsniherung z, hat man fiir die Naherungsfolge «,
also immer die Aussage (22), wenn (/ isoton oder antiton ist.

Beweis des Satzes 1. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird
angenommen, dafl der Operator M antiton ist. Ist diese Bedingung
nicht von vornherein erfiillt, so formen wir die Ausgangsgleichung (6)
um in

(23) Lx — »nx = Mx — xx
und erreichen auf Grund der Voraussetzung 2, daB der Operator M —

= M — xE antiton wird. Als Iterationsverfahren zur niherungsweisen
Losung der Gleichung (23) benutzen wir

(24) Ln+1xn+1 — M1 %41 = Mnxn ) n= 0! 1, 2’ T
Alle iiber L, L,, M und M, getroffenen Voraussetzungen sind jetzt
lediglich auf L = L — xE, L, = L,— %,B, M = M — xE und M, —
= M, — »,E zu beziehen.

Es wird zunichst der Teil des Satzes 1 bewiesen, der zur Aussage (21)
fiihrt.

Nach Voraussetzung ist zy < z,. Da M antiton ist, folgt daraus
Mzxy = Mz,. Nun ist | Mzy— My, || < by, || M2z, — Mz, || < b, by <

1 1
= Y F(Mux, — Myx,), by £ by = Y F(M,x, — Myx,). Nach dem ange-

gebenen Hilfssatz ist damit Mg, = M,z,. Da ¢ isoton ist, folgt
ferner GMyxy = GM,x,. Weiter ist

|| OM gz, — G Mgz, || < ay, || GMy2y — G M2, || £ ay

und

1 1
a = vy F(z, — 2,) = 7] F(G. M2y — Gy M gx,),

IIA

a; £ a, %F(xz—xl). Daraus folgt nach dem gleichen Hilfssatz
GlMoxo g Glezl, d. h A g By,

Ferner ist nach Voraussetzung z, < x,. Da M antiton ist, folgt
Mz, 2 Mz, und hieraus folgt mit || Maxy— Mz, || < by, || May —

1 1
— Mz, H S by, by < Yy F(Myzy — Mro), by < by = ZF(szz_Mo%)
die Beziehung Mz, = M,x,. Aus der Isotonie von G ergibt sich weiter
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(:’Moxo = GMyx, und damit Gy Mgz, = GaM,x,, da || GM gy — Gy Mz, || <
< a,, || Gszz—G'llIz:a:2 || £ a3 und

IIA

a Z Flxy—z,) = Z F(G3Mpxy — Gy M yx,),

1
1 = y F(x3 — x;) ist. Somit ist also z, = x;. Auf analoge Weise

Q
IIA
)

3

kann aus z, £ ¥, gezeigt werden z, < z;, so daB jetzt die folgende
Beziehung besteht z, < x, < z; < z;. Wir wiederholen diese Betrach-
tungen und nehmen an, daf} die Rechnungen bis

(25) Ty S XS .S Xy Sy S .S Sy

durchgefiihrt sind. Kénnen wir daraus

< <

(26) TogS o0 S Ty S Tppyg S Tppyg = Ty =00 S 7

zeigen, so gelten die Ungleichungen (25) fiir alle » = 0,1,2,.... Um
von den Ungleichungen (25) auf die Ungleichungen (26) schliefen zu
kénnen, mull noch @,, £ @p,15, Typpa S Tyuys Und Ty,y S Xy, ge-
zeigt werden. Die Betrachtungen gehen prinzipiell so wie am Induktions-
anfang.

Es ist jetzt weiter aus der Beziehung (25) zu zeigen, daBl die Folge z,
(n=0,1,2,...) gegen die einzige Losung der vorgelegten Gleichung (6)
konvergiert. Dazu zerlegen wir die Ndherungsfolge x, in eine monoton
nichtwachsende Teilfolge x,,,; und eine monoton nichtfallende Teil-
folge x,,. Beide Teilfolgen liegen ganz in der Menge 7T'(z,, z,>. Die
Menge T'{x,, z,»ist nach Voraussetzung kompakt in sich. Bei Collatz
und Schoéder [1] wurde gezeigt, dal monoton nichtfallende bzw.
monoton nichtwachsende Folgen, die ganz in einer in sich kompakten
Menge liegen, konvergieren. In unserem Falle konvergieren also beide
Teilfolgen ,,,, und z,, je gegen ein Grenzelement Z bzw. Z. Es
ist also

= lim z,, = lim Gy, M,, 2,, ,,
n—on n—o

= lim xp,,; = im Gy, M,,7,,.
n-»w n—»>o

Weiter ist nachzuweisen, daB beide Grenzelemente iibereinstimm en.
Mit der vorn eingefiihrten Bezeichnung @,,,M, = T, haben wir jetzt
| GonsrMoyTap — Gon Moy 1%an—y || = || Tonan — Top—1%gn— ||
S || Touon — Tau®an || + || Touan1 — Tan_1%20 |l

< Bl way — Zgu || + || T3i%an-1— Tan-1%an Il »
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worin sich der zweite Summand folgendermaBen abschitzen liBt.
| Tonon—1 — TanZon || = || Gons1Man®an1 — GonM sy 122y 1 ||
S || ConsaMon®an — GMopZay s || + || GM 20y — G My, 125, ||
+ || CM oy @30y — Gon Moy 1Z3, 4 ||
S gy + G | Mooy — Moy 1Zapy || + @y
Beriicksichtigen wir noch
|| Moypp—y — My, 15, ||
S || My®ypn — Mg,y || + || Mg,y — My, 1%, ||

< bgn + bgp s

A9y S gy, by, < by, jundsetzen || G || = 7,80 t?rhalten wir || Ty, %0, 1—
— Ty 103 || £ 2(ay, + pby,_;). Setzen wir die Betrachtungen analog
fort, so ergibt sich

| Ton®an — TorZon— || S B | Zop — Xgpa || + 2(a, + Ybon_1)

|| Zan — Zon—1 || = 1| T'on1%an—1— Tan—s%a, 2 ||
S B %api — Tans || + 2(@gp_ 1 + ¥b3y—2)
|| an—1— Zan_2 || = || Tan-2%on—2 — T'2y—3%2n—s ||

§ ﬁ H Lop—2 — Tap—3 ” + 2(0'271—2 + 7b2n«3)
und schlieBlich
g — || = || Tyoy — To%o || £ Bl 2 — o || + 2(a; + yby).

Werden diese Gleichungen ineinander eingesetzt, so ergibt sich folgende
Beziehung

” Tznxzn - T2n—1x2n—1 ” é
S 2 —x || + 28 Ya, + ybo) + 262 %(a, + yb,) +
+ .o+ 2B(az, 1 + Pban_s) + 2(ay, + ybe, _4)-

Bezeichnen wir noch || z, — z, || = d, so erhalten wir
(27) | Taan — Ton 1%on_1 || £ Sapq + f*d
mit

2n

S?n—l =2 '2;1 ﬂZn-v (a’v + ybv—l)‘

Ein gemeinsames Grenzelement z = T existiert sicher dann, wenn die
rechte Seite der Ungleichung (27) fiir n — co gegen Null strebt. Da
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nach Voraussetzung f§ < 1 ist, gilt lim 82d = 0. Weiter ist zu zeigen
n—o

lim S,, ; = 0. Nach Voraussetzung ist lim (a, 4 ¢b,_,) = 0. Bei Vor-

n—oo n—o

gabe einer beliebigen Zahl ¢ > 0 existiert also ein Index N, so da8
fiir alle n > N gilt a, + ¥b,_; < &. Damit ist '

N 2n
Spp1 = 2 Zl g, + yb, ) + 2 _;+lﬂ2"_v(av + b, 1),

N 1— ﬂZn—N
S2n-1 é 2 21 [32”_"’((1” + )’ bv—l) + 26—m—_‘ )

N
Fiir n — oo geht in Y. 2" *¥(a, + yb,_,) jeder einzelne Summand gegen
1

V=
Null wegen § < 1. Wir erhalten also

€
lim Sy, y £ ——.
n—-o 2 ! l_",B

Da ¢ beliebig war, folgt daraus lim S,, ; = 0.

n—»ow

Damit haben wir

lim 7'y,2,, = lim Ty, 125, 4,

n—»o n—w
also beide Teilfolgen konvergieren gegen das gemeinsame Grenzelement
T =X = x*.
Es ist jetzt weiter zu zeigen, daB das gemeinsame Grenzelement x*
mit der Losung der vorgelegten Gleichung (6) iibereinstimmt. Es gilt

|| Tnxn_Tx* H = H Tnxn"—Tnx* ” + ” T,,x"'—Ta:* ”,
| Tyx,— Ta* || £ Bl m,—2* || + || T\x* — Ta* ||,

d.h. wenn z, gegen z* und die Operatorfolge T, gegen T konvergiert’
konvergiert auch 7',z, gegen Tx*. Also hat man

* — li =l — Tx*
z* = lim z,,, = lim Tz, = Tx*,
n—»o n—»o

d. h. aber z* ist Losung der vorgelegten Gleichung (6). Diese Losung x*
ist auch die einzige Lsung der vorliegenden Gleichung in d. Angenommen
es gibe noch eine zweite Losung z**, die von der ersten verschieden
ist, so miiBte || 2* — x** || # 0 sein. Es ist aber

[|a* —2** || = || Ta* — Tz** || < || 2* —a** ||

und das ist wegen 0 < 8 < 1 nur fiir || 2* — 2** || = 0 erfiillt.



86

Der Fall des Satzes 1, der zur Aussage (22) fiihrt, kann véllig analog
bewiesen werden. Beim Induktionsbeweis am Anfang ist lediglich mit
den anderen Anfangswerten zu beginnen.

Beweis des Satzes 2° Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird
hier angenommen, daf der Operator M isoton ist. Ist dies nicht von
vornherein der Fall, so formen wir die Ausgangsgleichnung (6) um in

(28) Lx + xx = Mx + »x

und erreichen auf Grund der Voraussetzung 2, daB der Operator M +
+ #E isoton wird. Die Gleichung (28) lésen wir dann nidherungsweise
durch das Iterationsverfahren

(29) L,y%,q + %1%, = Mz, + 2,2,, n=0,1,2,....

Alle anfangs fiir L, L,, M und M, getroffenen Voraussetzungen sind
jetzt fir die iiberstrichenen O peratoren L = L + xE, L, = L, +

#,B, M =M+ xE und M,= M, + x, E festzulegen. Unter der
Annahme, daBB M isoton ist, konnen jetzt auf die gleiche Weise wie
bei Satz 1 zunichst die Ungleichungen (25) gezeigt werden und daraus
die Konvergenz der Naherungsfolge gegen die einzige Losung der
vorgelegten Gleichung (6) in b.

Der Beweis des Zusatzes geht analog.
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MEDIANS AND PERIPHERIANS OF TREES
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In [1], page 30, the concepts of the vertex median, the edge median
and the center of gravity are introduced. On the page 66 the problem
is posed, to study the properties of these concepts in the case of trees.
Here some results concerning the vertex median and the edge median
are given. Further, the concept of the peripherian is defined and some
of its properties are studied.

Let G be a graph with the vertex set V and edge set E, let v, be its
number of vertices, v, its number of edges. By the symbol d(a, z) the
distance of two vertices is denoted. If we have a subgraph G’ of G,
we shall denote the vertex set of @ by V(G'), its cardinality by »,(G").

The vertex deviation of a vertex a is by definition the number

my(@) = — ¥ (@, ).
Yo zev

A vertex a, with the minimal vertex deviation is called the vertex
median of the graph @, its vertex deviation is called the mean vertex
deviation of G and denoted by m,(G).

Analogously to the concept of the vertex median we can define also
the edge median. If & is an edge joining the vertices z and y, and »
a vertex, we define the distance

1
Then we define the edge median as the vertex b,, for which the sum

M) = — ¥ do, 1,

Vo heE

called the edge deviation of b, is minimal. The value of this sum for
b = b, is called the mean edge deviation of G and denoted by M(G).
Now let @ be a finite tree. Study the properties of the above defined
concepts. We consider always only finite trees.
Theorem 1. Between the vertex deviation and the edge deviation of
a vertex a of a tree G the following relation holds:
v, + 1 1

ml(d) T

M (a) ”, 2
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Proof. Let a be a vertex of a tree G. For every non-negative integer n
let A,(n) be the set of exactly all vertices of the tree G whose distance
from a is equal to n. As @ is a tree, these sets have following properties:

a) The set 4,(0) = {a} and all edges incident with a join @ with vertices
of 4,(1).

b) For n =2 1 let we A,(n). Then there exists exactly one edge
joininig v with a vertex of A,(n — 1) and all other edges incident with
v join v with vertices of A,(n 4 1).

Let g(v) be the degree of a vertex ». From the properties a) and b)
it follows that

1) card A,(n + 1) = Y )[g(v) — 17

VE Ja(u

for every positive integer » and
card 4,(1) = p(a).

Now the vertex deviation of @ can be expressed as follows:

1 00
2) my(a) = — Y n card 4,(n)
Vyn=1
We can use formally the infinite sum, because only for finitely many
numbers n the set 4,(n) is non-empty.
For the edge deviation of a, following [1], page 30, we have
1
My(a) = 5 ¥ olv) d(a, v)
70 vEV
Analogously we may use the decomposition into the sets 4,(n) and
write the equality

1 0
M) =5~ (1 3 o)

vE A,(N)

If 4,(n) # 0, all sums taken over v € 4,(n) will be assumed to be zero.
We shall adapt the expression on the right-hand side.

1 o0
1@ = 5-F[a T te)— 11+ cara a,m)|
Applying (1), we get
M (a) = 21 i n [card A,(n 4 1) + card 4,(n)].
en=1

We can write this so:
1 o)

L f n card 4,(n + 1) + Y n card 4,(n).

27¢ n=1 27: n=1

M,(a) =
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The first term on the right-hand side we adapt as follows:

chardA(n—}-l)—
g‘n 1
= L3 (n+l)cardAa(n+l)—

21’9 n=1
Evidently

Z card 4, (n + 1)

,nl

i card A,(n + 1) = v, — 1 —card 4,(1) = v, — card 4,(1)
n=1

Using (2), the first term on the right-hand side can be adapted:

Z(n-}—l)cardA (n4+1)= Q—chardz] (n) =

2v9 n=1 Von=2
1 & v,
= o, (Z n card 4 ,(n) — card 4 (1)) 2—1:: my(a) —

Thus we have

1
2v,

1

My(a) = = my(a) — ) =
1 1
e () — 5

which was to be proved.
Corollary 1. For the mean vertex deviation m,(G) and the mean edge
deviation M,(Q) of a tree G the equality

1 1
M@ =" T (&) — o

e

holds.

Corollary 2. The vertex median and the edge median of a tree coincide
with one another.

Evidently, between vertex and edge deviations there is a linear
dependence with the positive coefficient, so they must attain their
minima in the same vertex.

Before expressing another theorem, we shall prove a lemma. Accord-
ing to Corollary 2 we can omit the epitheta “vertex” and “edge” and
speak only about medians.

Lemma 1. Let a, be the median of the tree G. Let B(a,), ..., B)(a,)

be the branches of G from a, (see [1], page 64). Then for each i,
1 < i £ 1, the inequality

vv[Bi(al)] é 70/2 + 1 (3)
holds.
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Proof. Let 1 <7 <1, let u; be the vertex of the branch B(a,)
which is joined by an edge with a,. As a, is the median of @, there
must be m(a;) < my(w;). Now if x is a vertex of the branch B(a,)
different from a,, the equality

d(u;, x) = d(a,, x) — 1

holds. If y is a vertex of @ not belonging to B;(a,) or equal to a,, the
equality

d(u;, y) = d(ay, y) + 1
holds. We have

1 1
my(u;) =—) d(u;,2z) = — d(u,;,x) + d(u, ):_
=5, z;" . ”v(er(lm-(«.} i ye[rw(zmlu{nl} Gl
1
| dad) =N+ S (e, + 1) =
Yo \zer(B)—{a} velV—V{B)u{ar}
1
= ( d(a,, z) + Z d(a,, y) —
Yo \yel(B)—{a} ye[V=V(B)ua)

—M&H4+n—%w¢+g=%_

v

( Y d(ay,2) +v,—2v,(B;) - 2) —

zey

1
= my(a,) + o [vy — 2v,(B;) + 2].

v

Thus from m,(a,) < m,(u,) we get
1 ;
05 —[v—2u(B) + 2].
v

from which it follows that
vy(B;) = 9,/2 + 1

for all 3, 1 <+ < 1.

Now we can prove a theorem.

Theorem 2. A tree has either exactly one median, or exactly two medians
joined by an edge.

Proof. Assume that there exists a tree ' which has two medians
a'}, a® such that d(a}, a®) 2 2. Let B,(a®), ..., B,(a'}) be the bran-
ches of ¢ from a(p) and B, (a®), ..., B,(a®) be the branches of @
from a@). Assume without the loss of generality that a(l) belongs to
B,(a®) and a} belongs to B,(a{’). Evideritly all the branches B,(a®), ...,
B,(a))’ are subgraphs of the branch B;(a®) and all the branches
By(aD), ..., By(a®) are subgraphs of the branch B,(a(l)). According to
Lemma 1 we have

v(By(ad) < 5,2 + 1.
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Thus the sum
P

.22 [vo(Bi(@}) —1]=»,—»,(B,(aP) 2 »,/2—1.
=

This is the number of all vertices belonging to any of the branches
By(a®), ..., B,(a]) except a(}). As written above, all these vertices
belong to B;(a}) .Beside them whole the path P from a}) to a® belongs
to By(a). The vertices of the path P belong to the branch B,(a()), so
except a(}) they do not belong to any of the branches By(a(})), ..., B,(a}).
The number of vertices of the path

P is at least three, because the

distance between a}) and a® is grea-
ter than or equal to two. The branch
B,(a))) must therefore contain at

least »,/2 4 2 vertices, which leads
to a contradiction.

Thus the distance between two < aqw
medians of a tree is at most one, this
means that those medians are joined J q,
by an edge. Therefore there cannot @

exist three different medians. (If they
existed, they would form a triangle,
which is impossible in a tree.)

On Fig.la we see a tree with
one median, on Fig.1b a tree with
two medians.

Further in [1] the concept of the
mass center of a tree is defined. Fig. Ia. Fag. 1b.

If v is a vertex of the tree @, the ma.-

ximal number of vertices of a branch of @ from v is called the weight
at v. The vertex of G with the minimal weight is called the mass center
of @ and its weight is called the weight of G. ’

Theorem 3. The median of a tree coincides with its mass center.

Proof. We have shown that for the median a, the inequality (3)
holds and that it holds only for the median. Thus for each other vertex
there exists some branch of @ from that vertex such that its number
of vertices is greater than v,/2 + 1. From that it follows that every
mass center of a tree must be its median. It remains to prove that every
median of a tree is its mass center. For that it suffices to consider only
the case of a tree with two medians (if there is only one median, the
mass center must be identical with it as above proved). Let the tree G
have two medians a) and a®. Let B,(ad), ..., B,(a}) be the branches
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of G from a and By(a®), ..., B,(a®) the branches of G from a®.
We may assume without the loss of generality that a() belongs to
B,(a®) and a‘} belongs to B,(a?). The branch B,(a'))) contains therefore
all branches B,(a®), ..., B, (@) and the branch B,(a®) contains all
branches By(a}), ..., B,(a}) as its subgraphs. So if there were

[By(aD)] < v,/2 + 1,

the total number of vertices of the branches B,(a®), ..., B (a®) would
be less than »,/2 because the branch B,(a?)contains except these
branches also the vertex a(}) which does not belong to any of them.
The union of the branches By(a®), ..., B (a)) has a unique common
vertex a®) with the branch B,(a®). Thus the number of vertices of
B,(a®)) would be greater than »,/2 4+ 1, which would be a contradiction.
So if the tree G has two medians a(}, a®®, the branches B,(a(}), B,(a®)
have the same number of vertices equal to »,/2 + 1. This is evidently
the weight of the tree &, so both the medians of @ are also its mass
centers.

From Theorem 3 it follows that in the case of a tree it suffices
to use only one of the terms “‘median” and “mass center”. According
to my personal opinion it is better to use the term “median” for avoiding
misunderstandings due to the similarity of the terms ‘“mass center’”
and ‘“‘gravity center’.

Theorem 4. For a tree G with v, vertices the mean vertex deviation
my(G) satisfies the inequalities

1 v 1
1——< G)s - —
y, =l S =g
in the case when v, s odd and
1 v
L £ -2
” < my(@) 2

1 .
in the case when v, is even. The equality m,(G) = 1 —-, oceurs in the
v
\ 1
case of a star graph, the equality m,(G) = % ~— m,(G) = % m
v
the case of a path.

Proof. Let a; be the median of the tree G. The distance between a,
and an arbitrary vertex different from a, is at least one. As the tree @
has », vertices, the sum of these distances is at least v, — 1. Now we
see that the distance between the median and an arbitrary vertex of @
is at most »,/2, as the path connecting these two vertices must be
contained in one of the branches of G from a,. Assume at first that »,
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is odd. In every branch B of G from a, there can be at most n vertices
with the distance greater than or equal to »,/2 —n because to each
of those vertices a path from a, to it must exist in G containing
v,/2 — n + 1 vertices (including a,). These paths together must contain
at least v,/2 — n vertices with the distance from a, less than v,/2 —n
(the case of exactly »,/2 — n vertices occurs if for all those paths such
vertices are common). Thus the branch B contains at least »,/2 —n
vertices with the distance from a, less than »,/2 —n and the number
of the remaining vertices must be at most n. So the maximal mean
vertex deviation can occur, if the number of vertices in each branch
of G from a, with the distance greater than or equal to »,/2 —n is
equal to n for every n. Such a case occurs, if @ is a path with n vertices
and a, is its center. Then @ has two branches from a,, each of them
is a path with (v, + 1)/2 vertices (evidently there cannot be more than
two branches of G from a, containing such a number of vertices). Then
using the well-known formula for the sum of a finite arithmetic sequence
we obtain the upper bound for m,(G).

For », even the proof is analogous.

Corollary 3. For a tree G with v, edges the mean edge deviation satisfies
the inequalities.

in the case when v, is even. The equality M,(G) = %occurs in the case

Ve

1
of a star graph, the equality M,(G) = i + %or M,(G) = —1‘;’— -+ E

in the case of a path.
This follows immediately from Theorem 4 using the equality from
Theorem 1.

So as the minimal value of the vertex deviation, also its maximal
value may be studied. We shall call it the periphery vertex deviation
and the vertex in which this value is attained will be called the vertex
peripherian. Analogously we may define the periphery edge deviation
and the edge peripherian. The periphery vertex deviation will be denoted
by m,(@), the periphery edge deviation will be denoted by M,(G).

Corollary 4. The vertex peripherian and the edge peripherian of a tree
coincide with one another.
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This follows from Theorem 1.
In the following we shall speak only about a “peripherian”, omitting
the epitheta “vertex’’ and “‘edge”.

Theorem 5. The peripherians of a tree are always its end vertices.

Proof. We shall make analogous considerations to the proof of the
Lemma 1. Let @, be the peripherian of the tree @, let B,(a,), ..., B)(a,)
be the branches of G from a,. For 1 < ¢ < [, let »; be the vertex of
the- branch B(a,), which is joined by an edge with a,. As @, is the
peripherian of (, there must be m,(a,) = m,(u;). Now

_ 1 _
my(w;) = my(a,) + o [vy — 2v,(Bi(a,)) + 2]

v

holds (see the proof of Lemma 1). Thus from m,(a,) = m,(u;) we get

q

L v 20,(B(a@) + 2).

0z2—
Yy

from which it follows that
p ai a, v[Bi(@)] = v,/2 + 1.

So each branch of G from @, must
have at least »,/2 + 1 vertices. Two
3 e different branches from @, could
have exactly one common vertex, so
if there existed any two ones, the
total number of their vertices would
q be at least v, + 1, which is imposs-
ible, because G has only », vertices.
Therefore there exists only one
branch of G from a,, which means
< that a, is an end vertex of G.

Fig. 2. Fig. 3. The number of peripherians of a
tree is not so bounded as the number
of medians.

Theorem 6. For each positive integer n there exists a tree with exactly
n peripherians. .

Proof. For » = 1 such a tree is on Fig. 2. This example shows us
also that an end vertex of a tree need not be its peripherian. For n = 2
it is an arbitrary path, because it contains two end vertices and one
of them can be mapped on the other by an automorphism. For » = 3
it is the star graph with n edges.

Evidently every tree must have at least one peripherian.

Theorem 7. The peripherian of a tree never coincides with its median,
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with the exception of the trivial cases of a tree consisting of one isolated
vertex and of a tree consisting of one edge with its end vertices.

Proof follows immediately from Lemma 1 and Theorem 5.

Theorem 8. For the periphery vertex deviation of a tree G the inequalities

3 v, —1
—— < m < =Y
2 _— my(G) = 3

hold. The equality m,(G) = 2 —vioccurs in the case of a star graph,
v

—1
the equality m (G = B g occurs in the case of a path.

Proof is analogous to the proof of Theorem 4.
Corollary 5. For the periphery edge deviation of a tree G the inequalities

3 | v
— ——2= G) <=
2 v, M(G) = 2
o T 3 1 .
hold. The equality M,(G) = 5 -, ocours in the case of a star graph,

e

the equality M,(G) = %occum in the case of a path.

Proof follows immediately from Theorem 8 and Theorem 1. We see
that upper bounds are the same in Theorem 8 and in this corollary.
Applying Theorem 1 we may easily show that the vertex deviation
in a vertex of a tree can be equal to the edge deviation if and only if
it is equal to »,/2.

At the end we note that the median of a tree need not coincide with
its center. It is shown on Fig. 3, where @, is the median and ¢ is the
center of the tree.
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