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ZUM GRAD VON BASIS-ELIMINATIONSPOLYNOMEN UND RESULTANTEN

Bodo Renschuch und Ina Uhlmann

Herrn Prof. Dr. Wolfgang Vogel zum SO0. Geburtstag gewidmet

Hilberts 15. Problem trigt die OUberschrift: Strenge Begrilndung von Schu-
berts Abzdhlungskalkidl. Nach der (kursiv gedruckten) Formulierung des Pro-
blems gibt Hilbert einen Kommentar; dieser (wie bei allen seinen Problemen
nicht kursiv gedruckte) Kommentar lautet: "Wenn auch die heutige Algebra
die Durchfiihrbarkeit des Eliminationsprozesses im Prinzip gewi#hrleistet, so
ist zum Beweis der S#tze der abz#hlenden Geometrie erheblich mehr erforder-
lich,n&mlich die Durchfilhrung der Elimination bei besonders geformten Glei-
chungen in der Weise, dap der Grad der Endgleichungen und die Vielfachhelt
jhrer Ldsungen sich voraussehen lift" (vgl. etwa [4]).

Die in der Folgezeit von verschiedenen Autoren beschrittenen L&sungswege
(beginnend mit van der Waerden in [17]) stlitzen sich nicht auf den Hilbert-
schen Kommentar iiber den Grad der Eliminationspolynome, der jedoch auch als
eigenstindiges Problem von Interesse ist. - 1m Hinblick auf die seinerzeit
dbliche Elimination durch Resultantenbildung (d.h. Bildung der "Sylvester-
schen Determinante"” zweier Polynome, vgl. etwa Perron [12] und die von
Grobner in {3], 122.9, 122.15, eingefiihrten Eliminationsideale besagt der
Hilbertsche Kommentar einerseits die Aufgabenstellung zur effektiven Be—
rechnung von Eliminationsidealen (d.h. zur Berechnung ihrer Basis) und an-
dererseits (hier o.B.d.A. fiilr H-Ideale formuliert) die Giltigkeit von

Satz 1: Der Grad der durch sukzessive Resultantenbildung (von je zwei For-
men) gewonnenen Eliminationsformen eines d-dimensionalen H-Ideals a <
K[xo,xi.....xn] kann grofer sein als der Grad des entsprechenden Elimina-—

tionsideals a n K[xk B SR 1 # (0).
° 1 d d+1
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Zusatz zu Satz 1: Piir nulldimensionale P-Ideale (a) < K[x,‘,...,x“] sind die
Eliminationsideale (@) n Kix | = (b, (x) Hauptideale in K[x | (entspre-
chend die iquivalenten H-Ildeale in leo,xl]) und fiir das durch Resultanten-
bildung gewonnene Polynom ri(xi) giit also bx/rx und damit natiirlich deg r,
2 deg bi.

Nun gilt (vgl. etwa [1], 12}, [9], [18], [15])

k
1 d d+1

....x‘] sind Elemente einer

Satz 2: Basisformen des Eliminationsideals a n l([xk X, X X ] #
o

(0) eines d~dimensionalen H-Ideals a Cleo.x
geelgnet gewdhiten Grdbner-Basis (GB).

1

Zusatz | zu Satz 2: Wir wollen hier im folgenden die Variablen so umnu-
merieren, dap wir die gradulert-lexikographische Ordnung benutzen, das Po-
tenzprodukt kleinster Nummer als Leitpotenzprodukt auswerfen, wobei nach-

einander X X wvaik eliminiert werden, bis an K(xn_d ,._.,xn] #

1 n-d-2
(0) erreicht ist.

-1

Zusatz 2 zu Satz 2: Entsprechend koénnte man die strikt-lexikographische
(oder invers lexikographische) Ordnung w&hlen, das Potenzprodukt grdfter
Nummer als Leitpotenzprodukt auswerfen, sukzessiv xn, xn_1..... xm2 elimi-

nieren, bis a n leo.x,.....xd”l # (0) erreicht ist. Diese Festlegung

fihrt auch bei P-Idealen zum Ziel: bei H-Idealen gehen beide Festlegungen

durch (xo il :n) ineinander iiber, was die Bezeichnung invers lexiko-
n n=-1 1

graphische Ordnung erklirt.

Nun kénnen nach Buchberger (vgl. etwa [1], [2], siehe auch [9])
Gréobner-Basen in endlich vielen Schritten durch den Buchberger-Algorithmus
(B-Algorithmus) berechnet werden; aus Satz 2 folgt also (vgl. [2], [13],
[tsh)

Satz 3: Eliminationsideale kdénnen durch den B-Algorithmus berechnet werden.
Mit Satz 3 ist die Aufgabenstellung in Hilberts Kommentar beantwortet. Eine
Abkiirzungsmbglichkeit fiir den B-Algorithmus liefert der von der Mitverfas—
serin ([16], S. 567, Satz 2) bemerkte

Satz 4: Ist das Eliminationsideal ein Hauptideal (nulldimensionale Ideale,
Primideale. primidre und quasiprimare Ideale). so kann der B-Algorithmus

beim Erreichen der Basis-Eliminationsform abgebrochen werden.

Satz 4 ist von Vorteil bei Verwendung der graduiert-lexikographischen Ord-
nung: be! Verwendung der strikt lexikographischen Ordnung ist die Basis-



Eliminationsform das letzte Element der Grdbner—Basis. Daraus folgt (unter
den Voraussetzungen von Satz 4), daB eine Gradschranke fir jede Basis-
Eliminationsform zugleich Gradschranke fiir die Grdbner-Basis ist. Dann gilt

sstz 5: Ist a = (F,F,...F) < KIx .x ...x ]| ein nulldimensionales H-
Ideal der Hauptklasse mit deg F, =: g , so ist L := g,°8,°...*g_ eine Grad-
schranke fiir die Elemente jeder Grébner-Basis von a.

satz 5 ergibt sich aus den kdrpertheoretischen Oberlegungen von H.L. Schmid
in [14] als Gradschranke fir die jeweilige Basis—Eliminationsform.Der wirk—
liche Grad ist dann ein (echter oder trivialer) Teiler von L. Demgegeniiber
formuliert Lazard in [8), § 10, den Satz 5 mit Hinweis auf den (klassi-
schen) Bezoutschen Satz. Auf den Zusammenhang zwischen den Gradformeln von
H.L. Schmid in [14] und seines Schiilers H. Orsinger in (10}, [11] mit denen
von D. Lazard in [8] fiir allgemeinere H-Ideale sei hier nur hingewiesen.

Aus einem nachfolgenden Beispiel ergibt sich
Satz 6: Die Lazardsche Gradschranke L ist scharf.

Da nun in vielen von der Mitverfasserin durchgerechneten Fallen auch bei
der sukzessiven Resultantenbildung die Schranke L nicht {iberschritten wurde
und dadurch Eliminationsformen schneller gewonnen werden.ist auch die klas-
sische Resultantenmethode als "brauchbare® Eliminationsmethode einzureihen.
Ute Meinhold zeigte in [9], § 7, S. 66-58, an einem von I.P. Mysovskich und
G.G. Rasputin angeregten anderen Beispiel, daB auch die genaue
Obereinstimmung von Eliminationsform (gemif B-Algorithmus) und Resultante
eintreten kann. So kann es nicht verwundern, daB derzeit die Resultanten
eine gewisse Renalssance erleben, so in Untersuchungen beim RISC Linz und
in der kiirzlich erschienenen Abhandlung (5] von Jouanolou. - Andererselts
wurde in Fachkreisen die Richtigkeit des Hilbertschen Kommentars, also von
Satz 1, nie angezweifelt, doch fragten wir in Halle unseren Lehrer O.-H.
Keller vergeblich nach Beispielen und fanden solche auch nicht in der Lite—
ratur. Die "richtigen" Ergebnisse der klassischen algebraischen Geometer
fir n = 2;3 lieBen uns vielmehr vermuten, daf Beispiele zu Satz 1 erst fir
n 2 4 zu finden sind, was wiederum in Einklang mit dem oben zitierten Bei-
spiel von U. Meinhold wire, weil dort n = 3 ist. — Umso tberraschender war
es, daf Ina Uhlmann in [16] im Kaiser/Knittlschen Ideal fiir s = 4 ein sol-
ches Beispiel filr s = 3 fand, was im folgenden entwickelt werden soll. Die—
se Ideale traten bei der Identifikation von Interferenzschichtsystemen auf
(vgl. (6], [7). [16]), worauf uns H. Kaiser (Potsdam) dankenswerterweise



aufmerksam machte. Diese Problematik fiihrte auf Gleichungssysteme der fol-
genden Bauart (mit konstanten E _|)' die Kaiser/Knittischen Gleichungen:

o e 2
E, = a,
s = a2 _
b‘1‘31 23032
E =az—2aa + 2a a
2 2 13 04
AR e b s o
E,=a -2 7 (-)a,__ 3 mit (xx) 4 j-» 2 0
3 1 (an) SR Y o < 8
E =a°
L 8

Im folgenden lassen wir die erste und letzte Gleichung weg und betrachten
a_ und a in den iibrigen Gleichungen als Konstante. Dann haben wir fiir s =

3:4:5
s =3 s = 4: s =5
( = 2°- = a’- = a’-
I-:1 a, 23032 E:1 a, 2a°az E:1 a aaoaz
E, = az-‘>a a E_= az-Za a_+2a a E, = az-za a_+2a a
2 2 173 2 2 173 04 2 2 173 0 4
(n {
2 2
= - = -
E3 a_-2a.a, E:3 a, 2aza‘+Za‘as
_ .2
L E‘ = 34‘2'335 .

Es sel ferner

@ f=al-2 T -0

a -8B, .
- ) i
4 {9w) L d

Mit den Konstanten a,. a ist das Kaiser/Knittlsche Ideal (?.) =

(rl.....r._z.r__ ') ein nulldimensionales P-Ideal der Hauptklasse in

K(aﬂ.a.)lal.....anl mit n = s-1 und dem &quivalenten nulldimensionalen H-

ldeal der Hauptklasse 5" = (F,.Fz.....F

--z‘F.- 1) c K(ao.a.)lx 1.....xnl.

n = s-1 und lr1 ..... er —_— lF‘.....F'_ilvemége

X X X X
o s-4 -2 s -3
(3 8 T e—— . a = . S e— = e—— 2 4.
) L] X s-3 X at-Z X ‘s-‘l X 2 4
s~-1 s-1 -1 s-1

(Fiir s = 3 sind die letzten zwel Glelchungen zu nehmen.) Die Wahl von (3)
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erfolgt mit dem Ziel der Gewinnung einer Eliminationsform vom Grad 272 in
8, Die F,...F _,  sind Wegen (3) aus den homogenisierten (SPR S
permutiert. Wegen deg F 5 = 2 und (2) gilt dann fiir die Ordnung nach dem

speziellen Bezoutschen Satz

-1 _ 0
@ Ry =2 = 2",

nach Satz 5 auch Gradschranke fiir die Eliminationsformen. Wegen der einfa-
chen Bauart fiir s = 3 betrachten wir jetzt s = 4. Der B-Algorithmus mit der

graduiert-lexikographischen Ordnung liefert mit (3) a = :—:, a, = :—: a, =
;:‘" ?, = (F,.F,.F), GrSbner-Basis: lF‘.Fz,Fa,v‘,vs,VG,v_(l mit

F, = xz - 230x2x3 - Bjx:z’

F, == 2x x, + x‘: + (2a°a4 - Ez)xz

P, = X; - 28.X%, - Ex

v, = x; + (- 1238 - 2E2)x:x§ + (- 8Eja - SE’aq)xzxz + (“iaf -4Eaa,

2,4 |
- 4E.E_+ Ez)x3 ;
die teilwelse komplizierten V . Vs. V7 interessieren nicht. Wegen ?4 n

K(:o.a4)lxz.x3] = (Vs) bewdhrt sich hier Satz 4. Fir x, = a, und X, =1

folgt gemif den Sdtzen 2 und 3 aus V6
= o1 _ _ 2 - _
{ bz(il.az.xa) =@, * ( 12:10a4 2E2)a2 + ( 8152330 8!&:1a4)a2
(5)
2.2 2
+ (4ana4 - 4Eza°a‘ - 41-311'-:3 + Ez)

als Basis-Eliminationsform vom Grad 4; alle iibrigen Basis-
Eliminationsformen sind vom Grad 8 = 23 =2"1= ho(?“) gemip (4) und Satz
5, womit Satz & bewiesen ist. -
Bei diesem speziellen Beispiel (lelder nicht fir s =2 5) kdnnen wir (5) auch
auf elementare Weise gewinnen: Wir schreiben die Gleichungen (1) filr s = 4
folgendermafen um:

2 2 2
= + = + - = -
ai = 2a a E,. 28’8 = a 2a a EZ' 33 2&23 E3

Durch einmaliges beiderseitiges Quadrieren der zweiten Gleichung und gleich-

zeitiges Einsetzen der ersten und der dritten Gleichung sind a, und a, in

einem Schritt eliminiert; bringen wir nun alle Glieder der so entstandenen



Gleichung auf die rechte Seite, so entsteht gerade 0 = bz(( 1'32‘3) in Ein-
klang mit (5).

Bereits bei s = 5 mit spezialisierten E J zeigte sich beim Ansetzen des B-
Algorithmus, dap die G-Basis mehr als 18 Elemente vor Auftreten der gesuch-
ten Basis—Eliminationsform aufweist; bei diesem Beispiel sind also (trotz
der strukturellen Einfachheit) erhebliche Speicherkapazititen erforderlich.
Dies war fiir uns der AnlaP, auf unsere Beispielklasse die klassische Resul-
tantenmethode anzuwenden, weil dabei mit einer Determinantenbildung bereits
eine Variable eliminiert wird. Die sukzessive Elimination ist von der Rei-
henfolge abhingig. Fir s = 4 folgt mit (1), (2):

- 2 Y -
f,(“,'az"g) = a; 2aoa2 31

2

fz(ai.az.aa) = 82 - 28183 + 2&08‘ - EZ
= 2 -

fa(ai.az.ag) 83 2823‘ E3 N

Wir bilden als erstes die Resultante von fx und fz beziiglich ai, wodurch a1
eliminiert wird. Dies gibt

2
g,‘z(az.aa) = R““:"z“x"z“a) = (- 8a a, - 4E1)a3

-]

4
+(a2+4aaa

2 2 2 2
02,3, ~ 28232 + Ez - 4E2aoa‘ + 41034).

NN

Wir bilden dann die Resultante von 2,5 und f3 beziiglich a, und erhalten
damit
r(a,) = rz(xi.azja) = Res(gu.1’3;,a’3.az) :
im Vergleich zu (5) ergibt sich dann
_ .2
(6) r e &) = b e ) .

Ob (6) Ausdruck einer allgemeineren Gesetzm#figkeit ist (wie von der Mit-
verfasserin vermutet wird), bleibe dahingestellt; denkbar wire eine Gleich-
heit der Radikale der von den r!(xi) und b‘(x‘) erzeugten ldeale.

Mit diesem Beispiel in den drei inhomogenen Variablen a v 3y 3y ist Satz 1
bewiesen.

Herrn Dr.sc. Hans-Gert Gr#be (Erfurt) und Herrn Dr. Joachim Apel (leipzig)
danken wir fidr die Bereitstellung der von ihmen emtwickelten Software, die
zeitaufwendige Beschiftigung mit unserem Beispiel awm Computer und viele
wertvolle Winweise. - Herrm Prof. Dr. Hans Kaiser (Potsdam) danken wir fir
die Anregung der Thematik im Rahmen der Zeiss-Vertragsforschung.
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