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LOKALE GEOMETRIE DES RADIUS IN RIEMANNSCHEN MANNIGFALTIGKEITEN I
Jiirgen Eichhorn

1. Einleitung

In [1] untersuchen GRAY und VANHECKE, inwieweit die lokale Geo-
metrie .einer Riemannschen Mannigfaltigkeit durch das Volumen al-
ler hinreichend kleinen geodidtischen Bdlle in der Umgebung eines
Jeden Punktes bestimmt ist. Sie fragen z.B., folgt aus der Tat-
sache, daB das Volumen aller hinreichend kleinen geodidtischen
Bédlle das euklidische Volumen ist, die lokale Flachheit der Me-
trik? Die ebenen Réume sind hier also die Modellréume. Entspre-
chend kann man Riume konstanter Kriimmung als Modellridume odexr
allgemeiner die symmetrischen Rdume vom Rang 1 als Modellridume
benutzen. Das Volumen ist eine GroBe der Integralgeometrie, das-
Jenige kleiner geoddtischer Bidlle eine GrdB8e der lokalen Inte-
gralgeometrie. Statt des Volumens bieten sich auch andere Groé-
Ben der lokalen Integralgeometrie an, z.B. die integrierte
mittlere Krimmumg kleiner geoditischer Sphiren, deren integrier-
te Skalarkriimmung oder die integrierte Norm der 2. Fundamental-
form.

Wir betrachten in dieser Arbeit und weiteren die in gewlsser
Hinsicht fundamentalste GriBSe der lokalen Integralgeometrie,

den Riemannschen Abstand bzw. Radius innerhald hinreichend klei-
ner Umgebungen von Punkten. Auf Grund des GauBlemmas ist die
Exponentialabbildung eine radiale Isometrie. Man hat also nach
anderen Bedingungen an den Radius als die Analoga zu den obigen
und deren Implikationen an die lokale Geometrie zu fragen. Als
solche natiirlichen Bedingungen kann man die Existenz von Funda-
mentallésungen fiir den Wdarmeleitungs- oder Laplaceoperator, die
nur vom Radius abhingen, formulieren.

Wir formulieren deshalb folgende Aufgabe: Seien k,1 ganze Zah-
len >»0O. Man bestimme alle lokalen Geometrien, fiir die gilt

Ak 1‘1 = 0.
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Von einer vollstdndigen Losung ist man noch sehr weit entfernt.
In dieser ersten Arbeit werden einige Teilantworten vorgestellt,
und es wird eine gewlisse methodische Einfiihrung in die Behand-
lung dieser Frage gegeben.

A. GBAY sei fiir die Anregung zu dieser Fragestellung gedankt.

2. Der Fall k = 1, 1 beliebig

I.f. werden ein beliebig gewihlter Punkt x einer % -Riemann-
schen Manmigfaltigkeit M” und eine Umgebung U innerhalb eines
geodatischen Balles betrachtet. r = ¢ (x,y) bezeichne den Rie-
mannschen Abstand der Punkte y€U von x, A sei der auf Funkti-
onen wirkende Laplaceoperator. Mit w =T n/2 /T @/2 +1)
werde das Volumen der n-dimensionalen euklidischen Einheitsvoll-
kugel bezeichnet. Rir die Vollkugel vom Radius r gilt dann
vol(Yr(o)) = . Wy

Wir fihren in U geoddtische Polarkoordinaten (r,u,l,...,un_,]) ein.
BSatz 2i1, Folgende Be en sind gleichwertig.

a. Ar = 0. Hneme ® £

b. 1 = -(n=2) $ 1 tnd M™ eben.

Beweis. Sei A r' = 0. ¥ ist damn harmonisch und (det(gij))1/2=
= 1"+ @ eine Funktion von r allein. In geoditischen Polar—
koordinaten schreibt sich obige Gleichung als

Arl - - @ o @Y1 /r + ©'/e) =0,

also

112 + 12/ + @'/@) = O,
d.h‘

r. €'/® + n+l-2 = 0
oder

© = cor-(@1-2), (det(gy N2 = cor ¥, (2.1)

Seien ®41+c0,0, eine Orthonormalbasis in T M und u g1 T M.
Damn ist in x R aup Wobldefiniert, 1 # a,b € n. Gemi8 (2) ’
Korollar 2¢4, gllt an der Stelle expx(ru)
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2 r2
&Xexpy(ru)) = 1 - - guu(x) -1z (Vuguu)(!) +
3 2 4 o2
+ B Ve 8w v 30 - %5 ia,b=1n'2’“b)(’) +0(x%). (2.2)

Hierbei bezeichne ag 41e Ricci-Krimmung. Koeffizientenver-
gleich von (2.1) und (2.2) ergibt

1= ~(n-2), €uw =09 V, Quu = O Vlzm S = O
"

H := Rﬁaub = 0, (2.3)

a,b=1

x war fest,aber beliebig gewidhlt, (2.3) gilt also in jedem
x€M. M® ist somit ein Binstein~Raum mit der skalaren Kriimmung
T= 0. Gem#B8 [3) , Satz 6.57, gilt fiir das Normquadrat

IIEIZ =2 Ri;]kl des Kriimmungstensors

lR.l(2 = % n[ (n+2)H - '[“3_ (2.4)
Also ist \IRN? = 0, ¥® eben.
Umgekehrt folgt aus ¥ eben die Unabhéngigkeit von ® von r

und damit

Ar- @2 - L) @-2)r™ + @-2)r @D (@-1)/r = 0.

3. Der Pall A2 r' = 0, 1 = 1,2, fiir harmonische Riume

Ein Raum, in dem ATl = 0 gilt (1 4 0), ist notwendig harmo-
nisch. Wir ermittelten im 2, Abschnitt auf sehr einfache Weise
genau diejenigen harmonischen R&ume, die die Gleichung Arl =0
wirklich erfiillen. Beim Ubergang zur Gleichung A2 r_l = O kann
sich die 1l6sende Raumklasse betrichtlich vergrdBern, wie wir
gleich sehen werden. Ob man hierbei jedoch iiber die Klasse der
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- harmonischen Riume hinauskommt, wissen wir z.Z. noch nicht. Die-
se Frage fihrt auf ein schwieriges Problem, an dessen Los ge-
arbeitet wird. Deshalb stellen wir die Frage nach den A%t -0
13senden Riumen nur innerhalb der Klasse der harmonischen Riume,
w.z. fiir 1 = 1 und 2.

Wohlbekannt ist die Formel

B (aeu(ey )2/ (astiey N2 =214 Lo S

fiir die mittlere Kriimmung h einer geoddtischen Sphire :;"1,
die wir jetszt verwenden ((2J])).
Die Formel

jézr- ?—rf-n+A):n_1f. (3.1

T
wobei Azn—1 der Laplaceoperator auf der geodidtischen Sphi-

Zg'q vom TRadius r sei, filhrt fiir eine Punktion f£(r) von r
allein suf

A2 2B Loprrin 4 oprrnt 4 Rt 4

+ fll.hz + £'-hht'-2!? it h. (3.2)

T

Der Strich bezeichne wieder die Ableitung nach dem Radius.
Setzt man £(r) = rl, so wird die Gleichung A2r1 = O gleich-
wertig zu

P a o+ 22 Bh o+ QD2 B2+ 2(1-1r2 b +
+ 2(1-1)(1-2)r h + (1-1)(1-2)(1-3) - 7 AZ““ h = 0. (3.3)
r

Fir harmonische Riume ist h eine Funktion von r allein, und es

gilt AZD.,' h = 0.
r

Satz 3.1, Fir einen harmonischen Raum M gilt A2 = 0 genau
dann, wemn M ein 3-dimensionaler Raum konstanter Kriimmung ist.
Beweis. GemiB (3.3) gilt unter unserer Voraussetzung A2r =
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genau dann, wenn

h'' + hh' = O,
also

(b* + 3182 =0, n' + % B8 = 2¢ (3.4)

ist. Dies ist die Riccatische Differehtia],gleich\mg der Gestalt
¥ o+ % y2 = 2c. Die Lésung von (3.4) erhilt man zu

% s =0
h = 2.1/2 ctgh(c1/2r), c>0

2(-c)1/20ts(-c)1/2r s ©£G,

bzw. fir g = dﬁt(gij)

rz, ¢c=0

51/2 = sinhzc1/2r, c>»0

sin?(-c)12r, c¢ o,

wenn man lim h =e , lim g1/2 = 0 beriicksichtigt.
r—»0 r—30

Aus der Volumenentwicklung
voll 21 = o 2™ (1 + 4 7% + B2 + 0x)

mit ¢, 4 = 2 ¥%2/P(n/2 +1), der Gleichung
vol(E2 = [ ex,w) 172 ag

sh-‘
und den Reihenentwicklungen fﬁr‘ra, sinh2c1/2r, sina(—c)1/ 2r
folgt unmittelbar n-1 = 2, n = 3. Umgekehrt verifiziert man fir
einen Raum M konstanter Kriimmung sofort A2 r = 0.

Bemerkung. Der Durchschnitt der Raumklassen aus den Sitzen 2.1
und 3.1 sind ger\mu die 3-dimensionalen ebenen Réume.
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Satz 3.2. Sei M harmonisch. Dann sind die folgenden Bedingungen
gleichwertig.

a. a2 r? = o.

b. M2 eben, n eine bliebige positive ganze Zahl.

Beweis. Gem#B8 (3.3) sind fiir harmonische Rdume die Gleichungen

Aa r® = 0 und
D B'' + 3 bh' 4+ 2r° B! + 12 B2 = 0
gleichwertig, letztere Gleichung wiederum zu
r(h' + 3891 + 2(0' + 3102 = O, (3.5)

(3.5) ist vom Typ rey' + 2y = O mit h' + % n? = y(r), woraus
¥ = cor~2 folgt. Bs gilt somit

h'+%h2-%2=0. (3.6)
Die Substitution h = 2 1'tberfiibrt (3.6) in

u"-%%?_u:O, (3.7)
also in eine Differentialgleichung vom Typ

Wt d M u=o (3.8)

mt = - %. Deren Lésung ist

o, r1/2+s+c2 r1/2-s’ _4,‘ #2150

1 1
u= c1r/2+c2r/2105r,—4/u.+1=0

4 /2 cos(s-logr) + e, T

+ 1€ 0,

1/2 sin(s-logr), -4/u.+

wobei s = (| —4/u+1|)1/2 = (|2c+1l)1/2-
Das ergibt schlieBlich



oy p1/2+s ey p1/2-8 , % > -

1
T

u = c1r1/2+c2r1/2105r,%=—%

4 /2 cos(s+logr) + % r'/2 sin(s-logr), 3<- 217

und wegen % 31/2 /51/2 =h=2 -ﬁ—', 51/2 = D-uz, mit neuen Kon-
stanten

r(C,‘ rB+C2 r‘s)?§- )-%
_2

1/2

g = r (C4 + C, log r)2, %: i (3.9)

T (C,1 cos(s.logr) + Cy sin(s-logr))z, %(-— i:-
Im ersten Fall muB wegen der Entwicklung
s1/2 = o= “ +‘2r2 ¥ “31.3 4 000 )

und 8> 0 s die Gestalt s = ]2:-, k positiv und ganz, haben. Fiir

n ® 2 mu8 folglich G, = O sein, firn = 1 C, =Ounds=%.

Im zweiten Fall muB wegen der Analytizitat 02 = O sein. Der
dritte Fall scheidet wegen der Analytizitdt vollig aus. Es ver-

bleiben also genau die Fidlle g1/2 = C, 51/2 =Cr,
g/2 =0 *VIZEFT o5 1, ab.n=1,2,3,... md

31/ 2 - @.7°", Hieraus schliest man analog zum Bewels von
Satz 2.1 f eben.
Ungekehrt prift man hierfiir sofort die Beziehung A2 2 = 0

nach.
Bemerkung. Der Vergleich der Sdtze 2.1 und 3.3 zeigt, da8 fir

fixiertes k und wachsendes 1 die Klasse der Mannigfaltigkeiten,
ate Al r¥ = 0 erfiillen, sich mit 1 betréchtlich vergroBern
kann. Im zweiten Teil der Arbeit werden unter zusitzlioher Be-
nutzung der Resultate aus [4] die 1 und k in weltere Abhingig-
keit gebracht, und es wird auf Harmonizitét untersucht. Fir

n = 3 erhdlt man z.,B., das abgeschlossene Resultat Il3 ist ein
Raum konstanter Krimmung.
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