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UBER EINE KLASSE VON INHALTSTREUEN ABBILDUNGEN

Bernulf WeiBbach, Michael Gebel und Peter Stricker

1, Die Abbildungen

Bei ihren Untersuchungen iiber Vierecke kleinsten Inhalts, die
gwei einander beriihrende Kreise enthalten, haben 0., Krttenheerdt
und P. Richter [2] eine eineindeutige Abbildung der Ebene auf
sich genutzt, die wie folgt beschrieben werden kann: Es sel K
eine abgeschlossene Kreisscheibe im R2. Auf ihrem Rand Q9K sei
ein Umlaufsinn beliebig vorgegeben, und damit in iiblicher Weise
fiir jede Tangente von K eine Orientierung festgelegt.

Ist x" ein beliebiger Punkt aus K := R2 N K, 80 gibt es genau
einen Punkt x™ % x* aus K, flir den gilt:

1. Die x* und x* verbindende Gerade ist Tangente an K.
2. Der Mittelpunkt x des Punktepaares (x*,x**) liegt auf IK.

3. Bei der vorgegebenen Orientierung der Tangenten von K ist x*
Vorgtinger von x™,

Man seigt leicht, da8 die durch x* —e x** vermittelte einein-
deutige Abbildung von K auf sich inhaltstreu ist.

Es geniigt festzuhalten, daB8 der Rand Jjedes zu K konzentrischen
Kreises K oK liéngentreu auf sich abgebildet wird. Weist man
noch die Punkte von K sich selbst zu, -so gelangt man zu einer
Abbildung, die in sinnvoller Weise die Spiegelung an einem
Punkt verallgemeinert.

Es scheint bemerkenswert, da8 man auf die gleiche Weise zu einer
inhaltstreuen Abbildung der Ebene auf sich gelangt, sobald man
unter K irgend eine kompakte konvexe Menge versteht, deren Rand
9K genfigend glatt 1st und keine Flachpunkte aufweist. '

Zum Nachweis darf angenommen werden, daS ein beliebiger Punkt
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x aus JK durch
x = x(u) , uysusu, , x(u,) = x(uy) x(u) % 0

gu erfassen ist. (Hier und weiterhin wird durch Punkte stets
Ableitung nach dem Parameter u angezeigt.)

Die Orientierung von OK mdge im Sinne wachsender Werte von u
erfolgen. Jedem Punkt x* aus K entspricht dann eineindeutig ein
Punkt des Gebietes

H= {f.“» N7 :u gu<u, 5 0<v< ”}.

80 daB mit einem bestimmten Punkt x(u) € 0K

x* = x(u) - v x(u) (n
gilt. Der zugeordnete Punkt x**  1st durch

™ = x(u) + v x(n) (2)

zu erfassen (Abb. 1).

p((§)

Abb. 1

Um su geigen, da8 die durch x®—— ™ festgelegte Abbildung

von K auf sich inhaltstreu ist, genligt es nachzuweisen, daB8 die



beiden durch (1) bzw,.(2) gegebenen Abbildungen von H auf K in
den Punkten von H die gleiche sich stetig éndernde lokale Ver-
gerrung hervorrufen. Das heiBt, ist

* = [x:, x;]T und x** = x'.'l", x;']! .
80 braucht nur gegeigt zu werden, daB8 in allen Punkten von H

3(!':. x;) - 9(!? 'x;' )
Q(u. v) a(uo v)

(% 0)

gilt, da Stetigkeit von vornherein gefordert wird.

Weil sich
A(x, x¥) 2, )
1’ 2 .. . . P 1 ’ 2
d(u, v) vy -0 d(u, v)

ergibt, sichern die Voraussetzungen, da8 die erklirte Abbildung
von K auf sich inhaltstreu ist.

Man bemerkt, daB8 es keinesfalls ertorderlich ist, nur kompakte
konvexe Mengen zu betrachten. Lassen sich bei einer unbeschrink-
ten, abgeschlossenen und konvexen Menge K aus jedem Punkt von K
zwei Tangenten an den Rand 9K legen, wobei wieder vorausgesetzt
werde, da8 dieser Rand geniigend glatt - im genutzten Sinne - sei,
so gelangt man ebenfalls zu einer inhaltstreuen Abbildung von K
auf sich. Ersichtlich geniigt es auch vorauszusetzen, daB

'x'1 x2 - i1 iz auf 9K nur stlckweise stetig sei, sein Vorgeichen
Jedoch nicht &ndere. Es kann also zugelassen werden, daB K eine
endliche Anzahl von Ecken besitzt. Gewisse Teile von K sind

dann durch Spiegelungen an diesen Ecken aufeinander bezogen. Dea .
aber die einander zugeordnete Punkte verbindende Gerade stets
Stlitzgerade der konvexen Menge K ist, sollen die hier betrach-
teten inhaltstreuen Abbildungen von ¥ auf sich Stiitzspiegelungen
an K genannt werden. Dieser Name soll auch gewiihlt werden, wenn
es sich um Einschriinkungen derartiger globaler Abbildungen han-
delt. Das heiSt, eine inhaltstreue Abbildung zwischen gwei ebe-
nen Punktmengen M" und ¥ wira Stiitzspiegelung an einem Kur-
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venstiick M genannt, wenn M stetige nirgens verschwindende Kriim-
mung besitzt, M mit der Menge der Mittelpunkte einander zugeord-
neter Punkte i{ibereinstimmt und wenn die Geraden, die verschiede-
ne, einander entsprechende, Punkte verbinden, Tangenten von M
sind.

2, Einordnung der Stiitssplegelungen

Bel der Kennzeichnung der inhaltstreuen Abbildungen gwischen
gwel ebenen Punktmengen ¥”* una N gleichen MaBes ist lokal
zu unterscheiden, ob die Menge M der Mittelpunkte einander gu-
geordneter Punkte nur aus einem Punkt besteht, ob sie ein Stiick
einer Kurve bildet, oder ob sie ein Gebiet erfiillt. Diese Ein-
teilung hat G. Scheffers [3] schon 1918 benutzt, um die Struk-
tur der inhaltstreuen Abbildungen in der Ebene zu beschreiben.
Die stéirkste Beachtung hat bisher stets der Fall gefunden, daB8
M ein umkehrbar eindeutig auf M* und M** abbildbares Gebiet ist,
de dann die Abbildung gwischen M* und M*™ mittelber iiber die
Punkte dieses Gebietes beschrieben werden kann., Man vergleiche
hierzu auch die unléngst erschienene bemerkenswerte Arbeit von
K. Strubecker [4] , in der Beziige zwischen inhaltstreuen Abbil-
dungen in der Ebene und der Differentialgeometrie des isotropen
Raumes hergestellt werden. Da die Stiitzspiegelungen besonders
tibersichtliche Beispiele fiir die stets nur am Rande behandelten
inhaltstreuen Abbildungen liefern, bei denen M ein Kurvenstiick
ist, mag kurz aufgezeigt werden, wie sie sich in diese ibergrei~
fende Gesamtheit einordnen. In den gegebenen inhaltsgleichen -
etwa offenen - Mengen M" und M™ seien Netze x*(u,v) und x**(u,v)
Uber ein und demselben Rechteck H derart eingefiihrt, da8 x*(u,v)
und x**(u,v) einander bei der ebenfalls vorgegebenen Abbildung
gwischen M* und ¥ zugeordnet sind. Ist x Mittelpunkt von x™
und x** , so gibt es einen wohlbestimmten Punkt X, der die Be-
dingung

*ax-T; x* =x+ 3 (3)

erfiillt. Da M, die Menge der Mittelpunkte, ein Kurvenstiick

bilden soll, ist es sicher mdglich, die Netze derart zu wihlen,
daB



1
x = (x*(u,v) + x**(u,v))

allein von der Verdnderlichen u abhiéingt. Die Kenngzeichnung der
inhaltstreuen Abbildungen durch

2(xy, =2 i A=y, x5
9(u,v) 9(u,v)
fihrt dann liber

x4 ‘i?i x x, 'f?'x x, 2 "5‘?1‘151 X, +-5’—ui2
‘537’.‘1 ‘3%‘2 5%51 §%i2

U

i,-é’a;iz-ia-a%i, =0 bzw. kX %I = O, (4)

Da man als allgemeine Lbsung dieser Differentialgleichung
T(u,v) = A(u,v) x + c(u)

erhiilt, kann jeder inhaltsireuen Abbildung, bei der M ein Kur-
venstlick x(u) bildet, die Form

x¥* (u,v) = x(u) = A(u,v) x(u) = c(u) )

™ (u,v) = x(u) + A(u,v) x(u) + e(u)
gegeben werden. Die Stiitzspiegelungen erhiilt man gerade dann,
wenn

c(u) = A(u) x(u)

gilt,

3, Stiitzspiegelungen an EKurven zweiter Ordnung

Ist OK =: M eine Kurve zweiter Ordnung, so kann man aus den Ab-
bildungsgleichungen der Stiitzspiegelungen, wie sie in (1) und (2)
vorliegen, ohne allzugroSen Aufwand die Parameter u und v ausschei-
den, Man gewinnt dann eine Beschreibung der Abbildungen,mit de-
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ren Hilfe man - leichter als dies in der mittelbaren Form mog-
1ich ist- die Bilder vorgegebener Mengen bestimmen kenn.

Es mag geniigen, hier die Stiitzspiegelungen an Ellipsen 2zu betrach-
ten. (Bei Parabeln umd Hyperbeln kann man im wesentlichen auf

die gleiche Art vorgehen, het aber in letzterem Fall zu beach-
ten, daB nicht aus jedem Punkt von K zwei Tangenten an einen
Hyperbelast 9K gelegt werden ktnnen.) Ist K eine Ellipse, 8o
wird man rechtwinklige Koordinaten derart wihlen, daB der Ur-
sprung mit dem Mittelpunkt dieser Ellipse zusammenf#éllt und

ihre Achsen die Grundrichtung festlegen.

Futzt man fiir x € 9K die Darstellung
:|:T = [a1cosu = azsinu] ; 0 £u<2rw,

so ergibt sich

0o =%
82
x=8x mit S = . (6)
a
84 0
8

Andererseits kann man fiir x € 9K die Bedingung

1
_? 0

T 83
xGx =1 mit G = :
o T
a2

-

verwenden. Die Matrizen G und S sind durch die Beziehungen
s’ +68 = 0; sas = G (N

miteinander verbunden, fermer gilt

2
S = - E, (8)

Mit (6) und (8) erhidlt man aus (1) bzw. (2) zundchst
(B + vS)x" = (E + vS)(x ~ v&) = (E + vS)(E = v8)x = (1 + v2)x
(B - v8)x™ = (B - vS)(x + vX) = (E - vS)(E + vS)x = (1 + vz)x )
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und weiter ergibt sich, gestiitzt auf (7),

1 T 1 T
1 -xG X = 2.2 !"(E+vST)G(E+vS)x*'-—-——§x*Gx'
(1 + v©) 1+ v
nebst
1 T 1 T
T L T 2 or w8
1=x6x=——733X (E=vS")KE ~v8)x = -—>x" Gx,
(1+v2)2 1+ v

Hieraus kann man einmal

T T
?* ¢ x*™ = x*¢x* (10)
entnehmen und festhalten, daB x* und x* beziliglich der durch
die Ellipse K als Eichfliéiche festgelegten Metrik gleiche Norm
besitzen, oder, was auf dasselbe hinaus kommt, da8 die RHnder
der Ellipsen x"lI Gx&A, A21 in sich abgebildet werden.

Zum anderen kann der Parameter v in Abhingigkeit von x™ angege-

ben werden

1+v2 =x"cx*,

und man erhidlt aus (9) iiber
(B - v8)x™™ = (E + vS)x*

w 2)x™ = (B + v8)%x" = (2vS + (1 - v2)

E)x*

(E + vS)(BE = vS)x™ = (1 + Vv

die Abbildungsgleichungen fiir die Stiitzspiegelung an der posi-
tiv umlaufenen Ellipse

1 T
™ . (z-l/x’ 6X* - 15 + (2 - x¥ a*)E)x* . (11)
» »*

Flir die Stiitzspiegelung am positiv umlaufenen Einheitskreis,
d.h, fiir G = E, ergibt sich also
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1 !
2 w2 »2 #2
17'._2_“—2"'2v' +x3° -1 x+(2-15 - x0)x)

x‘1‘ +x2 (12)

2 2
* »* *
x2 2+x"2 1~|»xz-1x1-|-(2-x1 -xz)xz).

Besonders {ibersichtlich lassen sich diese Abbildungsgleichungen
in komplexer Form gusammenfassen. Wird - bequemer Schreibweise
halber - z fiir das Original und ¥ fiir das Bild gesetzt, so ist
(12) durch

1
7-~'—'2(2— }Il2+21 lzl -1 ) z (13)
3

wiedersugeben. Um einen Einblick in die Struktur dieser Abbil-
dung zu vermitteln, sind in den Abb. 2 und 3 die Bilder einiger
einfach gestalteter Mengen aufgezeigt. Sollen Geraden abgebildet
werden, 8o ist zu unterscheiden, ob sie den Kreis K treffen oder
ob dies nicht der Fall ist. Ohne Verlust an Allgemeinheit ge-
niigt es, zur imaginiiren Achse parsllele Geraden zu betrachten.
Mit £ = 8 + it, t221 - a2 wird

a(2-a2-12) -2t A%4t2-1 t(2-82-t2)+2a o/alst2-1
+1 *

"

az-r t2 524»1;2
Demnach ist
lim Im(2) =500 ; 1im Re(E) =F2 -a .
t—stoo t~—e teco

Unabhiingig von a verlaufen die Bildkurven also in einem Streifen
der Breite 4, dessen begrenzenden Geraden sie sich asymptotisch
nihern. In Abb. 2 sind die Félle & = - 2, - 1, - 297, 0 dar-
gestellt.

(Angemerkt sei, da8 das Bild des Strehls £ = t , t >1 der Polar-
gleichung 2 a2 (1+ s:l.ng)'1 geniigt.)

¥Will men Kurven zweiter Ordnung abbilden, so wiichst der zu be-
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treibende Aufwand sofort betridchtlich.

Abbildung 3 versucht einen Eindruck davon zu vermitteln, wie
stark die Bilder der Kurven einer stetigen Schar in ihrer Ge-
stalt voneinander abweichen konnen., Dargestellt sind die Bilder
der Kreise |z - t/2 = 1 fir t = 1, 2, 3 und -ebenfalls flr die-
se Werte - die Bilder der Ellipsen t2(x% - 4) + 16 x2 = O.

Letztlich sei noch darauf hingewiesen, da8 man mit der in (13)
angegebenen Darstellung der Stiitzspiegelung p am positiv um-
laufenen Einheitskreis auch sofort deren Wiederholungen angeben
kann, Wegen |Zl = |z| wird z.B. f3 = gy durch

1
;-W (2 - lzlz+21-/|zlz-1)3z

beschrieben. Diese Abbildung bildet das Ringgebiet 1 & Jz) S 2
inhaltstreu so auf sich ab, da8 gerade die Randpunkte fest
bleiben.

4. Stltzspilegelungen an beliebigen Kurven

Will man Stitzspiegelungen an beliebig vorgegebenen Kurvenstiik-
ken behandeln, so wird man zumeist nicht zu geschlossenen Abbil-
dungsgleichungen, die die Parameter aus H nicht enthalten, ge-
langen kdnnen. Man ist dann auf geeignete numerische Verfahren
angewiesen, wenn man die Bilder gewisser Punktmengen bestimmen
will. Hierzu wurde am Mathematischen Institut der Universitit
Charkow ein Programm bereitgestellt. Es gestattet weitgehend
beliebige Vorgabe des Kurvenstlickes, an dem die Stiitzspiegelung’
vorgenommen werden soll. Die Bilder gegebener Kurven kdnnen
sofort liber Plotter oder auch am Bildschirm verfolgt werden.

Im wesentlichen beruht das Verfahren darsuf, daB die Kurve,

an der die Stiitzspiegelung vorgenommen werden soll, nach Vor-
gabe einer geeigneten Schrittweite in einzelne Punkte aufge-
18t wird, die dann wieder durch einen Spline verbunden werden.
Vorliegende iiberpriifbare Beispiele bestétigen die Brauchbarkeit
des Programms.
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Verallgemeine en

AbschlieSend soll der Frage nachgegangen werden, ob es auch in
Réiumen héherer Dimension globale Abbildungen des AuBeren einer
kompakten konvexen Menge auf sich gibt, die alle wesentlichen
Eigenschaften der Stiitzspiegelungen besitzen. Was erreicht wer-
den kann, wird bereits deutlich, wenn man eine abgeschlossene
Kugel K cR® , n >2, betrachtet. Man hitte dann eine Abbildung
g zu bestimmen, die zumindest den folgenden Bedingungen geniigt:

1. Die Abbildung 4 ist eine eineindeutige und stetige Abbildung
von K = R \ K auf sich, die keinen Punkt fest 1l&B8t.

2. Der Abstand eines Punktes vom Mittelpunkt der Kugel K bleibt
beil der Abbildung erhalten.

3. Ist 9K der Rand einer zu K konzentrischen Kugel mit K> K,
80 beriihren die Geraden, die die Punkte von 9K mit ihren
Bildpunkten verbinden, die Kugel K. Dabei wird jeder Rand-
punkt von K genau einmal erfaBt.

Es zeigt sich, daB diesen Forderungen nur in Rdumen gerader
Dimension n entsprochen werden kann. Liegt niémlich eine derar-
tige Abbildung vor, so 1ld8t sich auch jedem Punkt x auf der
Sphére oJK eindeutig und stetig ein Tangentialvektor von festem
Betrag zuordnen. (Man hat nur x mit dem ihm -gemiéB der dritten
Forderung - eindeutig zugewiesenen Bild x™ eines Punktes x™
aus 9X zu verbinden)

Stetige singularitdtenfreie Felder von Tangentialvektoren lassen
sich nach einem Satz von Poincaré und Brouwer (man vergleiche
etwa [1], P. 481) jedoch nur auf Sphiiren ungerader Dimension
angeben.

Ist n gerade, so kann man Abbildungen mit den geforderten Eigen-
schaften - sie sind dann, wie man auch auf lokalem Wege zeigen
kann, stets inhaltstreu - leicht auf folgendem Wege gewinnen:

Man wihlt zunéchst eine schiefsymmetrische orthogonale Matrix S.
Es gibt stets derartige Matrizen mit einer geraden Anzahl von
Reihen, z.B. kenn man fiir S = [s;, ], hyke {1,...,2n} die
Matrix mit den einzig von Null verschiedenen Elementen

Bymeg =~ V3B g=+1,1=1...m
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verwenden. Fiir jeden Punkt x des R gilt dann

xTSx-xTSQI-%(xqu'xSx)-O.

Ist also x ein Punkt aus 9K = {xeRzn s Hxll = 1}

und wird

*a(BE-%8)x, x™ =(BE+tS)x , t>0 (14)
gesetzt, so ist

12 - ™12 2 (14 82) 1zl 2 = (1 + #9) ' (15)

und die x* und ¥ verbindende Gerade beriihrt die Kugel K.
Umgekehrt gibt es zu einem vorgegebenen Punkt x* aus K aber
genau einen Punkt x¢ 9K und eine reelle Zahl t > O, so daB (14)
erfiillt wird, Die Zahl t ist bereits durch (15) bestimmt, und
'ogonsz--ss!--Evird

(B + tS)(B - t3)x = (1 + t2)x = (E + tS)x¥,

also

1
-y (B + -,/gx*lz - 1 85)x*.

Aus (14) erhilt man dann auch sofort die Abbildungsgleichung

] _
¥ - ";.—lg (ZVHE -15+(2- lx'lz)E)x*. (16)
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