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KINEMATISCHE EERTTENGEBUSCHE UND —STERNE

Michasel Werner

Mit der Theorie der Kettengeomstrien 5 (& ,& ) gelang es in [1]
die drei klassischen Geometrien von MUBIUS, IAGUEREE und MIN~-
KOWSKI durch ein einheitliches Konzept zu beschreiben und in
Verallgemeinsrung jeder kommutativen Algebra £ mit Einselement
tber einem Korper A eine Geometrie zuzuordnen. In den histo-
rischen Geometrien wurden EKettenmannigfaltigkeiten bereits be-
trachtet, so liegt bei der klassischen Mobius-Geometrie Z(R ,C)
unfangreiches Material tber Kreismannigfaltigkeiten vor.

Als einen ersten Beitrag zu einer allgemeinen Theorie der Ketten-
mannigfaltigkeiten versteht sich die nachfolgende Untersuchung
von EKettengebischen und -sternen iiber kinematischen Algebren [3]
endlicher Dimension n bei char & # 2, wobel die Begriffsbildungen
durch Analogien zu Geradenmannigfaltigkeiten in der Liniengeo-
metrie motiviert sind (cf. [4] 34.). Aufbsuend auf [5] 1@t sich
ein Kettenraum einfiihren, in dem die Ketten Punkte des projek-

tiven Raumes P P~3(&) sind. In Spezialfallen kann man statt
dieses Kettenraumes das zu ihm projektiv-aquivalente Polarmodell
der Kettengeometrie heranziehen, das sich mittels der Trager-
quadrik aus dem Modell in [2] komstruieren laBt.

0, Kettengeometrische Grundbegriffe

X ist eine kommutative Algebra mit Einselement ber einem Kor—
per &£, R ihre Binheitengruppe. P(X) = {® (u,v): (a,v) = X}

ist die projektive Gerade tber & (<...> Idealbildung) mit

A (u,v) = {(ru,rv): reR}. P(A) und der affine Raum &£ lassen

sich kanonisch in P(X) einbetten. Die regularen (2,2)-Matrizen
tber X induzieren Punktabbildungen, die die projektive Gruppe
T (%) von P(X) bilden. Fir X ¢4 ist P(8) die Punkt-
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und {y(P(&)): yeT' (&)} die Kettenmenge der Kettengeometrie .
(R ,%). Zwei Punkte ®(u,v), R(u?,v') sind genau dann
parallel, wenn uv'-u'v ¢X\R gilt. Zwei Ketten a, b berihrep sich
genau dann im Punkt X, wenn es ein yeT (&) mit y(X) =®R(1,0)
und y(a)NZy(b)NX gibt. Die Theorie der Kettengeometrien
findet sich in [1]. Es sei hier stets n = au‘:ac endlich und
char & # 2.

(& ,) heipt genau dann kinematisch, wenn & es ist:

ek +&x VxeX[3]. Es gibt dann einen involutorischen Auto-
morphismus — der Algebra, N(x) = xx ist eine quadratische Form.
Die kinematischen Kettengeometrien zerfallen in die (von selbst
zweidimensionalen) Minkowski-Geometrien (&£ isomorph zu den
Doppelzahlen iiber &, komponentenweise Addition und Multipli-
kation), in die zweidimensionalen Mcbius~Geometrien ( &€ = quadra-
tische Korpererweiterungen von &) und in die kinematischen
Laguerre-Geometrien (&£ lokal mit L=& +J, .72 =03 J maximales
Ideal). fber jedem Korper & gibt es (bis auf geometrische Iso-
morphie) genau eine Minkowski-Geometrie. Die Anzahl der kinemati-
schen Mobius-Geometrien entspricht der Anzahl der Isomorphie-—
klassen quadratischer Korpererweiterungen. Zu jedem Korper

und zu Jeder Dimension n gibt es genan eine kinematische
Laguerre-Geometrie.

Po, ;]

In Hotje-Modell [2]
. P(£) = Q\R

R (u,v) = &£"(uv,K(n),N(¥))

@ @) = x4,

R ={dx(x,0,0): xeX\(RU{O})A XX + Ix* =0 Vx'eX}

einer n-dimensionalen kinematischen Kettengeometrie 37 (& ,£)
im (n+1)-dimensiomalen projektiven Raum

P*UR) = (Lx& x4 \{(0,0,0)})/&> @ber £ ist das h-Bild jeder
Kette ein ebener Schnitt der Quadrik Q.
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Zwei verschiedene Punkte sind genau dann parallel, wemn ihre
h-Bilder auf einer Erzeugenden von Q liegen. Ein ebener Schnitt
von Q ist genau dann bh-Bild einer Kette, wenn er mindestens
drei Punkte, aber keine Erzeugende enthalt.

Die Quadrik Q des Hotje-Modells ist genau im Mobius- und
Minkowski-Fall regular. Das Hotje-Modell induziert dann das
Polarmode]l]l der entsprechenden Kettengeometrie: Das Modell eines
Punktes der Kettengeometrie bleibt unver'a'ndsrt; der eipser Kette
entsprechenden Schnittebene von Q wird ihr Pol beziiglich Q zuge-
ordnet. Die Inzidenz realisiert sich im Polarmodell durch die
Konjugiertheit,

2¢ Kettenraum

Laut [5] 1apt sich Jede Kette einer kinematischen Kettengeometrie
(A ,£) als Menge aller Punkte & (u,v) mit

u
(u,v)M (_) =0
v

darstellen, wobei M eine schiefhermitesche (2,2)-Matrix iber L
ist. Genau dann beschreibt eins solche Matrix M eine EKettle,
wenn es ein we® mit det M = ww gibt; genau dann bestimmen M und
M' die gleiche Kette, wenn es ein ke& mit M' = KN gibt.

Jede (2,2)-Matrix Uber einer n-dimensionalen Algebra & uber
einem Korper & kann man als Vektor in einem 4n-dimensionalen
Vektorraum iiber & auffassen. Demnach laft sich Jeder Kette einer
n-dimensionalen kinematischen Kettengeometrie X (& ,&) ein
Punkt des projektiven Raumes P4n'1(£) zuordnen. Die Eigenschaft
M + BT = 0 hat eine Dimensionsreduzierung zur Folge. Gema [3]
gllt =& + J mit T = {xeX: X = -x}. Zerlegt man x€X in der
Form (x1,22) mit x1¢£ und x,€ J, 80 hat M die Gestalt

e (0,0) (ﬂoY))

~ \(=8y¥) (0,8)
mit @, v, 5€J und Be&. Damit liegt der Kette (= Gesamt-
heit der den Ketten zugeordneten Punkte) im ;3% g(5).
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Man Uberzeugt sich, daf im Mobius- und Minkowski-Fall die Koeffi-
zienten der Ebenengleichung, die einer durch M bestimmten Kette
via h zugewiesen werden, linear von den Koordinaten der
Matrizenelemente abhangen. Damit ist das Polarmodell projektiv-
aquivalent zum Kettenraum.

Im Minkowski- und Laguerre-Fall ist die Existenz eines weR mit
det M = ww gleichbedeutend mit det M # O, Der Kettenraum ist hier

dss Komplement der durch det M = O induzierten Quadrik im PPP-3(g),
bei der es sich im Minkowski-Fall bezogen auf das Polarmodell um
die regulare Quadrik des Hotje-Modells und im Laguerre-Fall um

ein zusammenfallendes Hyperebenenpaar handelt. Im Laguerre~Fall
ist der Kettenraum also ein ganzer affiner Raum. Man liest ab,

daf es im Minkowski- bzw. Laguerre-Fall |£|> -|&] bzw.|&| 323
Ketten gibt., Im MObius-Fall gibt es fbrigens|&]> + |&| Ketten;
hieraus folgt, dap sich bei endlichem & auch im MGbius-Fall
bezuglich des Polarmodells der Kettenraum als Komplement von Q
ergibt.

Die Spur eines Objektes des P-2 (&) im Kettenraum wird als
entsprechendes Objekt des Kettenraumes bezeichnet (z.B. Ebens,
Kegel).

Ist G eine Matrix einer Abbildung y aus T°(&£), so wird das y-
Bild einer durch M beschriebenen Kette durch

T —
G"1 lﬁ"1 beschrieben, y induziert eine projektive Bijektion des
Kettenraumes.

3. Kettensterne

Die Gesamtheit aller Ketten durch einen festen Punkt X bildet
den Kettenstern mit Tragerpunkt X.

Im MObius—- und Minkowski-Fall ziehen wir das Polarmodell heran.
Da sich die Inzidenz im Polarmodell durch die Konjugiertheit
realisiert, liegen die Modelle aller Ketten, die mit dem Punkt X
inzidieren, in der Tangentialebene von Q in h(X). Mit Ausnahme
von h(X) im Mobius-Fall und den beiden Erzeugenden durch h(X)

im Minkowski-Fall entsprechen den Punkten der Tangentialebene
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auch Ketten.

Die Inzidenz einer Kette mit ®(1,0) ist mit « = O aquivalent;
durch diese Gleichung wird eine (2n-2)-Ebene im POR~7(&) fest-
gelegt.

Satz 1, Ein Kettenstern mit Tragerpunkt X realisiert sich im
Kettenraum als (2n-2)-Ebene. Im Laguerre-Fall handelt es sich

in PP*3(A) un eine ganze affine (2n-2)-Ebene. Im Mobius— baw.
Minkowski-Fall handelt es sich im Polarmodell um die im Berthr-
punkt h(X) punktierte bzw. im Erzeugendempaar durch ihn ge-
schlitzte Tangentislebene an Q in h(X).

Wir betrachten jetzt eine Sternuntermannigfaltigkeit. Ein Berihy-
bindel mit Tragerkette a und Tragerpunkt X ¢ a besteht aus allen
Ketten, die a in X bertihren. Bei festgehaltensm Berthrpunkt ist
die Berthrrelation eine Kquivalenzrelation; dies fuhrt dazu,

dap die Beruhrbundel eine Partition des Kettensternms bilden.

Betrachten wir zunachst den Mobius- bzw. Minkowski-Fall. Zwei
Ketten berthren sich genau dann, wenn sich ihre Modellkegel-
schnitte bertlhren. Das ist genau dann der Fall, wenn sich die
Schnittebenen in einer Tangente von Q schneiden. Das Ebenenbu-
schel durch die Tangente enthalt anfer der Tangentialebene im
Berthrpunkt nur Ebenen, die Q in Kettenmodellen schneiden. Das
Polarsystem fuhrt das Ebenenblischel durch die Tangente an h(a)
in h(X) in die Verbindungsgerade von h(X) mit dem Pol der Tra-
gerebens von h(a) Uber. Im Laguerre-Pall ist Beruhrung von P(&)
in ®R(1,0) mit @ = 0 und y = O &quivalent.

Satz 2. Fin Berthrbundel realisiert sich als (n-1)-Ebene des
Kettenraumes. Im POP~J(K) liegt ein ganzer affiner Raum der
Dimension n-1 vor. Im Mobius— und Minkowski-Fall realisiert sich
im Polarmodell ein Beriihrbindel (a,X) als in h(X) punktierte
Tangente an Q in h(X) durch den Modellpunkt von a.

Bei 3"(R,C) ist ein Berdhrbindel ein parabolisches Kreisbuschel.
Der Schnitt von zwel Kettensternen ist beli nicht parallelen
Tragerpunkten X,Y die Gesamtheit aller Ketten durch X,Y; diese
Eettenmannigfaltigkeit realisiert sich bei n = 2 als Gerade im
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Kettenraum, bei & (R, C) liegt ein elliptisches Kreisbischel
VOoTI.

4, Kettepgebische bei n = 2

Alle Ketten, die eine feste Kette a in genau einem Punkt schnei-
den oder mit ihr zusammenfallen, bilden ein Kettengebusch 1, Art.
Bei n = 2 ist dies wegen der in diesem Fall gegebemen Scharfe
der Berthrrelation gleichbedeutend mit der folgenden Definition.
Alle Ketten, die eine feste Kette a bertihren, bilden ein Kettep-
gebiisch 2. Art. Genau fiir n>2 und R# & ist bei gleicher Tra-
gerkette a das Gebusch 2. Art eine echte Untermannigfaltigkeit
des Gebusches 1. Art, Das Gebiisch 2. Art mit Tragerkette a ist
die Vereinigung aller Berthrbundel (a,X), wobei der Punkt X die
Kette a durchlauft.

Im Mobius- und Minkowski-Fall realisiert sich ein Kettengebusch
1. bzw. 2. Art im Polarmodell als Spur des Tangentialkegels vom
Modellpunkt der Kette a an Q im Kettenramm., Im PO(&) handelt es
sich um den Tangentialkegel, der um seins Berthrkurve (= h(a))
redusziert ist (affiner Kegel). Man beachte das Resultat uber die
Berthrbundel aus dem vorangehenden Abschnitt, sie entsprechen den
Kegelerzeugenden. Im Laguerre-Fall betrachten wir a = P(& ). Not-
wendig und hinreichend dafir, dap eine Kette P(&) in genau einem
Punkt # #(1,0) schneidet, ist die Existenz genau einer Losung

k é&von oX° + 2yk + 6 = O, wobel a # O ist. Das ist mit

Y2 - ab = 0, o # O gleichbedeutend. Eine Kette berihrt P(& )
gensu dann in R (1,0), wenn @ = O und y = O gilt. Insgesamt er-
hilt man im P7(&) eine regulire affine Quadrik.

Satz 3. Bei n = 2 realisiert sich jedes Kettengebisch 1. bzw. 2.
ATt als affine Quadrik im Kettenraum. Im PO(&) selbst handelt
es sich um eine ganze affine Quadrik, die im Mobius- und Minkows-
ki-Fall singular und im Laguerre-Fall regular ist. Im Mobius- und
Minkowski-Fall hat man im Polarmodell den um seine Beruhrkurve

(= h-Bild der Tragerkette) reduzierten Tangentialkegel vom Modell-
punkt der Tragerkette an Q.

Bemsrkenswert ist das komplement&'re Verhalten hinsichtlich Regula=
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ritat bzw. Singularitat bei der Quadrik Q des Hotje-Modells und
der Quadrik eines Gebusches im Kettenraum.

Ein Kettengebiisch 3, Art wird von allen Ketten gebildet, die eine
feste Kette a schneiden. Bei gleicher Tragerkette enthdlt das
Gebusch 3. Art die Gebusche 1. und 2. Art als echte Untermannig-
faltigkeiten. Das Gebisch 3. Art ist die Vereinigung aller Sterne
mit Tragerpunkt X € a.

Bezogen auf das Polarmodell handelt es sich um die Spur jener
Tangentialebenenschar im Kettenraum, die durch die Punkte von
h(a) bestimmt wird. Diese Ebenenschar bildet eine projektive
Kurve zweiter Klasse im Dualraum des P2(&) und hillt den Tan—
gentialkegel vom Modellpunkt von a an Q ein.

Satz 4. Im Mobius- und Minkowski-Fall entspricht einem Ketten—
gebisch 3. Art ein dualer Kegelschnitt, im Kettenraum hullt es
das zugehorige Gebusch 1. Art ein.
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