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0BER DIREKTE PRODUKTE VON k-REGULAREN p-GRUPPEN

wolfgang Bannuscher

In Verallgemeinerung des von P. HALL in [6] und [7] eingefihr-
ten Regularit&tsbegriffes bei p-Gruppen wurden in [2] und [3]
sogenannte k-regulére p-Gruppen untersucht.

pefinition: Eine p-Gruppe 9 heiBt k-reguldr, fslls fir alle
X,Yeg gilt
k k _k k
(x)P = xP ¥P 1T o,P
i
mit geeigneten Dig(X,Y>'.

Fir k=1 stimmt diese Definition mit der Definition der Regu-
laritdt einer p-Gruppe im Sinne von P. HALL Gberein.

In [2] und [3] wurden alle wesentlichen klassischen Aussagen
von P, HALL auf k-Regularitsdt verallgemeinert. Es wurde er-
kannt, daB sich die k-Regularitdt von zwei p-Gruppen im
sllgemeinen nicht auf ihr direktes Produkt vererbt. In [3]
(setz 11,S5.89) wurde auch in Verallgemeinerung eines Satzes
von GRON [5] gezeigt:

Satz 1: Seien §, und 92 k-regulsre p-Gruppen. Ist Ul(gi)-g
oder Uk(gé)-g , dann ist le 92 k-regular.
Ziel dieser Arbeit ist es, eine gewisse Art Umkehrung dieses

Satzes zu beweisen, insbesondere k-Regularitit von 2-Gruppen
zu untersuchen sowie ein k-Regularitatskriterium herzuleiten.

wir benutzen folgende Bezeichnungen:

A,B, ... Gruppenelemente; a,ﬂn... Gruppen bzw. Untergruppen;
E Einheitselement; (W) die aus Nl erzeugte Untergruppe, wobei
N Teilmenge einer Gruppe ist; { =(E) ; 9x§ direktes Produkt
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der Gruppen Q und'g : 6 H 9 )S ist Untergruppe der Gruppe J ;
$<9 : 459 und '6;‘9 ; ﬁfg § ist Normalteiler der Gruppe 9;
qu: ﬁﬁg und 5;‘9 ;: ord A Ordnung des Gruppenelementes A;
!g] Ordnung der Gruppe § ; ABup~las; mG-{MGlMem};
(A.8]=a"t870a8; [@,4]=([A,B] [Acq,Betd: §'=(9.9); Z,(g) 3-tes
Glied der sbsteigenden Zentralreihe der Gruppe  ; Z(g) Zen-
trum der Gruppe 9 s §(9) Frattinigruppe der Gruppe 9 :

c(g) Nilpotenzklasse der Gruppe 9 ;: (a,b) groBter gemeinsamer
Teiler der ganzen rationalen Zahlen a und b;

pk
VL (9)=<x" [xe9).
Bevor wir ait unseren Untersuchungen beginnen, betrachten wir
eine Klasse von p-Gruppen, auf die wir uns durch Spezialisierung

der Parameter in mehrfacher Weise in dieser und nachfolgenden
Arbeiten beziehen werden,

Beispiel 1: Es sei k eine natiirliche Zahl und a-<A1,...,A k)
p
eine abelsche p-Gruppe (Man beachte: AgrecasA bilden nicht

notwendig eine Basis von (L.) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) ord Ay beliebig, ord Ay £ pk fur 1=2,...,p;
ord AJ S pk'l mit p1<_15p1*1 far p<jspk

( far j)pk sei AJ-E);
(11) Es existiere ein Automorphismus & von ( derart, dal
AT = AA
i 17i+1
for slle 1 mit 1515pK 1et.
Dann gelten im semidirekten Produkt (=0(X) wmit aXap™
far alle Aca und ord X = ordx folgende Aussagen:
(1) ord X ka, so dal g eine p-Gruppe ist;
k
p
k k 3
(2) (AP = xP AP TT A(">.
j=1 p

Beweis: (1) Wegen q°$a haben wir lg"-g . Mit Lemma 2.1.1.(Vv)
aus [1] erhalt man dann

P P P
[Ai.xpk] = A,‘Sl) A'__Sp-i)A':Efi)... A 5 cea A
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Nach Voraussetzung (i) verschwinden s#&mtliche Faktoren auf
k
der rechten Seite dieser Gleichung, so daR [Ai,xp J=E gilt.

k
sei nun 1<35pX und bereits [AJ_i.Xp J=E bewiesen. Wir haben
dann

k
xP 1 x

ATy j1 = A

A .
-1
-1 xpk+1
Also gilt AJ = AJ-1 AJ_1 » Woraus

k k k k
P P\ P\ P +1
(a8 ) K

"3
folgt. Nach Induktionsannahme bedeutet das
k k
AP -1, xP*1 -1, x -1

3 T Agea Agar T AL Aqo T AL A Ay Ay
mithin haben wir ;

k
[AJ lxp J-Eb

k k
d.h. X zentrslisiert (L. Nach Definition von X folgt xP =E.

(2) Die Behauptung ergibt sich aus [8](III.,10.9 b),S.330)
und unserer Voraussetzung (i).

Definition: Eine Gruppe g heiBt n-sbelsch, falls fuar alle
X,Yeg stets (xv)"=x"Y" gilr.

Ist ( eine p-Gruppe und pk-abolsch. 8o ist [ of fenbar k-regular.
Faktor-, Untergruppen und direkte Produkte von pk-abeluchen
p-Gruppen sind offensichtlich pk-abelsch. pk-abelsche p=-Gruppen
wurden in [2](S.58) k-abelsch genannt, jedoch entspricht die
obige Definition der allgemein dblichen Formulierung (s.[9]).

Satz 2: Eine p-Gruppe () ist genau dann pk-abelsch. wenn g
k-regulér und vl(q')ag ist.

Beweis: Ist () k-reguldr mit Ul(q‘):g , 80 ergibt die Defi-
nition der k-Regularitat einer p-Gruppe unmittelbar die
pk-Komnutativitét von 9 .

Sei andererseits die p-Gruppe ( pk-abplsch. Da die k-Regula-
ritat von g offensichtlich ist, haben wir nur noch Uk(g')-g
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nachzuweisen. Angenommen es ist 'vk(g')f £ - Indem wir zu einer
geeigneten Faktorgruppe von § Obergehen, kdnnen wir annehmen,
daB [V (g°)=p gilt. Daraus folgt offenbar U&*l(g')-g 5

Wir wenden Satz 5 8) (S.56) von [2] auf die k-reguldre p-Gruppe
g far m=N=g und r=s=k an:

(V@) V(] = Upye(9°) = Vipq ()= €
Damit ist Uk(g) abelsch. Die pk-Koumutativitﬁt von q liefert
far beliebige X,Yeg damit

k k k __k _k k
(x,v1P = (X Ixr)P = xP ¥y P xPyP < E.
Also wird 9* von Elementen erzeugt, die hdchstens die Ordnung
pk haben. Damit gilt

k
0 3<xeq [xP =E) ,
und das bedeutet wegen Satz 2 a)(S.55) aus [2] exp 9 - pk,
mithin Uk(g')-t im widerspruch zur Annahme.

Im folgenden beschadftigen wir uns mit 2-Gruppen. Es ist

bekannt (s.[8],I1I.,10.3 a),S5.322), daB jede 1-reguldre 2-Gruppe
abelsch und damit 2-abelsch ist. (Umgekehrt ist natidrlich

jede beliebige 2-abelsche Gruppe abelsch, denn sie besitzt nach
Definition einen Endomorphismus, der jedes Element auf sein
Quadrat abbildet.) Wir verallgemeinern diese Tatsache auf
k-Regularitét:

Satz 3: Eine k-reguldére 2-Gruppe ist 2k-abelsch, d.h. die
Klasse der 2 -abelschen 2-Gruppen fallt mit der Klasse der
k-regulsren 2-Gruppen zusammen. Wegen Satz 1 Ubertragt sich

bei 2-Gruppen die k-Regularitdt auf direkte Produkte.

Beweis: Sei q eine k-regulare 2-Gruppe. Wir beweisen durch
Induktion nach 19|, daB8 Uk(g')-g gilt, woraus die 2k-Koumu-
tativitat von § folgt. Angenommen es ist ‘U’k(g')fg . Dann
existiert ein Normalteiler J1 von g mit ns U;(g') und
lvk(q')/nlnz. Somit ist (/N eine k-regulare 2-Gruppe und

Vi((9/M )= G (' w/n)= T (g IR =U(9°)/n £ A/n .
Nach Induktionsannahme folgt daraus N=¢ , demit lvk(g')[-z
und wegen [2](Satz 5 a), S.56)
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(Vi (9) 1y (9)] = V5 (g ) = Ueer(9') =2 -
Somit ist Uk(q) abelsch. Da 9 nicht 2k-abolsch ist, existie-
ren X,Yeg mit
k k k
)2 A x2¥E (1)
Nach unserer Induktionsannahne muB dann 9 ={X,Y) gelten, und
wir erhalten 9 =([x, Y] ITeg) o

Da V(0 )A{ ist, muB wegen [ZJ(SItZ 2 a), 5.55) [X,Y]? ;‘E

sein; also gilt 'U'k(g y={[x. Y] ) Die k-Regularit#t wvon 9
liefert deshalb wegen (1)
k k k
()2 = x2¥2 [x,v]% .
Da (XY,[Y,x])qg ist, ergibt sich

k k k
(V02 w( (00 [¥.x))2 =002 [, 12 e 2" [, v 2" [, )2

k k
=2 y2 .

weil auch {XY,YX)<0) gilt, folgt ueiterhin

k k k ok
((x) (¥x))Z =(xv)2 (vx)? k2 2" 2.

Aus der Kommutativitdt von ‘U’k(g) erhalten wir also
k k+1 _k+1 k
(o vx? = x2 Y T x? . (2)
Andererseits ist aber such (XYZ.X)-(X,Yz)ﬁot, §(q))<9 und
damit

k k k ok k k+1 _k k+1 _k+1
Oaryx)2 =((xr2)x)2 =(x¥?)2 x2 ax2¥2 X% ax® Y2 . (3)

Der Vergleich von (2) und (3) liefert dann den gewinschten

widerspruch [x,Y]2 =E.

In einer regularen, d.h. abelschen 2-Gruppe ist natirlich
g'-{ . Wir werden uns snhand eines Beispiels davon Oberzeugen,
daB fiir k>1 k-reguldre 2-Gruppen mit U’k_l(q‘)f{ existieren.

Beispiel 2: - Es sei a'<A1)"<A2) eine sbelsche Gruppe mit

k

ord Ay = ord A, = 2 ~(ks1). Dann ist die Abbildung x mit

A: =AJA, und A2 =A A offenbar ein Automorphismus von (.
Wir betrachten nun dao senidirekte Produkt § =a(Xx) mit
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AX=A® fir Aca und ord X = ord x und zeigen ord X = 2k.

2 2 k-1 2k-1
Mit der Setzung Ag:=Ay, AyimAs, ... ,Ag 4 i=AL Ay imAy

A2k¢1'A2k+2""'A2k:'E erfallt o die Voraussetzung von

Beispiel 1. wir erhalten ord X lzk. Aus Lemma 2.,1.1.(v) von
(1] folgt
k-1 (2"'1

k-1
£A1.x2k-1J = [Al.XJ(2 ! >[A1-"'x](z ? )" - Pekepae ] o
2

. Agk-1Aik-1(2k-1_1) . Aik-1A§k-1 e
Damit hat g die Ordnung 23k.
Wir weisen jetzt die k-Regularit#t von ) durch exp J = 2
nach: Ein Element wvon q hat die Gestalt X'A mit Ae und rciN.
Durch [8](III.,10.9 b), S.330) erhalten wir
k 2k
a2 a2 a2 [Aax” X, cwsyx"] (1) -

i=2 i-1
Offenbar verschwinden in diesem Produkt die Faktoren fir 1=3
und 125, so da8 gilt

k k

(%) (%)

@,xr,xr,xr]
Sei A-A:A;. Man rechnet leicht nach, daB

k

k
(x"a)2 = [a,x"] . (Man beachte:k32)

2k k k k

o (2] e (2) ). enl@)es

und [A,x",x",x"] = A2

(). oke2
gilt. Damit ist wegen \4 /= 2 m mit einem gewissen

ungeraden m

k-1, k-1

k k-
(a2 - aTs( T2 )2 1ar3

)

'1rs(2k'1-1+nr3) - E

k

2

= A2
Also ist g eine k-reguldre 2-Gruppe mit
k-1

Vieea(9) = Uy s (CADyxCAY) = (A2 " 4 g
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Im folgenden stellen wir uns das ziel, folgende Aussage zu
beweisen, welche im Fall k=1 mit dem Satz von GROVES in [4]
zusammenfallt,

Satz 4: Zu jeder Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl k
existiert eine regulére p-Gruppe ﬁ(P,k) mit folgender
Eigenschaft: Ist ¢ eine p-Gruppe und 9 x 5(p,k) k-regular,
so gilt stets vi(g')a £ , d.h. 9 ist p -abelsch.

Die Aussage von Satz 4 kdnnte man als eine Art "Umkehrung”
von Satz 1 auffassen. Da Satz 4 fir p=2 bereits aus Satz 3
folgt, kdonnen wir uns beim Beweis von Satz 4 auf pa3
beschrénken.

Hilfssatz 5: Far p33 und keIN existiert eine p-Gruppe f(p,k)

mit

(1) 4(p.k) = ¢A,B) ,

(2) 6(p,k) ist regular aber nicht pk-abelech.

(3) Jjeder Kommutator in f(p,k) mit einem Gewicht w33 hat
hdochstens die Ordnung p",

k k k
(4) (aB)P = AP BP, aber [A,B]P 4 E.

Beweis: Sei (= (Al)x(Az)x e x<Ap-1) eine abelsche Gruppe

mit ord Ay = ord A2 = pk"1 und ord Ay = pk far Sfiﬁp-l.

Wir betrachten den Automorphismus x von @ mit

o o < - & pt
A7 A1A1+1 fir 1=i<p-1 und Ap_1 = Ap_1A2 mit einem
noch zu bestimmenden tfo,(p) sowie das semidirekte Produkt
9 =@, d.h. AP=A® fir alle Ac und ord B = ord« .

Setzt man for j2p A :-[AJ_i,B], so ergibt sich mit Apk+1'E'
daB g die Voraussetzungen von Beispiel 1 erfullt, wenn dort

k durch k+1 ersetzt wird. Wir erhalten ord B ka*l, und ¢
ist eine p-Gruppe.

Setzen wir A:=A1. so gilt offenéichtlich g-(A,B), also
Eigenschaft (1). Weiterhin ist 9"<A2'A3""'Ap-1>' mithin

gilt IQ'/UE(Q')[-pp-Z, und wir erhalten die Regularitat wvon
mit Hilfe von [7](Theorem 2.3, S.477). Wegen [A,Q]~A2 ist

k k
DA.BJP -Azp #AE. Somit ist 9 nicht pk-abelsch (Satz 2). Also
erfalle g die Eigenschaft (2). Weiterhin gilt
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Zy(g) = <Arx oo XCA 47

z4(9) = <A§>x e x(AG_g) (also Eigenschaft (3)),
z,(g) = <Ag)x2... x(Ap‘_’1>.

z,,4(9) = <A ¥x ... x(Ap£’1>

p1+1 pi B 2
zip(g) SCA, Ox ee x(Ap_1> far 182,
Wir erhalten

Ve i (Z 4(9)) E Vi (24,(9)) = ¢ for 132, (1)
p

Vie1(Zp01(0)) = 2. (15}

(@) Vi ()] = Uy (g") 2 Uus(g) = ¢ - (111)

Setzen wir A':=A[A,B], so ergibt sich mit [8](III.,10.9 b),
$.330)

: ; &)

13 k k p

(aB)P = (8BA")P 2 8P AP TT [a',8,B,....B]) 17 .
i=2 i-1

Wegen der Eigenschaften (i),(ii) und (iii) folgt

K K
k kK Kk P P
(AB)P = 8P AP [a,B] (2) [A.a...l.,a] ()
p-
K

k k
P P P
= Apkapk Azpk(h» (2 ))+pt (p ). ApkBpk A2gako-pt ( p) .

k
k+ t(p) .
Wir werden t jetzt so bestimmen, daB Azp PYAP/aE wird:

k
p
Es ist ( p)- rp mit (r.p)=1. Man wahle t so, da8
tra-1,(p) dist. Das ist wegen (r,p)=T mdglich. Mithin ergibt
sich

k-1

k
P
pk + tp(p): pk + tprp
und damit

k- <
T e pKaeer) 50,004
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k k k
(aB)P = AP BP .
Also erfillt die Gruppe ﬁ(p,k)-g mit dem oben gewdhlten t
alle Forderungen des Hilfssatzes.

Die Behauptung von Satz 4 ergibt sich nun aus der folgenden
Aussage:

Hilfssatz 6: Fir jede Gruppe ﬁ(p,k) mit den Eigenschaften
(1) bis (4) aus Hilfssatz 5 gilt:
Ist 9 eine p-Gruppe und 0 x ﬁ(P.k) k-reguldr, so ist Uk(g')-,g.

Beweis: Sei ‘) ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung. Da das
direkte Produkt einer Unter- bzw. Faktorgruppe von  mit

(p.k) als Untergruppe bzw. homomorphes Bild von g x ﬁ(p,k)
selbst wieder k-regulidr ist, ist also jede echte Unter- bzw.
Faktorgruppe von g bereits pk—abelsch.g selbst jeﬂoch
nicht. Dann existieren Elemente G und H aus 9 mit

k k _k k
()P £ 6P WP, 9=(G,H) und [6.H]P 4 E. (1)

Sei m‘ig mit |M| =p. Da 9/m nach der Wahl von § pk—abelsch
ist, folgt mit Satz 2

/M = U ((9/M) )= V(g m/m) = G(g)m/m.

k
also ‘U‘k(g')fm. Damit ist ¢ AL[G,H]P d=1m.
Mit [2](Satz 5 a), S.56) erhalten wir

Vi (Z3(9)) = [V (97).9] = [M.9] =¢ .
Das heiBt, in gxs(p k) hat jeder Kommutator vom Gewicht
w23 héchstens die Ordnung pk. (ii)

Die k-Regularit#t von 9 liefert mithin wegen (1)
k k
(6H)P = 6P H" [6.H]P kr mit (r,p)=1. (ii1)

Die Elemente von Qx-%‘(p,k) seien mit (U,V) (Ueg , Vef(p.k))
bezeichnet. Wir betrachten X=(G,A) und Y=(H,B) .

Da gxﬁ(p,k) k-reguladr ist, existiert wegen (ii) ein s¢ N
mit

k k k k
(xv)P = xP vP [x,y]P ® | (iv)

k
Wir berechnen (XxY)P mit Hilfe von (i1i) und den Eigenschaften
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von 5(p,k) aus Hilfssatz 5.

k k k
(xr)P = ((6,A)(H,B))P = (GH,AB)P

k k k k k. k _k
((cH)P ,(aB)P ) = (6P WP [6,H)P ".AP BP )

k k k k k
(6P AP )y(vP ,8P )([6.HIP ",E)

k _k k
= xP yP (B.HI° ",E).
Mit (iv) ergibt sich
k k k k k
([6.HI° ".E) = [x,¥]P ® = ([6.H]. [A,B])P ®=([G.HIP ®, [A,E]P ).
k
Es muB also [A,B]p S« gelten. Das erfordert jedoch wegen

k k
Hilfssatz 5 (4) pls, und das heiBt [g uJP Ta[g,H]P Sag,
das liefert wegen (i) den gewinschten Widerspruch plr zu (iii).
Wir wollen zum AbschluB dieser Arbeit noch ein k-Regularitéts-
kriterium beweisen:

Satz 7: Sei g eine p-Gruppe. Existiert ein in Z(g) liegender
Normalteiler TL von (j, so daB exp'lL-pr (r%0) und Q/TL k-regu-
lar ist, dann ist 9 (k+r)-regular.

Beweis: Ist r=0, so ist J1=f und die Behsuptung trivial.
Sei r>0 und Satz 7 bereits bis r-1 bewiesen.

Wir betrachten zundchst den Fall p>2.

Seien A,Be( beliebig und 5-<A,B). Die k-Regularitat wvon
g /n ergibt dann mit Hilfe von [2](Setz 2 b), §.55)

k k .k _k
(aB)P = AP BP P N
mit gewissen Ccf' und Ne¢% .
Wir wenden [2](Satz 5 a),S.56) auf '5n/n an und erhalten
ACYRACHER ORI WC T (1)
woraus [Uk(%).vk(ﬁ).vk(g)]= U;+1(6') folgt.

Sind U,v¢ Vi (%) beliebig, so ergibt sich mit [8] (III.,
1.3 b), 5.253)

Pz yP (2) -
()P = uPVP [v,ul'®’ mod UL+1(ﬁ')'
wegen (i) und p>2 folgt
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(V)P = UPVP mod v, (403 (0) . (11)
wir erhalten also mit (ii)
k+1 k k k k k _k
(AB)P = (AP 8P cP N)P a (AP BP cP )PNP
pk+1 pk41 k+1
= A B c mod Vk+1(-5’)1}i(n).
Das bedeutet: Es existieren 01,...,Drev5' und Nlen mit
k+1 kel _k+1 _k+1 k+1 k+1
P - AP p P P p ]
(AB) Al B c D, ees D NY.
Dabei gilt C,D;,...,D € <A,B)>", Nggvgl(n). Da A,B beliebig
aus ( gewdhlt waren, ist damit 9/73(n)  (k+1)-reguldr.

Sei jetzt p=2. Die k-Regularitit der 2-Gruppe 9/t 1impliziert

nach Satz 2 und Satz 3 VUi ((')$T. Satz 5 a) (S.56) sus [2]
ergibt somit

Vi (9).9] = T ([g.9D) M =T,
so da8 [‘U'k(@).g.q]-ﬁ folgt. Seien A,Bc( beliebig wir
wenden [8)(III.,1.2 b), S.253) an und erhalten

k k k k
(4% ,8%1=[a% ,8]2 (A% ,8,8)=[A% .81%v; (M)
Daher haben wir [Vk(g).vk(g)]ﬁ V; () . Die k-Regularitadt von
Q/TL erfordert

k k ok
(aB)2 = A% B2 N

mit einem gewissen N¢TL. Nach dem oben gezeigten folgt daraus
k+1 k k k .k
= (A2 B2'N)2 . (A2 B2 )22

k+1 _k+1
s A% g2 mod U, (M) .

(aB)?

Somit ist die p-Gruppe Q/U”i(n) fir beliebige Primzahlen p
(k+1)-reguldr. Nun ist V1(n) ein in Z(g) liegender Normal-

teiler von ( vom Exponenten pr'i. Nach unserer Induktions-
annghme ist § dann (k+1l+r-1)-regulédr, also (k+r)-regular.

Das folgende Beispiel verdeutlicht, daB sich die Aussage
von Satz 7 hinsichtlich der Regularitatsstufe von ¢ im
allgemeinen nicht verscharfen laBt.

Beispiel 3: Es sei 0 =(A ) X{ADX o X<A;;-1> eine abelsche
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Gruppe mit ord Ay - p2k und ord Ay = pk far 1ciSp-1.

Wir betrachten den Automorphismus &« von & mit

k

« < o« p
AY = AJAL, (181<p-1) und AT, = Aj_jAy

sowie das semidirekte Produkt (=adX) der Gruppen A und {X) ,
AX«p®  fir alle Aed und ord X = orda .

k
Mit Ap:-Alp und AJ:-E far j>p erhalten wir aus
Beispiel 1 xP =E.

k
Offenbar gilt dann (Aip )-zp(g)52(9). Da g/Zp(g) die Klasse

k
p-1 hat, ist 9/(A1p » wegen [6](Corollary 4.13, S.73)

k
1-reguldr. Wegen exp (Aip D = pk ist g (k+1)-regulédr nach
Satz 7. Die k-Regularitdt von 9 wiirde wegen

k
Vi (g) = T (CADx oo x(AP DY) = ¢

k k _k k
insbesondere (XA1)p =xP A1p -A1p erfordern. Es gilt jedoch
nach Beispiel 1
k

k k k k (pi) k (Pk)
(XAi)p = xP AP i]‘r1 Apip = AP A P

k k"k k P
k
'A1p +p (p)_Alp (1*(9)) "Axp

Mithin ist 9 nicht k-regular.

k+]
Wegen Satz 7 ist dann fir Jfk 9/<A1p > (k-j+1i)-regular,

aber nicht (k-j)-regular.

Das Beispiel zeigt also: Ist (/N k-regulér und TZiz(g) mit
exp = pr. dann ist 9 im allgemeinen nicht notwendig
(k+r-1)-regular.

Herrn Prof. Dr. habil. G. Pazderski mdchte ich fur die
vielen wertvollen Hinweise danken.
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