D
[-A elt

Werk

Titel: Uber einen Satz von Witte.

Autor: Lemmert, Roland

Jahr: 1975

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?266833020_0145|log35

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Math. Z. 145, 289 —291 (1975)
© by Springer-Verlag 1975

Uber einen Satz von Witte

Roland Lemmert

Mathematisches Institut I der Universitdt Karlsruhe (TH), D-7500 Karlsruhe, EnglerstraBe 2
Bundesrepublik Deutschland

1. Einleitung

In [4] behandelt Witte in Verallgemeinerung eines Satzes von Rogers [1] das
Problem

V=f(x,y) in(0,1],

1
$(0)=0 )

unter der Voraussetzung

(V) Es ist f: D:=(0,1]x[—a,a]l]—> R stetig, und es existieren heC((0, 1]),
pe C([0, 1]) mit p(0)=0, so daf gilt

1£e D~ F (e T Sh() 1y
fx DI=pe) ) exp [h(s) as)
1

fiir (x, y), (x, y)eD.

(Dabei kann (und wird) h>0 angenommen werden: andernfalls ersetze
man h durch h+¢ und p durch p exp(e(1 —x))).

Unter dieser Voraussetzung (V) wird in [4] Eindeutigkeit, Existenz und Kon-
vergenz der sukzessiven Approximationen fiir das Anfangswertproblem (1) ge-
zeigt. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Ergebnisse von Witte vermittels
einer einfachen Variablentransformation auf wohlbekannte Ergebnisse von
Nagumo, Jungermann, Wazewski und Olech (vgl. etwa Walter [2, 3]) zuriick-
zufithren. Dabei ergeben sich Vereinfachungen der Beweise und natiirliche Ver-
allgemeinerungen. Im iibrigen halten wir uns eng an die Bezeichnungen in [4].

2. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir setzen fiir xe(0, 1]

H(x):= jxh(s)ds, ty:=lim exp(H(x))20
1 x—0 (2)
t(x):=exp(H(x))—t,, t(0)=0.
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Satz 1. Die Funktion f: D— R sei stetig, he C((0, 1]) sei positiv, und es gelte

a) fur (-xa }’), (x» ;’)ED mit ygj' ist f(x,Y)—f(x:)—’)éh(x)(y—i)a

b) die Funktion g(x, y):= f(x, y)/(h(x) exp H(x)) ist in D gleichmdfig stetig.

Dann besitzt (1) genau eine Losung ye C([0,a])n C'((0,a]), wobei o durch
t(e)=min {t(1), a/sup {|g(x, y)|: (x, y)eD}}=: B bestimmt ist.

Beweis. Die in (2) definierte Funktion ¢ bildet [0, 1] bijektiv auf [0,z(1)]
ab. Wegen t'(x)=h(x)exp(H(x))>0 ist ¢t samt Umkehrfunktion x(1), auBer
eventuell im Nullpunkt, stetig differenzierbar. Setzen wir fiir eine beliebige
Losung y von (1)

y(x)=0(t(x)), (%)
so ist v Losung des Anfangswertproblems
v (8)=f(x(2), v(t)/(h(x (1)) exp H(x(t)))
=g(x(t),v)=g*(t,v), 0<tr=1(1) (3)
v(0)=0.

Nun ist nach Voraussetzung b) die rechte Seite g* von (3) auf D*:=(0,¢(1)] x [~ a,a]
gleichmiBig stetig und geniigt auBerdem nach a) einer einseitigen Nagumo-
bedingung

g*(t, 1) —g* (L, D) S (-t +tx)=(v—D)/t, v=D, t>0.

Nach dem Existenzsatz von Peano und nach dem Eindeutigkeitskriterium von
Nagumo besitzt (3) genau eine Losung aus C([0, f])n C'((0, B]) (diese ist sogar
aus C'([0, B])). Transformiert man gemiB () zuriick, so erhélt man genau eine
Losung ye C([0, «])n C*((0, a]) mit o= x(p).

3. Konvergenz der sukzessiven Approximationen

Satz 2. Ersetzt man in Satz 1 die Voraussetzung a) durch eine beidseitige Abschidtzung

|f(x, )= f(x, PISh(x) |y =7

fiir (x,y),(x,y)eD, so konvergiert die Folge der sukzessiven Approximationen,
ausgehend von y,e C([0, 1]) mit |y,| < a, gleichmdBig auf [0, o] (o aus Satz 1).

Beweis. Betrachten wir (3) und setzen entsprechend
vot(x)=yo(x), xe€[0,1],

so ist |v,|<a auf [0, t(1)]. Da g* in D* gleichmiBig stetig ist und die Nagumo-
bedingung

lg*(t, ) —g* (&, D) ||/t +to) Slo—Dl/t, (¢, 0), (¢, T)eD*

erfiillt, konvergieren die sukzessiven Approximationen

0y, (0= 05 o* (50, (M)dz, n20,
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gleichmidBig auf [0, f] (B aus dem Beweis zu Satz 1). (Vgl. etwa Walter [2].)
Nun folgt leicht fiir (y,), definiert durch

Veur )= [fE v, (&N dE,  n20,
0

daB y,(x)=v,(t(x)), xe[0,a] gilt. (Beweis etwa durch Differentiation nach x.)
Damit konvergiert die Folge (y,) gleichméBig auf [0, ], und zwar gegen die
Losung von (1). (DaB (y,) iiberhaupt definiert ist, folgt aus der Integrierbarkeit
von h exp H).

4. Bemerkungen

a) Ist (V) erfiillt, so sind natiirlich die Voraussetzungen zu den Sétzen 1 und 2
ebenfalls erfiillt.

b) Die angegebenen Sitze besitzen naheliegende Verallgemeinerungen auf Sy-
steme; vgl. dazu etwa Walter [2].
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Singulire Hermite-Birkhoff-Funktionale
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1. Einleitung

Bei vielen Fragen, die im Zusammenhang mit polynomialer Interpolation oder
approximativer Quadratur von Funktionen stehen, trifft man auf Funktionale L

der Form L(f)= ). Y a,,f"(x,), die durch Polynome vom Héchstgrad (n—1)
p=1v=0
annihiliert werden. Solche Funktionale sind — insbesondere im Hinblick auf
Integraldarstellungen — ausfithrlich von Sard [11] beschrieben worden. In
jingeren Arbeiten wurden vor allem Folgerungen aus einer Beziechung gezogen,
die zwischen einem Funktional L dieser Art und dem L zugeordneten Paar (E, X)
besteht, wobei (E, X) aus einer (m, n+ 1)-Inzidenzmatrix E und einer Knoten-
menge X zusammengesetzt ist. So untersuchten Huddleston [5], Merz [9] und
Elsner und Merz [3] die Funktionale L im Fall spezieller regulirer Paare (E, X).
Stieglitz [12] stellte im Fall eines beliebigen reguliren Paars (E, X) die Funk-
tionale L dadurch dar, daB er die a,, explizit als Produkt einer von L unab-
héngigen Determinante D, und eines linear nur von L abhingigen Faktors angab.
Im folgenden nun werden, eine Anregung von Lorentz [7] aufnehmend,
diejenigen singuliren Paare (E, X) charakterisiert, die eine analoge explizite Dar-
stellung der obigen Funktionale L, die hier singulire Hermite-Birkhoff-Funktionale
genannt werden, zulassen. Folgerungen betreffen Integraldarstellungen, Mittel-
werteigenschaften und Existenzaussagen fiir L. SchlieBlich werden diejenigen
Zahlenpaare (m, n+ 1) charakterisiert, fiir die es eine feste Knotenmenge X derart
gibt, daB jede singuldre (m, n+1)-Inzidenzmatrix E mit diesem X ein singulires
Paar (E, X) bildet.

2. Singulire Hermite-Birkhoff-Funktionale

Bevor die singuldren Hermite-Birkhoff-Funktionale dargestellt werden, sollen
die folgenden Begriffe eingefiihrt werden.
Es sei E=(e,,) mit e, , =0 oder 1 eine (m, n+ 1)-Inzidenzmatrix mit insgesamt
(n+1) Einsen; es ist also ) e,,=n+1mit e=e(E):={(u,v): e,,=1}. Ferner sei
(u, v)ee
X =(x,,...,x,) eine Menge von Knoten x, mit x, <---<x,. Dann heiBt das
Paar (E, X) ein regulires Paar, wenn fiir jede Wahl von yuw€R das Hermite-
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Birkhoff-Interpolationsproblem
PV (x,)=y,, firalle (g,v)ee

genau eine Losung p in n,, dem Raum der Polynome vom Héchstgrad n, besitzt.
Das Paar (E, X) ist also genau dann reguldr, wenn

i Xy x," )

D(E, X) (Sie(( | 20

ist. Hierbei ist die zur Determinante D (E, X) gehorige Matrix durch die Angabe
ihrer (u, v)-ten Zeile, (4, v)ee, und die Vereinbarung definiert, die Paare (i, v)ee
lexikographisch anzuordnen; d.h. (4, v)ee kommt genau dann vor (4, v')€e, wenn
entweder p<y oder =y und v<V ist. AuBerdem sei (v!)~':=0 gesetzt, falls
v<O ist. E heiBt regulir (free, order-poised), wenn (E, X) fiir alle X reguldr ist;
andernfalls heiBt E singuldr und jedes Paar (E, X) mit D(E, X)=0 ein singuldres
Paar. mov
Setzt man N,=N,(E):= Y ) e,;, so ist N=v+1 fir 0Sv<n die sog.
Polya-Bedingung. p=1 d=0

Eine Sequenz in E ist eine Folge (e, ..., e, . ;), die den Bedingungen 420
und (4, V), ..., (4, v+A)ee sowie (u, v—1), (4, v+ A+ 1)¢e geniigt. Dabei sei durch
Definition (u, —1), (u,n+ 1)¢e. Eine Sequenz heiBt ungerade, wenn die Anzahl
ihrer Elemente ungerade ist. Die obige Sequenz heiBit gestiitzt, wenn es Indizes
o vy mit IS <p<p’<m,0=v,v"<vund (0 V), (1", v")ee gibt.

Die algebraischen Komplemente der Elemente der ersten Spalte von D(E, X)
werden mit D,,=D,,(E, X) bezeichnet. Hat E in der letzten Spalte nur Nullen
und ersetzt man unter Verwendung der Bezeichnung x':=x" fiir x>0 und
x% :=0 fiir x<0 die Elemente der ersten Spalte von D(E, X) durch

(=0 Hn—v=1)7",

so erhilt man den sog. Birkhoff-Kern K(t)=K (E, X, ).
Mit diesen Bezeichnungen gilt der folgende

Satz 1. Bei festem m, n21 sei E eine (m, n+ 1)-Inzidenzmatrix, die in der letzten
Spalte nur Nullen und insgesamt (n+ 1) Einsen hat. Ferner sei X =(x,, ..., X,,) mit
a<x,<--<x,S<b eine Knotenmenge derart, daf (E, X) ein singulires Paar ist.
Dann sind die drei folgenden Aussagen (1), (2) und (3) dquivalent.

(1) Fiir jedes singuldre Hermite-Birkhoff-Funktional L, d.h. fiir jedes Element L

des linearen Raums %, =%, ,(E,X):={L: C" '[a,b] >R mit L(f)=
Y a,,fP(x,) a,,€R nur von (E, X) abhingig, L(p)=0 fiir alle pen,_,} gilt die

(n,v)ee

Beziehung

a,”=D—‘”— a,, furalle (u,v)ee mit (u,v)F,v)ee.

w'

Also lapt sich jedes Le %, _, fir feC"~'[a, b] in der Form

L()=322 B ()

v’
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darstellen, wobei zur Abkiirzung

L*(f):= ) D fP(x,)
(u,v)ee

gesetzt wurde.
(2) Es gibt ein Indexpaar (1, v')ee mit D, ,#*0.
(3) Es gibt ein Indexpaar (i, V')€e, fiir das (E v X) ein reguldres Paar ist. Dabei
bedeutet die — u.U. eine Zeile aus Nullen enthaltende — Matrix E, . diejenige
(m, n)-Inzidenzmatrix mit n Einsen, die aus E durch Ersetzen von e,y durch Null
und Streichen der letzten Spalte entsteht.

Beweis. Aus (1) folgt unmittelbar (2). Ferner folgt die Aquivalenz von (2)
und (3) aus der Beziehung

xn-l—v x—v
4) D(E,,,X)=  det ( E yarey L )=-_|-D,v,.
" vy e \(—1=V)! (—)! "
Somit bleibt zu zeigen, daB (1) aus (2) folgt.
Fiir (i, v')ee sei also D, =#0. Dann ist wegen (4) auch D(E, ., X)#0. Fiir
jedes Le %, , gilt L(r,_,)=0, also

e |
L) 3 aimt e ogizent

(u,v)ee

wobei e, (x):=x"* gesetzt wurde. Somit ergibt sich ein homogenes Gleichungs-
system mit n Gleichungen fiir die (n+1) Unbekannten a,,. In der zugehdrigen
Koeflizientenmatrix hat die Unbekannte a,, die Koeffizientenzeile

( xz—l—v x;v )

m—1=v)" " (=)1)"

Wegen (4) hat das Gleichungssystem daher eine einparametrige Losungsmenge,
nidmlich

By

D
ahzf a,  fur (@, v)*(u, v)ee,
u'v
wie sich nach leichter Zwischenrechnung ergibt. Also besitzt L( f) die angegebene

Darstellung.
Aus Satz 1 lassen sich Aussagen iiber die Dimension von %, _, sowie Integral-
darstellungen und Mittelwerteigenschaften von L ableiten.

Folgerung 1. Sind die Voraussetzungen und die Bedingungen (2) bzw. (3) von
Satz 1 erfiillt, so gelten die folgenden Aussagen (5), (6) und (7).
(5) Esist [*<0, also dim.%, ,=1.
(6) Jedes Le #,_, besitzt fiir fe C"[a, b] die I ntegraldarstellung
a“/v'

b
Lf)=52 [/ 0K @,

uv' a
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(7) Ist stets K(t)=0 oder <0, so gilt fiir jedes Le %, _, die Mittelwerteigenschaft

L(f)= 3 /@) D(E. X)
uv

bei geeignet gewdhltem E=CE(E, X, f)e(x;, X,,).
Beweis. Zu (5). Um zu zeigen, daB L*+0 ist, geniigt es, ein fe C"~'[a, b] mit

(v) — 1 ﬁll' (H, v) = (ﬂ,, V,)
f (x“)"{o fiir (4, V)%, v)ee

zu konstruieren. Das gelingt z B. durch Aneinandersetzen der folgenden Polynome:
p, €m,., definiert durch

(x—x,)"

7 fir xe[x, —a, x, +o],

pl(x)==

X, — X, X,y —X

wobei a==min( wrl Tu T
2 2
wurde; p,en,,_, definiert als das auf [x, _;, x, —a] eindeutig bestimmte Inter-

polationspolynom mit

n’—l)’ xoi=a—1 und x, ;:=b+1 gesetzt

PV(x,_):=0, pP(x,—a):=p{’(x,—a) fir 0Sv=n—1;
2 n—1 2 7 1 I

P3ET,,_, definiert als das auf [x, +o, x,, ] eindeutig bestimmte Interpolations-
polynom mit

PPy +0):=pP(x, + @), pYx,,):=0 fir 0sv=n—1;

Pa(x):=0 fiir xe R~ (x, _y, X, ;1)
Zu (6). Die angegebene Darstellung folgt sofort mit Hilfe der fiir alle f € C"[a, b]
geltenden Beziehung

b
()= [ f" (O K(r)dt

von Birkhoff [2, S. 112, Formel (10)].
Zu (7). Nach Lorentz [7, Formel (4.1)] ist

[K(9dt=| K@Odt=D(E, X),

X1
woraus unmittelbar die Behauptung folgt.

Bemerkungen. a) Die Behauptung (1) von Satz1 kann nicht auf den Fall
(W, v')=(, n) ausgedehnt werden, wenn E in der letzten Spalte genau eine Eins,
etwa an der Stelle (i, n) hat. Denn aus der Singularitdt von (E, X) folgt in diesem
Fall die von (E,,, X), wobei E,, aus E durch Streichen der letzten Spalte ge-
wonnen sei.

un3
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b) Es gibt singulidre Paare (E, X), die der Bedingung (2) bzw. (3) nicht geniigen.
Man wihle z.B.

1100

00
01 0100
1 1.0 000

¢) Die Bedingung (2) bzw. (3) kann nicht durch die schwichere Bedingung
rg D(E, X)=n ersetzt werden. Ein einfaches Gegenbeispiel ist das singuliire Paar
(E, X) mit

E:= ,  X:=(0,1,1).

0110
E:=[l0 0 1 of, X:=(04,1).
0100

Dabei ist die Tatsache, daB E im Beispiel in der ersten Spalte nur Nullen hat,
nicht notwendig; denn die obige Behauptung gilt auch dann noch, wenn man fiir
E zusitzlich das Bestehen der bei Regularititsfragen wichtigen sog. Birkhoff-
Bedingung N, =2v+2 fiir 0 v< n—1 fordert. Ein Gegenbeispiel ist jetzt das singu-
lare Paar (E, X) mit

1 0000
01 000

E:=|0 0 1 0 Of, X:=(0,1,4,3,1).
01000
1 0000

Im folgenden soll ein hinreichendes Kriterium dafiir angegeben werden, daf3
ein Raum %, , existiert, auf den Satz 1 anwendbar ist.

Folgerung 2. Bei festem m,n=1 sei E eine (m, n+ 1)-Inzidenzmatrix, die in der
letzten Spalte nur Nullen und insgesamt (n+1) Einsen hat; aufierdem geniige E der
Polya-Bedingung und habe genau eine ungerade gestiitzte Sequenz. Dann gibt es
eine Knotenmenge X =(x,...,x,) mit a<x,<---<x,<b und ein Indexpaar
(', v)ee derart, daP jedes Le #, ,(E, X) fiir fe C"~'[a, b] in der Form

L(f)=3£2 12(f)

e
darstellbar ist.

Beweis. Nach Lorentz [6, S.285] gibt es eine Knotenmenge X =(x,, ..., X,,)
mit a<x,<---<x,=<b derart, daB (E, X) ein singuldres Paar ist. Da E nach
Voraussetzung genau eine — etwa mit dem Indexpaar (y/,v')ee beginnende —
ungerade gestiitzte Sequenz hat, besitzt E,., keine ungerade gestiitzte Sequenz
und erzeugt daher nach Atkinson und Sharma [1, S.232] sowie Lorentz und
Zeller [8, S.43] ein reguldres Paar (E,.,., X). Damit sind die Voraussetzungen
und die Bedingung (3) von Satz 1 erfiillt.

3. Singulire Knotenmengen

Dem in Nr.2 untersuchten Raum %, ,(E,X) war ein singuldres Paar (E, X)
zugrunde gelegt. Es fragt sich in diesem Zusammenhang, ob es eine singulire
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Knotenmenge X gibt, d.h. ob es bei festem Zahlenpaar (m, n+1) ein X =(x,, ..., x,,)
mit x, <---<x, derart gibt, da D(E, X)=0 ist fiir alle singuldren (m,n+1)-
Inzidenzmatrizen E mit (n+ 1) Einsen.

Da diejenigen E, fiir die D(E, X)=0 ist fiir alle X, von der Betrachtung aus-
geschlossen werden konnen, verbleiben die singuldren E unter den sog. bedingt
reguldren (conditionally free) E, also diejenigen singuldren E, fiir die es mindestens
ein X mit D(E, X) =0 gibt. Das sind nach Ferguson [4, S.23] genau die singu-
laren E, die der Polya-Bedingung geniigen. Da aber die Pélya-Bedingung sowohl
im Fall m=1 (Taylor-Interpolation) als auch nach Pdlya [10, S.446] im Fall
m=2 auf reguldre E fiihrt, bleiben allein die der Polya-Bedingung geniigenden
singuliren E mit m>=3 zu untersuchen. Dabei kann n+1=m angenommen
werden, da E sonst eine Zeile besitzt, die nur aus Nullen besteht.

Der folgende Satz?2 zeigt, daB eine singuldre Knotenmenge genau im Fall
einer (3,3)-Inzidenzmatrix existiert.

Satz 2. Bei festem n,m mit n+12=m=3 gibt es eine singulire Knotenmenge
X=(x,...,x,) mit x;<---<x,, fir alle singuldren (m, n+1)-Inzidenzmatrizen E
mit (n+ 1) Einsen genau dann, wenn n+1=m=3, also

1 00
E=|0 1 0
1 00
ist.

Beweis. Nach dem bereits Gesagten geniigt es, die singuldren E zu betrach-
ten, die der Po6lya-Bedingung geniigen. Ist n+1=m=3, so ist (vgl. Lorentz
[6, S.285]) nur die im Satz genannte Inzidenzmatrix E eine solche Matrix. Die

X+ X,
—T", x:,) .

Um die Umkehrung zu zeigen, geniigt es, fiir jedes Zahlenpaar (m, n+ 1) mit
(m, n+ 1) (3,3) zwei singulire (m, n+ 1)-Inzidenzmatrizen E, und E, mit je (n+1)
Einsen anzugeben, die der PSlya-Bedingung geniigen und fiir die es kein X mit
D(E,,X)=D(E,, X)=0 gibt. Dazu werden die Fille a) mit n+1>m=3 und
b) mit n+1=m> 3 unterschieden.

a) Es sei n+1>m=3 und X durch die Festsetzung x,:=0 und x,,:=1 nor-
miert. Dann ist mit

zugehorige singuldre Knotenmenge ist X = (x1 -

m-—3 n+l—m

R
B R
E := 0 : . 0 B
ool
1000 0.00.0

D(E,, X)=0 genau dann, wenn x, =1 ist.
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Setzt man dagegen

m—3 n—m
1000 1.l
0100 0.0

1 0..0

1.0..0
1 1000 0..00.0]

so ist D(E,, X)=0 genau dann, wenn x, =7 ist.

b) Es sei n+1=m>3 und X wieder durch die Festsetzung x,:=0 und x,,:=1
normiert. Dann ist mit

cesiee eessssseasiana s i snasemeene soy

D(E,, X)=0 genau dann, wenn die Punkte (x,, x,) auf des Hyperbel 3x3 —6x, —
x3 +3 x3=0 liegen.
Setzt man dagegen

m—4

1 00 0
0010

1 00O
Eym 1 0..0

0 o flee

10...0
01000 0..0

so ist D(E,, X)=0 genau dann, wenn die Punkte (x,, x;) auf der gedrehten
Hyperbel 6x,—3x,x;+x3=3 liegen. Die Behauptung folgt nun aus der leicht
nachpriifbaren Feststellung, daB die beiden Hyperbeln in dem durch die Un-
gleichungen 0< x, <x; <1 definierten Gebiet der (x,, x;)-Ebene keinen Schnitt-
punkt haben.
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Bemerkung. Mit der analogen Fragestellung im Regularititsfall, nimlich der
Angabe von (sog. reguliiren Birkhoff-)K notenmengen X, die zusammen mit jeder
bedingt reguldren Inzidenzmatrix E ein reguldres Paar (E, X) ergeben, hat sich
Windauer [13] beschiftigt.
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