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Zur Holomorphie des Poissonintegrals

Hanns Bauermeister

Es soll die Frage untersucht werden, wann eine Funktion fe D, p21,

Dp::{g:g: R —C, gel’(—T, T) fiir alle T>0 und

. 1 T 1/p
1 Al p
lim (2T _JTlg(t)I dt) <00}

zu einem in der Halbebene S (0, c0):={z: ze C, Rez>0} bez. der Varia-
blen z:=x+iy holomorphen Poissonintegral Pf,

e =5 § 20

fiihrt.

Das ist von Interesse, weil das Poissonintegral viele Eigenschaften
der Randfunktion f auf Pf iibertrigt, wie z.B. Wachstum und Fast-
periodizitdt lings vertikaler Geraden. Letzteres ist fiir Besicovitch fast-
periodische Funktionen im Falle negativer Exponenten von Bedeutung,
da man mit einem holomorphen Poissonintegral eine in S(0, c0) ana-
Iytisch Besicovitch fastperiodische Funktion bekommt. Bei Bohr fast-
periodischen Funktionen ist dies einfacher, da hier eine holomorphe
Fortsetzung aus der Fourierreihe der Randfunktion gewonnen werden
kann.

Ist p>1 und feI’(— oo, o), so liefert die Entwicklung von f in eine
Orthogonalreihe nach einem gewissen Orthogonalsystem AufschluB
dariiber, wann Pf holomorph mit gleichmiBig beschrinkter I?” (— co, co)-
Norm langs jeder vertikalen Geraden in

§(0, 0):={(x, y): (x, y)eR?, x>0}

ist (Hille [2], Corollar 1 zu Satz 19.1.1).

Durch eine Abbildung von D, in IP(—o0, ), die auf dem Bild
umkehrbar ist, soll hier dieses Kriterium fiir die Funktionen aus D, zur
Verfiigung gestellt werden.
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Unter p wollen wir, falls nichts anderes gesagt ist, stets eine Zahl =1
verstehen, und unter I” den Raum I?(— o0, o0). Sei f in S(0, o) holo-
morph und sei fiir jedes x>0 f,eL?, f,(t):=f(x+it). Ist ||f||0,,==sug||fx||,,
endlich, so gehért f p.d. zum , Hardy-Lebesgue*“-Raum H,(0). (Fiir die
Eigenschaften von H,(0) sei auf Hille [2], Kapitel 19 verwiesen.)

Die ersten Lemmata befassen sich mit der Existenz und Eigen-
schaften des Poissonintegrals. In Lemma 4 wird die Abbildung D,— I*
angegeben.

Lemma 1. Sei fe D, dann existiert Pf in S(0, o) und ist dort (regulir)
harmonisch.

Beweis. Sei K = §(0, o) kompakt etwa in

{(xa .V) 0<61 _S_x§629 lyl §1-6}
enthalten und

'/fp(t)==oflf(t)l"dt§cm fiir 7> 1.

Seien T', T" > T, dann gilt fiir p> 1, q:.—_-L

P-1’
T t
pe P 1/p @ 1/q
é(i? £ @) dt)/-(x dt )’

o x2+(y—t)? r

dt

T _t X2+ (y—t)?

und fiir p=1
s e X 0 O
W TVS | saio—r 2

Das heiBt, fiir alle p=1 ist

, e X ¢ _LLOF
(L(T, T ))F<?£ Tro— ———— dt=
_x sll,(t) ™ j Y-y dt
n | x2+(— (2 +(y—1?%)}
x T
§?C{ +(y—T")2 tero-te t
T 2

t
+27[' Fr0—0F dt+

LA t
+201 | g ¢}
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Zu >0 4Bt sich daher ein T; >0 so finden, daB fiir alle T, T"> T,
der letzte Ausdruck kleiner als ¢ wird. Entsprechendes gilt fiir T,
T"< —T,. Das Poissonintegral konvergiert deshalb gleichmiBig auf
Kompakten in (0, o). Man rechnet leicht nach, daB dasselbe auch fiir
die Integrale iiber die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung des
Integranden nach x bzw. y gilt. Der Konvergenzsatz von Lebesgue
(Grauert-Lieb [1], S. 60—61) liefert die Vertauschbarkeit von Differen-
tiation und Integration. Daraus folgt die Harmonizit:it.

Das erwartete Randverhalten des Poissonintegrals liefert hier
Lemma 2. Sei feD,. Fiir fast alle yeR gilt

lim (Pf)(x, )=/ ().

Beweis. Sei ge L(a, b). Fiir fast alle tye[a, b] existiert

1 to+h
lim —- | 1g(s)—g(to)lds, to+he[a,b],

to

und ist gleich O (Hille [2], Lemma 17.5.2).

Die Lebesguemenge von g ist dle Menge der ty€[a, b], die diese
Eigenschaft besitzen.

Sei nun y, aus der Lebesguemenge von f so, daB f(y,) endlich ist.
Es gibt zu ¢>0 ein >0, so daBl

G(s, yo):= Ilf(,vo+t)—f(yo)| dt=gl|s|
fiir alle s mit |s| <6 erfiillt ist. Damit bekommen wir

IPF)(x, yo)—f )] §% _{o |/ (nyzoj, :zf o)l

x| f(t+ye) f(Vo)|
_7{ J +£+_j,, x* 42 }

o0

dt=
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Diese Integrale werden einzeln untersucht:

x {1 Oo+0-1 o)l
— |

s x2+12

x*4+6%  x*+46°

1{6(5,)’0) G(—9, yo) 2; tG(t YO)

x [ 28¢ t?
<
=7 {x2+62 +485 @ +x2)? t}

e o0 t2
<— 4|\ ——=dt}=<C
n{l+ £(1+t2)2d}— 0 &

mit von x unabhéngigem C,.
G(t, yo) geniigt fiir |t] = einer Abschédtzung

G, y°)§£ [fro+s)lds+]t] | f(yo)l = C;tl

T LS Qo+D=f 0ol , i{G(t, Yo |”

x?+1? 24+ |

2)2

0

5

o

“

G(t, yo)dt
x2 +1t2)?

Gita

Man kann daher n>0 so wihlen, daB dieser Ausdruck fiir alle x>0 mit

x <n kleiner als ¢ wird.

Lemma 3. Sei fe I?, dann ist auch (Pf)(x, *)€L? fiir jedes x>0 und

lim [(Pf)(x, *)—f1,=0.
Beweis. Mit

IS x YPS— |

n . x*+1t?

T 0)



Zur Holomorphie des Poissonintegrals 141

erhélt man unter Anwendung des Satzes von Fubini

Fienerays® |2 T pereay=11s

Ebenso gilt

oo}

J P, —f )P dy<

— 00

x2+t?

‘j" }" lf(t+y)—f(y)|”dtdy=

© 1
wobei iy 6= [ 1/ +3)=f 0P dy) " bedeutet.

Ky (*, f) ist stetig, beschrankt (u, (1, £)<2 | £ »)» subadditiv und hat im
Nullpunkt den Wert #4,(0, f)=0 (Hille [2], Lemma 19.1.7).

Zu ¢>0 gibt es daher ein >0, so daB U, (t, f)Ze fiir alle ¢ mit || <9
ist. Damit erhilt man

P
x j‘ Mdtgap_x_ ;‘O dt —=gP.
s x24+2 T T o ) X242

Weiter schitzt man ab

dt
x2+12

@ pt, ©
T 2

o
—— p —_—
ip = 2||f|]parccotgx.

Insgesamt ergibt das
2 0
J 1PN ) —f )P dy<eP+4 | ] arc cotg =

woraus die Behauptung des Lemmas folgt.
Lemma 4 stellt die Verbindung zwischen D, und I? her.

Lemma 4. Sei fe D, und ae C mit Re a>%, danngilt f-(1+iidg)~*eI?
(fiir den Logarithmus wird hier stets der Hauptwert Ig 1 =0 gewihlt ).

Beweis. Es ist |(1+it)*|S(1+4t2)Re%2 gtma Qei daher ohne FEin-
schrinkung aeR.
Fiir [¢]|> List |y, (1| < Ct],

lllp(t)==oflf(t)l"dt-

10 Math. Z, Bd. 137
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Dabher gilt
TILO Pl | T 1o
| (+ity N e ik
1Y, (T") 1Y, (T)] T t?

< ————dt
_(1+T1/2)up/2 (1+T72)ap/2 +ap 75, (l+t2)ap2+l

Fiir a p>1 14Bt sich daher zu ¢>0 ein T,>0 so finden, daB dieser Aus-
druck fiiralle T', T"> T, bzw. T', T” < — T, kleiner als ¢ wird.

Lemma 5. Sei feD, und f,:=(1+iidg)~*f, dann ist Pf, in {a: Rex>0}
holomorph.

Beweis. Die Differentiation von Pf, nach Rea und Imao 148t sich mit
der Integration vertauschen (entsprechend dem Beweis von Lemma I).
Die Ableitungen geniigen den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen.

Corollar. Fiir feD, gilt
lim (PA)(x, $)=(Pf)(x, )

Rea>0

gleichmdpig auf Kompakten in 50, ).
Beweis. Sei K< §(0, o) ein Kompaktum und &> 0.

Es ist ol

2 t
<_._..

(PRI N-CNEINS [ 5

Es gibt ein T, >0, so daB fiir alle (x, y)e K
x (" 1f@)ldt €
(1+1 )<

T \7, e XHp=t?) 2

1

(1+itF .

ist. Weiter gilt

x } 1 @)
T _7, X+ -1}

1
—_ t
(1+iey ld
wp | L _1|x | O
=tel-To, Tal | (1 +it)* o X+ (y—1*
Daher 148t sich ein &>0 so finden, daB fiir alle ae € mit Rea>0 und

|a) <& und (x, y)eK
I(PL)(x, »)—(PS)(x, y) <€

ist.
Satz 6. Sei feD,, so daf Pf bez. z=x+iy holomorph in S (0, o) ist.

2
Dann gilt fiir jedes a mit Rea>~p~

(1+idg) =" Pfe H,(0).
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Beweis. Sei ohne Einschrinkung « reell. g:=(1+id¢) * Pf ist in
$(0, 0) holomorph. Es bleibt daher nur zu zeigen, daB die I’-Normen
von g langs jeder Geraden Re z =const >0 existieren und beschrinkt sind.

Wir zerlegen

x ¢ e e fe+y)lP
Pl L MR (4
(NG | {I i+ | g
und schitzen diese Integrale einzeln ab.

Sei p——2.— und y,(t, y):= _Hf(t+1:)|”dr dann ist fir alle ¢, y

¥, IS C(yl+(t]+1) mit emem geeigneten C. Das ergibt
j‘? dy x } UGS
o (4074 7 X+
_X } dt }° |fE+y)"dy
S+ o (L+ %)+
} di { vt y)  |°
L (T+x)2+ %P |, _
© t,
j A d}

IIA

T
X
n

+2p ((1+x)2+y2)p+1

x dt v +2|yl
< i
=t _L x4 5 (1+y*p+

dy=:C,.

f y*+2]yl
(T+y?P+T
Die beiden anderen Integrale werden folgendermaBen abgeschiitzt:

f Tf(e+y)Pde
x% 4 t2

—————dy ist fir p>} konvergent.

x
T o_% (1+x)2+y2)"

= t+y+1)?
—*I jlf( y+1)

((1+x)2+y) o XX+(t+1)? ar

x & dy W DI | 2 tlYp(y+1,0) de
<
=z {o (1+y2)"{ 1+x? +§ (1+1%)?

x © dy 24|y t+2t
S— 2C 2)+C ——t
so 1 (1+y2),{ +2+C ——d
<x-L

mit einer geeigneten Konstanten L, fiir p>1.

10*
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Diese Abschitzung liefert nur die Endlichkeit der I’-Normen, aber
nicht ihre Beschrinktheit fiir x—co. Hierzu muBl anders vorgegangen
werden:

j’." dy x 7 f+y)P
R ([ ) P S e

X ¢ dy v, ) | Yo, 1)l - 1]
?_{, ((1+x)2+y2)"{xg+t2 ,__m+ _{o (1 2407 d'}

x f dy I ly-t|+t2+]1|
T % (L+x)*+)y%P _ (x2+12)?

2C *  dy - yl+1 © |t
< =
= a7 {_{, drep 4t _{0 a+eop &

<2C. dt

1
=M1,,+?M2,,, fiir x21,

wobei o o i - 2
L y
My=—= 1 oy Lo
und
2C ® i+l = |y
Myi=—— | ayp @ L e

2
bedeuten. ZusammengefaBt ergibt sich daher fiir o> 3 die Abschitzung

. . * t+
_£|(1+x+1y) (Pf)(x,y)l"dy<_5mW ;_{0 lfx( +ty2)|

1
{MIP+M2,,~— fir x=>1
< X
- C,+2L,-x sonst.

Satz 7. Sei p>1 und feD,, so dap Pf in S(0, co) holomorph ist. Dann
gilt die ,,Vertauschung*

(1+idg)~* Pf=P((1+iidg)~*f)
fiir alle xe € mit Re a>0.
Beweis. Fiir jedes o mit Re a>% ist g:=(1+idg)~* Pf aus H,(0)

und hat im Sinn der Konvergenz fast iiberall die Randfunktion
(1+i idg)~*feI”. g besitzt eine Randfunktion f;, im Sinn der I*-Konver-
genz, so daB g=Pf, ist (Hille [2], Sdtze 19.1.5 und 19.1.1).
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Aus Lemma 19.2.1, Hille [2], folgt dann
lin(1) g(x+iy)=fo(y) fast iiberall.

Daher ist fo=(1+iidg)~*f fast iiberall, d.h. es ist (I1+ idg)"* Pf=
P((1+iidg)=*f). Linke und rechte Seite dieser Beziehung sind holo-
morphe Funktionen von « in {«|ae C, Re o> 0}, daher gilt die Beziehung
auch fiir alle ae € mit Re > 0.

ZusammengefaBt haben wir folgendes Ergebnis:

Satz8. Sei p>1 und feD,. Pf ist genau dann in S(0, o©) holomorph,
wenn es ein a€C mit Rea>0 gibt, so daf P(f-(1+iidg)~) in S(0, o0)
holomorph ist.

Beweis. Ist Pf holomorph, dann ist nach Satz6 und 7
P(f-(1+iidg)~%)eH,(0)

fiir jedes o mit Rea>%. Sei umgekehrt P(f- (1+iidg)~*°) holomorph.

Fiir e C mit Reﬁ>%ist gp:=(1+idg)~? P(f- (1 +iidg)~*)e H,(0), und

es gilt gg=P(f-(1+iidg)~*~#). Beide Seiten dieser Gleichung sind
holomorph in f, solange Re 8> —Re , ist. Daher gilt diese Gleichung
auch fiir alle diese 8. AuBerdem existiert der

lim  P(f(1+iidg)™*"?)=Pf

Re B >Re(—ag)

(Corollar zu Lemma 5) und ist gleich g_, =(1 +id¢)* P(f(1+iidg)~);
dies ist eine holomorphe Funktion.
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