D
[-A elt

Werk

Titel: Biorthogonalitat von Polynomen.

Autor: Lesky, Peter

Jahr: 1973

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?266833020_0134|log21

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Math. Z. 134, 181 — 188 (1973)
© by Springer-Verlag 1973

Biorthogonalitidt von Polynomen

Peter Lesky

Wir bezeichnen mit y,(x*) ein Polynom n-ten Grades in x*
Yn(xS)Zan.n x"s+an.n— 1 x(n—Hs+ +an.0
(seN;a,,eR;a,,+0)
und mit z,,(x) ein Polynom m-ten Grades in x*

(1

zm(x')zbm.m xml+bm.m—l x(m_l“+ '”+bm.0
(teN; b, €R; b, ,+0).

Gilt fiir diese Polynome

)

{an(=#0) fir n=m (@.beR) 3)

b
gp(x)yn(x)zm(X)dX= 0 fiir nm

mit einer ,,Gewichtsfunktion® p(x), dann bilden die beiden Folgen
(va(x) und (z,,(x")) von Polynomen ein Biorthogonalsystem beziiglich
p(x) im Intervall (a, b). Neben der Integrierbarkeit von p(x) setzen wir
noch voraus, daB p(x) fiir a < x<b positiv ist.

Aus der Gleichung

b b
jp(x) yn(xs) Zn(xl) dx:an,n bn.n_“p(x) [xn(s+1) + ] dx

erkennt man, daB3 die Vorzeichen von a,, und b,, so gewdhlt werden
konnen, daB alle o, positiv sind. Wir nehmen daher im folgenden stets
g,>0((n=0,1,2,...)an.

Die biorthogonalen Polynome lassen sich bekanntlich sukzessive mit
Hilfe eines Verfahrens berechnen, das dem Schmidtschen Orthogonali-
sierungsverfahren entspricht. Wir wollen im Gegensatz dazu ein Ver-
fahren beschreiben, das die direkte Bestimmung der biorthogonalen
Polynome in der Gestalt von Rodriguesformeln gestattet.

Zu diesem Zweck bendtigen wir zunichst einen metrischen Raum,
den wir folgendermaBen aufbauen: Mit Hilfe der geordneten Paare
(V> 2,) (n=0, 1,2, ...) bilden wir mit der Addition

(ynvzn)+(ynl’zm):z(yn+ym?zn+zm) (4)
und der Skalarmultiplikation
}.-(y",Z")==(/{_V",;iZ") (iEIR) (5)

13*
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einen linearen Vektorraum iiber R (die Erfullung der erforderlichen
Eigenschaften ist einfach nachzupriifen). In diesem linearen Vektor-
raum kann mit Hilfe von

/ b - o
1. 201=] [T () ya(x%) 2 () dx (6)

g

n

eine Norm (Linge) des Vektors (y,, z,) eingefiihrt werden (ebenso leicht
l4Bt sich zeigen, daB die Normeigenschaften erfiillt sind). Erkldren wir
noch in der iiblichen Weise mit Hilfe der Norm den Abstand von je zwei
Vektoren (y,, z,) und (Y, » Zp

d [(y"’ z")’ (.v"l ’ Zlﬂ)] = ||(yn 9 Z" - (,.Vl)! b zl")” v (7)

so wird unser linearer Vektorraum zu einem metrischen Raum.

In diesem metrischen Raum konnen Aussagen iiber Vektoren von
minimaler Linge gemacht werden. Solche Aussagen bilden die Grund-
lage zur Formulierung eines Variationsproblems, aus dem wir die bi-
orthogonalen Polynome gewinnen werden (vgl. z.B. mit [1]). Dazu ver-
wenden wir folgenden

Hilfssatz. Sind fiir die Polynome y,(x°) und z,,(x') die Bedingungen (3)
der Biorthogonalitit mit ¢,>0 erfillt (n,m=0,1,2,...), so hat unter den
Vektoren

(Coyote Y+ FCoy Yno1FtVnrCoZotC ZiFFChy Zy +z,) Q)
(c,eR) derjenige mit co=c, =---=c,_, =0 die minimale Lange.

Der Beweis ist sehr einfach, denn fiir die Linge der Vektoren (8)
ergibt sich mit Hilfe von (6) und (3)

ll(co Yo+ -+ Yus Co Zo+“'+2..)l|=05 O‘O+“'+Crzx~ e

und daraus 4Bt sich wegen ¢,>0 die Richtigkeit der Behauptung un-
mittelbar ablesen.

Wir weisen darauf hin, daB die Umkehrung des Hilfssatzes nicht gilt.
Diese konnte nur dann bewiesen werden, wenn fiir beliebige Polynome
ya(x*) und z,, (x) (m,n=0, 1,2, ...) die beiden Integrale

b b
[P(x) yu(x*) 2, (x)dx und [ p(x) y (x7) 2, (x") dx

denselben Wert hitten. Diese ,,Symmetrieeigenschaft® ist aber nicht
erfiillt; daher war es auch nicht moglich, das in (6) stehende Integral in
iiblicher Weise als ein Skalarprodukt aufzufassen.
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Obwohl unter den Vektoren (8) das Erreichen der minimalen Liange
mit ¢p=c¢, =--=c¢,_, =0 fiir die Biorthogonalitit nur notwendig (nicht
hinreichend) ist, versuchen wir die Forderung

b
[ p(x) po(x) z,(x)dx=min! (n=1,2,3,...) 9)

a

mit den Nebenbedingungen

(1"‘ .}"I(X.‘) d"' Zn(Xl)
s =) — i =by, 1)} (10)
zu einem Variationsproblem zusammenzufassen. Wir bilden nach
Lagrange

b
Q=) [ {P(x) 3, (x) 2,(x") + 2, () Y (%) =@, (n5) 1]

a

+ 4, () [ (x') = b, , (10)!]} d x =stat!

mit Funktionen x— 4,(x) und x— p,(x), von denen wir die Erfillung
der im folgenden benotigten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigen-
schaften voraussetzen. Fiir die Ableitungen verwenden wir jetzt die ab-
gekiirzte Schreibweise mit hochgestellten Klammern.

Wir ersetzen nun die y, (x*) durch y,(x*)+&h(x") bzw. die z,(x') durch
z,(x")+n k(x'), wobei die ,Uberlagerungsfunktionen® x — h(x*) unserer
Problemstellung entsprechend einem linearen Vektorraum tiber R mit
der Basis {I,x*,x?%,...} bzw. die Uberlagerungsfunktionen x— k(x’)
einem linearen Vektorraum iiber R mit der Basis {1,x', x*',...} ent-
nommen werden. Auch fiir diese Uberlagerungsfunktionen werden wir
einige Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften bendtigen,
deren Erfiillung wir ebenfalls annehmen. Wir erhalten somit

b
Qe )= [ {p(uteh) 2, +1k)+ 4,10, +eh) "™ —a,, (n5)!]
+ Hy [(zll +'7 k)(nl) - hn. n(” ') ']} dx.

Wird auch noch p(x) in a<x<b stetig vorausgesetzt, dann kann unter
dem Integral nach ¢ bzw. n differenziert werden und es ergeben sich
folgende Gleichungen zur Berechnung des stationédren Wertes von :
00 b
== =| ftphz iy h dx=o0, (1)
r=0,n=0

de i

b
[(') :] [ [pky,+u, k"] dx=0. (12)
t=0.1=0

an a



184 P. Lesky

Wir formen nun die beiden Integrale durch sukzessive partielle Inte-
gration derart um, daB die Ausklammerung der willkiirlich gewéhlten
h(x*) und k(x') aus den Integranden gelingt:

b
§[pza+ (=1 AT hdx

LA R =z Hes D g (-1t e opg—0, (Y

b
JIpyut (=1 w1k dx
a +[‘un k('"_”—,u;. k(n1—2)+A,_+(_l)m~l H:,M_”k]z=0.

Fiir diesen Schritt sind gewisse Differenzierbarkeitseigenschaften der
Uberlagerungsfunktionen x — h(x*) bzw. x — k(x') und der Funktionen
x— A,(x) bzw. x — p,(x) erforderlich, deren Erfiillung wir oben voraus-
gesetzt haben. Beschrinken wir uns auf solche Uberlagerungsfunktionen,
fiir die in (13) bzw. (14) auBerhalb der Integrale stehenden Teile null
werden, so kann beziiglich dieser Funktionen das Lemma der Variations-
rechnung (vgl. z.B. [2]) angewandt werden und wir erhalten fira<x<b
_ s+1 j(ns) _qyi+1 (1)
o ST D)
p(x) p(x) (15)
(n=1; 2:3; ).

(14)

Gelingt die Berechnung der A,(x) und u,(x) und laft sich die Biortho-
gonalitit der Polynome z,(x) und y,(x’) nachweisen (fir zo(x") bzw.
y,(x°) ist einfach eine Konstante zu setzen), dann liegen mit den Gln. (15)
bereits Rodriguesformeln fiir die biorthogonalen Polynome vor.

Die Bestimmung der 4,(x) und p,(x) kann folgendermaBen erfolgen:
Mit Hilfe der Nebenbedingungen (10) erhalten wir nach (nt)-maliger bzw.
(ns)-maliger Differentiation von (15) die Differentialgleichungen

—1ys+l jlns) (nt)

[um).”—({)—] =b,,,,(nt)', (16)
=1 nt+1  (nt) (ns)

[ —am, (1)

falls auch von x — p(x) die Erfiillung der entsprechenden Differenzier-
barkeitseigenschaften vorausgesetzt wird. Zu diesen Differentialglei-
chungen ergeben sich fiir 4,(x) und y,(x) aus den in (13) und (14) auBer-
halb der Integrale stehenden Teilen Randbedingungen, indem fortgesetzt
mit speziellen h(x®) und k(x) gearbeitet wird. Weitere Bedingungen
entstehen aus der Forderung nach der speziellen Gestalt der Polynome.
Mit Hilfe der Randbedingungen und dieser Bedingungen ist dann eine
(bis auf einen von n abhingenden Faktor) eindeutige Bestimmung der
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A,(x) und p,(x) moglich. Diese Vorgangsweise werden wir in einem
besonders wichtigen Spezialfall ndher beschreiben.

Sowohl unser Hilfssatz als auch die Berechnung eines stationdren
Wertes von Q garantieren noch nicht, daB die entstehenden Polynome
biorthogonal sind. Die Erfiillung von (3) l1dBt sich aber sehr einfach da-
durch nachweisen, daB eines der im Integral stehenden Polynome nach
der Rodriguesformel ersetzt wird und sukzessive partielle Integration
erfolgt.

Als angekiindigtes Beispiel behandeln wir den Fall s=1, t=2, wobei
Biorthogonalitit beziiglich p(x)=e~* in (0, ov) bestehen soll. Die Dif-
ferentialgleichung (16) und die sich aus (13) ergebenden Regularitdts-
bedingungen und Randbedingungen

3 (0)=2,(0)=---=A""1(0)=0 (n=1,2,3,..) (18)
erfiillen wir mit dem Ansatz
A(x)=Cn)e *x"[x"+a,_, x" ' +--+ap],

in dem C(n) einen von n abhiingenden Faktor bedeutet. Da 4,(x) in der
Rodriguesformel fiir z,(x?) steht, darf ¢* A" (x) nur gerade x-Potenzen
enthalten. Diese Forderung fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

n\ (2n—2j+2 n\ (2n—2j+3\
an—21+l_(l)( 1 )a"_2j+l+(2>( ) )_,a"‘2j+3_+...

n 2n—1 n 2n
. i _ e
+(2j—2)(2j—2)(2] = (2]—1) (2,'—1)(2’ i

(i=1,2,3,....n;a,=1;4a,,,=0 fiir keN),

aus dem sich die (eindeutig bestimmten) Losungselemente

2
a"_k=(2)(k")k! (k=0,1,2,...,n)

ergeben. Damit erhalten wir
" 2
Ax)=C(n)e *x"Yy (n) ( n) k! x"*
o \k/ Lk
dn

=C(n)e ** I

[e*x*"] (n=1,2,3,...)

und nach (15) die Polynome
z,,(x2)= ( _ l)n+l o* ].t,")(x)

— - 1) L 2n 2n—2k _ (19)
= C(n)kgo( 1) (k) (Zk)(Zk)!x n=0,1,2,...).
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Fiir p,(x) ergeben sich aus (14) wegen der speziellen Gestalt der Uber-
lagerungsfunktionen (k(x?)=1, x2, x*, ...) im Gegensatz zu (18) die Rand-
bedingungen

1 0)=p, (0)=--=pZ"""0)=0 (n=1,2,3,...). (20)
Wir setzen jetzt zur Erfiillung von (17) und (14)
tn(x)=D(n) e *[x"+b,_, x""'+---+by]

mit einem von n abhidngendem Faktor D (n). Die Bedingungen (20) fithren
auf das lineare Gleichungssystem

byj-s  baja by
by _b2j72+_2!—_—3j!—+ —“._(Tj——l)v!_o

(j=1,2,3,...,n; b,=1; b, ,=0fir keN)

mit den (eindeutig bestimmten) Losungselementen

k—n —
St (2” ") (k=0,1,2, ....n).
k! n

Damit erhalten wir

£ ok-n ome K
sa(x)=D (n) e~ * n! *( ).*
,‘;, k! n ¥

und nach (15) die Polynome

Yalx)=—€" 17" (x)

" 21
==DmM)Y cp_ i X"* 1)
0

k=
mit

. .
c,.fk=(")k!Z(—l)’Zf‘“("+k ’) (2.") (n=0,1,2,...). (21
k j=0 n J

Zur Uberpriifung der Biorthogonalitit berechnen wir erstens firm=n

f‘e”" yu(x) Z, (x2) dx=(—1)"+! j’y,,(x) A (x) d x
3 0

= (= 1" [y, () A= (00) =y (%) A~ P () + =+
+(= 1)1y (x) A, ()15 — § Y™ (X) Ay (x) dx.
0
Da A, (x) den Faktor ¢~ * enthilt und die Randbedingungen (18) erfiillt,

ist der Ausdruck in der eckigen Klammer null. Fiir m>n gilt ferner
¥ (x)=0, also hat das Ausgangsintegral fiir m>n den Wert null.
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Zweitens berechnen wir fiir m<n

J ey (x) 2, (F) dx= = | 4" (x) z,, (x*) dx
0 0

s [l ) 2, (02) — " MR) 2 0% + — ¢

— (%) 25" G — [ (x) 2" (x) dx.
0
Da p,(x) den Faktor e~ * enthilt, die Randbedingungen (20) erfullt und
da auBerdem z, (0)=z. (0)=---=2z}"""(0)=0 gilt, ist auch hier der
Ausdruck in der eckigen Klammer null. Fiir m<n haben wir ferner
22" (x2)=0, also hat das Ausgangsintegral wieder den Wert null.
SchlieBlich berechnen wir fiir m=n

o«

| Y (x) 2, (x)dx= —n!D(n) C(n) Y (:) (2n) k!'fe >x*""*dx
k=0

0 I‘ 0

=—n!(2n)! 2" C(n) D(n);
denselben Wert muB auch das folgende Integral liefern:

x n k—n . I
| 1, (x) 22" (x*)dx= —(2n)! C(n) D(n) > ik_‘"__ (2” k
k=0 .

s
) fe*x*dx
0 0

n
=—n!(@2n)!2" C(n)D(n)
und daher ist

(j, e"‘y,,(x)z,,(xz)dx=) n!2n)!2" C(n)D(n)=0, (22)
0

fir n=0, 1,2, .... Wird o, vorgegeben (z.B. g, =1), dann lassen sich C(n)
und D (n) entsprechend festlegen. Damit ist die Erfiillung aller Biorthogo-
nalitiitseigenschaften nachgewiesen.

Die mit (19), (21), (21') und (22) vorliegenden biorthogonalen Poly-
nome stellen einen Spezialfall der Polynome von Spencer und Fano [3]
dar (im allgemeinen Fall ist die Gewichtsfunktion p(x)=x%¢™* mit
a> —1). Diese Polynome sind Losungen von lincaren homogenen
Differentialgleichungen dritter Ordnung

a(x)v” (x)+b(x) v (x)+c(x)v'(x)+d,v(x)=0 (23)

fir n=0,1,2, ..., in denen nur der Koeffizient d, vom Grad n des Lo-
sungspolynoms abhingt. Betrachtet man den Fall s=1,1=2 mit p(x)=1
in einem endlichen Intervall, so ergeben sich die biorthogonalen Poly-
nome als Lsungen von Differentialgleichungen der Art (23), in denen
auch b(x) und c¢(x) von n abhdngen. Die Behandlung einiger damit
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zusammenhingender Probleme sowie Fragen der Approximierbarkeit
durch biorthogonale Polynome sollen Gegenstand einer weiteren Arbeit
sein.
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