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Eine Bemerkung zu den Triangel-Gruppen

Gerhard Rosenberger

1. Einleitung
A. Gegenstand dieser Note sind die Gruppen

.11 1
G={A,B|A*=Bi=(ABy' =1} mit 7+;+—<1 und p,q,r=4.
. r

Diese Gruppen sind auch deshalb von Interesse, weil sich G treu als
Fuchssche Gruppe mit kompaktem Fundamentalbereich darstellen l48t.

Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der beliebige
Erzeugende U und V in endlich vielen Schritten in 4 und B iiberfiihrt
(Satz 1). Weiter wollen wir alle Erzeugenden U und V von G niher kenn-
zeichnen. Satz 2 liefert die in [7] angekiindigte Erweiterung von Nielsens
Resultat iiber freie Gruppen vom Rang zwei zu Fuchsschen Gruppen
mit zwei kanonischen Erzeugenden.

B. Es bedeute:

F={a, b} die von a und b erzeugte freie Gruppe.
G ={A, B} die von 4 und B erzeugte Gruppe.
[A, B]=ABA~!B~! der Kommutator von 4 und B.

Wir fassen eine Gruppe G= {4, B} als epimorphes Bild der freien
Gruppe F={a, b} vom Rang zwei unter dem durch a» 4, b B defi-
nierten Epimorphismus F —» G auf. Einen Ubergang von (4, B) zu einem
anderen Erzeugendensystem (4’, B’) von G nennen wir frei, wenn es ein
freies Erzeugendensystem (d', b') von F gibt, so daB das Bild von a’ bzw.
b’ bei dem durch a—» A, b B definierten Epimorphismus F —»G
gleich A’ bzw. B’ ist. U~ V in G heiBt: U ist in G zu V konjugiert.

Wir identifizieren die PSL(2, R) mit der Gruppe aller linearen Trans-
formationen der oberen Halbebene auf sich.

Es ist PSL (2, R)=SL(2, R)/{E, —E}, d.h. die PSL (2, R) besteht aus
den Paaren (W, — W) mit WeSL(2, R). Es ruft keine MiBverstéindnisse
hervor, wenn wir kurz W statt (W, — W) schreiben.
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Es bedeute:
Sp U die Spur von UeSL(2,IR).

(m, n) der groBte gemeinsame Teiler von m, neZ.

Vereinbarung: Alle auftretenden Exponenten von Elementen einer
Gruppe sind ganze Zahlen. Sei p, q,r=2.

2. Erzeugende Fuchsscher Gruppen mit zwei kanonischen Erzeugenden
Lemma 1 (Nielsen [5]). Sei F ={a, b} eine freie Gruppe vom Rang zwei.
Zwei Elemente u,v von F sind ganau dann Erzeugende von F, wenn [u, v]
in F konjugiert ist zu [a, b]° mit e= +1.

Durch vollstidndige Induktion beweist man

b
Lemma 2. Sei A= (? )eSL(Z, R) mit Sp A=A. Fiir r=0, reZ, ist

d

Ar=(asr—l(j')_sr—2(l) bSr—l()') )
cS,_1(4) S,(A)—as,_,(A))’

wobei die Polynome S,(x) definiert sind durch S_,(x)=0, S,(x)=1=
—8_3(x), S;(x)=x und S,(x)=x8S,_,(x)—S,_,(x) firr=0. A~" mit r>0,
rel, ergibt sich in iiblicher Weise.

Lemma3. Sei G={A,B|A*=B'=(AB)'=1} fir 4=<p,q,r. Seien
U, V beliebige Erzeugende von G. Dann gibt es einen freien Ubergang
von (U, V) zu einem Erzeugendenpaar (R, S) von G mit R=A% Bf oder
(AB)", wobei 1Sa<p—1,(a,p)=1;1=p<q—1,(B,9)=1und ISy<r—1,
(')’, T ) =1.

Beweis. G sei treu dargestellt als Fuchssche Gruppe mit den kanoni-
schen Erzeugenden A4 und B (vgl. [2] und [3]). Es seien also ohne Ein-
schriankung A, Be PSL(2, R) mit A?=B?=(AB) =1. Seien U, V beliebige
Erzeugende von G, und sei ohne Einschriankung 0<Sp U, Sp V. Wegen
4<p,q,r ist Sp[U, V]>2, denn fiir Sp[U, V]<2 wire G wegen der
Diskretheit entweder freie Gruppe oder von der Form G={U, V} mit
[U, V1"=1fiir n=2 (vgl. z.B. [7, 8] und [9]) . Es bezeichne:

E;={(R, S)|Es gibt einen freien Ubergang von (U, V) zu (R, S)}.

Insbesondere ist G={R, S} und Sp [R,S]=Sp[U, V] fiir (R, S)eE (vgl.
Lemma 1 und [8]). Setze:

L;={(SpR,Sp S, SpRS)|(R,S)eE; mit 0=SpR=SpS<SpRS}.

! Der Beweis ist nicht trivial. Man zeigt: Aus [U, V]"=1 fiir n>2 (d.h. [U,V]~4m,B"
oder (AB)™) folgt 4> p, q oder r.
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Wegen 0<Sp U, Sp Vist L nicht leer. Setze:
Mg={SpR+Sp S+SpRS|(SpR, Sp S, Sp RS)eL;},
A;={SpR|(SpR,SpS, SpRSeLg},
B;={SpS|(SpR,SpS,SpRSeL;} und
Cs={SpRS|(SpR,Sp S, SpRSeL}.

Sei x.=inf Ag, y.=inf B und z.=inf Cg;. Dann ist
a) 0=x=<y=<z,
b) x+y+2z=Sp R+Sp S+ Sp RS fiir alle (Sp R, Sp S, Sp RS)e L; und
c) xy—z<0 oder xy—z=:z

unter Beachtung von Sp RS~'=Sp R -Sp S—Sp RS und (0,0, 0)¢ L;.

Der Fall xy—z=z kann nicht eintreten, denn sonst wire z<y fiir
x<2 und yz<2x fiir 2<x wegen Sp[U, V]>2 im Widerspruch zu
x=y=z(vgl. [8] und [9]). Es ist also x y—z<0. Weiter ist x+ y+ z kein
Hiufungspunkt von Mg, d.h. es gibt Erzeugende P, Q von G mit Sp P=x,
SpQ=y, SpPQ=z und SpPQ '=xy—z Der Fall 2<x<y<z und
xy—z =< —2 kann nicht eintreten, denn sonst wire G freie Gruppe (vgl.
[6] und [8]). Es ist also x<2 oder —2<xy—z<0. Wegen der Diskret-
heit von G hat daher P oder PQ ! endliche Ordnung, und P oder PQ~!
ist in G konjugiert zu A% B* oder (ABY ([1]).

Natiirlich ist (o, p)=(f, 9)=(y, r)=1. Weiter konnen wir 1 <a<p—1;
1=p=<q—1und 1<y=<r—1 annehmen. Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

Satz 1. Sei G={A, B|[AP=B=(AB) =1} fir 4<p,q,r. Seien U, V
beliebige Erzeugende von G. Dann gibt es einen freien Ubergang von
(U, V) zu (A% B?), zu (A% (AB)') oder zu (B, (4B)’) mit 1Sa<p-—1,
(@,p)=1;1=p=q-1,(B,g)=1und 1=y=r—1,(,1)=1.

Beweis. Sei G wieder treu dargestellt als Fuchssche Gruppe mit den
kanonischen Erzeugenden 4 und B. Es sei also wieder A, Be PSL(2,R)
mit AP=B?=(AB) =1.

Seien U, V beliebige Erzeugende von G. Nach Lemma 3 kénnen wir
U=A4° U=B’ oder U=(AB)" mit («, p)=(B, q)=(y,r)=1 annehmen. Sei
ohne Einschrinkung U=A* Wegen (¢, p)=1 gibt es ein nelN mit

|Sp (4% =2 cos %. Sei ohne Einschriinkung 0< Sp (4), Sp V.

Wir brauchen nur zu zeigen:

Es gibt einen freien Ubergang von (4% V) zu (4% W), WeG, mit der
Eigenschaft, daB W in G konjugiert zu B? oder (4B)" ist; denn sei etwa
W=CBfC-!, CeG. Dann ist AB ein Wort in 4 und CBC™', denn es ist
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natiirlich (B, q)= 1. Sei also etwa

AB=R'A" CB™C~'... A CB™C~ 'R, ReG,
mit
0=m=p-—-1, 0=m=q-1 firi=1,..,k
und hochstens n, =0, m, =0. Das ist wegen (4BY =1 nur fiir C=A"B"
moglich, denn sonst gibe es in G eine weitere, von A?=B=(A4B)' =1
unabhingige definierende Relation.
Es konnen genau drei Fille eintreten.

Fall 1. Sp V<2, d.h. V hat endliche Ordnung. Dann ist V in G kon-
jugiert zu A%, B? oder (4B)". Angenommen V=DA’D~!, DeG. Dann ist
B ein Wort in (4%)" und DA’ D~*,d.h. B=F((4%)", DA*D~"). Vergleichen
wir die Summe der Exponenten fiir B, so ist 0=1 (mod g). Dies ist ein
Widerspruch. Es ist also V in G konjugiert zu B? oder (4B)".

Fall 2. 2<Sp V und |Sp (4%)" V| <2 oder |Sp(4%)"V ~!|<2. Sei ohne
Einschrankung |Sp (4%)" V| <2, d.h. (4%)"V hat endliche Ordnung.

Der Ubergang A A5 Vs (APV

ist frei. Mit obiger Begriindung ist (4%"V in G konjugiert zu B? oder
(AB)".

Fall3.2<Sp Vund 2<|Sp(A9)" V|, |Sp (49" V ~1|. Wegen
Sp (4% =2 cos %

istsogar 2<Sp(A4%)"V,Sp(4%Y' V!, d.h. Sp(A%)" V! —Sp(4%"-Sp V< -2,
denn sonst wire G freies Produkt von {(4%)"} und {V} ([6] und [8]).
Wegen Sp(4%) ™"V (4%~ "?~2=Sp(4*'V ! —Sp(A4*)"- Sp V< —2gibtes
ein meN mit 1<m=<p—2 und |Sp(4%)~" V(4% ~"| <2, denn sonst wire
G wieder freies Produkt von {(4%)"} und {V} ([6] und [8]). Damit hat
(A%)~"V(A*)~"™ endliche Ordnung.

Der Ubergang

AIH Aﬂ, VH (Al)—n V(Ad)"nm

ist frei. Mit obiger Begriindung ist (4%)~" ¥(4%)~"™ in G konjugiert zu B*
oder (AB).

Natiirlich ist (o, p)=(8, 9)=(y, r)=1. Weiter konnen wir 1 Sa<p—1,
1=p=<g—1und 1=<y<r—1 annehmen. Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

Bemerkung. Folgendes Beispiel zeigt, daB die Aussage von Satz 1 fiir
p=g=31.a. falsch ist:

Sei G={A4, B|A*=B3=(AB)*=1} und U=AB?, V=B?A. Dann ist
G={U,V}, und es gibt keinen freien Ubergang von (U, V) zu (4, B),
(4, (ABY) oder (B, (4BY)).
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Korollar. Sei A4,BePSL(2,R) und G= {4, B|A?=B'=(ABy =1}
Fuchssche Gruppe mit 4<p, g, r.

Seien U, V Erzeugende von G. Dann ist

SpLU, V]1=5;_,(Sp 4)- S;_,(Sp B)(Sp[4, B]—-2)+2,
Sp[U, ¥]=S2_,(Sp A)- SZ_,(Sp AB)(Sp[4, B]—2)+2 oder
SpLU, V]=S5;_,(Sp B)- S;_,(Sp AB)(Sp[4, B]-2)+2,
wobei a, B,y wie in Satz 1 und S,_1(x), n=0, wie in Lemma 2 gegeben.
Beweis. Fiir R, SeSL(2, R) ist unter Beriicksichtigung von Lemma 2
Sp[R",§™]=S2_,(Sp R)-S2_,(Sp S)(SP[R, S1—-2)+2,
wobei 0<n,m und n, meZ. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 1 und
Satz1. q.e.d.

Bemerkung. Sei G nicht-abelsche Fuchssche Gruppe mit zwei kanoni-
schen Erzeugenden A und B. Dann ist fiir G einer der folgenden Fille
erfiillt:

a) G ist freie Gruppe vom Rang zwei,

b) G={A4,B|[A4,B]"=1} fiir n=2,

¢) G={A4,B|A?=1} fiir p=2,

d) G={A4,B|A?=B*=1} fiir p,q>2,

e) G={4, B|A?=B'=(AB) =1} fiir %+%+%<1
(vgl. [3; pp. 220— 246)).

Satz 2. Sei G nicht-abelsche Fuchssche Gruppe mit zwei kanonischen
Erzeugenden A und B. Sei 4<p, q,r im Fall €). Zwei Elemente U, Vvon G
erzeugen genau dann G, wenn gilt:

a) [U,V]~[A4,BY in G mit e=+1, falls entweder G={A, B} freie
Gruppe vom Rang zwei oder G={A, B|[A, B]"=1} fiir n>2 ist,

b) [U,V]~[4%B7] in G mit 1Sa<p—1, (0, p)=1; e=+1, falls
G={A,B|A?P=1} fiir p=2 ist,

¢) [U,V]~[A%B*] in G mit 1Sa<p-1, (a,p)=1; 1Zp=Zq—1,
(B,9)=1, falls G={A, B|A?=B =1} fiir p, q=2 ist und

d) [U,V]~[A%B*]oder [U, V]~[A% (AB)"] oder [U, V]~[B* (AB)]
in G mit 15a<p-—1, (a,p)=1; 1Zp<q-1, (B.q)=1 und 1 <ysr—1,
(»»1)=1, falls G={A, B|JA?=B=(AB) =1} fiir 4<p, q, r ist.

Beweis. Fiir a) folgt die Aussage aus Lemma 1 und [9]2. Es liege nun
b), ¢) oder d) vor. Die Aussage ist nach [4; p. 1917 und Satz 1 notwendig.

’In [9; p. 265] sage: ,Dann gibt es einen freien Ubergang von (U, V) zu (U;, V). anstatt
»Dann sind nur folgende vier Fille méglich: ...
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Wegen Lemma 1 konnen wir das Hinreichen der Aussage exemplarisch
zeigen. Sei etwa G ={A, B|A?=B?=(AB)' =1} mit4<p,q,rund [U, V]~
[4°% B*] in G, wobei a, B wie in Satz2 gegeben. Da wir modulo freie
Ubergiinge rechnen, konnen wir nach Lemma 1 sogar ohne Einschrink-
kung [U, V]=[4° Bf] annechmen. Dann gibt es einen freien Ubergang
von (4% B?) zu (U, V). Damit sind U, V Erzeugende von G. q.e.d.

Korollar. Sei G={A,B|A?=B?=(AB)Y =1} fir 4< p, q,r. Sei
F={a, b} freie Gruppe vom Rang zwei.

Dann wird jeder Automorphismus von G von einem Automorphismus
von F induziert.

Beweis. Sei ¢ ein Automorphismus von G. Dann ist unter Beriick-
sichtigung der moglichen Fille aus Satz 2 sogar notwendig [¢ (A), ¢ (B)]
in G konjugiert zu [4, B]® mit e= + 1. Damit ist alles gezeigt. q.e.d.

Bemerkung. G 14Bt sich auch darstellen als Gruppe

1
H={A,B,C|A’=B'=C'=ABC=1} fir %+%+7<1.

Es ist bekannt, daB jeder Automorphismus von H von einem Auto-
morphismus von F; induziert wird, wobei F; freie Gruppe vom Rang drei
ist. In diesem Sinn liefert das obige Korollar also eine schérfere Aussage.
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