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On Groups with Several Doubly-Transitive
Permutation Representations

Peter J. Cameron

A group which has two inequivalent (finite) doubly transitive per-
mutation representations with the same permutation character is an
automorphism group of a projective design. So a group with more than
two such representations is an automorphism group of each of the
designs obtained by taking the representations two at a time, and
preserves interrelations among these designs. The combinatorial object
abstracted from this situation, tentatively called a system of linked
projective designs, is studied, and the results applied to the groups.

In section 1, some basic properties of projective designs, and their
construction from two doubly transitive representations of a group, are
described. Section 2 defines systems of linked projective designs, and
begins a combinatorial analysis of these systems, establishing relations
connecting their parameters. In section 3, a simple consequence of these
relations is noted, and some results on automorphisms of doubly tran-
sitive groups are deduced from it. (This section was inspired by Wielandt’s
paper [8] on the same topic.) Section 4 gives a collection of equations
satisfied by the parameters of a system of three linked designs. I derive
no consequences of these equations, but I give them in the hope that they
may be useful in further work on this subject. Section 5 contains an
account of an application to a conjecture of Wielandt (that a transitive
permutation group of prime degree p has at most two inequivalent
representations of degree p); while I cannot prove the conjecture, the
equations are well suited to computation, and Dr. Peter Neumann has
used them to show that the conjecture is true for primes less than two
million.

[ am grateful to Dr. Neumann for the large amount of time and
energy he has devoted to this computation, and for many helpful discus-
sions; and to Professor Wielandt, for his interest in this work, for many
helpful suggestions which improved the clarity of this paper, and for
several unpublished results. Also I acknowledge a debt to my wife (it
was on our honeymoon that this line of attack on the problem occurred
to me); and to Merton College, Oxford, where I hold a Junior Research
Fellowship.

1 Math. Z, Bd. 128



2 P.J. Cameron:

§ 1. Projective Designs

A projective design (see [4], pp. 57, 58) is a set Q, of v elements called
“points™ and a set Q, of v elements called “blocks™ with an incidence
relation between @, and Q,, such that for some integers k, A with
l<k<v—1,

(i) any block is incident with k points, and any point with k blocks:

(ii) any two blocks are incident with A common points, and any two
points with A common blocks.

Put n=k— 4. Then we have ([4], pp. 57, 59)

w—1)A=k(k—1). (1)
w—1)n=k(w—k), (2
vi=k*—n. (3)

We say the design has parameters (v, k, A). The dual design (obtained by
interchanging the labels “point” and “block ") has the same parameters.
The complementary design (obtained by replacing the incidence relation
by its complement) has parameters (v, k', A’) where k'=v—k; by (2),
k—i=k'—1.

Let A be the incidence matrix of the design. (The rows of A4 are
indexed by the points, and the columns by the blocks; the (a, ) entry is
1 if « and f are incident, and 0 otherwise.) The matrix A4 satisfies

AJ=A"J =kJ, (4)
AAT=ATA=nl+.J (5)

where I is the identity matrix, J the matrix with every entry 1, and T
denotes transpose ([4], p. 63). The incidence matrix of the dual design is
AT that of the complementary design is J — A.

If v is even, then n is the square of an integer ([4], 2.1.8). There is a
partial converse: if n is the square of an integer, then v is composite.
(For suppose that v is prime and n=t? for some positive integer t. Then
from (3), vAi=k*—1t% so v divides k—t or k+t. This requires either
k—t=0 or k+t=uv. The first alternative contradicts k—t=k—t>=1>0;:
the second implies k—t=A=k—t2 so t=0 or 1, k=v or v—1, con-
tradicting k<v—1.)

If a finite group G acts transitively on two sets Q, and Q, with |Q,|=
|2,|=v, and G is doubly transitive on Q,, then in its componentwise
action on Q,xQ,, G has two orbits or is transitive (equivalently, for
we,, G, has two orbits or is transitive on Q,) according as the permuta-
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tion characters of the representations of G on Q, and @, are equal or
unequal. (See 1td [5].) Suppose the first case occurs, but the two represen-
tations are inequivalent. Then G is doubly transitive on Q,. If O and O
are the orbits of G in Q,x Q,, we can define a projective design with
point set ©, and block set Q, by letting O be the incidence relation. (We
have | <k<v—1, since if k=1 or k=v—1 then the two representations
would be equivalent.) G is an automorphism group of the design; it is
doubly transitive on points and on blocks, and transitive on incident
point-block pairs and on non-incident point-block pairs. Replacing O
by O’ yields the complementary design. Any projective design with an
automorphism group doubly transitive on points arises in this way.

§ 2. Linked Projective Designs

We shall be concerned with combinatorial objects tentatively called
systems of linked projective designs. Such a system is defined as a collec-
tion {Q,,...,Q} of sets (/' =3) and an incidence relation between each
pair of sets such that

(i) each pair {Q;.€;} with its incidence relation is a projective design;

(i) given three of the sets, say Q;,Q;, Q,, the number of elements
xe(; incident with both feQ; and ye(, depends only on whether or
not f# and y are incident.

If G is a finite group with f pairwise inequivalent doubly transitive
permutation representations (on sets €, ..., Q) where f =3, all with the
same permutation character, then {©,, ..., Q} can be given the structure
of a system of linked projective designs by defining the incidence relation
between Q; and Q; to be an orbit of G in Q;xQ; for each pair {i, j}.
Condition (i) follows from the remarks in the last section; (ii) from the
fact that G preserves the incidence relations and is transitive on incident
pairs and on non-incident pairs from {Q;, Q,}.

A subsystem of a system of linked projective designs is a subcollection
of the sets (containing at least three sets) together with the appropriate
incidence relations; clearly it forms a system in its own right. A system
is maximal if it is not isomorphic to a proper subsystem of any system.
A collection of sets with incidence relations is a system of linked projec-
tive designs ifand only if every triple of sets is a system. So we first consider
systems with f=3.

Theorem 1. Suppose that in a system of linked projective designs with
f=3, the designs have parameters (v, k;, ;), and n;=k;—A;, i=1,2,3.
Then there are integers u,, u,, uy such that

(1) ny=uyuy, ny=uzuy, and ny=u, u,;
(ii) v divides ky ky+u, ky, kyk, +uy k,, and ki ky, +uyky.

1*
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Proof. Consider the designs as the edges in the following triangle,
with the direction of the arrow from points to blocks:

Fig. 1

Let the number of elements of Q, incident with feQ, and yeQ, be
X; —u, or x; according as f and y are incident or not; define x,, u,, x;, u,
similarly. Let 4;, 4,, 4, be the incidence matrices of the designs.
Consider A, A;. This matrix has rows indexed by @, and columns
indexed by Q,; the (y, f) entry is x, —u, or x, according as f8 and y are
incident or not. So
Ay Ay=x,J—u, AT (6)

Postmultiplying by J, using (4) and J2=0J,
kyky=xv—uk,. (7)

This and the two similar equations obtained by cyclic permutation of
the subscripts prove part (ii) of the theorem. Also,

A3 (A, Ay)=(A] A,) A,
X, ATJ—u AT AT =n, A, + 1, J A;.
By an analogue of (6), 4; 4, =x;J—u; A]; so
(xyky—uyx3) J+ugus Ay=n, Ay+i,kyJ.
Since A, and J are linearly independent, this implies
Ny=u,uy. (8)

This and its two analogues are part (i) of the theorem. (The equation
obtained from the coefficients of J in the above is a consequence of (3),
(7). (8), and their analogues.)

The next result shows that the definition of a system of linked projec-
tive designs can be weakened.

Theorem 2. (a) {Q,,Q,,Q,} (with incidence relations) is a system of
linked projective designs if and only if

() {Q,,Q,} and {Q,,Q,}, with their incidence relations, are projective
designs;
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(i) the number of elements a€Q, incident with both feQ, and yeQ,
depends only on whether or not  and y are incident;

(iii) some element of Q, is incident with at least two elements of Q.
and some element of Q, is non-incident with at least two elements of ;.

(b) For f23,{Q,....,Q,} (with incidence relations) is a system of
linked projective designs if and only if {Q,,Q;,Q;} is such a system for
all i, jwith 1<i<j=< f.

Proof. (a) Conditions (i), (i), and (iii) are clearly necessary. Suppose
they hold. Let 4;, A,, A; be the incidence matrices of the incidence
relations (directed as in Theorem 1). We have

A J=JA;=kJ,
AAT=ATA,=n 1+ J, (i=23)
Ay, Ay=x,J —u, A{,
for appropriate integers k;, 4;, n; (i=2,3),x,,u;. So
uy Ay J=u, AT J=(x 0=k, k) J,
WA, AT=uf AT A, =tJ+nynyl,
for some integer t. If u; =0 then n, n; =0, which is false. So A, J=A{ J=k,J
and A, AT=ATA, =n, 1+, J, for rational (and hence integral) k,, 4,.n,.
Condition (iii) gives 1 <k, <v—1,s0 {©,,Q,} is a projective design.
Now A, (x,J—u, A;)=A; AT AL,
X kyJ —u Ay Ay =ny AT+ Ak, J,
Ay A, =x,J—uy A}
for rational (and hence integral) x,, u,. Similarly
A, Ay=x3J —uy A} for integral x;.u;.
Thus {Q,,Q,,Q,} is a system of linked projective designs.

(b) The condition on triples of sets is clearly necessary. Suppose it
holds; we must prove that {Q;,Q;,€Q,} is a system, where 1¢{i,j,k};
clearly we may assume f=4. Let the designs be indexed and directed
as shown.
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We have
A§A6=.\‘56J—usﬁ Ay,

T =
AgAy=Xe4J —ugy 4,
T — v
Ay As=xy45J —uys A4,

together with the equations corresponding to (4) and (5) for each of the
six designs. So

(A5 46)(Ag Ay) = AT(Ag A7) A,
tJ+usgugy Ay Ay=AL(ng 1+ 4, J) A,
=ATA,(ng 1+ 34 J)
=(Xy5J —uys AY) (g [+ 2, J)
=t'J—ngu,s A

So A; A, =x3J —uy AT for integral x,, u,. The other two equations are
verified similarly. We have as a bonus

Use Uy Uy =Hg Uys,
L€ Uga Uy =UjgUys And Ugg Uy, =1, Uys.

Examples. (i) If V is a 2m-dimensional vector space over GF(q),
where ¢=2" and n> 1, then the split extension of the translation group
of V'by the symplectic group Sp(2m, ) has g pairwise inequivalent doubly
transitive representations of degree ¢*>” with the same character. This
gives a system of linked designs with f=2", v=22"": cach design has
parameters (22m", 22mn—1_pmn—1 52mn-2_ ymn-1) (The case m=1 was
pointed out to me by Professor D.G. Higman; the general case follows
from a result of Pollatsek [6].) The group of permutations ofQu--uQ,
preserving the incidence relation as a whole is doubly transitive on
{©Q,,...,Q,};s0 all the designs are isomorphic.

(i)) Goethals (oral communication) has shown that a system of linked
projective designs with f=2v, v=22" can be constructed from the
Kerdock codes (see Kerdock [2]) for any m> 1. The designs have para-
meters (22m’ 22m—1_2m—1’22m—2_2m—1). F

(iii) These two families of examples contain designs with the same
parameters. To clarify the relation between them in the case v=16,
take a Steiner system . =.%(5,8,24) on {1, ..., 24} containing the block
By={1,...,8}. Let Q,={9, ..., 24}. For {i, j} =By, let Q;; be the set of
blocks B such that Bn B, = {i, j}. (Recall that two blocks of & have 0, 2,
or 4 common points.) A counting argument shows that |2;;|=16. The
stabiliser (in Aut (%)) of B, and three points i, j, ke B, is doubly transitive
on ,. It follows that {Q,,Q;} is a projective design with parameters
(16,6, 2), and that {Q,, Q,;,Q,,} is a system of linked projective designs
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(a block in ©;;and one in Q;, are incident if just one point of Q, is incident
with both). By Theorem 2(b), {Q,, Q,,, @3, 2,3} and {Q,, 2,5, ..., 2,5}
are systems; they turn out to be the case v=16 of examples (i) and (ii)
respectively. There are, however, other systems with these parameters.
We can find a set Q' containing 8 blocks of Q, 5 and 8 blocks of ©,, such
that {Q,,Q,,,Q'} is a system.

Theorem 2 motivates the following definition. Given a natural
number v, let Q be a set of v elements. Changing our point of view,
regard a design with point set Q as a collection of subsets of Q satisfying
appropriate conditions. Define a graph %, whose vertices are the pairs
of complementary projective designs on the point set £, with two vertices
joined if the designs can be linked by a suitable incidence relation between
their blocks. (If two designs can be linked, then just one pair of com-
plementary relations links them.) By Theorem 2, systems of linked
designs on f sets correspond to ( f —1)-cliques in the graph, and maximal
systems to maximal cliques. The symmetric group on Q has a natural
action on the graph; its orbits are in 1-1 correspondence with isomor-
phism classes of pairs of complementary projective designs with v points.

§ 3. Automorphisms of Doubly Transitive Groups

In [8], Wielandt showed that if G is a doubly transitive permutation
group in which the stabiliser of a point is a Hall subgroup (i.e. has
coprime order and index), 4(G) is the automorphism group of G, and
P(G) is the group of permutation automorphisms of G (automorphisms
induced by the normaliser of G in the symmetric group), then

(i) P(G)=0*(A(G)):

(i) if G has prime degree p then A(G)/G is cyclic of order dividing p— 1.

After deriving a simple consequence of Theorem 1, I use Wielandt's
methods to deduce extensions of his results.

Lemma. Suppose the hypotheses of Theorem 1 hold, and (v, k)=1.
Then k, =k, (and similarly k, =+ k).

Proof. If (v, k,)=1 and k, =k, then n;=n,: so by Theorem 1, u,=u,.
and ny=u?. v divides k ky+u,k, =k (ky+u,), so by hypothesis v
divides ky+u,. But

u(k3—u§)=v)~3=k§—u§=(k3+u2)(k3—uz)#O,

50 ky—u, divides ky—u3}. This implies u, =0 or I, ky=v or v—1, which
is false.

Theorem 3. Suppose G is a doubly transitive permutation group in
which the stabiliser of a point is a Hall subgroup. Let A(G) be the auto-
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morphism group of G, and P(G) the group of permutation automorphisms
of G. Then P(G)< A(G), and A(G)/P(G) has exponent dividing 2.

Proof. Let # be a set of representatives of the equivalence classes
of transitive permutation representations of G which have the same
degree v as the given one. Since v? ¥|G|, the stabiliser of a point in one
such representation is intransitive in any other, and so all these rep-
resentations have the same permutation character, and all are doubly
transitive. We denote an element of 2 by a set Q, affording the appropriate
representation of G. A(G) acts as a permutation group on #: the group
of permutation automorphisms of a particular representation is the
stabiliser of the corresponding element of . To prove that P(G)<a A(G),
[ show that A(G) acts semiregularly on £; to show that the factor group
has exponent 1 or 2, I show that the square of any element of A(G) fixes
every point of Z.

If 0e A(G) does not act semiregularly on £, then there are Q,Q,,
Qi€ such that Q,0=0Q,, Q,0=0,. If 0 A(G) and 6> does not fix
Q,€ R, then there are Q, Q;€ % such that Q,0=0,,Q,0=0Q, . In either
case, 0 carries the unordered pair {,, Q,} to the unordered pair {Q, Q,}.
So the corresponding designs have the same parameters v, k, 1 (replacing
a design by its complement if necessary). By the lemma, (v, k)> 1.

But k is the length of an orbit of G,, where we,, so k|IG,I. G,
is a Hall subgroup of G, s0 |G| is coprime with |G: G,|=v. Thus (v, k)=1.
This contradiction shows that the situations above cannot arise, and so
the theorem is true.

In fact, a similar argument shows a more general result, bearing the
same relation to Theorem 2 of [8] as the above theorem bears to Theo-
rem 3 of that paper:

(i) If G is a doubly transitive permutation group on Q with |Q2|=v,
and 6 is an automorphism of G such that, for we, (G,)’ has an orbit
of length k with (v, k)=1, then 0? is a permutation automorphism.

(ii) If a group G has two doubly transitive representations on Q
and Q, with |@,|=|Q,|=v, such that, for we®,, G, has an orbit of
length k in Q; with (v, k)=1, then an automorphism of G is a permutation
automorphism of G if and only if it is a permutation automorphism
of G*2.

Lemma. If p is an odd prime and v is a power of p, then a projective
design on v points cannot have a symmetric incidence matrix with zero
diagonal.

Proof. Suppose there is such a design, with parameters (v, k, A),
where v=p®, k—A=n; let A be its incidence matrix, with 4= AT and
trace (4)=0. Since A>=nI+AJ, A* has eigenvalues n+Av=£k? (with
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multiplicity 1) and n (multiplicity v—1). So 4 has eigenvalues k (with
multiplicity 1), n* (multiplicity ¢) and —n* (multiplicity f), where e
and f are non-negative integers whose sum is v—1. O=trace(4)=
k+(e—f)n*; so e—f+0, and hence n=t> for some integer t which
divides k.

Let (x), denote the exponent of the highest power of p dividing the
integer x. Suppose (1),=b. Since from (3), v|(k*—1?), and a>2b, we
have (kz)p:2b, (k),=b. By (1), k(k—1)/A=v—1, which is not divisible by
p, so (4),2b (with equality if b>0). Now (k+1),(k—1),=(v4),2a+b,
and one at least of (k+1), and (k—1), is equal to b, since p is odd; so, say,
(k+1),2a, whence k+t=p*=v. Thus k+t=v, k—t=A=k—1? and
sot=0or 1, k=v or v—1, which is false.

Theorem 4. Suppose G is a doubly transitive permutation group of
degree v=p“, where p is an odd prime, and suppose that a Sylow p-subgroup
S of G acts regularly (equivalently, that the stabiliser of a point is a Hall
p’-subgroup). Let A(G), P(G) be as in Theorem 2, and A(S), 1(S) the auto-
morphism group and inner automorphism group of S. Then

(1) the centraliser of S in A(G) is contained in P(G);

(i1) A(G)/G is isomorphic to a quotient of an extension of a subgroup
of 1(S) by a subgroup of A(S)/I1(S).

Proof. Let N(S), C(S) denote the normaliser and centraliser of S in
A(G). The centraliser of a regular permutation group S in the symmetric
group is a regular permutation group S* isomorphic to S. (If S is regarded
as its own right regular representation, then S* is the left regular rep-
resentation of S: Burnside [3], §136.) Thus C(S)n P(G)<S* and so
C(S)n P(G) is a p-group. Note that S §*=Z(S), the centre of S.

(i) Suppose 0e C(S) but 0¢ P(G). By Theorem 3, 0*€ P(G); since p
is odd, we may assume without loss of generality that 0% = 1. Suppose 0
interchanges the given representation (on @,) with a representation on
Q,; let 2 be the design constructed from these two representations.
0 induces a polarity of 2; so we may index the points and blocks of &
with 1,2,...,p" in such a way that 0 interchanges points and blocks
with the same index, and with this ordering the incidence matrix A of &
is symmetric. Since 6 commutes with every element of S, it follows
easily that the correspondence between @, and @, induced by 0 is an
S-isomorphism. (Elements of S are represented by the same permutations
of the index set on Q, and @, .)

If an automorphism z of 2 is represented by permutation matrices
Z,and Z, on @, and Q,, then Z,A=AZ,. So elements of S are repre-
sented by permutation matrices which commute with 4. So A is in the
integral centraliser ring of (the right regular representation of) S. By
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Wielandt [7], Proposition 28.6, this ring is Z S*. So A is a sum of elements
of S* (regarded as permutation matrices). By replacing & by its comple-
ment if necessary, we may assume that the identity does not occur in
this sum. So A4 has zero diagonal; the lemma is contradicted.

(i) Now we know C(S)=P(G), so C(S)<S*. Then SC(S)<N(S)
and SC(S)/S=C(S)/SNC(S)=C(S)/Z(S)=S*/Z(S)=S/Z(S)=I(S). It is
well known that N(S)/SC(S) is isomorphic to a subgroup of A(S)/1(S).
By the Frattini lemma, A(G)=GN(S), so A(G)/G=N(S)/N(S)n G. Since
SEN(S)N G, this is a quotient of N(S)/S, and the result is proved. If S
is abelian, (ii) may be replaced by the simpler statement that A(G)/G is
isomorphic to a quotient of a subgroup of A(S).

Corollary. Let G be a non-abelian finite simple group, and p an odd
prime such that G contains a Hall p'-subgroup and a Sylow p-subgroup
S which is an abelian B-group. (See [7], Section 25, for the definition of a
B-group.) Then A(G)/G is isomorphic to a quotient of a subgroup of A(S).

Proof. Represent G as a permutation group on the cosets of a Hall
p’-subgroup. G has a regular abelian subgroup S, so by a result of Wielandt
([7], Theorem 27.4) G is primitive. Since S is a B-group, G is doubly
transitive. Now the result follows from Theorem 4. Note that Bercov [1]
has shown that if p is an odd prime, an abelian p-group S=A4 x B, where
A is cyclic of order p® (a> 1) and B has exponent p’ (b<a), is a B-group
provided it is not a direct product of n groups of the same order with n> 1.

§ 4. Further Numerical Results
Return to the notation of Section 2 and the hypotheses of Theorem 1.
We have b A =k —uyuy,
vx, =k, ky+u k,
and four similar equations. From these we obtain
v(kyx;— A u) =k k, ky+u u,uy, etc,
and so k, x;— A ju; =k, X, — A, uy =ky x3— A3 u3 =0, say, with
vQ=k kyky+u u,us.
Further calculation shows that
(X, Xy X3+ A A A3)=Q(ky X+ ky x,+ky x3—0).
Define the rational number w by
vw=k, x;+k,x,+kyx;—0Q,

wO=x,X, X3+ A, 45.
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Now we can show that
Zw=2kyky kst k241, k3 +uy ki—ujuyu
V" W= 2ny kg Ky T Uy Ky Py h) T U3 K3 —ily Hp Uiy,
vwi=2x, Xy X3+ /44 ,\'12 +73 .\'% + /3 ,\'f} — /172 73,
X _v2__ 3 3 .
Wiy =X]—/,45, €lc,

wky =x,x;+4, X, etc.

(Assume v is prime. Then v divides Q(k, x,+k,x,+kyx;—Q). If
v|Q. then k; x;= 4, u;(mod v) for i=1, 2, 3, and so

kykykyxy X, X3=4 A, Ay u,uyuy(modv).

But k, kyky=—u,u,uy£0(mod v): so x;x,X3=—2, 4, 43 (mod v), and
$0 02| Q(k, x,+ k, X, +ky x5 — Q). We cannot have v*|Q, and so

vltky X+ ky X, +kyx;—Q)

in any case. So, from its definition. w is an integer. w may be an integer
in other situations as well; in all the examples in Section 2 except those
with v=16, w is an integer.)

The six further equations

kyx3—k, A, —uyx,=0, etc,

may be deduced from those given.

On interchanging v with w, k; with x;, and 4, with u;, all the equations
in this section so far are transformed into valid equations. (Q is fixed
by this interchange.) I have been unable to exploit or explain this
remarkable “duality”. Note, however, that the duals of

ky(x,—u) =k, (x;—uy)=ky(xy—uy)
and
u (k= A)=uy(ky,—Ay)=uy(ky—4;3)

are not valid, though the equations themselves are.

If some of the designs in the system are replaced by their complements,
another system is obtained. In the table below, o, is the substitution on
the parameters when the i™ design is replaced by its complement.
{6,,0,,0;) is an elementary abelian group of order 8; its elements which
are not listed in Table | may be obtained from its automorphism of
order 3 which permutes the subscripts 1, 2, 3 cyclically.
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Table 1
1 ) 0,0, 0,0,0;
A, J—A, J— A, J—A,
A, A, J—A, J—A,
A, As A, J—A,
k, v—k, v—k, v—k,
k, k, v—k, v—k,
ks ks ks v—ks
A v—2k, +4  v—=2k +4 v—2k, +4,
Ay Ay v—2k,+ 4, v—2k;,+ 4,
A3 VN VN v—2ky+4;
u, —u, u, —u,
u, —u, u, —u,
us —uy us —u
Xy X, — Uy ky—x; +u, v—(ky+k3)+x, —u,
Xy ky—x, ky—xy+u, v—(ks+ky)+x;,—u,
X5 ky—x5 v—(k; +k;)+x; v—(k, +ky)+x3—u;
Q kyk;—Q (—ky—ky)ks+Q  v2—(k;+ky+ky)v+(k ky+ky ky+kyk)—Q
w 2xy—uy—w  2k3—2(x; +x,) 20—=2(k; +ky +k3)+2(x; +x;+x3)
+up+u,+w —(uy +uy+uz)—w

t, ny, n,, ny are unaltered by all the substitutions in {g,,0,, 03).

§ 5. Groups of Prime Degree

Wielandt has conjectured that a transitive permutation group of
prime degree p has at most two conjugacy classes of subgroups of
index p (equivalently, at most inequivalent transitive representations
of degree p). It was hoped that the methods of this paper would provide
a proof of the conjecture; they have not done so, but have provided
evidence in its support. (In fact, the editor of this journal informs me that
it was precisely the content of Theorem 1 and numerical evidence of the
type to be discussed below which suggested this conjecture to Wielandt
in 1955.)

If G is a transitive group of prime degree p having three pairwise
inequivalent representations of degree p, then G is insoluble, and, by
a theorem of Burnside ([3], § 251), doubly transitive. The first lemma of
Section 3 shows that the three designs constructed from these repre-
sentations have pairwise distinct parameters, these parameters being
related as in Theorem 1. These relations (with v=p, a prime) appear to
be difficult to satisfy. There are no sets of numbers satisfying them with
p=2000000 (this was shown by computation by Neumann). Each of
the designs has a polarity ([4], 1.2.13) which induces an automorphism
of its full automorphism group; it follows from Theorem 4 (or from
Wielandt’s result mentioned in Section 3) that G can be the full auto-
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morphism group of at most one of the three designs. Thus the existence
of G entails the existence of several as-yet-unknown permutation
groups.

The procedure for Neumann’'s computations was as follows. First,
for the prime p, all solutions of p—1|k(k—1) were obtained, by finding
all factorisations p—1=rs with r and s coprime, and then solving
k=0(mod r), k=1(mod s), which have a unique solution mod p—1.
The trivial solutions k=1 and k=p—1 are not required, and of each
pair (k, p—k), only one is required (for example, we may specify r>s).
So if [ is the number of distinct prime divisors of p— 1, we obtain 2'~'—1
values of k. For each k, the value of n=k—4 was found. The computer
then performed a weak test: if one value of n has a prime divisor which
divides no other value, that value is deleted. (By part (i) of Theorem 1,
it cannot occur in a system of linked designs.) This process was continued
until no further deletions occurred, and if three or more values of n
remained, they were printed out. All primes less than two million were
examined, and no sets of numbers satisfying Theorem 1 were found.
So there is no system of linked projective designs with v a prime less than
2000000.

Using only the fact that the three designs have different parameters,
and not the full content of Theorem 1, the following weak result can be
proved. Let G be a transitive permutation group of prime degree p on
Q. Let S be a Sylow p-subgroup of G and N its normaliser. Let [ be the
number of distinct prime factors of p— 1, m the number of distinct prime
factors of |[N:S|, h the number of non-principal irreducible constituents
of the permutation character restricted to G, for weQ, t the minimum
number of fixed points of an involution in G, and f the number of con-
jugacy classes of subgroups of index p. Then f<2'-™ and f<2"-' If
I<m+1 (in particular. if [£2), or if G, has rank 3 on Q — {w}, or if 1=3,
then f <2. (The last statement follows from the fact that if a projective
design with parameters (v, k, 2) has an automorphism of order 2 fixing
t points with t>1, then t=1+(v—1)/k; if k and A are even then =
14 (v—1)/(k—1).) Wielandt has further shown that /<3 implies f=2.
The remaining results in this section are also due to Wielandt.

Proposition. Let G be a doubly transitive permutation group of prime
degree p. Suppose two subgroups H, and H, of index p in G have orbit
lengths k,,p—k,, and k,, p—k, respectively. Then H, and H, are con-
jugate if and only if k,(p—k,)/k,(p—k,) is the square of a rational number
(in which case it is 1).

This is a consequence of Theorem 1 and the observation that in a
projective design with parameters (v, k, /) with v prime, k—4 is not a
square. Alternatively it follows from part (i) of the next result.
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Proposition. Let n; be non-negative integers of the form k,(p—k,)/(p—1),
with p prime. Then

(1) if ny/n, is a square then n;=n,;

(i) if nyny,=nyn, then ny=ny or n,=n,.

Corollary. If a permutation group of prime degree p has four pairwise
inequivalent representations of degree p, and the four designs shown in the
diagram below satisfy n,=ny, then n,=n,.

2

%
Fig.3
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Vertriaglichkeit
von konvergenztreuen Matrixverfahren

Johann Boos

Ausgehend vom Satz von Mazur-Orlicz (vgl. [4, Theorem 2]) wird
in der folgenden Arbeit die Frage untersucht, unter welchen Voraus-
setzungen zwei auf den konvergenten Folgen vertrdgliche Matrixver-
fahren A und B beziiglich bestimmter Teilmengen der Wirkfelder von
A und B vertraglich sind.

Bezeichnen wir mit ¢, bzw. ¢z die Wirkfelder von A bzw. B, so
heiBen A und B auf M <c ncy vertraglich, wenn lim, x=Ilimg x fiir
alle xeM gilt. Mit ¢ bzw. m bezeichnen wir die konvergenten bzw.
beschriankten Folgen. Weiter verwenden wir fiir ein Matrixverfahren
A=(a,,) folgende Bezeichnungen (vgl. [6, S.330]):

ap:=lima,, (k=1,2,..),
IAIchzz{xecA: sup Y |a,,kxk|<oo}.

nelN =1
<oo}.

o
IA=={xecA: Y a,x, existiert};
K=1

m
Z Ay Xk

k=1

BAzz{xecA: sup

m,neN

FAzz{XECA: Y f(€¥) x, existiert fiir alle fe C’A},
k=1
wobei ¢/, der Dualraum von c¢, beziiglich der eindeutig bestimmten
FK-Topologie von ¢4 ist (vgl. [7, S. 38ff.]).
Nach Wilansky in [6, 4.2 und 4.3] gilt mnc,&F,=B,n 1, fiir ein
konvergenztreues Matrixverfahren 4. Da

Y layx,|<oo  fiiralle xelA|nc,y (1
k=1
gilt, erhdlt man

mncySlAlnc,cFy=B,nly,. (2)
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Ist A=(a,,) ein konvergenztreues Matrixverfahren, so heil}t A
konullar, falls
x(A):=1lim ) a,— Y a,=0
k=1

n— oo k=1

und koreguldr, falls y(A)=+0 gilt.

Zunichst betrachten wir nur koregulire Verfahren. Mazur und
Orlicz haben in [4, Theorem 2] unabhéngig von Brudno ([1, Theorem 8])
die gestellte Frage fiir koreguldre Verfahren auf dem beschriankten Wirk-
feld durch folgenden Satz beantwortet:

Satz 1. Seien A und B auf den konvergenten Folgen vertrigliche
Matrixverfahren, und sei A koreguldr, dann folgt aus mnc,Scg die
Vertraglichkeit von A und B auf mnc,.

Ersetzt man in Satz 1 das beschrinkte Wirkfeld mnc, durch das
absolut-A4-beschrinkte Wirkfeld |4|nc, und koregulir durch perma-
nent, so erhédlt man den von Volkov in [5, Satz 1] mit der Beweismethode
von Brudno bewiesenen Satz; wegen (1) erhdlt man mit der Beweis-
methode von Volkov den entsprechenden Satz fiir koregulire Ver-
fahren A auf |A|nc,. Nun zeigen wir, daB der entsprechende Satz fiir
koreguldre Verfahren A auf F, gilt.

Satz2. Seien A und B auf den konvergenten Folgen vertrigliche
Matrixverfahren, und sei A koreguldr, dann folgt aus F,Scy die Ver-
traglichkeit von A und B auf F,.

Beweisen werden wir den zu Satz 2 dquivalenten Satz:

Satz 3. Seien A und B auf den konvergenten Folgen vertrigliche
M atrixverfahren, und sei A koreguldr; gibt es eine Folge xe F,n cg mit
lim, x +1limy x, dann gibt es eine Folge ye F, mit yé¢cg.

Zum Beweis von Satz 3 verwenden wir folgendes Lemma, welches
in dieser Form aus [8, Satz 3.2] folgt; Satz 3.2 in [8] liefert jedoch keine
spezielle Folge ¢ =(g,) mit den im folgenden Lemma geforderten Eigen-
schaften. Wahlt man xe F,ncp wie in Satz 3, so besitzt y:=(x,¢,) die
in Satz 3 verlangten Eigenschaften. )

Lemma. Seien C=(c,,) und D=(d,,) Matrixverfahren mit den fol-
genden Eigenschaften:

(Zr) sup | Y el <00,
m,neN |g=1
(Spo) Ck:=limcnk=0=lim dnk=:dk (k=1, 2,...),

0

(Zs) lim Y ¢, =0 und lim ) d, =1,
n—oo '

n-.ook=l
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wobei die einzelnen Grenzwerte bzw. Reihen existieren. Unter diesen
Voraussetzungen gibt es ein £ =(g,) mit eecc und e¢cp.

Beweis. Die Matrixverfahren G=(g,) und H=(h,,) seien definiert
durch

gui=Y e und hy=Yd,  (nl=1,2..).
k=1 k=1

Da C und D die Bedingungen (Zr), (Sp,) und (Zs) erfiillen, verifiziert
man leicht, daB G und H folgende Eigenschaften besitzen:

|gnil <M (n,1=1,2,...), (3)
llim‘ g,,,=0=IIim hy, (n=1,2,...), (4)
limg,,=0 und limh,=1 (I=1,2,..). (5)

Weiter sei () mit
o0

;>0 (j=1,2,..), ‘Zozj<ao und }L”;jaj:o (6)

j=1
vorgegeben; nach (3) —(5) kann o, derart gewidhlt werden, daf3

lgnl <oy (n1=1,2,..),
|hy|<o, fir n=1 und I=1,2, ... 7
und
|hy—1|<o, fir I=1 und n=1,2,...

gilt. Wihlt man g, =1=n,, so konnen nach (4) und (5) eine streng isotone
Indexfolge (¢;) und eine streng isotone Hilfsindexfolge (n;) induktiv der-
art bestimmt werden, daB fiir alle j=2, 3, ...

lgml <aj, |hyl<a; fiiralle [2g; und n=n;_, (8)
und
lgul<aj, |hy—1l<o; fiiralle [Sq; und n2n; gilt. 9)

Im folgenden konstruieren wir analog zu [5, Satz 1] eine Folge
£=(g,) mit eecc und e¢cp.

Die Glieder der Folge (F) seien definiert durch die Partialsummen
der Reihe

11-{-1+1 ! 1+ +l+ +L L 1+
2 2 2 2 n non n ’

2 Math.Z,, Bd. 128
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wobei das Glied — n-mal mit positivem und n-mal mit negativem Vor-
n

zeichen auftritt. Laut Definition besitzt (F) folgende Eigenschaften:

0sF=1 (j=12..), (10)
FE=0 fir j=1,2,... mit j=qg(g+1) und ¢=1,2,..., (11)
F=1 fiir j=1,2,... mit j=¢® und g=1,2,.... (12)

Weiter definieren wir die Folge e=(g,) und die Hilfsfolge u=(u,) durch

g:=F fur k=1,2,... mit q;<k<gq;,; (j=1,2,...) (13)
und

Ue=&—&_; mit =0 (k=1,2,...). (14)
Insbesondere gilt
=0 fiir k#q; (j=1,2,...) und l}im u,=0. (15)
a) Zunichst zeigen wir uecg und limg u=0. Aus (15), (8), (9) und (3)
folgt fiir j=2,3,...und n=1,2,... mit n;_, <n<n;

0

Zgnl U
=1

o ©
= Y lguwl= Z |8nq, U, |
=1 v=1

j=1 0
= |gnqvuq\,|+|ganuq,|+ Z |gnqvuq‘,|
v=1 v=j+1

0
<oy (= 1) sup lu|+ M u, | +sup ] Y o,<on.
leN ’ leN v=j+1

Wegen (6) und (15) konvergieren die letzten drei Ausdriicke fiir j— o0
gegen Null;da )’ g, u, existiert (vgl. (6) und (15)), gilt ue c; und limg u=0.
=1 :

b) Aus a) folgt eecc und lime e=limg u=0, da fiir r,n=1,2, ... aus
(4)und 0<e, <1 (vgl. (10) und (13))

zcnk8k= Zgnlul—gn.r+18r (16)
k=1 =1

und somit
Y Cok&e= Y. guu fir n=1,2, ... (17
k=1 =1

folgt.
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c) Es bleibt e¢cp zu zeigen. Da fir n=1,2, ... die Konvergenz der

Reihen Y h,, u; wegen (6) und
=1

S o hgul= Y (g ug | Ssuplul Y o< (18)
I=q,+1 v=j+1 leN v=j+1
fir n=1,2,... mit n;_, <n=n; (j=2,3,...) gesichert ist, gentigt es nach
(16) und (17) (angewendet auf D und H)

< 0 fir j=q(g+1)>=~
/ s :
’; Ty, 1t {1 fiir j=q2—>x: (19)

zu zeigen. Fiir j=1,2, ... gilt

o
Y hy | =
1=1

s

Y B, g g,

v=1

v Z Ih"ﬂlv llq“|:

v=j+1

j

<

= | Zl h"_r qv u‘lv
=

der letzte Term strebt wegen (6), (15) und (18) fiir j—oc gegen Null

“ hll —(‘q+lb u“(l q—l,z....

j
\;“""_){1 fiir j=q? und g=1,2,....

Beriicksichtigt man die Abschitzung (vgl. (9))

j

Z |h".y¢1v - ]l
=1

v

J
> (hy, 0, — Dt |Ssup luy|
v=1 leN

<jo; S,EIS [ty

und lim jo;=0, so erhidlt man aus (21) und
J—o

J J j
= Z (B, g 8= 1)+ 21 Uy,
v=1 v=

z h"J qv ullv
1

v=

die Bezichung
0 fiir j=q(@+1)—

J
/
‘,; nya ey {l fir j=q*—>0.

Damit folgt (19) aus (20) und somit e¢cp.
Insgesamt ist das Lemma bewiesen.
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Bemerkung 1. Ist (g))-eine beliebige Nullfolge, so kann im Beweis
des Lemmas nach geeigneter Wahl von «, die Indexfolge (q;) derart
gewdhlt werden, daB |g,|<a; fiir alle [2g; und j=1,2,... zusitzlich zu
(8) gilt.

Beweis von Satz 3. Sei xe F,ncg und lim, x#limg x, und seien die
Matrixverfahren A*=(a¥) bzw. B* =(b*) definiert durch

ay:=ayu—a, bzw. b¥:=b,—b, (n k=12 ..).
Wegen der Vertriglichkeit von 4 und B auf ¢ gilt a,=b, (k=1,2,...),
womit aus xe Fy =B, n I, die Existenz von Y a, x,= Y b, x, und damit
x€F4, xecpound lim 4. x +1limg x folgt.  *=! k=1
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir
limux=0 und limg x=1 (22)
annehmen. Werden die Matrixverfahren C=(c,,) bzw. D=(d,,) durch
Coi=an X, bzw. d,:=b¥x, (nk=1,2..)

definiert, so erfiillen C und D die Voraussetzungen des Lemmas. Damit
gibt es nach dem Lemma eine Folge mit eec. und e¢c,): wihlt man die
im Beweis des Lemmas konstruierte Folge & und setzt y:=(x, ), so

erhidlt man
yec und  yécp.. (23)

Im folgenden zeigen wir ye F, und yécp.
Da nach (2) insbesondere xe I, gilt, ist die Folge (g;) mit

gr=) ax (1=12..)
k=1
eine Nullfolge. Damit kann nach Bemerkung 1 im Beweis des Lemmas
die Indexfolge (¢;) derart konstruiert werden, da3
lgll<a; fiiralle /2q; (j=1,2,...) gilt. (24)
Ist u durch (14) definiert, so folgt aus (15), (24) und (6) die absolute Kon-

vergenz von ) g u,. Wie im Beweisteil c) des Lemmas zeigt man

=1
Zbkyk= Zakyk: Zglulv
k=1 k=1 =1

was zusammen mit (23) die Beziehungen yel, und y¢cy impliziert. Um
y€F, zu erhalten, geniigt es damit yeB, zu zeigen (vgl. (2)); hierzu
geniigt es offensichtlich ye B .. zu zeigen.
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Da C und D die Voraussetzungen des Lemmas erfiillen, gilt nach
(16) mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des Lemmas

r

Zgnl U—8nr+1 &

=1

r r
Z A Vi Z Coi k
k=1 k=1
20

<sup Y |ga )+ sup |g, 1 &SN <,
nelN | =1 n,relN

wobei N unabhingig von n,r=1,2, ... ist; die letzte Abschédtzung folgt
aus (3), (10), (13) und der Abschidtzung im Beweisteil a) des Lemmas.
Damit ist ye B ,. und insgesamt ye F, und y¢cp gezeigt.

Bemerkung 2. Wihlt man in Satz 3 xemnc,ncg bzw. xe|A|nc Neg,
so kann mit obiger Beweiskonstruktion entsprechend y¢cz und yemnc,
bzw. ye|A| n ¢, gezeigt werden, d.h. Satz 1 bzw. der entsprechende Satz
(vgl. [5, Satz 1]) fiir das absolut-A4-beschrinkte Wirkfeld |4|nc, be-
wiesen werden.

Die Sdtze 1 und 2 und Satz 1 in [5] gelten fiir koreguldre Matrix-
verfahren; im folgenden untersuchen wir, unter welchen Voraussetzungen
die genannten Sitze fiir konulldre Verfahren gelten.

In [2, Theorem 3] (vgl. auch [3, Theorem 4]) wurde gezeigt, dal3

die Bedingung lim, x= ) a,x, fiir alle xemn c, notwendig und hin-
k=1

reichend fiir die Giiltigkeit von Satz 1 fiir konulldre Verfahren ist. Wir

zeigen nun, daB die entsprechende Bedingung notwendig und hin-

reichend fiir die Giiltigkeit von Satz2 fiir konullire Verfahren ist;

Bemerkung 3 gibt die entsprechende Antwort fiir [5, Satz 1].

Satz4. Sei A ein konullires Matrixverfahren, dann sind folgende
Bedingungen dquivalent :

a) Ist B mit A auf den konvergenten Folgen vertrdglich, dann folgt
aus F, < cy die Vertriglichkeit von A und B auf Fj:

b) lim, x= ) a, x, fiir alle xe F,.
k=1
Beweis. Es gelte a), und B=(b,,) sei definiert durch b, :=aq, fiir alle
k<n und b,,:=0 fiir alle k>n (n=1,2, ...); wegen cz=21,2F, (vgl. (2)).

%2(4)=0 und lim 4 x= Z a, x, = limg x fiir alle xec sind die Verfahren 4
k=1
und B auf F, vertraglich, was b) impliziert.

Sei umgekehrt A ein konulldres Matrixverfahren mit lim, x= 3 a, x,
k=1

fiir alle xe F,; weiter sei B mit A auf den konvergenten Folgen vertrig-

lich, und es gebe ein xe F,ncp mit lim, x=*limgx. Um a) zu zeigen,
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bleibt die Existenz einer Folge ye F, mit y¢c, nachzuweisen. Definiert
man A* und B* wie im Beweis von Satz 3, so erhilt man wie dort
xeF4ncp und lim g x#limg. x. Da nach Voraussetzung lim, x=0
gilt, kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit limg. x=1 angenom-
men werden. Der restliche Beweis verlduft wie der Beweis von Satz 3
ab der Stelle (22).

Bemerkung 3. Analog zum Beweis von Satz4 kann der Satz4 ent-
sprechende Satz fiir das absolut-A-beschrinkte Wirkfeld |A|nc, be-
wiesen werden (vgl. Bemerkung 2).

Analog zu den Untersuchungen von Chang u.a. in [2] kénnen Ver-
traglichkeits- und Perfektheitseigenschaften beziiglich dem absolut-A-
beschriankten Wirkfeld |A|nc, bzw. beziiglich F, untersucht werden;
dadurch konnen weitere ersetzbare bzw. nicht-ersetzbare konullire
Matrixverfahren charakterisiert werden.
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An Area Method
for Systems of Univalent Functions
Whose Ranges do not Overlap

Duane W. DeTemple

Introduction

Let {wg.w,, ...,y be a given set of distinct points in the extended
complex plane. A system of functions {Fy, Fy, ..., Fy} will be said to
belong to the class .#(w, wy, ..., wy) if: (i) each Fj(z) is meromorphic
and univalent on the unit disc E={|z|<1}; (ii) the ranges D;=F;(E)
are pairwise disjoint; (iii) F;(0)=w;. If the functions are required to be
regular analytic, the class is denoted by .4, (wy, ..., wy). If the func-
tions are required to be bounded (that is, each |F;(z)| <1) the subclass
is denoted by . Z,(wg, ..., Wy).

In this note, inequalities of the Grunsky-Nehari type are developed
for these classes. Statements of the results are found in Section 1, with
their proofs following in Section 2. In Section 3, some special cases of
the inequalities are discussed, with particular attention given to the
application of the inequalities to other related classes of univalent
functions.

1. The Main Inequalities

Theorem 1. Let {F,, ..., Fy}€.4,(Wg. ..., wp), and let the coefficients
Ki* and L, (m,n=0, 1, ...; j,k=0,1, ..., M) be defined by

log =0 _ 5 ez e
Z—¢ m.n=0
log[Fi(z)—F(01= Y Khnz"{" (j*k (1)
m,n=0

—log[1 - Fi(2) R(D]= Y 2"

m,n=0
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Thenif x}, (j=0,1,..., M) are any M +1 real numbers and xi (j=0, 1, ..., M:
n=1,2,...,N)are any N(M +1) complex numbers,

M ) N M )
2 xhbReY Y (Kik xk+ Lk, xF)
j=0 n=0 k=0
a0 M N M . . 2
+YmY | Y YKk Xkt O, XF @)

m=1 j=0|n=0 k=0

Equality in (2) is possible only if the complement of Dyu---U D,, with
respect to the unit disc has zero area.

Corollary 1. Under the same hypotheses of Theorem 1,
N M . . . . N M .
Re Y ¥ (Kitoxpxk+ Dk, xixH< Y Y |xif2. 3)
m,n=0 j, k=0 n=0 j=0
For equality to hold in (3) it is necessary that
N
Rey

n=0 j,

ik Jj vk ik j Lk
(K‘(’),,X‘(’) Xn + UOn X6 X") = 0
0

™M=

—

N M . ) xJ
y Z(Kg:"x';Jru,:,,)?j):—m’i, m=1,...,N;j=0,....M
= =0

=0, mz2N+1;j=0,....M.

Remark 1. If each x} =0, these inequalities reduce to a special case
of some recent results of Gromova and Lebedev [6]. Thus our results
are more general than theirs in some respects but less general in others.
However, the availability of free real parameters has proved to be of
great usefulness in the application of this type of inequality to coefficient
problems. (See Schiffer and Tammi [14, 15]; DeTemple [3, 5].)

Corollary 2. Let {F,, ..., Fyle.l (w,, ..., Wy), and let the coeffi-
cients KJ¥, (m,n=0, 1, ...; j k=0, 1, ..., M) be defined by

F‘(Z)"F'(C)_ ji om en
#—m OKm"Z C

log

8 *[1s

(5)
log[F@)~F()]= Y KiLz"{" (j+k).

m,n=0
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M

Then if xi, (j=0, 1,..., M) are any real numbers for which ) x}=0, and
j=0

xi (j=0,1,....,M;n=1,2,..., N) are any complex numbers,

2

ZZX{)RCZ ZKO,, ,,+Z Z

n=0 k=0 m=1 j=0

> 3 K

n=0 k=0

l
n;

=2,

Equality in (6) is possible only if the complement of Dyu---u Dy, with
respect to the extended plane has zero area.

Corollary 3. Under the hypotheses of Corollary 2,

N M N
Re Y, Y Kikxix Z leJ (7)

m,n=0 j, k=0

For equality to hold in (7) it is necessary that

t)

=0, m=N+1;j=0,...,.M

Theorem 2. Let {F,, F,, ..., Fy} €4 (00, w,, ..., wy), and let the coef-
ficients Ki¥ (m,n=0,1,...;j, k=0, 1, ..., M) be defined by

Fy(z)—Fy (¢ =
log Bl _ 5 geanp
z = m,n=0

F@-F) _ 2

log = 2 KL"(" (j#0)

Z_C mn=0 (9)
log [Fj(z) - F(0)]= Z Ky 2" (" (j%k, j*0,k=+0)
m,n=0
log[z(Fy(2) - F(Q)]= ) Kunz"("  (k+0).
m,n=0
. M .
Let x} (j=0,1,..., M) be arbitrary real numbers satisfying 3 xh=0,

j=0
and let xi (j=0,1,...,M;n=1,2,...,N) be arbitrary complex numbers.
Then
M . . 00 M . N
2 xhRedb+ Y m) |A4L)*< Z

i=0 m=1 j=0

M
Z (10)

L1
n;
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where

A9 =x3 log F}(0) (F(’)(O): lim

N M
An=Y Y Kprxk  (mz1)
n=0 k=0 (1)

(n+k>0)

NoOoM
=Y Y Kihxn (j+0,mz0).
n=0 k=0
(n+k>0)
Equality in (10) is possible only if the complement of DyuU---u Dy, with
respect to the extended plane has zero area.

Theorem 3. Let {F,, F, ..., Fy}€.# (00, w,, ..., wy) and furthermore
suppose that F,=0. Let the coefficients Ki* (m,n= 0 1,...;j,k=0,...,M)
be defined by

Fo(z) ' = F ()" _

log P, Y Kpozm(m
m,n=0
F;(2)—F; .
og P = § K4 (40
m 0

(12)
K% (k=0)

0

og[1- )=

log [Fj(z) - ki (2)]=

m

EMB T8 §0s

K"‘Z " (j*k j*0,k=*0).

M
Let xi (j=0,1,..., M) be arbitrary real numbers satisfying 3 xi=0,
. j=0
and let x} (j=0,1,...,M;n=1,2,....N) be arbitrary complex numbers.
Then

0 M N 1 M
ZZx’ Re A+ Z Z|AJ|2 ZIZ | ki, (13)
0 = n= =
where = !
KOk I':
nZO kZO .
N W (14)
A=) Y Kixt  (j*0).
n=0 k=0

Equality in (13) is possible only if the complement of Dyu---U D,, with
respect to the extended plane has zero area.

Remark 2. Lebedev [10, 11] has also given area inequalities for the
unbounded classes .#(w,, ..., wy). Again, though, our formulation
involves some parameters and coefficient combinations not found in
the Lebedev inequalities.
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2. Proofs

The proofs rely on a version of the area method which is due to
Schiffer. This procedure has been successfully utilized in the papers of
Schiffer and Tammi [15], Hummel and Schiffer [8], Aharonov and
Szargel [2], and DeTemple [4]. In certain respects, the present note is
a generalization of [4], and so the details of the calculations are kept
to a minimum.

Proof of Theorem 1. For an arbitrary system {Fg, ..., Fy} in
M, (Wq., ..., wy), the defining properties of this class assure us that the
Taylor series expansions in (1) converge in the unit bicylinder |z| <1 x
|| <1. It should be observed that except for the cases m=n=0, Jj=*k,
we have the symmetry relation Kif, =K%/ in the exceptional cases we
still have equality of the real parts. We also have a Hermitian symmetry
of the form L¥, = I with no exceptions.

The rational functions ®/(t) (n=1,2,...;j=0,1,..., M), with poles
only at ¢ =1/w;, are introduced by means of the generating functions
1—tw; e

.
e — J :Il'
log ) —"22171 P (1) (15)

For 0<|z| <1 fixed and { sufficiently near to the origin, we can develop
the left hand sides of (1) in a power series of {. Comparing coefficients
gives the following identities:

Z Kjj,z"=log [(Fj(:)_ Wj)/z]
m=0

Z K{p:(o M=log [Fj(z) —wy] (j+k)
m=0

ny Kij,z"=z""=®)(1/F(z)) (n+0)
m=0
& (16)
n Y Kik "= —@k(1/F(2)) (j*k,n+0)
m=0

Y Lk, zm=—log[1—wy Fj(2)]

m=0

n i Lk, 2" =k [Fi(2)] (n#0).

m=0

For 0<p<1 given, let 4, be the M+2 connected sub-region of
lw|<1 bounded by the unit circumference |w|=1 and the curves
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w=F;(p ¢'’). With the given numbers x/, define

(w) g_': [xj log 2" i : xf¢j( l) xJ dI(w) ] (17)
W)= J - == — ) —=X w o
q = 0 gl-WJW ,,=1n n *n w n*n

which is seen to be analytic in 4,,. In addition it has a single-valued real
part due to the realness of the parameters xi,, and so Green’s formula
may be employed to show

1
0= [[1g' (W)= [ Req(w)dq(w).
40

24,
Since Re q(w)=0 on |w|=1, this inequality goes over to Io+--+1, =<0,

where o
dq[F;(pe”)]
do

1 2= .
Ij:TOj Re q[Fj(pe'’)] do.
Inserting the identities (16) into the definition (17) we obtain the

expansions N o .

qlF (@] =xplogz— Y "=+ ¥ A}z (18)
n=1 m=0
where
. N M ) )
A=Y Y (K xk+ Lk xF). (19)

n=0 k=0
These expansions, valid in 0<|z| <1, allow one to evaluate the integrals

. . . 2 . N ;
L;=2n(x{)’ log p+2nxj Re Ah+ Y m|AL|? p>"— Y - [x%1[2 p—2n,
m=1 n=1
The proof of inequality (2) is completed by summing over the indices
and passing to the limit p=1.

Proof of Corollary 1. In terms of the A, given in equation (19), ine-
N M

m m=
. . 1 . m=14=0
p= ) xhReA} and v=Y — Y |xi|%. By successively using Schwarz’s
j=0 n=1Mj-0 .
inequality, Theorem 1, and completion of the square, we have

N M . . N M xj .
p+ReYy Y Aixi<pu+ Y Y [ y/mA)

m=1 j=0 m=1 j=0 ﬂ
N M )4
suslr3 2 miaur}

m=1 j=0

quality (3) is equivalent to showing pu+Re ) > A x) <v, where
M N M

Sp+{viv=2p)}?
<v.
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Proof of Corollary 2. First suppose that the D; all lie in a large
circle |z| < B. Theorem 1 can then be applied to the system

{B~'Fy,....B ' Fy}e (B~ ' wgy,..., B~ wy).

The result then follows by sending B—oo. However, to ensure that

the left hand side of the inequalities do not converge to — o, the coeffi-
M

2
cient of —log B, namely ( Y x{)) , Is set to zero.
j=0
Proof of Corollary 3. The method of showing Corollary 1 can be used.

Proof of Theorem 2. The steps used to proof Theorem 1 are followed,
making the following changes. The @9 (1) are now taken to be the
polynomials in t defined by the generating function

1
—log [z F§(0)(Fo(2)—1)] = 3. - &(1) "
n=1
The generating functions (15) are retained for j#0. The function q(w)
given by equation (17) is replaced by
N xO

q0)== % n

n=1

Mo N1
DY (w)+ xilog(w—w)— > — &) | —) |.
0 J
j=1

nei N w
Green's formula is then applied to the M+1 connected region 4,
bounded by the curves w=F;(p ¢'’).

Proof of Theorem 3. Again (15) is retained when j#0, but now
@Y (1) are the polynomials given by the generating function

l — - »l_ 0 n
—log [1—7:0(2)]— Y —d2(n) 2"

n=1 M

The remaining steps are analogous to those taken in the proof of Theo-
rem 2; in particular ¢(w) and 4, are taken as before.

3. Special Cases and Applications

The inequalities set forth in Section 1 contain many of the Grunsky
type of inequalities for the standard classes of univalent mappings of
the unit disc. In order to see easily which theorem is applicable, these
classes are described below in terms of ., (Wg, ..., Wy), A, (Wg, ..., Wpy),
or M (o0, wy, ..., w,). In addition we list some newer classes of functions
which have lately come into consideration.



30 D.W. DeTemple:

A function f'(z) belongs to:
2, if fe#(o) and ['(0)=1;
S, if fe#,(0) and [f'(0)=1;
S, if fe#(0) and ['(0)>0;

cx,  if {%.f}&%(m,O);

* ; 1 e : 5
r* if {/"(z)' (-)}eﬁ/(:ﬁ,O),
D*, if {f,—f}eM (1, —1);
D*(B), if {f,—fYedy(B,—=p), (O<p<1).

Remark 3. A function feC* is a univalent Bieberbach-Eilenberg
function, characterized by f(0)=0and f(z) f({)# 1 in E*: |z| <1 x|{| <.
Similarly the characterizing properties of a function f in I'* are f(0)=0
and f(z) f({)% —1 in E*. The class D*, closely related to C*, was first
considered by Guelfer and more recently by DeTemple [4], who also
defined the corresponding bounded class D*(f). Both D* and D*(f})
have the same characterizing property that f(z)+ f({)#0 in E2.

The concept of a “pair™ is also easily discussed within our framework.
Introduced by Aharonov [1], (f, g) is a “pair” when the analytic func-
tions f and g satisfy f(0)=g(0)=0 and f(z) g({)=+1 in E2. For example,
if fe C*, then (f, f) is a univalent pair. To complete the list, we note
that (f; g) will belong to the class of univalent “pairs™ if (1/f, g)e.# (o0, 0).

[t should also be observed that if ( f, g)e.#, (wy, w,), then ( '/,_ i ; &)
is a univalent pair. J—wy g—w,

Many of the known if not classical inequalities are obtained when
an appropriate theorem from Section 1 is specialized to one of the above
classes. These include: the Grunsky inequalities for X and S; the Nehari
inequalities [12] as generalized by Schiffer and Tammi [15] for S, ; the
Hummel-Schiffer inequalities for C* ([8], Eq.(45), p. 95); the inequalities
of DeTemple [4] for D* and D*(f3); the Aharonov-Szargel inequalities
for univalent “pairs™ [2].

Next let us examine the inequalities of Theorems1 and 2 and
Corollary 3 for the case M=1, N=0, and xJ=1= —x}.

Theorem 4. (a) Let f(z) and g(z) be regular and univalent mappings
of the unit disc |z| <1 into the unit disc. If the image domains have no
point in common (i.e., f(z)£g({) for any points z, in the unit disc), then

o< (12 @R (1=12OF ) | f2-2(@)
r@g0s() (Ee) e

2

: (20)
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The inequality is sharp: For given z,,{,, equality will hold only for the
q y P g 0>50> €4 y Y .
functions mapping |z| <1 onto domains in |w|<1 separ ated by a circular
arc orthogonal to |w|=1 and with respect to which f(z,) and g({,) are
symmetric points.
(b) Let f(z) and g({) be regular and univalent mappings of the unit
disc onto non-overlapping domains. Then

|f"(z) g" (O 1
1f(2—g© |2"(1—|2| )(1=1C1%)
The inequality is sharp: For given z,,(,, equality holds only for the

functions which map the disc onto complementary half-planes, with f(z)
and g(C,) symmetric points with respect to the dividing line.

(21)

(¢c) Let ,/'(:):f+~-- be a univalent and meromorphic mapping of
z

|z| <1 whose range has no point in common with the range of the regular
and univalent function g(z)=w, +fz+---. Then

IBI=lol. (22)

The inequality is sharp, with equality holding only in the case g(z) maps
onto a disc and f(z) maps onto the complement of that disc.

Proof. Since the arguments for each of the three parts are analogous,
we will show only how part (b) is obtained from Corollary 3. First
suppose z={=0. Then inequality (6) becomes (taking Fy=/, F,=g.

0 1
xo=1=—Xxg)

log | f"(0)]+log g (0)| —2log | f(0)—g(0)| =0
This is equivalent to (21) when z={=0. For equality to hold we employ

the conditions (8) to see that K% —K% =0 and K,%—K,',=0 for
m=1. Returning then to the generatmg functions (5) and taking real

, : f(2)—10 , g=)—gO) | _
pérts Wé find log (” g(O)) =0 and log ~(g(z)— 1 (0) =0. Thus
%-zz:z, le|=1 an 8lz ; fEO; =1z |t|=1 and so it is easily

seen the ranges of [/ and g are complementary half-planes, and f(0)
and g(0) are symmetric points. For the case of general points z, and {,,
/and g are replaced by f (J;?O‘_) and g (-—»LjL“ ) .
1+Zpz 14+oz

Remark 4. Parts (a) and (b) are due to Nehari ([12], pp.277-281),
who also shows in [13] how the requirement that f and g be univalent
can be relaxed by a majorization argument. Part (c) is equivalent to a
well known result of Bieberbach and Eilenberg.
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For our final application, consider the family S of bounded
univalent and p-symmetric functions. That is, f is in SP if feS, and
J(nz)=nf(z), where n=e>"""?. Next suppose F(z) is any regular and
univalent function in |z|<1 for which F(z)+n/F((), j=1, ...,p—1, for
all points |z| <1, |{|< 1. We may then apply Theorem 4(a) to the pair of
functions F”? and — F”? to find (with z={=0)

L-IFOP
L+|F(0)””

4
[F'(0)] é; [F(0)] (23)

with equality holding only for the functions F which map |z|<1 onto a
sector symmetric to the ray passing through F(0) and having a vertex
angle of 27/p. Now let |zo|<1 and consider F=foF, where feS{
and F is that extremizing function of inequality (23) for which F(0)=z,.
Not only is F bounded and univalent, but F(z)# 4/ F({), j=1,..., p—1,
in |z|, |{|<1. Indeed, were this not the case, then f[F(zo)] =n/ f[F((,)] =
ST F(o)], some jo,zo,C,, and so by the univalence of f it would
follow that F(zo)=n" F({,), a contradiction. Thus we may once again
utilize the estimate (23). The outcome of this calculation gives us the
following result.

Theorem 5. Let f be a bounded, univalent and p-symmetric mapping
of the unit disc (i.e. feS'?)). Then

zf'(2)
f(2)

The inequality is sharp, with equality holding only for the Sfunctions
mapping |z| <1 onto the disc |w|<1 minus p symmetrically placed slits
extending radially toward w=0 from the periphery |w|=1.

Remark 5. Inequality (24) was obtained by Jakubowski [9] by the
Loewner parametric method. It is the beginning point in obtaining a
sequence of inequalities connecting pairs of the quantities |z|, |f(0)],
[f(2)l, [f'(2)], given the value of the remaining two quantities.

1=1f@P 14z
STHf@P 1=z

(24)

Additional Comment. Inequalities of a nature similar to those of
Section 2 have recently appeared in a paper of Kiihnau [9a]. He restricts
himself to the case M =1 however.

References
1. Aharonov, D.: A generalization of a theorem of J. A. Jenkins. Math. Z. 110, 218-222
(1969).
2. Aharonov, D., Szargel,J.: On pairs of functions. Technion’s Preprint Series No.
MT-65, Technion-Israel Institute of Technology, Haifa.



8.

9.

Univalent Functions Whose Ranges do not Overlap 33

. DeTemple, D. W.: On coefficient inequalities for bounded univalent functions. Ann.

Acad. Sci. Fennicae Ser. A. I, no. 469, 1970.

. DeTemple, D. W.: Grunsky-Nehari inequalities for a subclass of bounded univalent

functions. Trans. Amer. Math. Soc. 159, 317-328 (1971).

. DeTemple, D. W.: Generalizations of the Grunsky-Nehari inequalities. Arch. Rat.

Mech. Analysis 44, 93-120 (1971).

. Gromova, L. L., Lebedev, N.A.: Non-overlapping domains that lie in a disc (Russian.

English summary). Vestnik Leningrad Univ. 24, 7-12 (1969).

. Guelfer, S. A.: On the class of regular functions which do not take on values w and — w.

Rec. Math. (Mat. Sbornik), N.S. 19 (61), 33-46 (1946).

Hummel, J., Schiffer, M.: Coefficient inequalities for Bieberbach-Eilenberg functions.
Arch. Rat. Mech. Analysis 32, 87-99 (1969).

Jakubowski, Z.J.: Les fonctions univalents, p-symmetric et bornées dans la cercle unité.
Ann. Polon. Math. 20, 119-148 (1968).

9a. Kiihnau, R.: Uber vier Klassen schlichter Funktionen. Math. Nachr. 50, 17-26 (1971).

10.

Lebedev, N.A.: The area principle in the problem of non-overlapping regions. Doklady
Akad. Nauk. SSSR 132, 758-761 (1960)=Soviet Math. Doklady 1, 640-643 (1960).

. Lebedev, N.A.: An application of the area principle to non-overlapping domains

[Russian]. Trudy Mat. Inst. Steklov 60, 211-231 (1961).

. Nehari, Z.: Some inequalities in the theory of functions. Trans. Amer. Math. Soc. 75.

256-286 (1953).

. Nehari, Z.: Some functions-theoretic aspects of linear second-order differential

equations. J. Analyse Math. 18, 259-276 (1967).

. Schiffer, M., Tammi, O.: On bounded univalent functions which are close to identity.

Ann. Acad. Sci. Fennicae Ser. A. I, no. 435, 1968.

. Schiffer, M., Tammi, O.: On the coefficient problem for bounded univalent functions.

Trans. Amer. Math. Soc. 140, 461-474 (1969).

Dr. D. W. DeTemple

Department of Pure and Applied Mathematics
Washington State University

Pullman, Washington 99163

USA

( Received February 9, 1972)

3 Math. Z., Bd. 128



Math. Z. 128, 34—42 (1972)
© by Springer-Verlag 1972

A Class of Unitary Block Designs

Michael J. Ganley

1. Introduction

A unital is a 2—(q>+1,q+1,1) design. Apart from the unitals
associated with the unitary polarities of desarguesian planes of order 42,
there is one other known family, namely those of Ree type, discovered
by Liineburg [4]. Both of these families have doubly-transitive auto-
morphism groups, and the two families are known to be distinct (sec
O’Nan [5]).

In [2], the following result was proved:

Theorem. If € is a finite commutative semifield admitting a non-
trivial involutory automorphism, then the projective plane IT1(S) admits a
unitary polarity.

The absolute points and non-absolute lines of a unitary polarity
form a unital, and it is the purpose of this paper to study the unitals
obtained when & is the Dickson semifield of odd order g2. In particular,
we show, in section 4, that there exist infinitely many of these unitals
which do not even possess a transitive automorphism group, and so
must constitute at least part of a “new” family.

Our method of proof will be to demonstrate the existence of a partic-
ular configuration in these “new” Dickson unitals, which is known not
to exist in the desarguesian case (O’Nan [5]). In section 3 most of the
theory is presented, including a proof of the result of O’Nan, just men-
tioned, and section 4 is devoted exclusively to examples.

The work in this paper represents part of the author’s Ph.D. Thesis,
carried out at the University of London, under the supervision of Dr.
F.C. Piper, and supported by a grant from the Science Research Council.

2. Preliminary Discussion

Definitions and basic results for finite projective planes may be found
in Dembowski [1]. For a full discussion of finite semifields, the reader is
referred to Knuth [3]. For convenience, we outline some of the funda-
mental notions.

A semifield (also known as a division ring or distributive quasifield) &
is a finite set with two binary operations +, -, such that S(+) is an
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abelian group, and &*(-) is a loop, such that both distributive laws
hold in &.

If IT is a projective plane coordinatized by the semifield &, then the
points of I1(S) are elements of the following sets:

{(x, y): x, ye S}, {(m): me &}, {(0): oo some symbol such that co¢ S}.
Lines of I1(€) are the point sets:

[m, k]=(m)u {(x,y): mx+y=k, and x, ye S} where m, ke S,
[k]=(o0)u {(k, y): ye S} where ke S,
[0]=(0)u {(m): meS).
Incidence is set-theoretic inclusion.

The collineation groups of finite semifield planes are well-known,
and may be described as follows:

Let
(x, )= (x+a,y+b)

7 =1tla,b) where t(a,b): (m)—(m)
(90) = (20)
(x, )= (x, —cx+y)
S =!a(c) where a(c): (m)—>(m+c)
(00)—(0)
(x,y)=(xC, yA)
o ={y(A, B, C) where y(A, B, C): (m)—(mB)

(00)—(0)

This last group .o/ is known as the autotopism group of I1(&), and the
mappings 4, B and C are mappings of € onto itself, such that 4, Band C
are additive, and (mx)A=mB - xC for all m, xeS. Elements of .o/ are
known as autotopisms.

Result 1. If 4 is the full collineation group of the finite semifield plane
[1(S), then =7 YA .

Now let us assume that S is commutative with respect to multi-
plication, and admits a non-trivial involutory automorphism «. Con-
sider the following mapping of I1(S):

Let p(a): (x, y)=[x*% )7,
(m)«>[m*],
(00) > [o0].
Then the mapping p () is a polarity of I1(S).

3%
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Result 2. If S has odd characteristic, then the polarity p(x), described
above, is a unitary polarity, whose absolute points are (00) and all points of
the form (k,y), where k,yeS, and y= —3k*-k+y, where y,eS and

a

V1= —y1. The proof of this result may be found in [2].

Let § = GF(q) where g is odd and not a prime. Let S={(x, y): x, ye &)
and define two binary operations @, o, on S by (x, VO, v)=(x+u, y+v)
and (x, y)o(u, v)=(xu+05y"v°, yu+xv), where ée@, and 6 is a non-
square in §, and oceAut-§, o+ . With these operations, & becomes a
(proper) commutative semifield known as a Dickson semifield and the
mapping a: (X, y)—(x, —y) is an involutory automorphism of &. To
distinguish elements of S from points in the plane, we will write elements
of Sin the form x + Ay, where x, ye&. Thena: x+ 1y —x— Ay. According
to Result 2, I1(S) admits a unitary polarity p, the absolute points of
which are (c0) and all points of the form (xy+Ax,, —1(x2 —0x3%)+Ay,)
where x;, x,, y,eq.

Throughout the rest of this paper, we shall assume that S is a Dickson
semifield of order ¢%. We denote the unital described above by ¢, o,
and the full automorphism group of %q, o by Aut - %gq, o.

3. Automorphisms of % ¢, ¢

Elements of Aut - %gq, o are of two types, namely those which extend
to collineations of I1(&), and those which do not. For the unitals in the
desarguesian plane, it is known that all automorphisms are of the first
type (O’Nan [5]). If we let € (% g, 0) denote the subgroup of Aut-%q, ¢
consisting of all the automorphisms of the first type, then it is trivial to
prove the following lemma:

Lemma 1. €(%q, 0)= C4(p), i.e. the subgroup of all collineations of
I1(S) which commute with p.

Lemma 2. €(%q, 0)={(a, b) o(c)y(4, B, C): 1€ 7, 0e %, yesd, such
that a®*=c,ca=b+b* Ao=aA and Ca=aB}.

Proof. Suppose 0 is a collineation of I7 (), then by result 1, 6 is of the
form 0=1(a,b)a(c)y(4, B, C), and ?

0: (x,y)=((x+a)C, (—c(x+a)+y+b)A),
[m, k]—[(m+c)B, (k+ma+b)A].
Also p(a): (x, y)<>[x* — ], and so if p@=0p we must have
((m+c)Ba, —(k+ma+b)Acx)=((m°‘+a)C,(—c(m“+a)—k"+b)A).

Since this must be true for all m, ke &, then setting m=0 gives cBa=aC,
and so mBa=m*C, so that Ba=aC, and then ¢*C=aC, so *=q. Also,
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setting k=0, we have —(ma+b)Ada= (—c(m*+a)+b)A, which gives
—kAo= —k*A, so that « and 4 commute. Then finally we have

—(ma+b)Aa= —(ma+byA=(—c(m*+a)+h)A,
so that

—(ma+by=—c(m*+a)+b=—a*(m*+a)+b=—(maf*—a*-a+b,

and so b+b*=a*- a=ca, and the lemma is proved.

Lemma 3. € (%q, o) is transitive on the affine points of Uq, 0, and
hence either Aut - q, o is doubly transitive on the points of the unital, or
else Aut - q, o fixes the point (o0).

Proof. The collineations {t(a, b)o(a®): a,be S, b+b*=a*-a} are

transitive on the lines of g, o which contain the point (o0). On any such
line, say [k, +4k,], the affine absolute points are

((ky +Aky —3(k3—0k3%)+4y) where yed).

and clearly we are transitive on such points under the collineations
{t(0,h): beS, b+b*=0}.

We now move onto the main result in this section. To do this we must
consider the following configuration:

Theorem 1. Suppose % q, o contains a non-degenerate configuration
of the type illustrated in Fig. 1, then Aut-%q, ¢ fixes the point (o0).

F

Fig. 1

Proof. Suppose there exists such a configuration in % g, o and suppose
that Aut - % g, o does not fix the point (00), then by Lemma 3, Aut-%g, o
is doubly transitive on the points of the unital, and so there is a con-
figuration of the type illustrated which contains the points (c0) and (0, 0).
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With this as the only restriction, we label the points and lines as follows:

A=(0), D=(k,+iky, —3(ki —S5Kk37)+ As),
B=(0,Ar), E=(k; +iky, —3 (ki —k3%)+ A1),
C=(0,0), F=(x;+1x,, y;+1y,),

[, =[0], ly=[my, +im,,, Ar],

Ly=[k+4ik,], l,=[m,,+im,,,0]

where r=+0, s¥#t, k; +iky %0, (my; +im,,) (my, +Am,,)+0 and my+
Amyy%my, +Am,,. These conditions are necessary to ensure that the
configuration is non-degenerate and is contained in %g¢, .

We now make use of the fact that F is an absolute point, and that
various incidences must hold, to obtain

X{—ox37==2y, (i)
(myy +Amy,)(x; +4x,)+(y; +4y,)=0, (i1)
(Mmay+Amy,) (x; +Ax5)+(y, +Ay,)=Ar, (111)
(myy+Amy,) (ky +Aky)=3(ki —5k3%)— A, (iv)
(myy +Amy,) (ky +Aky)=3(ki — 0k + A(r—y5). (v)

Write (my; 4+ Am,,)— (my, +Am,,)=(a+Ab), then we have
axy;+dib’x3=0
bx,+ax,=r
ak, +0b%k3=0
bki+ak,=(r—s+1).

(vi)

We now consider two cases separately:

Case (i) x,=0. Then x,; %0, since otherwise the point F would be
incident with the line /. From (vi) a=0 and hence b=+0, which means
that k,=0 and k, 0. From (iv) m, , =%k,, and from (ii) m,,x, + y, =0.
Using (i), xf = —2y, =2m,, x,, and so m;, =1 x,. Hence x, =k,, and the
point F is incident with /,, and the configuration is degenerate.

Case (ii) x, #0. In this case, (vi) implies that a0 and k, +0.
We have x; = —db°a~"'x3, and hence

xt—0x37=6x27(6b*° a=2-1). (vii)
From (ii)
myy X, 4+0mg, xj=—y,. (viii)
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From (iv)
myy ky+dmf, 3=%(k12_5k%6)~ (ix)

From (vi) k,= —&b” a~' k3, and so (ix) becomes
%(klz —5k§")= —my, ob%a! kg +om{ k5 =0kS (m{, —my, b’a'). (x)
Then from (vi), (viil) and (x)

—y, = —0my, b? a ! x5+ 0m7, x5 =06x3 (M7, —my, b®a~ 1)
1.
— 2y, =x5 k; " (k¥ —8k3°). (xi)
Finally from (vi)
k2 —0k3° =02 b2 a2 k3" —ok3°
=ok27(6b*a=*—-1).

Then from (xi)

—2y,=06x5k5(0b* a2 —1). (xii)

From (i), (vii) and (xii)
0x37(0b*" a2 —1)=0x3 k3 (0b*°a=2—1).

Since & is a non-square in &, then x,=k,, and then from (vi) x,=k,
and again the point F is incident with [,. This then completes the proof
of the theorem. Note that we have also shown that there is no con-
figuration, of the type in Fig. 1, which is contained in % 4,0 and which
has the point (c0) as one of its vertices. We also have the following
result, due to O’Nan [5].

Corollary. If q is odd, then the unital associated with the unitary
polarity in the desarguesian plane of order q* does not contain a con-
figuration of the type illustrated.

Proof. By considering % q, 6 when o =1 we obtain the desarguesian
unital. As remarked in the introduction, the full automorphism group
of this unital is doubly transitive on the points, and so following the
proof of Theorem 1 will prove the corollary.

4. Examples

Theorem 2. Let p be a prime, p=3(mod4). Then there is an odd
integer r<2p—1, such that whenever q=p’*, where k is odd, and o:
X — xP, then Aut-%q, o fixes the point (c0).

Proof. Let € be the configuration as labelled in Fig. 1. Let §=GF(q)
where ¢=3(mod 4). Choose = —1, a non-square in &, and label the
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points and lines of € as follows:

A=(0,a), D=(b+A2, —5(b>+4)+1b),
B=(0, Ab), E=(1+4, —1+1),
C=(0,0), F=(12, -2),

L,=[0], Ly=[m+4im,,1a],

l3=[%b—j.,j.b], I4=[—/1,0]

where a,be & and ab+0, a+b. It is straightforward to check that the
points A—F are absolute points and that the incidences required for
ly, I3 and [, are satisfied. Hence we need only for 4, D and E to be inci-
dent with [, for the configuration € to exist in the unital % ¢, o.

Now Eel, if and only if

m—mj—1=0 (1)
and
my+mi+1=a. (i1)
Del, if and only if
m;b—2m5—%(b%+4)=0, (i)
and
myb+2m;+b=a. (iv)

Firstly note that b+2. Solving (ii) and (iv) gives
my=a(b—1)(b—2)""

my=Q2—a—b)(b—2)"". )

Solving (i) and (ii)
my=1b2(b—-2)"!
m§=(%b2—b+2)(b—2)".
From (v) and (vi) a=1b*(b—1)"1.
Thus
GFb2-b+2) b-2""'=Q2—a-by(b-2)"°
—(2=1b2(b—1)""= b (b—2)~".

(vi)

This equation reduces to
SB)=b27+2 4 p2o+1_2p20_3po+2 4 p2),

J(b)=0 has a double root b=0 and a single root b=2, both of which
we do not require. If, however, f(b)=0 has another root in GF(q), then
% q, o contains a non-degenerate configuration €, and # ¢, o is a “new”
unital.

Write f(b)=b*(b—2) ¢(b). Let GF(q) have characteristic p, and let
o: x—xP. Then ¢(b) is a polynomial of degree 2p—1 over the ground
field GF(p). Write ¢(b)=¢,(b) p,(b)... ,(b), where ¢;(b) is an irre-
ducible polynomial over GF(p), (i=1...h), then the degree of ¢(b)=
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h

Y degree ¢;(b)=2p—1, and so at least one of the ¢, (b) has odd degree,
=1

r, say. Consequently if we choose ¢=p"=3 (mod 4), then ¢ (b) has a root
in GF(q), and also in any other field, which has GF(p") as a subfield,
and in which —1 is a non-square, i.e. in any finite field of order p*
where k is odd. This remark completes the proof of the theorem.

As a specific example, consider the field GF(3**) where k is odd, and

let o: x - x>. The equation we require to solve becomes h®+b7+h® +
2b2=0 i.e. b>(b+1)(b>+b+2)(b3+2b*+1)=0. Now b*+2b*+1 is
irreducible over GF(3) and hence whenever g=3**, where k is odd, and
o: x— x> we obtain unitals which are isomorphic to neither the des-
arguesian nor Ree unitals having ¢+ 1 points.

As an obvious corollary to Theorem 2 we have

Corollary. Let p be a prime, p=3(mod 4) and let s be any positive
integer. Then there exists an odd integer r<2p*—1, such that whenever
q=p"*, where k is odd and s<rk, and o: x— x”", then Aut-%q, o fixes
the point (o0).

In the case when g=1(mod 4), we have some difficulty in choosing
a suitable element ¢ which will make the working fairly straightforward.
However, we conclude this section by giving two further examples,
both found by trial and error methods, for the case g=1(mod 4).

Example 1. Let §=GF(9), and write elements of & in the form
a+by/2, where a,beGF(3). Choose d=1+1/2, and note that o:

a+b]ﬁ—>a—b]/§.

Let
A=(0,7), D=(2.147),
B=(0,A(1+V/2), E=(/2+A(1+V2),2)/2+12)/2),
C=(0,0), F=(2+12+A(1+)/2), 1+4(2+2)/2)),
1,=[0], L=[14+42)/2,2(1+Y/2)],
L,=[1,1], l,=[1+1/24+42,0].

Example 2. Let §=GF(25), write elements in the form a+b]/§,
a,be GF(5). Choose (5:1/5.

Let
A=(0,7), D=(2,3+17),
B=(0,A2+V)/2), E=(+4)/2+14,2+)/2+12),
C=(0,0), F=(3)/24AY2.1+)/2+1(4+)2),
l,=[0], L=[1+A(3+3Y/2),12+)y2)],

l,=[1,4], L=[3+3)2+420].
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Theorem 3. Let q=9 or 25, and let o be the non-trivial automorphism
of GF(q), then U q, 6 are “new” unitals.
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Variationsprobleme vom Dirichlet-Typ
mit einer Ungleichung als Nebenbedingung

Friedrich Tomi

Einleitung
Es sei G ein Gebiet des R" und

Iw)=[ f(x,v.Vr)dx

sei ein Variationsintegral, das auf einer Klasse 4" von in G erkldrten, RN-
wertigen Funktionen r=uv(x) definiert ist. Wir betrachten dann das
Problem, das Minimum von [ in einer Teilmenge .4, von .#" zu finden,
wobei .#; aus allen Elementen von .4 besteht, die — auBer einer Rand-
bedingung — einer Ungleichung der Form

F(x.t(x))=0 VxeG

geniigen. Der Autor ist auf diese Fragestellung durch seine vorange-
gangenen Untersuchungen [19,20] zum klassischen Plateauschen Pro-
blem bei Anwesenheit von Hindernissen gefiihrt worden. Dieses Problem
liBt sich hier als Spezialfall unterordnen und besteht anschaulich
gesprochen darin, unter allen Flichen, welche eine gegebene Berandung
haben und auBerhalb gegebener Hindernisse liegen eine Fliche von
kleinstem Inhalt zu finden. In den genannten Arbeiten [19,20] wurde
die spezielle Struktur des Plateauschen Problems entscheidend aus-
geniitzt; insbesondere wurde die Tatsache verwendet, da} die Losungen
des Variationsproblems konform parametrisierte Flichen sind. Hier
sollen hingegen allgemeinere Klassen von Variationsproblemen be-
handelt werden. So ist z. B. auch das Dirichletproblem in unseren Unter-
suchungen enthalten.

Entsprechend der Methodik der modernen Variationsrechnung
formulieren wir unser Problem in einer Funktionenklasse, die so um-
fassend ist, daB der Existenzbeweis keine Miihe macht. Die interessante
Frage ist die nach der Regularitiit der Losungen, d.h. nach ihrer Stetig-
keit und Differenzierbarkeit. Es sei gleich vermerkt, dal unsere Regu-
larititsresultate nur im Fall n=2 eine gewisse Vollstindigkeit haben.
Wiihrend wir nimlich fiir beliebiges n — unter geeigneten Voraus-
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setzungen — nur die stetige Differenzierbarkeit bereits holderstetiger
Losungen zeigen konnen, gelingt es im Fall n=2 die Voraussetzung
der Holderstetigkeit zu eliminieren und damit die Regularitdt der-
Jenigen Losungen nachzuweisen, die von der Existenztheorie geliefert
werden. In der Tat konnen die Lésungen hoherdimensionaler Variations-
probleme Singularitéten aufweisen [5].

‘Im letzten Paragraphen der Arbeit geben wir eine Anwendung der
erzielten Resultate auf das Plateausche Problem. Gegeniiber den Ergeb-
nissen aus [19, 20] werden dabei folgende Fortschritte erzielt: Wir lassen
eine allgemeinere Klasse von Hindernissen zu und behandeln aufler der
gewohnlichen Plateauschen Randbedingung auch die sogenannte ,,halb-
freie* Randbedingung ([3] Chap. VI). Der Leser, der speziell am Plateau-
schen Problem mit Hindernissen interessiert ist, sei auch auf die Arbeiten
von Giusti [7], Lewy-Stampacchia [13], Miranda [14], und Nitsche [16]
verwiesen. Die Resultate dieser Autoren unterscheiden sich von den
unseren u.a. in dem Begriff von ,Fliche®, der zugrunde gelegt wird.
AuBerdem bringt der von uns gewihlte klassische Zugang zum Plateau-
problem eine Beschrinkung auf zweidimensionale Flichen (in einem R")
mit sich, wihrend es die Methoden von Giusti, Lewy-Stampacchia, und
Miranda gestatten, (N — 1)-dimensionale Hyperflichen in RY zu be-
trachten.

Ein wesentlicher Gesichtspunkt, unter dem die vorliegende Arbeit
gesehen werden muB, besteht darin, daB wir Variationsprobleme fiir
R"-wertige Funktionen betrachten. Der skalare Fall ist bereits relativ
eingehend untersucht; wir verweisen den Leser auf die in [20] ange-
gebene Literatur.

Nach Einreichen des Manuskripts beim Herausgeber hat der Autor von einer Arbeit
von Hildebrandt mit dem Titel “On the regularity of solutions of two-dimensional varia-
tional problems with obstructions” (Comm. Pure Appl. Math., erscheint demnichst)
Kenntnis erhalten, in welcher den unseren ihnliche Ergebnisse bewiesen werden, jedoch
mit einer ganz verschiedenen Methode.

§ 1. Ein Existenzsatz

Ein Existenzsatz fiir den Typ von Variationsproblem, den wir im
Auge haben, kann mit den wohlbekannten Methoden der modernen
Variationsrechnung ohne Schwierigkeit abgeleitet werden. Um dem
Leser entgegenzukommen, wollen wir dennoch nicht auf eine explizite
Formulierung eines solchen Existenzsatzes verzichten. AuBerdem ist es
fiir die von uns geplanten Anwendungen zweckmiBig, einen Existenzsatz
zur Verfligung zu haben, der genau auf diese Anwendungen zuge-
schnitten ist.

Der unserem Problem adidquate Funktionenraum ist der Sobolev-
raum Hj. Die Definition und die grundlegenden Eigenschaften der
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Rdume H)' findet der Leser in [15], Chap. 3. Die Norm von H}' bezeich-
nen wir mit

I N, p-

Unter HZ' verstehen wir die AbschlieBung von Cg, aufgefal8t als Teil-
menge von H}.

Fiir den Rest des Paragraphen sei G ein beschridnktes Gebiet des R”,
dessen Rand 0G aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten be-
steht, die simtlich (n— 1)-dimensionale regulire Hyperflichen der
Klasse C! sind. AuBerdem moge G lokal stets auf einer Seite von 0G
liegen. Man weil dann aus der Theorie der Sobolevraume ([15], 3.4),
daB sich die auf H!(G)n C°(G) im gewdhnlichen Sinne definierte Ein-
schrinkungsabbildung

ur->u|loG

als stetige Abbildung von H}(G) in L,(¢G) fortsetzen ldBt. Fiir jedes
ue H)(G) sind daher die Randwerte u|éG wohldefiniert und Elemente
von L, (0G). Unter L,(0G) verstehen wir dabei den zum Oberflachenmal
von ¢G gehorenden L,-Raum.

Es sei nun # eine Teilmenge von L,(0G) und F eine auf G x RY
definierte, reellwertige Funktion. Wir setzen dann

A (R):={ue H3(G): u|0Ge R}
und
A (R, F):={ue A (R): F(x,u(x))20 fiir fast alle xe G} .

Aus wohlbekannten Sitzen von Morrey ergibt sich dann
Satz 1. Voraussetzungen:
(I) Es gibt eine Zahl ¢ mit

[llPdo<e

aG

fiir alle ve A.
(IT) Es gilt Fe C°(G x RM).
(I11) Die Funktion f=f(x,u, p) gehort zu C°(Gx R"x R"™), ist fiir

jedes feste (x, u) stetig nach p differenzierbar und konvex in p. Ferner gilt
die Abschatzung

m|p|2< f(x,u, p)SM(1+|pl?), (1)

wobei m und M feste Zahlen sind, 0<m=<M < c0.

(IV) X (R) ist abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz in
H}(G) und A (R, F) ist nicht leer.
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Behauptung. Das Funktional
Iw)= [ f(x, u(x), Vu(x))dx

G
ist auf H}(G) wohldefiniert und es existiert ein uye A (R, F) mit I(uy) < 1(u)
fiir alle ue A" (R, F).
Beweis. Es sei
d:=inf{I(u): ue (A, F)}

und u, € A" (X, F) sei eine Folge mit I(u,) — d bei k — o0. Aus (1) und einer
Ungleichung vom Poincaré-Typ ([15], Theorem 3.6.4) schlieBen wir
unter Beniitzung von Voraussetzung (I), daB3 es eine Zahl C gibt mit

ludl, ,£C Vk.

Wegen der schwachen Kompaktheit der Kugeln eines Hilbertraumes und
wegen der Kompaktheit der Einbettung von H}(G) in L,(G) ([15],
Theorem 3.4.4), konnen wir daher eine Teilfolge u, der Folge u, aus-
wiihlen, so daB u;, schwach in Hj(G) und fast iiberall gegen ein ue H} (G)
konvergiert. Wegen der Voraussetzungen (II) und (IV) muB u wieder zu
A (R, F) gehoren. Die Behauptung des Satzes folgt nun aus einem Unter-
halbstetigkeitssatz von Morrey ([15], Theorem 1.8.2).

§ 2. Ein Satz iiber lineare Variationsungleichungen

In diesem Paragraphen beweisen wir ein Resultat iiber lineare Varia-
tionsungleichungen, welches spiter bei der Untersuchung nichtlinearer
Variationsungleichungen benétigt wird. Unser Satz ist in gewissem Sinne
eine Verallgemeinerung eines Resultats von Lewy-Stampacchia ([12],
Theorem 3.1).

Es sei GeR" ein beschrinktes Gebiet. Wir schreiben im folgenden
H} und H} statt H3(G) und H}(G). Der Raum H! werde mit der Norm

lolly==(f [Vv|* dx)?
G
versehen. Den Dualraum von H! bezeichnen wir mit H~', die durch

[ Iy in H=! induzierte Norm mit || || _,. Fiir die schwache Konvergenz
verwenden wir das Symbol —. Wir beginnen mit

Lemma 1. a) Ist ueHi "L, ve Hs L, so gilt uve H..
b) Istue HynL,,veHsN L, und ist uueHy A L, eine Folge mit
lullo . =C Vk
und
u,—u in H3,
so gilt )
uv—uv in Hj.
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c) Es sei h eine auf R erklirte, gleichmapig lipschitzstetige Funktion.
Dann ist h(u)EH2 fiir jedes ue H). Sind u,ve Hy mit u—v eHZ, so gilt auch
h u)—h(v)eH2

d) Es sei h wie in c). Dann ist die Abbildung

ut—> h(u)
schwach stetig von H} in sich.

Beweis. Die Aussagen a) und c) beweist man leicht durch Approxima-
tion. Die Beweise von b) und d) verlaufen sehr dhnlich, so dal} wir uns
darauf beschrinken konnen, die Behauptung b) zu beweisen. Wir fiihren
einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daf es ein ®e H~ ! ein £>0,
und eine Teilfolge u; der Folge u, gibt mit

[P v—uv)|Ze Vk. (2)

Da die Folge der uv in der | ||,-Norm beschrinkt ist, existiert ein
we H! und eine Teilfolge u; der Folge u; mit

wvt—w in Hb, 3)
woraus auch

"o . 3 1

u v—w in H,

folgt. Fiir jedes G'€G ist aber H}(G') kompakt in L, (G’) eingebettet, so
daBl man
u,—u in Ly(G)
und
u v —->w in L,(G)

erhilt. Hieraus schlieBt man sofort w=u v, was jedoch einen Widerspruch
zu (2) und (3) darstellt.

Wir betrachten im folgenden positive, stetige Funktionale auf H.,
d.h. stetige Funktionale, welche auf nichtnegativen Funktionen einen
nichtnegativen Wert annehmen. Es gilt das folgende

Lemma 2. Es sei ®eH ™' ein positives Funktional und ueHynL,.
Fiir alle ve HY N L, gilt dann die Abschiitzung

[®(u o) < llullo.o 1Pl 01 (4)

und das durch die Zuordnung
v P(uv) (5)

auf dem Raum HinL, definierte Funktional laft sich auf eindeutige
Weise zu einem auf ganz H) erklirten, stetigen Funktional fortsetzen.
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Beweis. Nach Lemma 1a) ist die linke Seite von (4) sinnvoll. Es geniigt
offenbar, (4) zu beweisen. Dazu bemerken vyir zunichst, daB nach
Lemma 1c¢) mit einer Funktion w auch |w| zu H} gehort und auBerdem

HIW| ”1=||W||1 (6)
gilt. Aus der Positivitit von @ entnehmen wir

[Puv)| S P(luv) S P(||ull,|v])
Sllulle 1@l -y | 10] ;-
Zusammen mit (6) ergibt sich daraus (4).
Lemma 2 rechtfertigt die folgende

Definition. Es sei ue Hy "L, und e H ™" sei positiv. Dann bezeich-
nen wir mit u® das durch die Zuordnung (5) eindeutig bestimmte
Element von H™!.

Lemma 3. Es sei ®eH~" ein positives Funktional und es seien u, U
(k=1,2,...) Elemente von Hy L mit

u—u in Hj
und
SUp [|tllo, o < 0.

Dann gilt
ud—ud in H™ '
Beweis. Wegen (4) geniigt es, die Limesrelation
(4 D) (v)—~uP)(v) (k—0)
fiir jedes v aus dem in H} dichten Teilraum HiAL_ zu zeigen. Nach
Lemma 1b) hat man aber

(4 ) () =D (wv) > P(uv)=UP)(v) (k— o0).

Der Beweis des ndchsten Lemmas kann dem Leser iiberlassen werden.

Lemma 4. Es sei V ein Vektorraum iiber R und K eine Teilmenge von V.
Ferner sei @ eine Linearform und B eine positiv definite Bilinearform auf V.
Dann gibt es hochstens ein ue K, welches die Ungleichung

Bu,v—u)+®(v—u)=0
Siir alle ve K erfiillt.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zur Formulierung und

zum Beweis des angekiindigten Satzes iibergehen. Im folgenden ist iiber
doppelt auftretende Indizes stets zu summieren. Wir betrachten die
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bilineare Form
du  ov
B(u, v):={ a;;(x) — qu_ v —dx,

oxi oxI

wobei wir annehmen, daB die Koeffizienten a;; zu L, (G) gehdren und
fiir alle xe G und yeR" den Ungleichungen

lyI*<a;(x)y' Y Clyl? (7)

mit einer Zahl C geniigen.

Wir verwenden den Begriff des MaBes im Sinne von [1] und erinnern
den Leser an folgende Tatsache: Ist @ ein reelles MaB3 auf dem Gebiet G,
so ist durch

|| (v): =sup {@(u): ue C(G), |u|<v} (ve CY(G),v=0)

ein positives MaB |®| definiert, welches wir den Absolutbetrag von @
nennen ([ 1], Chap. 111, § L.5).

Satz 2. Es sei ue Hy mit u=0 und P sei ein Map auf G, dessen Absolut-
betrag ein stetiges Funktional auf H2 ist. Die Funktion u geniige der
Variationsungleichung

Bu,v—u)+®(v—u)=0 (8)

fiir alle ve HY mit v—ueH} und v=0.
Dann ist durch die Zuordnung

wi>—Bu,w) (weC{)
ein Maf} &, definiert mit
|Po| =9I
Beweis. Wir setzen
=3(2|+9), Ti=3(P] -
so daB3
=Pt -~

gilt mit positiven MaBen @* und @, welche aulerdem zu H ~! gehoren.
Wir verwenden nun eine Konstruktion von Lewy-Stampacchia ([12],
Beweis von Theorem 3.1). Es sei ge C'(R) eine reellwertige Funktion
mit den Eigenschaften

g(t)=0 fir t=—1
g(t)=1 fiir t=0 9)
0=g=1, g=0.

4 Math.Z., Bd 128
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Wir definieren einen nichtlinearen Operator

T: ﬁé —H!
durch
T(w)=Bw,-)+gu+w)o*.

Wir wollen nun mit Hilfe eines wohlbekannten Theorems iiber monotone
Operatoren ([2], Théoréme 1) zeigen, daB T surjektiv ist. Dazu geniigt es,
folgendes nachzuweisen:

(I) T ist schwach stetig,
(IT) T ist koerziv,
(ITT) T ist monoton.

Die Eigenschaft (I) folgt aus Lemma 1a) und Lemma 3, (II) ergibt
sich aus der Abschdtzung

(Tw)w Z(lwl)* =12+ Wl (10)

welche man aus (4) und (7) erhilt. Fiir (I1I) ist es offenbar ausreichend,
wenn wir die Ungleichung

((g(vl)_g(UZ)) ¢+)(U1—Uz)§0 (11)

fiir alle v;,v,eH} mit v,—v,e H) zeigen. Fiir beliebiges we H! und
m=1, 2, ... setzen wir dazu

m falls w>m
wm.={w falls —m<w<m
—m sonst.

Nach Lemma 1¢) gilt dann v\ e H}, o™ — v e H} und wegen der speziel-
len Gestalt der Funktion g hat man

g(v)=g{™).
Aus der Monotonie von g und der Positivitit von &+ folgt daher
(g(0) —2(02) @7 )(—02) = lim @™ (2 (v}") — g (§")) (v — 5")) 20,
so daB (11) gezeigt ist. Definieren wir
g (t):=gkt) (k=1,2,...),

so haben die Funktionen g, ebenfalls die Eigensc}}aften (9). Nach dem
bereits Bewiesenen existieren daher Elemente w, e H} mit

B(wy,*)+gi(u+w,) @t =0~ —B(u,").
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Setzen wir v, =u+ w,, so gilt offenbar

B(vy, )+ gc(v) @ =D~ (12)
und .
v,—ueH). (13)

Wir wollen zeigen, daB die Folge v, schwach gegen u konvergiert. Zu-
nichst zeigen wir jedoch die Ungleichung

o —k 1, (14)

Wegen u=0 und (13) kann man aus Lemma Ic) schlieen, dal3 die
Funkti .

unktion B,: =min {v,+k ', 0}
zu H} gehort und daher in (12) als Testfunktion zuldssig ist. Wegen der
speziellen Gestalt von g, verschwinden aber die Funktionen g, (v) T
und man erhalt

(g (V) @7) (D)= "I'I_T‘n o (gk(vk) FL’"’):O.

Andererseits ist @~ (7,) <0, so daf sich insgesamt aus (12) die Ungleichung
B(B,, T)=B(v,, T,) 0

ergibt, was offenbar 7, =0 und somit (14) zur Folge hat.

Aus (14) ist unmittelbar klar, daB jeder schwache Héaufungspunkt
der Folge v, eine nichtnegative Funktion ist. Es soll dariiber hinaus
gezeigt werden, daB jeder solche Hiaufungspunkt eine Losung der
Variationsungleichung (8) ist. Dazu zeigen wir zunichst, daB die Un-
gleichung

B(v,v—1v,)+®@(v—1,)20 (15)

fiir alle ve H} mit v—ueH} und v=0 richtig ist. Unter Beachtung von
(9), (11), und (12) ergibt sich

B(v, v— )+ @ (v—0)=B(v, v—0)+(g () @) v —1)— P~ (0—1y)
=B(v—1y, 0—0) +((8(0) — & (v)) PT) (0 — 1) 2 0.

Ist nun v, ein schwacher Haufungspunkt der Folge vy, so ergibt sich aus
(15), daB auch
B(r,vr—0vy)+ P 14)=0 (16)

fiir alle ve H) mit v—ueH} und v=0 gelten muB. Mit einem solchen v
ist aber auch vy +1(v—1v,) fiir alle te[0, 1] als Testfunktion in (16) zu-
ldssig, so daB man

t B(vo+t(v—1vy), v—10) +t P(v—10) 20



52 F.Tomi:

erhdlt. Nach Division dieser Ungleichung durch ¢ ergibt sich bei t — 0
daB, wie angekiindigt, v, eine Lésung von (8) ist. Nach Lemma 4 konnen
wir dann aber schlieBen, daB3 v,=u gelten muB, d.h. die Folge v, besitzt
allenfalls u als schwachen Haufungspunkt. Andererseits entnimmt man
aus (10), daB die Folge v, in H; beschrinkt ist. Nach einem iiblichen
KompaktheitsschluB muf sie daher schwach gegen u konvergieren. Aus
(12) folgt dann

I_B(u’ W)l = |kl]m B(vk’ W)l
<lim sup |g,(0) @ (w) — &~ (w)] <[] (|w)

fiir alle we Cj. Hieraus sieht man, daB die Linearform — B(u, +) ein MaB
b, definiert mit |@,| <|®|, womit Satz 2 bewiesen ist.

§ 3. Die Differenzierbarkeit der Losungen einer Klasse
von nichtlinearen Variationsungleichungen

In diesem Paragraphen untersuchen wir Variationsungleichungen,
wie sie sich fiir Losungen gewisser Variationsprobleme von dem in § 1
betrachteten Typ ergeben. Wie bereits in der Einleitung bemerkt,
konnen wir i.a. eine Aussage nur fiir holderstetige Losungen machen. In
§4 werden wir allerdings zeigen, daB im Fall n=2 die Losungen tat-
sdchlich holderstetig sind.

Da wir uns nur fiir die Differenzierbarkeit im Innern des Definitions-
gebietes der Losung interessieren, konnen wir unsere Betrachtung auf
ein Teilgebiet einschrinken, in dessen AbschluB die Losung dann noch
holderstetig ist. Es sei also u=(u', ..., u") eine solche Losung, die fiir
ein f>0 zum Raum C*(G)n H}(G) gehort. Die Klasse der zulissigen
Vergleichsfunktionen sei dann

A, (F):={ve C°(G)n H3(G): v|0G=u|dG, F(x,v(x))=0 Y xeG}.

A, (F) wird als Teilmenge des linearen Raumes C°(G)n H} (G) aufgefafit,

der aufnatiirliche Weise zu einem Banachraum gemacht wird. Ist ve #,(F),

so definieren wir den ,,Tangentialraum* von ,(F) in v als

dv[t]
dt

Abbildung von [0, 1] in 4 (F) mit v[0] = u}.

:v[ -] ist eine stetig differenzierbare
t=0

Tu'?i’u(F)=={w=

Wenn nun ue. ¥, (F) einem Variationsintegral I seinen minimalen
Wert in der Menge % (F) erteilt, so muB offenbar die Variationsun-

leich
gleichung dl,(w)20 (17)
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fiir alle we T, ., (F) gelten. Hierbei bezeichnet d1, das Differential von I
an der Stelle u, welches unter geeigneten Voraussetzungen an den
Integranden von I existiert. Wir konnen nicht die denkbar allgemeinste
Form der Ungleichung (17) behandeln, wie sie sich aus einem Variations-
integral ergeben kann, das lediglich den Bedingungen des Existenz-
satzes unterworfen ist. Vielmehr miissen wir annehmen, daB3 (17) die
folgende Gestalt hat:

ouk ow'

= I 7u) w“) dx=0 Y weT, #.(F). (18)

J (Autea”x,)

Uber die Koeffizienten von (18) wollen wir folgendes voraussetzen:
A, eC*(GxIRY), aeC'(GxR"Y),

(A,)) und (a) sind symmetrisch und positiv definit, (15}
£(x, u(x), Vu(x)) ist meBbar und es gilt

|f(x,u, Vu)|<a+b|Vu|* mit a,beR.

Das Problem der Differenzierbarkeit der Losungen von (18) kann,
wie wir zeigen werden, auf das entsprechende Problem fiir Losungen
gewisser Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden. Wir wollen
uns daher zunichst dem Regularititsproblem solcher Differential-
gleichungssysteme zuwenden. Es ist dabei von entscheidender Bedeutung,
von gewissen Koeffizienten dieser Systeme nicht mehr als MeBbarkeit
vorauszusetzen. Es gilt der

Satz 3. Es sei ue C°nH}(G) eine schwache Losung des elliptischen

Systems .

ou
W(a,.j(x,u)F)—c,.—)=ak(x)+bk(x)|Vu|2 k=1,..,N). (20)
Dabei gelte
a;;€ C'(Gx RY),

a,, b,eL(G),
a;;(x, v) positiv definit ¥V (x,v)€ G x RN,

Dann ist ue C'**(G) fiir alle xe [0, 1).

Dieser Satz kann mit Hilfe der a-priori-Abschdtzungen bewiesen
werden, die Ladyzhenskaya-Uraltseva ([11], Chap. 8) fiir C2-Losungen
von Systemen des Typs (20) abgeleitet haben. Fiir den Fall n=2 wurde
ein einfacherer Spezialfall von Satz 3 in [9] und [18] bewiesen. In einem
Anhang am SchluB der Arbeit wollen wir einen Beweis von Satz 3
skizzieren, welcher von der sehr schwierigen Theorie von Ladyzhenskaya
und Uraltseva im wesentlichen unabhingig ist, und, wie wir glauben,
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einen relativ einfachen Zugang zu Satz 3 darstellt. Es sei jedoch nicht
verschwiegen, daB3 die Theorie von Ladyzhenskaya-Uraltseva ein etwas
starkeres Resultat als Satz 3 liefern wiirde; fiir unsere Zwecke ist dies
aber ohne Bedeutung.

Zur Abkiirzung setzen wir
Bl (x):={yeR": |y—x|<r},
By:=B}(0)

und beginnen dann mit einem Lemma, das fir =2 von Morrey be-
wiesen wurde ([15], Lemma 5.4.1). Die Ubertragung auf beliebiges n ist
jedoch trivial, und kann daher dem Leser iiberlassen werden.

Lemma 5. Es sei G ein beschrinktes Gebiet des R", ge L,(G), und es
gebe positive Zahlen S und C, so daf3 fiir alle xe G und r> 0 die Abschdtzung

lalG By (x)o. = Crm=2*20

erfillt ist.

Dann existiert eine Konstante C,, so daf fiir alle ve C} (G) die Un-
gleichung

[ qvdx|<C\([I7v|? dx)!

gilt.

Das folgende Lemma, welches die Einfiihrung eines speziellen
Koordinatensystems beschreibt, konnen wir ebenfalls ohne Beweis

anfithren, da es im wesentlichen aus der Riemannschen Geometrie
bekannt ist ([6], S. 42).

Lemma 6. Es sei (Ay,) eine C*-Abbildung von B"x BY in die Menge
der symmetrischen, nichtsinguliren N x N-Matrizen. Ferner sei F eine
reelle Funktion der Klasse C(B" x BY) mit

F(0,0)=0
und
VL E(O, y)|,- 0% 0.

Dann gibt es ein s, 0<s<r, und eine C*-Abbildung g von B"x BY in
RY mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes xe By ist g(x,+) ein Diffeomorphismus von BY auf eine
Umgebung der 0 IR™.

(I1) Es gilt g¥(x, y)=F(x, y).

(IlI) Setzt man h(x,-):=g(x,*)"", so gelten fiir m=1,....N—1 die
Gleichungen . .
j;’.,, (x,y)%(x, »)=0. 1)

A (X, h(x, y))
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Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptergebnis dieses Paragraphen
zu formulieren und zu beweisen.

Satz 4. Es sei ue C*(G)n HY(G) mit 0< i <1 und es gelte
F(x,u(x))20 VxeG
mit einer Funktion Fe C?(G x RN), welche der Bedingung
V.F(x,»)F0 falls F(x,y)=0

geniigt. Ist dann u eine Lésung der Variationsungleichung (18), wobei alle
Bedingungen (19) erfiillt sind, so gilt ue C'**(G) fur alle 2€[0, 1).

Beweis. (1) Es sei x,€G mit F(x,, u(x,))>0. Dann existiert ein &¢>0,
so daf} auch
F(x,u(x))=¢ VxeB;(x)

gilt. Hieraus sieht man, daf fiir beliebiges we C§ n H3(G) mit Tréger (w)
< B?(x,) durch
ultl=u+tw (0=t<T)

eine stetig differenzierbare Kurve in %, (F) gegeben ist, falls nur T hin-
reichend klein gewihlt ist. Aus (18) folgt daher die Beziehung
Aok Al
| (A,\,(x, u) al(x, u) l:ur,r Q‘T + fi(x, u, Vu) w") dx=0 (22)
By (x0) X (x
fiir alle we CQn H}(B"(x,)). Mit der Substitution
w! (x) = CL(x, u(x)) " (x),

wobei (C!) die zu (A,,) inverse Matrix und v ein beliebiges Element aus
CY A H}(B"(x,)) ist, erhiilt man aus (22) die Gleichung

cx?

o B 3 Nk B
f (cl’j(.vc, u) —(7“7 ¢t + £ (x, u, Vu) 1"") dx=0. (23)
: dx

Hierbei ist / eine Vektorfunktion mit den selben Eigenschaften, wie sie
f besitzt. Aus (23) kann nun vermdge Satz 3 die behauptete Regularitét
von u in B"(x,) gefolgert werden.

(I1) Es sei nun x,€G mit
F(xg, u(xy))=0.

Wir kénnen ohne Einschrinkung x,=0 annehmen. Es seien dann g
und h die in Lemma 6 beschriebenen, zu F und (A4,,) konstruierten
Abbildungen. Die Funktion

U(x):=g(x, u(x))
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ist dann fiir xe B} wohldefiniert und Element von Hj (B, falls nur r
hinreichend klein gewihlt ist. Ferner gilt

UN(x)=F(x,u(x))=0.
Es sei nun Ve C° ~ H) (B") mit
V=U auf OB!
und
VN>0 in B

Fiir te[0, T],0< T <1, setzen wir dann

S [E = {h(x, Ux)+t(V(x)—U(x)) falls xeB"
u(x) sonst.
Falls T hinreichend klein gewihlt ist, ist u[(] wohldefiniert und es gilt
F(x, u[t](x))= UM (x)+ (V" (x)— UM (x))20.

Somit ist u[ -] eine stetig differenzierbare Kurve in A (F) mit Anfangs-
punkt u. GemiB unserer Voraussetzung gilt dann fiir

~_du[1]
YTTa |,

die Relation (18). Fiir xeB" ist nun

u(x)=h(x, U(x)),

ou  oh oU'"  oh
ax1 —out V) gt % U,
; (24)
w(x) (x, U)(Vi—UY),

U
dw _ 0h AVi-U) ( 0%h au*+ *h
ox)  QU* oxI oUOU* ox) ' oU oxI

)(V"—U").

Einsetzen dieser Gleichungen in (18) fiihrt auf einen Ausdruck der Gestalt

_ i aU* a(V'—UY
S (Autx @ vy 2 2=

(25)
+ex, U, PU) V¥ — U")) dx20
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mit
ah™ oh?
W(X» U) ——+ (x,U),

Ay (x, U)= Ay p(x, h(x, U)) AU
a(x, Uy=a"(x, h(x, U)),

und Funktionen c,, welche von hdchstens quadratischem Wachstum
in VU sind.

Wir werden nun zeigen, daB sich aus (25) fiir U eine ,,Dirichlet-
wachstumsbedingung® der Gestalt

[ IPUPdy<consts" ?*2F  (xeBy,s<3(r—|x|) (26)
B%(x)

ableiten 1dBt. Dazu sei x,eB!, 0<s<i(r—|x,l), und # sei eine reell-
wertige Funktion der Klasse C' mit

n(y)=1 fiir yeBi(x,),
n(y)=0 fiir y¢ B3 (xo),
0<n<t, |Vplss™'.

Die Vektorfunktion
Vi=U+n*(U(xo)—U)

ist dann in (25) als Testfunktion zugelassen, da VN offenbar nichtnegativ
ist. Man erhdlt daher aus (25) die Ungleichung

- _.oU* oU!
2 —=ij
fn* Aua ox\ ox’
(27)
<( (27 42 29 (vt U)- 24 e (U (xo) - UY) d
=|{2nAua axi( (x0)— )axj + e (UK (xg)— U")) dx.

Durch eine Argumentation, welche analog zum Beweis von Lemma 1.2
in [11], Chap. 4, verlduft, gewinnt man aus (27) leicht die gewlinschte
Ungleichung (26).
Wenn man in (25) die Funktion
yv=(U',...,UN )
einsetzt, wobei ve C°(B")n H. (Br) den Bedingungen
v=0, v=U" auf 0B’
geniigt, so erhilt man

UM dw—UY)
§(ANNaJ - +cN(v—UN))dxg0. (28)

By
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Definieren wir nun ein MaB & durch
<D(w)=§ cywdx,

so kann man, da cy hochstens von quadratischem Wachstum in VU ist,
aus (26) und Lemma 5 schlieBen, daB & ein stetiges Funktional auf
H;(BZ) fiir alle p<r ist. Aus Satz2 und dem Theorem von Lebesgue-
Nikodym ([1], Chap.V, §5.5) erhalten wir dann die Existenz einer
meBbaren Funktion ¢ mit

lenl <lewl, (29)
so daf3

oUN v

.f(/{NNC_IU axi W‘FENU) dx=0

fir alle ve C3'(By) gilt. Aus der Variationsungleichung (25) haben wir
somit die Gleichung

- _..oU* ot

Ay a’ - -

B‘!. ( Mo oxd

+5, V") dx=0 VVeC®

gewonnen, wobei
c=(Cyy...,CN_1,Cp)

gesetzt ist. Wegen (29) gilt eine Abschiitzung
lc|l<SA+BI|VU|*, (A4, BeR),

und wir konnen wie im ersten Teil des Beweises schlieBen, daB U zu
C'**(By) gehort fiir alle ae[0, 1). Fiir u ergibt sich dann die gleiche
Regularitdt, womit Satz 4 bewiesen ist.

§ 4. Die Holderstetigkeit im Fall n=2

In diesem Paragraphen zeigen wir die Holderstetigkeit der Losungen
zweidimensionaler Variationsprobleme von dem in §1 betrachteten
Typ. Damit wird im Fall n=2 die Liicke geschlossen, die noch zwischen
der Existenztheorie (Satz 1) und der Regularititstheorie (Satz4) klafft.
Die Methode unseres Beweises lduft grob gesprochen darauf hinaus, ein
Resultat von Morrey iiber das Dirichletproblem fiir Funktionen mit
Werten in einem Riemannschen Raum ([15], Theorem 9.4.2) auf den
Fall des Riemannschen Raumes mit Rand zu iibertragen.

Wir beniitzen im folgenden die Abkiirzung
D(u)={|Vul*dx
und schreiben Punkte ze R" in der Form

z=(3,2") mit Z=(z,...,2%Y).
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Wir benétigen die folgende

Definition. Es sei G ein Gebiet des IR? und p, R seien positive, 4 und L
nichtnegative Zahlen. Dann gehort eine reellwertige, auf G x RN defi-
nierte Funktion genau dann zur Klasse Lip(G x RY; p,R; 4, L) wenn
folgendes gilt

(I) FECY(G xRM).

(I1) Zu jedem (x,, zo)eG x R mit F(x,, z,)=0 existiert eine Kon-
gruenztransformation 7 des R und eine in B (xo)x By ' (Z,) erklrte,
reellwertige Funktion g mit

lg(x,v)—g(x, VIS4 |x—=x|+Lly—)| (30)
fiir alle x, x'e B2(x,) und y,y'e€By '(Z,) und der weiteren Eigenschaft,
daB fir alle xeGn BZ(YO) die Beziechungen

{ze BN (z,): F(x,2)>0}=T{zeB}: z" >g(x, 2)},
[zeBY(z,): Fix,2)=0}=T{zeBY: N=g(x,2)}
gelten.

Das folgende Lemma ist ein Analogon zu einem Lemma von Morrey
([15], Lemma 9.4.8).

Lemma 7. Die Funktion
v: 0B > RY

sei als Funktion der Bogenlinge von ¢B} absolutstetig. Ferner gelte

2n ) 2
6[ e v(re'?) do< oo
und
F(x, v(x))=0,

wobei F zu Lip(B2 x RN; p, R; A, L) mit s>r gehort. Auferdem sei
p(DBy p

<mi 1 i
I PRy

R
<gi=———. 31
osc v=¢ 8+ L) (31)

und

Dann existiert hye H(B}) mit

F(x, hy(x))=0 (xe B}),

(32)
ho(x)=v(x) (x€dB;),
und
2n ( ) 2
D(ho)S(1+41%) | Wu(re'”) dO+4mi*r? (33)
0




60 F.Tomi:

Beweis. Es sei x,€0B} und z,:=v(x,). Wir unterscheiden zwei Fiille.

1. Fall. Fiir alle xe B (x,) und alle ze BY(z,) gilt F(x, z)=0. Wihlen
wir dann h, als die harmonische Funktion mit den Randwerten von v,
so gilt nach dem Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen

sup [ho—z| =,

so dall gemidB unserer Annahme die Ungleichung (32) erfiillt ist. Fiir eine
harmonische Funktion h gilt jedoch bekanntlich ([15], Theorem 1.10.2)
2n

D= |

0

d P
g htre| do, (34)

so daB3 umsomehr (33) richtig ist.
2. Fall. Es gibt ein (x, z)e BZ x BY(z,) mit F(x, z)<0.
Wegen F(x,, z,)=0 muB es dann ein (x,, z;)e B? x BY(z,) geben mit

F(x;,2,)=0. GemaB unserer Voraussetzung iiber F kdnnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, daB F in B2 x BY(z,) die Form

F(x,2)=2"-g(x, 2) (35)
hat, wobei g der Ungleichung (30) geniigt.

Es sei nun h die in B} harmonische Funktion mit den Randwerten
von v, und g, sei die in B} harmonische Funktion mit den Randwerten
von g(+, 0). Wie in [20] definieren wir dann

ho:=(h, (-, h)+h" —g,).
Das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen liefert
hg (%)= g (x, ho (x)) = h" (x) - g, (x) 2 0.
Wegen (35) ist die Ungleichung (32) daher gezeigt, sobald wir noch
sup |hy—z,| <R (36)
nachgewiesen haben. Dazu fithren wir die C°-Norm
|wlo:=sup |w]|

ein und erhalten mit Hilfe von (30) und (31) die folgenden elementaren
Abschitzungen:

|h0—22'0§|E—22|0+|hg-g(x2,22”(), (37)
”Al—22|0§|U—Zz|o§|v‘21|0+|zz—z||§2€, (38)
|hg —g(x2, 25)lo=<|h"—glo+Ig(", h)—g(x3, 2,)lo
<l —g(., 5),o+217+L|i’—22|0
§|UN—2'2V|0+|g(x2,22)~g(-, v)lp+24r+2Le
<2¢+4ir+4Lc¢.
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Einsetzen von (38) und (39) in (37) ergibt
lhg—z,lo<4(1+L)e+44r,

so daB (36) aus den Voraussetzungen des Lemmas folgt. Es bleibt die
Ungleichung (33) zu zeigen. Durch elementare Rechnung erhalten wir

D(hy)=D(h)+D(g(+, h)—g)=D(h)+ [ (V(g(-, h)—g))(V g (. h)) dx
<D(h)+D(g(-. h)*(D(g(+. h))* + D(g,)}).

Nach dem Dirichletschen Prinzip ist

D(g)=D(g(-. ),
so daB sich schlieBlich die folgende Abschitzung ergibt:

D(hy)<D(h)+2D(g(+. h)
<D(h)+4 [ 2+ L2 |Vh|*) dx

B?
<(1+412) D(h)+4n 7 r%.

Die Behauptung des Lemmas folgt nun aus (34).

Mit Hilfe des vorhergehenden Lemmas konnen wir nun unser Resul-
tat iiber die Holderstetigkeit der Minimallosungen beweisen. Der Beweis
stimmt, was die Stetigkeit im Innern des Gebiets betrifft, im wesentlichen
mit dem Beweis eines entsprechenden Theorems von Morrey ([15],
Theorem 9.4.2) iiberein, wobei unser Lemma 7 an die Stelle von Morreys
Lemma 9.4.8 tritt. Der Beweis der Stetigkeit in Randpunkten erfordert
allerdings einige Anderungen der Morreyschen Methode. Aus beweis-
technischen Griinden miissen wir die Grundziige des gesamten Beweises
darstellen.

Satz 5. Es sei G=R? ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand aus endlich
vielen disjunkten Jordankurven der Klasse C' besteht. Es sei Fe C°(GxRM
und es gebe positive Zahlen p, R und nichtnegative Zahlen 2. und L, so daf3
F zur Klasse Lip(G x R™; p, R; 4, L) gehért. Ferner sei I ein Variations-
integral der Gestalt

I(v)= [ f(x,v(x), Vv(x)) dx,
G

dessen Integrand f zu C°(G x RY x R*M) gehért und den Abschiitzungen
mipP< f(x,0,p) <M, +M,|p|> V(x,v,p)eGxR¥xR>N  (40)

mit positiven Zahlen m, M, und M, geniigt.
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Ist dann ue H) (G) mit

F(x,u(x))20 fiir fast alle xeG
und gilt
Iu)=1(v)

fiir alle ve HY(G) mit u—ve HY(G) und
F(x,v(x))=0 fiir fast alle xeG,

so existiert ein >0, so da u zu C*(G) gehdrt. Ist dariiber hinaus u|S
stetig, wobei S ein relativ offener Teil von G ist, so gilt ue C°(G U S).

Beweis. Fiir xe G und r>0 setzen wir
@(x,r):=D(u| B} (x)n G).

Wir werden zeigen, da3 es ein o>0 und zu jedem Kompaktum K <G
positive Zahlen C und s gibt mit

o(x,r)<Cr** VxekK, r<s. (41)

Wir beginnen mit der Bemerkung, daB3 ¢ bei festem x als Funktion
von r in dem Intervall [0, Abstand (x, dG)] absolutstetig ist und fiir fast
alle r aus diesem Intervall

2n

d
il >
r dr @(x,r)z (3[

2

.
¢ do

o i0
a0 u(x+re'’)

gilt. Fiir fast alle r ist daher u|0B} absolutstetig und geniigt der Un-
gleichung

2n

()(

2 1

do)’_

~

B? s( = u(re®
oscu|dB? (x)<|(n 30 u(re)

0 3
< (nr — @(x, r)) :
or
Ist daher r<s, wobei

. p R
g1 b K — —
s:=min {A stand (K, 0G), > 82}’
und gilt
2

o' (6, NS——(1+L)2,

~ 64n




Variationsprobleme mit einer Ungleichung als Nebenbedingung 63

so ergeben sich aus (40) und Lemma 7 die Ungleichungen

mo(x, )< 1(u| B2 (x))<I(hy) S M, r*+ M, D(h)

2n| A

2

<M, +4M, ) r* + M, (1 +412) | =0 u(x+re') do
o | @
<M,(14+412) r@'(x,r)+n (M, +4M, 2?) r*.
Ist hingegen
RZ
ro'(x, r)> . (14+L)2,
so folgt trivial
@(x,r)S64nR™ 2(1+ L2 D) re'(x,1),
so daB sich insgesamt fiir fast alle r <s die Abschitzung
ex. 1)<k 'ro'(x,r)+1r?
ergibt mit
k=':=max {m ' M,(1+4L%, 64n R~2(1+L)* D(u)}
und
li=nm™ ' (M, +4M, /).
Hieraus erhilt man durch Integration
(o 9+os? ("~k (42)
®(x, r):((p(x,s)—l- Sk S ) s)

womit (41) gezeigt ist. Nach Morrey folgt aus (41) die Holderstetigkeit
von u in G mit dem Exponenten a=3k.

Wir wenden uns nun dem Beweis der Stetigkeit von u in einem Rand-
punkt x, zu, unter der Annahme, daB die Randwerte von u in einer
Umgebung von X, stetig sind. Es bedeutet keine Einschridnkung, x,=0
vorauszusetzen. Wegen unserer Annahmen iiber ¢G konnen wir auBer-
dem voraussetzen, daB3

B*nG=1{x=(x', x?)eB?: x*>0}
gilt. Man kann nun leicht eine Schar von injektiven Abbildungen
T,: BB ->BInG (0<s<l)
konstruieren, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

(I) T,e C'(B}).

() T0)= 1, TH=0.

(1) n({e"":ogogn})=[—; —] (43)
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(IV) Esgibt eine Zahl C= 1, so daB fiir die Funktionalmatrizen
V T, die Abschitzungen

C's|y|SIFTy|SCsly] VyeR? 0<s<l
gelten.

Wir definieren
s+=T,(B}),

ugs=uoT,
E(y,v):=F(T;y,v).
Offenbar gilt dann
ue Hy n C°(B}),
FeLip(Bf xR¥; C~'s~1p,R; CsA. L),
E(y,u,(y)20 VyeB}.

Weiterhin existiert eine stetige Funktion f,=f.(y, v, p), welche den Ab-
schédtzungen

mC=*|p|*< f,(y, v, p)S C* M, s+ C* M, |p|?
geniigt und die Eigenschaft hat, daB3 die Gleichung

I(v)=I,(veT))
fur alle ve H!(G,) gilt, wobei

Is(v)==BIZ Ly, o), Po(y) dy

gesetzt wurde. Es ist dann offensichtlich, daB die Ungleichung

fiir alle ve H) (B?) mit
v|0B?=uldB?,  F,(y,v(y))20

erfiillt ist. Setzen wir daher

@s(r):=D(uy| B}),
so ergibt sich fiir

s=min{(2C)"'p,(8CA)~ 'R}
die zu (42) analoge Ungleichung
Ps(N=(@(D+1(s) e (0=r=1) (44)
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mit
k(s)~' =max {m~" C® M,(1 +4I2), 647 R~ (1 + L)* D(u,)}
und
I(s)=nm~' CO(M, +4C*M, A?)s%.

Nach Morrey ([15], Beweis von Theorem 4.3.2) folgt aus (44) die Ab-
schiatzung

{ uy(€®) — uy (0)] dO < (270)* (k(5)™" +1)(D(uy) +1(5)). (45)

0

Nun gilt offenbar
D(uy)—0, I(s)—0 (s—0),

wohingegen k(s)~! bei s —0, beschrénkt bleibt. Unter Beachtung von
(43) erhalten wir daher aus (45) als endgiiltiges Resultat

‘u (% i) = M(O), = |uy(0)—u(0)|

i] —0 (s—0).

=
- 2

(@) =, (0)] dO+ osc ul [—i,
g 2
Wir haben somit die Stetigkeit von u bei Anndherung an einen Punkt
x,€0G in Richtung der Normalen von G gezeigt, unter der Annahme,
daB u| G in einer Umgebung von x, stetig ist. Ist nun S, eine kompakte
Teilmenge von @G, so daB u|dG noch in einer dG-Umgebung von S,
stetig ist, so sieht man aus den erbrachten Abschétzungen ohne weiteres,
daB diese normale Stetigkeit gleichmiBig fiir alle x,€S, ist. Damit ist
aber die Stetigkeit von u in G U S, bewiesen.

§ 5. Anwendungen auf das Plateauproblem

Wir setzen voraus, daB der Leser mit dem klassischen zweidimensio-
nalen Plateauproblem [3, 15] vertraut ist. Wir wollen hier eine Verall-
gemeinerung dieses Problems behandeln, nimlich das ,,Plateauproblem
bei Anwesenheit von Hindernissen. Was genau darunter zu verstehen
ist, wird im folgenden erklirt.

Wir setzen zur Abkiirzung
B: =B%,
0+ B:={x=(x', x?)edB: x*>0},

0~ B:={xe0B: x*<0}.

5 Math. Z, Bd. 128
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Sodann definieren wir Klassen monotoner Parametertransformationen
von 0B und d* B, nimlich
M,:={u: 0B— 0B: u ist stetig;

21u‘k/3)=e21rik/3 ﬁll' k=1,2,3;

ple
arg p(e')<arg pu(e) fiir 0<t<s<2n}
und

M,:={u: 0% B— 0% B: pist stetig und surjektiv;
u(i)=i; arg u(e")<arg u(e”) fir 0<r<s<n}.
Es sei nun I” eine Jordankurve in RY, d.h.
r:0B—R"
sei eine stetige, injektive Abbildung. Dann setzen wir
A (I):={ueH}(B): 3ueM,: u|0B=rIopu}.

Die Elemente von ¢, (I') konnen als Flichen interpretiert werden, welche
von der Jordankurve I' berandet sind. Wir werden nun eine weitere
Klasse von Fldchen definieren, deren Rand teils ein Jordanscher Kurven-
bogen ist, teils auf einer vorgegebenen Punktmenge liegt (vgl. [3],
Chap. VI). Genauer, es sei 4<IR" eine abgeschlossene Menge und

A:0*B— RV

sei eine stetige injektive Abbildung mit

A(l)eA, A(—1)eA,

A(e¢A  Vie(0,n).
Wir definieren dann

A5 (A, A):={ue H}(B): u(x)e A fiir fast alle
xed™ B, JueM,: u|d* B=Aopu}.
Es gilt dann das folgende

Lemma 8. Unter den genannten Voraussetzungen sind A,(I') und
A (A, A) als Teilmengen von Hj(B) schwach abgeschlossen.

Beweis. Die Aussage des Lemmas beziiglich ., (I') folgt aus Lemma 2
in [20], so daB die schwache Abgeschlossenheit von .%; (A, A) zu be-
weisen bleibt. Es sei also u, e 45 (A, A) (k=1,2, ...) mit

u,—u in HL(B). (46)
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Es gilt dann ([15], Theorem 3.4.5)

u|0B—u|éB in L,(¢B) (47)
und folglich
u, —u fast iiberall auf ¢B

fiir eine Teilfolge uj. Hieraus folgt u(x)eA fiir fast alle xec™ B, womit
gezeigt ist, daB u auf 0~ B die geforderte Randbedingung erfiillt. Nun
untersuchen wir die Randwerte von u auf ¢* B. Es gilt die Darstellung

|0 B=Aow, WeM,.
Aus (46) folgt die Existenz einer Konstanten C mit

Du)<C Vk.

Hieraus kann man mit Hilfe des Lemmas von Courant-Lebesgue ([3],
Lemma 3.1) und unter Beniitzung der Monotonie der y, schlieBen, dal
die Abbildungen g, auf jedem Kompaktum von ¢ B gleichgradig stetig
sind. Es l4Bt sich daher eine Folge natiirlicher Zahlen k; — oc und eine
stetige Abbildung
u.0*B—>7é*B
finden mit
P, = (1> x)

gleichmiBig in jedem Kompaktum von ¢* B. Daher ist insbesondere
u(i)y=i (48)

und y ist monoton in dem oben definierten Sinn. Wegen seiner Monotonie
IdBt sich u zu einer auf ganz 0* B erklirten, stetigen Abbildung fort-
setzen, welche wiederum mit u bezeichnet werde. Wegen (47) ist offenbar

u|léd*B=Aopu
und wir sind fertig, sobald wir gezeigt haben, daf}
p(h=1, p(=N=-1
gilt. Dazu betrachten wir die auf ganz R" definierte Funktion
d(x): = Abstand (x, A).

Die Funktion d ist auf RY gleichmiBig lipschitzstetig, weshalb dou zu
H}(B) gehort. Offenbar ist
dou|d~ B=0,

5%



68 F.Tomi:

und man kann daher mit Hilfe des Lemmas von Courant-Lebesgue
Folgen x,eé* B, y,€0* B finden mit

x—1 y—o—-1 (k—>x)
und
dou(x,)—0, dou(y)—0 (k— ).

Es gilt aber
ux ) —>Aou(l), uy)—Aopu(—1) (k— o),
so dal3 man
Aou(l)ed, Aou(—1eAd
erhidlt. Wir hatten jedoch vorausgesetzt, daBB A(1) und A(— 1) die einzigen

Punkte von A(0" B) sind, welche zu A gehdren. Wegen der Monotonie
von u konnen nur die folgenden Fille auftreten:

u()=pn(-1)=1,

oder

pu)=p(=1)=-1,
oder

p)=1, p(=1)=-1.

Die ersten beiden Maglichkeiten stehen jedoch im Widerspruch zu (48)
und der Monotonie von u. Das Lemma ist somit bewiesen.

Wir wollen nun Fliachen betrachten, welche iiber ein Hindernis H
gespannt sind. Dabei setzen wir voraus, daBB H eine kompakte Teilmenge
des R" von der Gestalt

H={xeR": F(x)<0}
ist, wobei F zu C*(R") gehort und der Bedingung
VF(x)£0 falls F(x)=0
geniigt. Es seien nun

I':0B— RN
eine Jordankurve und

A:0*B— RN
ein Jordanbogen, so daf3
r(x)¢H VxedB,
A(x)¢H xed™B,
A(l)edH, A(—1)edH.
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Wir setzen dann
#:={ueH\B): u(x)¢H fiir fast alle x},
L(LH)y:=A,(N) N A,
Ly (A, Hy: = (A, 0H) " H.
Es gilt dann der folgende

Satz 6. Es seien alle genannten Voraussetzungen iiber T, A, und H
erfiillt, ferner seien %,(I', H) und %,(A, H) nicht leer. Dann existieren
ue #\(I', H) und uye %, (A, H) mit

D(u,)=inf{D(u): ue £, (I', H)} (49)
und

D(u,)=inf{D(u): ue £,(A, H)} (50)

und es gilt

uye C°(B)n C'**(B),

u,e C°(Bud*Bud~ B)n C'**(B)
fiir alle a0, 1).

Beweis. Die Existenz von u, bzw. u, mit (49) bzw. (50) folgt aus Satz 1
und Lemma 8. Aus Satz 5 ergibt sich u;, u,€ C*(B) fiir ein fe(0, 1), sowie
u e C°(B) und u,e C°(Bué* B). Satz4 liefert dann u,, u,€ C'**(B) fir
alle ae(0, 1). Es bleibt noch u,e C°(Bud~ B) zu zeigen. Dies beweist
man leicht durch Kombination von Lemma 7 mit einer Methode von
Hildebrandt [10]. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen.

Anhang. Ein Beweis von Satz 3
Wir betrachten das System

0 out
‘—.a‘.-(x,u)—.=a"+b"|l7u|2 (k=1,...,N) (51)
oxt Y ox’

und werden zeigen, daB schwache Losungen von (51) der Klasse C’rnHj
zu C'** gehoren fiir alle ae[0, 1). Aus dem Beweis wird unmittelbar
ersichtlich sein, daB es geniigen wiirde, an Stelle der Stetigkeit hin-
reichende Kleinheit der Oszillation zu fordern. Die Schranke fiir die
Oszillation berechnet sich dabei aus gewissen Schranken fiir die Koef-
fizienten von (51). Uber diese Koeffizienten setzen wir das Folgende
voraus: Die Matrix (a;;) gehort zu C' (R" x RY) und die Vektorfunktionen
a=(a',...,a") und b=(b",...,b") sind meBbar. Ferner gibt es eine
positive Zahl M, und nichtnegative Zahlen A4, B, C, D, so dafB3 die folgen-
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den Abschitzungen gelten:
M= yP<a;y' ySM|y?  VyeR"
lal=4, |b|<B (52)

da;;
cx

da;; . .
g - v -
=C, Fra V'Z{=Dly|l|z| Y,z

Das Prinzip des Beweises ist dasselbe wie bei Lemma 2 in [9], die Einzel-
heiten sind allerdings komplizierter. Wir werden zunichst zeigen, dal3
das schwache Dirichletproblem zu (51) in der Kugel B} eine Losung
veHy N C'** besitzt, falls nur r und die Oszillation der Randdaten
hinreichend klein sind. Wenn wir dann als Randdaten u| B! vor-
schreiben, wobei u eine stetige Losung von (51) ist, und ein Eindeutig-
keitsargument von Ladyshenskaya-Uraltseva benutzen, erhalten wir
u=v, und der Regularititssatz ist bewiesen. Der Existenzsatz fiir das
Dirichletproblem beruht auf einer Reihe von a-priori-Abschitzungen
fir Losungen von (51), welche im wesentlichen bekannt sind oder Zu-
mindest auf bekannte Resultate zuriickgefiithrt werden konnen. Wir
begniigen uns daher damit, an Stelle von vollstindigen Beweisen einige
Hinweise zu geben.

Die Raume C* und C¥** (keN, 0<a < 1) seien auf die iibliche Weise
normiert. Thre Normen bezeichnen wir mit | eund | [py,.

Wir beginnen mit einer einfachen Maximumabschitzung,

Lemma 9. Es sei ue C*(B})n C°(BY) eine Losung des Systems (51) mit
M(B+D)ul,<1. (53)

Dann kann man eine Zahl K=K(B, C, D, M, n) angeben, so daf die Ab-
schdtzung

llul*|o < |ul?| 9Bj |, + AK (54)
gilt. '

Beweis. Man rechnet leicht nach, daB (53) die Ungleichung

02(|u|2) aaij (7([u|2)
Uoxioxi T oxi  ox

2—2A\ul,

zur Folge hat. Die Anwendung eines wohlbekannten Maximum-
prinzips ([4], S. 330) liefert (54).

Lemma 10. Es sei ue H}(B) eine schwache Losung von (51) und es
gebe ein ¢€(0, 1) mit

2MB |lullo,, <1—¢. (55)
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Dann gilt fiir alle ve H (B}) mit u—ve H!(B) die Ungleichung
[IVul*dx<2M? e" (M2 [ |Vo]? dx+20, A%). (56)
Hierbei ist m, das Volumen von BY.

Beweis. Nach dem Dirichletschen Prinzip geniigt es offenbar, (56)
fiir v=h zu zeigen, wobei h die harmonische Funktion mit den Rand-
werten von u ist. In die schwache Form von (51) setze man u—h als
Testfunktion ein und beachte die Ungleichung

lu—hllo.. =2 llullo,o -

Mit Hilfe von (55) ergibt sich dann die Behauptung.

Die fiir den Existenzsatz erforderlichen a-priori-Abschidtzungen in
der C'*2-Norm konnen aus einer fritheren Arbeit des Autors entnom-
men werden [17]. Wie eine Durchsicht des Beweises von Hilfssatz 2 aus
[17] zeigt, kann dieser Hilfssatz in der folgenden etwas schirferen Form
ausgesprochen werden.

Lemma 11. Es gibt eine Zahl 6,=0,(B, D, M, n)>0 mit der folgenden
Eigenschaft : Sind u, ve C*(BY) mit

u|0Bj=v|BY
und ist u eine Losung von (S1) mit
lulo=(1—19) 9
fiir ein §>0, so gelten fiir alle r,a€(0, 1) Abschitzungen der Form
lu| B'| 4 .< Cy(d,r,0, A, B, C,D, M, n), (57)
luly 4= Cy (0, 0], 0, 4, B, C,D,M,n). (58)

Nun sind alle Hilfsmittel bereitgestell, um den angekiindigten
Existenzsatz zu beweisen.

Satz 6. Es sei he HL(B}) und es gebe positive Zahlen & und 0, so daf die
Ungleichung
H |I1|2H0~m+AK(B, C,D, M, n) (59)
<(min{(1—0) 3o (B, D, M, n), (1 —£)2MB)~', M~ '(B+D)~'})?

erfiillt ist, wobei K und 8, die Konstanten aus Lemma 9 und Lemma 11 sind.

Dann existiert eine schwache Lésung ueH(BY) des Systems (51),
welche der Randbedingung
u—heH(B))
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und der Ungleichung
(”uHO,oo)zé(”h”O,w)z+AK(Ba Ca D9M’n) (60)

geniigt und dariiber hinaus zu C'** gehért fiir alle ae[0, 1).

Beweis. Der Beweis verlduft nach dem selben Prinzip wie der Beweis
von Satz 4 in [8]. Wir nehmen zunichst zusitzlich an, daB die Funktion
h und die Koeffizienten des Systems (51) im AbschluB ihrer jeweiligen
Definitionsgebiete unendlich oft differenzierbar sind. Wir wihlen
dann ein f(0, 1) und bemerken, daB fiir jedes ve C'*#(B}) das lineare
Randwertproblem

0 Ju 5
Wa,j X, U)W—a(x)-i-b(x) [Vol|*,

u=h auf 0B} (61)

eine eindeutig bestimmte Losung u=Tve C?*#(B]) besitzt. Die Abbil-
dung T ist dabei eine beschrinkte Abbildung von C'*#(Bj) in C>*+#(B)
und eine vollstetige Abbildung von C'*#(B}) in sich ([1 1], Chap. 3).
Die C?*-Losungen von (51), welche der Randbedingung (61) geniigen,
sind offenbar genau die Fixpunkte von T. Wir definieren nun das Gebiet
Qc C'*#(B)) als die Menge derjenigen ve C'*#(B"), welche den Un-
gleichungen
lvlo=(M(B+D))~,
lvll+[}§ Cz(éa |h|29 /31 A’ B’ C’ D’ M’ n)+ 1

geniigen, wobei C, die Konstante aus (58) ist. Aus Lemma 9, der Be-
dingung (59), und aus Lemma 11 folgt dann, daB der Operator Id—s T
fiir se[0, 1] keine Nullstellen auf 9 besitzen kann. Der Abbildungsgrad
von Id—T[Q hat daher den Wert 1, woraus unmittelbar folgt, daB T
einen Fixpunkt ue Q hat. Die Ungleichung (60) erhilt man aus Lemma 9.
Der Satz ist damit unter den obigen zusitzlichen Differenzierbarkeits-
annahmen bewiesen. Der allgemeine Fall ergibt sich mit Hilfe der
Lemmata 9, 10, und 11 durch Approximation.

Die folgende Eindeutigkeitsaussage wird mit einer Methode von
Ladyzhenskaya-Uraltseva bewiesen ([11], Chap. 4, Theorem 2.1).

Lemnza 12. Es seien u,,u,e H}(B}) schwache Losungen von (51) mit
u; —u,e Hy(BY) und es gelte

2ZMB |l lo, =1
und

2M?()/2B+DPBM*(Juy 13, + 113, .) + AM([lug]lo, o, + sl ) <1.

Dann ist u;=u,.
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Beweis von Satz 3. Es sei ue Hy n C°(G) eine schwache Losung von
(51) und x, sei ein beliebiger Punkt von G. Fiir r>0 setzen wir

u (x):=u(xy+rx)—u(xp).

Wenn r hinreichend klein ist, so ist u, in B} definiert und schwache
Losung eines Systems

0 au, 2
—— | a5 (x, u,) —) =a,+b,|Vu,l", (62)
oxi \"Y oxt

dessen Koeffizienten den Ungleichungen (52) geniigen, wobei allerdings
die Konstante A4 durch r?A ersetzt werden darf. Nach Satz 6 existiert
daher eine schwache Losung v,e Hyn C'**(B]) des Systems (62) mit
den Randwerten von u,, falls nur r geniigend klein ist. Da v, einer (60)
entsprechenden Abschitzung geniigt, wird — nach gegebenenfalls noch-
maliger Verkleinerung von r — Lemma 12 anwendbar und man erhilt
u,=v,, womit Satz 3 bewiesen ist.
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Infinite Matrices and Almost-Convergence

J. Peter Duran

§ 1. Introduction

1.1. In this paper we prove two theorems concerning the relationship
between almost-convergence and infinite matrices. Theorem 1 gives
necessary and sufficient conditions for an infinite matrix to transform
each bounded sequence into an almost-convergent sequence. The
infinite matrices which transform each almost-convergent sequence into
an almost-convergent sequence are characterized by Theorem 2. As
will become apparent, the two theorems are closely related. As an applica-
tion of our results we characterize the multipliers of certain spaces of
almost-convergent sequences.

The author wishes to thank Professor R.A. Raimi for several helpful
discussions.

§ 2. Background

2.1. We denote by /* the Banach space of all bounded sequences
x=(xg. X, ...) of real numbers. The shift operator, S, on /* is defined
by (Sx),=X,,:- A Banach limit ¢ is an element of (/*)* satisfying
©=0, p(u)=1 where u,=1,n=0,1, ..., and ¢ (Sx—x)=0 for all xe/™.
It is well-known that the set of all Banach limits is a non-empty, convex,
compact subset of (£”)*.

2.2. Definition. xe/”* is almost-convergent to aeR if @(x)=a for
each Banach limit ¢. This is written F-lim x=a. (R is the set of real
numbers.)

We denote by F the space of all almost-convergent sequences and
by F, the subspace of F consisting of all sequences almost-convergent
to 0. F is a closed, non-separable subspace of /”, invariant under S and
F=F,®Ru [4].

| B .

2.3, Let S,,=—n—+—IZS‘ where S’ is the composition of the shift
i=0

operator with itself i times. We shall need the following known charac-

terization of F:
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The following conditions on an element xe/* are equivalent :
2.3.1. F-limx=a,
2.3.2. §,x converges to au in the norm of £* ;

23.3. xeau+closed span of {Sy—y|ye/*}. Condition2 can be
restated as:
234, lim 25T Xuwn
n n+ 1
Loientz [4] first proved the equivalence of 1 and 2, while the equiv-
alence of 1 and 3 can be found in [8].

=a uniformly in k.

2.4. Let ¢ denote the subspace of /* consisting of all convergent
sequences and ¢, the subspace of all sequences converging to 0. A
Schur matrix A4 is a matrix satisfying 4(/*)<c. Although we shall not
need the full force of Schur’s theorem, we shall need the following easy
corollaries of it (see [6, pp.17-22] for a good discussion of Schur
matrices):

241. IfAis a Schur matrix, then Ilm Ay, n =0, exists for each n and

ifxel™, llm(Ax) = Za X,

n=0

242. A(/™)<c, if and only zfllmz la

n=

mnl_

§ 3. Almost Schur Matrices

3.1. Definition. A matrix is called almost Schur provided that A(/*)<F.

It is the purpose of this section to characterize the almost Schur
matrices. In their paper [2], Eizen and Laush purport to give such a
characterization. Their conditions differ from ours in that no absolute
value signs appear in 3.3.3 below. The proof that their conditions imply
that A is almost Schur is insufficient. Moreover, if our (stronger) condi-
tions were substituted for theirs, their proof of the converse would then
become inadequate.

3.2. We shall need the following generalization of a lemma of Schae-
fer [9]:

3.2.1. Let {A™} be a sequence of infinite matrices. ’Ihen for each
xe/®, lim(A™ x),=0 uniformly in m if and only if llmfla‘""
uniforml; in m.

Proof. Suppose that

llm Z [af )=
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uniformly in m. Let xe/”. Then

o
2, gl Xy

n=0

lim [(4“ x),| = lim <|x|l - llm Z laim =
q q

uniformly in m.

For the converse, assume that for each xe/”, lim(A™ x),=0
uniformly in m. Then by 2.4.2, 4

hm Z laim| =

for all m. If this limit were not uniform in m, there would be an «>0 and
increasing sequences (¢;) and (m,) of natural numbers such that for each I,

x
Y lagihl za.
a=0

Thus by 2.4.2, applied to the matrix b, ,=aym there would be an xe/”
such that not

lim z am x, =

For this x, we would not have
lim Z amx

uniformly in m.

Remark. 3.2.1 is clearly a direct generalization of and corollary to
242

3.3. We are now in a position to characterize the almost Schur
matrices.

Theorem 1. A is almost Schur (i.e. A(/*)< F) if and only if:

33.1. sup Y. |ay, = [4] < +o0;

m n=0
3.3.2. F-lima,, ,=0, exists for all n; and
1 .
3.3.3. lim Z — Z Ay i w— 0| =0 uniformly in m.
49 h_0 +
Moreover, if A .satt@fte.s 3.3.1-3.3.3, then for each xe/*, F-lim Ax=

o
Y 0y X,
n=0

Proof. Suppose first that A4 is almost Schur. By Theorem 1.3.2 of [6],
|A|| <+ oo. Fix n and set ¢™, =3, ,, the Kronecker delta. Let o,=
F-lim A e™. Then since (4 ¢™), =a,, ,, we have a,=F-lima,, .



78 J.P. Duran:

Now define a sequence { B""’} of infinite matrices as follows:
b(m) =m Z Apyin-

Then each B™ is a Schur matrix. Indeed, if xe/~, (B™ x),=(S, A4 x),
which converges uniformly in m as g — .

Since for each m and n, lim by") =, 2.4.1 implies that lim (S,AX),,=
q q
lip](B‘"”x)q=Z o, X,. Further this limit must be uniform in m since
(S,Ax),, converges uniformly in m. Thus F-lim Ax=) u,x, for each x.
Now consider the sequence {C )} of matrices defined by
cm 1 .
q q D 1 Z Ay ion— %y

Since (C™ x),=(S, A x), Z o, X,, it follows that for each xe/”, we have
lim(C™ x),=0 umformly in m. Hence by the lemma, we have
q

lim Z Zam-u n %y

9 n=0 i=

=0

uniformly in m.
For the converse, we assume that A4 satisfies 3.3.1-3.3.3. Then if xe/”,

Zam-Hn n

uniformly in m. Hence F-lim Ax:Z o, x, and A is almost Schur.

[(SgAx)p— -0

3.4. Corollary. A matrix A transforms each bounded sequence into a
sequence which is almost-convergent to 0 if and only if

o 1 i
lim) [— Y a,.:,
9 a0l q+1, 5"
uniformly in mand || A| < .

=0

Proof. The proof is immediate once we observe that for each n,
%, =F-lima,, ,=F-lim Ae™=0.

3.5. There is one more corollary we would like to draw from Theo-
rem 1. However, before we can do so, we need some facts due to King [3].

Definition. A matrix A is almost conservative if:

351 A< 4+ o0;

3.5.2. F-lima,, ,=u, exists for each n; and

m,n

3.5.3. F-lim ) a,, ,=o exists.

m n=0
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A is almost regular if o, =0 for each n in 3.5.2 and a=1in 3.5.3.

3.6. The following facts are Theorems 3.1 and 3.2 respectively in [3]:

3.6.1. A is almost conservative if and only if A(¢c)< F.

3.6.2. A is almost regular if and only if A(¢)=F and lim x,,= F-lim x
for each xec. "

These two theorems are generalizations of the Kojima-Schur The-

orem and the Silverman-Toeplitz Theorem respectively. In the next
section we shall generalize them still further.

3.7. In analogy to a well-known theorem (cf. [6, Corollary 1, p. 19])
we have the following:

Corollary (to Theorem 1). No matrix is both almost Schur and almost
regular.

Proof. If A is almost regular, then o, =0 for all n. Hence we would
have the contradictory conditions that

x0 l q
lim —— ) Ay ia|=0
q ngo q+ 1 l':ZO me
uniformly in m and : 1
Iim) ———) dpyin=1
a n§0q+li§0 o

uniformly in m.
The above corollary is also stated in [2].

3.8. We give an example of an almost Schur matrix which is not a
Schur matrix. Let {a,} be a sequence of non-negative real numbers with
the properties:

1) a,>0 for all n;

2) Y a,<+o0;and

3) Y (—1)a,=0.

Define a matrix 4 by: dyp n=(—1)" @y, a3y 1.a=(—1)"""a,. Then
if xe/”, (Ax)y,,= —(AX),,,,,. Hence F-limAx=0 for each xe/~
and A4 is almost Schur. However, if x=(1, — 1, 1, ...) then (4 x), , =y @,>0
and (AX)y s 1=—,a,<0, so lim Ax does not exist and A is not a
Schur matrix.

§4. Matrices Leaving F Invariant

4.1. The next problem with which we shall be concerned is that of
characterizing those matrices which transform almost-convergent se-
quences into almost-convergent sequences. A first step in this direction
was taken by Schaefer [9]. He gave necessary and sufficient conditions
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for an almost regular matrix to transform each almost-convergent
sequence into an almost-convergent sequence with the same F-limit.
His theorem is an easy corollary of 4.4 below. As will become apparent,
the solution of the general problem rests on the characterization of
almost Schur matrices given in Theorem 1.

4.2. Theorem 2. An infinite matrix A transforms each almost-convergent
sequence into an almost-convergent sequence if and only if:

42.1. Al <+o0;

422. F-lim ) a,, ,=u exists; and
n=0

m

4.2.3. the matrix A(S—1I) is an almost Schur matrix (where S is the
shift, and I is the identity ).

Remark. Since
AS-1), .= {

Theorem 1 allows us to restate condition 4.2.3 in the following equivalent
form:

424. (a) F-lima,, ,=u, exists for all n, and

N |

b) lim ) ——

( ) 4 ngl q+1
uniformly in m.

Note also that conditions 4.2.1,4.2.2 and 4.24 (a), state simply that A
is almost conservative. Thus our conditions amount to the statement
that A is almost conservative and 4.2.4 (b) holds.

Proof (of Theorem 2). Suppose first that 4.2.1, 4.2.2, and 4.2.3 are
satisfied. If xe/*, then A(Sx—x)eF by 4.2.3. Since 4 is a bounded
linear operator on /* by 4.2.1, it follows from 2.3.3 that A(F,)<F. If
yeF, then y=x+au where xe F,. Hence A y=A4x+aAu. Since (4 u), =

am.n—l_am,n lf n=1,2,3,...
—dpy 0 if n=0

q
Z {am+i.n-1—an—1+°‘n_am+i,n} =0
i=0

. Gy, 4.2.2 shows that AueF. Since AxeF, we conclude that A yeF.

n=0
Thus A(F)<F.

Assume, conversely, that A(F)<F. Since ¢, F and F<¢”, Theo-
rem 1.3.2 of [6] shows that ||| <oo. Since ueF, there is a number «

such that a=F-lim Au=F-lim ) a,, . Lastly, we note that by 2.3.3
M op=0

S x—xeF for each xe/®. Hence A(S x — x)eF for each xe/™, ie. A(S—1I)
is almost Schur.

4.3. Using methods entirely analogous to those used in the proof
of Theorem 2, we obtain the following theorem whose proof we omit:
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Theorem 3. A transforms F, into F, if and only if

43.1. |A||# +o0; and

43.2. The matrix A(S—1I) transforms each bounded sequence into a
sequence which is almost-convergent to 0.

Remark. As in 4.2, condition 4.3.2 can be replaced by

43.3.(a) F-lima, ,=0 foralln;

| 2 .
(b) IIF,.;?FT l;){a,,,+,~_,,_l —Gpyia}|=0 uniformly in m.

44. We turn now to the question of consistency—i.e. we wish to
describe those matrices 4 which map F into F in such a way that
F-lim x=F-lim A x for all xeF. It is clear that a necessary condition
for this to occur is that A be almost regular. This is also sufficient.

Theorem 4. Suppose that A transforms F into F. Then F-lim x=
F-lim A x for each xeF if and only if A is almost regular.

Proof. Suppose that A(F)SF and A is almost regular. Then A
satisfies conditions 4.2.1, 42.2, and 4.2.4. By the definition of almost
regular, we have a=1 in 422 and o,=0 for each n in 4.2.4(a). The
latter fact implies, via 3.4, that A(S—1I) maps /% into F,. Linearity
and continuity of A now yield that A(F,)<F,. Moreover, we have

1=F-limY a, ,=F-lim Au.

Now if xeF and F-lim x=aq, then x=y+au where yeF,. Hence
F-lim A x=F-limA y+a-F-limu=a.

The converse, as noted previously, is trivial.

4.5. As an immediate consequence of the foregoing, we have:

Corollary. A(F)cF and F-lim A x=F-limx for each xeF if and
only if conditions 4.2.1, 42.2, and 4.2.4 are satisfied with a=1 and o,=0
for each n.

4.6. We conclude this section by giving an example of a matrix A
which transforms F into F in a consistent fashion but which does not
satisfy A(c)<c, i.e. which is not regular.

Define 1

a,,=4 m+1

0, n>m.

[+(=1)"], O=ns=m

That the matrix A so defined has the asserted properties is a straight-
forward verification left to the reader.

6 Math. Z., Bd. 128
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§ 5. An Application-Multipliers

5.1. Definition. Let E be a closed subspace of /*. the multipliers of
E are defined to be the set

Mg={xel*|xyeE VyeE}.

(Multiplication is coordinatewise.)

It is clear that ./, is a closed subalgebra of #* contained in E. Also,
if ueE, then #; < E. Thus M S F. However, it is not clear that .4, S F,
and we shall see that this is in fact not the case. We remark that Lloyd [5]
has shown that even when ueE, M need not be a maximal closed sub-
algebra of /* contained in E. In fact, M fails to satisfy this property.

It is the purpose of this section to use Theorems3 and 2 to char-
acterize .#y, and ./, respectively. The space .#; has already been char-
acterized by Chou [1] Our characterization of //l ,» however, seems to
be new.

5.2. For ye/™, let |y| denote the sequences defined by [y|,=|y,|. We
have:

Theorem 5. Let xe/™. x€My, if and only if |Sx —x|eF,.

Proof. Let M be the matrix such that My=xy for all ye/™, i.e.
M,, ,=X,,6,, ,- Then clearly xe.#,_ if and only if F, is invariant under M.
Smce M satisfies 4.3.1 and 4.3.3(a) in a trivial way, xe.#, , precisely
when M satisfies 4.3.3 (b). Now for M this latter condition becomes

m+n—1 _xm+n|=0

uniformly in n. This is easily seen to be equivalent to
F-lim|S x—x|=

We remark that Petersen and Zame ([7, Theorem 3]) have shown
that if |[Sx—x|eF,, then xeMy, . They did not, however, consider the
reverse inclusion and their methods differ greatly from ours.

5.3. We give an example of a sequence x¢F, but such that xe M,
Let x=(1,0,1,1,0,0, 1, ...) where the blocks of 0’s and 1’s grow equal-
ly. The verification that x has the asserted properties is easy and is
left to the reader.

54. The following theorem follows from Theorem2 exactly as
Theorem 5 follows from Theorem3. (It is also a consequence of
Theorem 5.) We therefore omit the proof.

Theorem 6. Let xe/*. xe ./ if and only if xeF and [Sx—x|eF,.
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Uber die Faltung schlichter Funktionen

Stephan Ruscheweyh

1. Einfiihrung

Mit S.C.S* K scien die Familien der im Einheitskreis EK:=
{z]|z| <1} holomorphen und in der iiblichen Weise normierten, schlich-
ten. fast-konvexen ', sternformigen bzw. konvexen Funktionen bezeich-
net. Bekanntlich ist S> C>S*> K. Wenn

@)=Y a5 g2)=) b2
k=0 k=0
in EK holomorph sind, so sei
h(z)=(f*g)(2):= Y, a; b, 2*
k=0

das Hadamardprodukt von f und g.
Polya und Schonberg [5] stellten die folgende Vermutung auf:

ek, geK =fxgeK, (1)
feS* geK = [+geS*. (2)

Dic Vermutungen (1) und (2) sind offenbar dquivalent. Ein Beweis konnte
bisher nicht gefunden werden, lediglich einige Teilmengen von K und S*,
fiir die (1) und (2) richtig sind, wurden konstruiert (s. z.B. Mairhuber et al.
[4], Ruscheweyh [8]). Suffridge [13] konnte jedoch eine schwiichere
Aussage beweisen:

Lemma 1. i
feK, gekK = fxgeC. 3)

Die Vermutung von Poélya und Schoenberg legt die Betrachtung der
Funktionenfamilie

M:={feS|fxgeS fir alle ge K} 4)

nahe. Wiihrend nach Lemma 1 K <M gilt, wiirde (2) S$* =M bedeuten.

Man kann leicht sehen (Satz 1), daB in M die Bieberbachsche Vermutung

richtig ist, jedoch ist M %S wie ein — aus anderem AnlaB konstruier-
tes — Beispiel von Epstein und Schoenberg [1] zeigt.

! Im englischen Sprachgebrauch: close-to-convex.
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Das wichtigste Ergebnis dieser Arbeit ist der

Satz 4. Sei f€S. Es gebe ein ae R und Zahlen B, yeC mit BIS1|y|£1,
so daf} in EK _
Ree®(1-B2)(1-y2) f'(2)>0 (5)

gilt. Dann ist fxge C fiir jedes ge K. Insbesondere ist fe M.

Dieser Satz umfaB3t, neben der Aussage von Lemma 1, auch bekannte
Ergebnisse von Rahmanov [6] und Sheil-Small [11]. Der Beweis basiert
auf einer Dreipunkteformel fiir die Funktionen aus K (Satz 3), die eine
grolle Anzahl bekannter Abschitzungen fiir diese Funktionen als Spezial-
fall enthalt.

Herrn Dr. K.J. Wirths bin ich fiir wertvolle Diskussionen zu Dank verpflichtet.
Unterstiitzung bei der Abfassung dieser Arbeit wurde vom Sonderforschungsbereich 40
(Theoretische Mathematik) gewiihrt.

II. Eigenschaften der Familie M

Wir beweisen zundchst, daB in M die Bieberbachsche Vermutung
richtig ist.
Satz 1. Sei f(z)= ) a,z*e M. Dann ist |a,| <k, ke N.

k=1
Beweis. Man verifiziert leicht die Giiltigkeit der folgenden Aussagen
z+oXeKe|o| <k 2, (6)
z+oeSe|o|Sk !, (7)
fiir k=2, 3,.... Wegen (4) und (6) ist

G

2 Z*eS,

Zk
f* (z+k—2) =z+

und mit (7) folgt die Behauptung.

Sehr wichtig fiir viele Untersuchungen ist die im niichsten Satz aus-
gesprochende Charakterisierung der Familie M.

Satz 2. Sei f(z) in EK holomorph, f(0)=0, f'(0)=1. Dann gilt
feMaL(f*p)#:O fiir alle ze EK und alle pe S*. (8)
z

Zum Beweis bendtigen wir ein Ergebnis von Suffridge [13]:

() -g(o2) _

Lemma 2. Sei geK, |o|< 1,0+ 1. Dann ist £ —o S*.
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Beweis (von Satz 2). 1) Seien fe M und pe S*. Dann ist

g(z):= j: dxeK,
0

. 1 .
also f*geS. Hieraus folgt (f*g)'=— (f*p)+0in EK.
z

2) Seien geK, h=f*g. Seien z,,z, beliebig in EK gewdhlt mit
g(z)—gloz) cs*

|z,|=|z,), z, % z,,und seig =z, /z,. Nach Lemma 2 ist p= —o

’

h(z)—h(o2)
(1—o0)z
z=1z, %0, so folgt aus der Voraussetzung h(z,)—h(z,)#0, also heS. Da
Z

; ; ey 2L
und eine leichte Rechnung zeigt —(f*p)= . Setzt man
z

g2o(2)= - €K und f*g,= [ ist, haben wir mit dem Obigen auch feS

bewiesen. Damit ist alles gezeigt.

Als niichstes geben wir ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir an, daB gewisse Funktionenfamilien in M liegen. Dazu bezeichnen
wir fir jedes feste he K:

Ah:={f€S|Re [ei“ il—((zzi] >0 fiir ein aeR, zeEK}. 9)

Offenbar ist 4, < C (siche z.B. [3]), und es gilt:
Lemma 3. A, M ist gleichbedeutend mit

zh
*8
l1—az 1
Re—————>— firalle|a|<1,zeEK, und alle geK. (10)
zh' % g 2

Bemerkung 1. Da | ) A,=C ist, beinhaltet die Richtigkeit von (10)
heK

fiir alle heK die Relation Cc M. Dafiir sprechen auch verschiedene
andere Ergebnisse in [9], die die Variabilitdtsbereiche von @ und
zf'(2) .

in C und M vergleichen.

/()
Beweis. Nach Satz 2 ist die Aussage 4, M gleichbedeutend mit

%(f*p)#o fir alle peS*, feA,. (11)

Sei P die Familie der in EK holomorphen Funktionen F(z), fiir die dort
Re F(z)=0 und F(0)=1 gilt. Eine Funktion feS ist genau dann in 4,,
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wenn sie eine Ableitung der Form
f'(z)=e""H (z)[cos o F(z)+isina] (12)

m 7

2

p(x)
X

dxeK.

mitFePundae[

] besitzt. Sei nun peS*, also g(z)= |
Dann ist 0

L 1.
S Uxp=—1(zf"*9)

(zh' F % g) cos o+ i ¢
z z

(zh' % g)sina,
und (11) ist dquivalent mit

zh'Fxg o sino
—i
zh'xg cos o

fiir alle ae[—%—;’-] FeP, geK. (13)

Da die Funktion auf der linken Seite von (13) in z=0 den Wert 1 hat,
folgt aus dem Satz iiber die Gebietstreue, daB (13) dquivalent zu

zh'Fxg

Re -
zh xg

>0 fiir alle FeP, geK, (14)

ist. Nach der Formel von Herglotz [2] stimmt P iiberein mit der Menge
der Funktionen
1 2% 14ze i®

Fa)= 2n g l—ze i®

du(p),

wobei u(¢p) eine monoton wachsende Funktion mit u(27)— u(0)=2mn ist.
Setzt man fiir festes ge K, ze EK

, L4ze i@
Zh ‘_.‘-‘*g
l—ze™ '
k(p)=Re -
zh'xg
so ist nach (14)
1 2n
£ | k(p)du(p)>0 fiir alle zulédssigen ().
0

Das ist aber genau dann der Fall, wenn k(¢p)>0 fiir alle ¢ e[0, 27] ist.
Beachtet man nun noch

zh'

_Eh e
1 [—az 1 ,
—k(p)=Re——= ___—_ g=e-i®,
g K@)=Re—nrm——5» a=e

so wird die Aquivalenz von (10) und (11) deutlich.
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Bemerkung 2. Sei fiir festes he K: A, =M. Wenn dann-hxgeK fiir
alle geK ist (das ist z.B. der Fall, wenn Vermutung (1) richtig ist), so
kann man aus (12) und (14) sofort ablesen:

JeA,. geK = fxgeA,, cC. (15)

heg
II1. Eine Ungleichung fiir Funktionen aus K

Wir wollen (11) fiir einen Spezialfall beweisen. Dazu bendtigen wir
die folgende Dreipunkteformel fiir die Funktionen aus K:

Satz 3. Sei ge K, z;€ EK, j=1, 2, 3. Dann gilt:

Re [—?‘~-— e g(ZZ’_g(Z‘)]gl- Re 5 (1)
z,—23 z;—2z; gl(z,)—gl(zs) 2 Z;—23
Beweis. Nach Sheil-Small [10] ist fiir he K, x, ye EK
x  h(x)—h(y) 1
e ] 17
¢ [h(x) xX—y ]‘“ 2 (17)

Sei nun g die im Satz genannte Funktion, von der wir ohne Beschridnkung
der Allgemeinheit annehmen wollen, daf sie in |z| =1 holomorph ist. Sei

Ntz )_ o
g(1+fﬁ1 g(z)

h(n):= -
P g =1z
also h(n)eK, und x=%, y:%;. Dann folgt aus (17),
angewandt auf h(y): it T

v

RC[ 1—2,7; z,—1, g(zz)—g(:.ll_:l 1
I=|z,|* z,—z; glz;)—gl(z) 2

also

Re[ 1 _ Z7 73 g(zz)—g(zl)]go
1—-2z32; z,—z; g(z;)—gl(z3)

Aus Stetigkeitsgriinden ist diese Beziehung auch noch fiir |z,|£1,
|z;| =1, z, % z, giiltig. Fiir |z,|=1 folgt

zy  z;—z3 g(z,)—8l(z)
R 1 2 3 .>_0 18
3[21_23 74 g(zz)_g(23)]_ (18)

Wie man unmittelbar sieht, ist fiir festes z,€ EK die Funktion

z,  zp—z3 glzy)—glz) ~i Z1tzy
21—23 25— 2, g(zz)—g(z3) 2 Zy—zZ3

H(z, z3):=
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im Dizylinder |z;|<1, |z;]<1 holomorph. Auf dem Rand gilt jedoch

zi+zy

1
Re H(z,2;)2 — Re 0.

21— 23
Aus dem Minimumprinzip fiir harmonische Funktionen folgt nun (16).

Bemerkung 3. Eine leichte Umrechnung zeigt, daB (16) dquivalent

zu der Formel
7

re A=0(I=pa(=72) " 1
z " 2

v

(19)

(1—B2)(1—y2)
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