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Math. Z. 111, 333 — 349 (1969)

Kanonische Normalformen
kontrahierender biholomorpher Abbildungen im €3

ERNST PEScHL und LubwiG REICH

§ 1. Einleitung

Eine Abbildung F: x=(x,, ..., x,)eC"—xV=(x{", ..., x")eC" (bzw. ein
Automorphismus des Potenzreihenringes):

xj= Zaklxl""‘nk(x), k=1,...,n; |a,|=+0, (1)
=1

mit in Umgebung von x=(0, ...,0) konvergenten (bzw. formalen) Potenz-
reihen P, (x) in x iiber € einer Ordnung ord R, =2 heiBt biholomorphe (bzw.
formal-biholomorphe) Abbildung mit anziehendem Fixpunkt x=(0,...,0),
auch kontrahierende Abbildung, wenn fiir die Eigenwerte p; von llag, | gilt:

0<|pil <1, i=1,...,n. 2)

Essei 4 (bzw. 4,) die Gruppe der biholomorphen (bzw. formal-biholomorphen)
Koordinatentransformationen T

xi= Yy dy yi+ T (), |di,| #0,
=1

Q)
W= TP+, k=1..m,
I=1

mit in Umgebung von y=(0,...,0) konvergenten (bzw. formalen) Potenz-
reihen einer Ordnung ord I, = 2. Bei Anwendung eines Te 4 (bzw. 4,) bleibt
die Gestalt (1) erhalten. Es ist daher die Frage naheliegend:

Wie lautet die vollstindige Klassifikation der Abbildungen (1) mit der Eigen-
schaft (2) gegeniiber der Gruppe A (bzw. A,)? Wie lauten iibersichtliche Normal-
formen?

Diese Fragen sollen hier fiir kontrahierende Abbildungen des C* vollstindig
gelost werden. Wir fiihren nun einige Abkiirzungen ein: In Hinkunft werde
das n-tupel x="(x,, ..., x,) von Koordinaten (bzw. Unbestimmten) als Spalte
geschrieben. 4 bezeichne die Matrix |ay,); und P(x) einen Spaltenvektor,
dessen Komponenten die Potenzreihen R, mit ord B, =2 sind. Dann werden
wir in dieser Arbeit folgende Bezeichnungen fiir die durch Potenzreihen
gegebenen Automorphismen oder Koordinatentransformationen, wie z.B. (1)
oder (3), verwenden:

xV=Fx=Ax+P(x)

4
=ZL{F}x+R{F}x.

24 Math.Z. Bd. 111



334 E. Peschl und L. Reich:

Dabei bedeutet: 1. A die zur linearen Abbildung

n
(1) _
Xk = Zaklxl
=1

gehorige Matrix ||ay, ||, wobei diese Abbildung auch mittels des Operators &
als Z{F} geschrieben wird, so daB also % der gegebenen Abbildung F ihren
Linearteil zuordnet. 2. PB(x) die aus den Potenzreihen B, (x) gebildete Spalte,
die wir auch in analoger Weise durch den Operator % der Abbildung F zu-
ordnen. £ {F} x heiBe der nichtlineare Teil von F. Entsprechend schreiben wir
die Koordinatentransformation (3) als

x=Ty=Dy+Z(y)
=ZL{T}y+R{T}y.

Zur Beantwortung dieser Fragen und zur Untersuchung der geometrischen
Eigenschaften von (1) wurden in [4], aufbauend auf [31, zunéachst halbkanoni-
sche Formen abgeleitet. Sie sollen hier kurz erliutert werden. Durch Um-
numerierung, also durch eine lineare Koordinatentransformation, kann man
(2) schreiben als:

0<|p,l Zlpn_sl=---=lpyl< 1. ©)

Ferner werde durch eine lineare Transformation % {F} auf Jordansche
Normalform J transformiert. Entscheidend fiir die Gestalt der halbkanonischen
Formen sind die Relationen:

p=pt... o 420, a€Z, Y a22. (6)

Unter der Voraussetzung (5) gilt :
(1) Es gibt hichstens endlich viele Relationen (6).
(i) Eine Relation (6) hat die Gestalt

Pi=p1... PR, @)
dho=-=a,=0.

Ein Monom x{'... x», abkiirzend mit x* bezeichnet, wenn o=, ..., %,)
bedeutet, heie Zusatzmonom, wenn sein Exponentenvektor « zugleich Ex-
ponentenvektor in (7) fiir ein p,=p{' ... pf«~t ist. Dann gilt nach [4,3] und [5]:

Eine biholomorphe (bzw. formal biholomorphe ) Abbildung F mit anziehendem
Fixpunkt 'x°=(0, ..., 0) ldpt sich durch eine Transformation T aus A (bzw. 4,)
auf eine sog. halbkanonische Form N transformieren, fiir die gilt:

(1)) £ {N} hat Jordansche Normalform.

(ii) Z{N} x=P(x) ist polynomial, und zwar treten in der k-ten Zeile héChf
stens diejenigen Zusatzmonome mit von Null verschiedenem Koeffizienten auf,
deren Exponentenvektoren o zu einer Relation (6) fiir p, gehoren.
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T ist i.a. nicht eindeutig bestimmt, so daB die halbkanonischen Formen,
die schon viele Aussagen iiber den geometrischen Typus von F zulassen,
i.a. keine Normalformen zu sein brauchen. Es wurde aber in [4] gezeigt, daf3
bei biholomorphem F jede Transformation Te 4, auf halbkanonische Form
schon in 4 liegt, so daB also die formalen und die transzendenten A'quivalenz-
klassen in diesem Fall iibereinstimmen. Es wurde ferner gezeigt (s. § 2), daB die
sich anschlieBende Untersuchung, welche halbkanonischen Formen noch
dquivalent sein konnen, ein rein algebraisches Problem ist, in dem nur Poly-
nome eine Rolle spielen. In der vorliegenden Arbeit wird das fiir die Abbildun-
gen des € behandelt. Es zeigt sich, daB dabei an einer Stelle das Normalfor-
menproblem von Formen gegeniiber der projektiven Gruppe hereinspielt,
so daB also im allgemeinen Fall der Abbildungen des C" Losung stets nur
Zuriickfiihrung auf diese Fragestellung der klassischen Invariantentheorie zu
verstehen ist (vgl. [4]). Unsere Methode ist die der moglichst starken Normie-
rung (§ 3).

Es sei noch bemerkt, daB das formale Problem der halbkanonischen For-
men bei allen algebraisch abgeschlossenen Grundk&rpern gleich zu behandeln
ist. Bei der Aufstellung der Normalformen ist jedoch unsere Methode nur
fir C anwendbar, da in gewissen Fillen einige K oeffizienten der Normalformen
durch Bedingungen fiir ihre Argumente festgelegt sind.

Das zu unserem Problem véllig analoge Normalformenproblem fiir ana-
Iytische Differentialgleichungssysteme in Nihe einer Gleichgewichtslage fiihrt
auch zu vollig analogen Aussagen. Diese sollen im AnschluB an diese Unter-
suchung ganz kurz in einer weiteren Arbeit angegeben werden.

Den Uberblick iiber die Normalformen stellen wir an den SchluB der Arbeit.

§ 2. Die moglichen Relationen und die halbkanonischen Formen
Aus den allgemeinen Sitzen in [5] iiber die Struktur des Relationensystems
Pe=p1 ... p* unter der Voraussetzung (5) ergeben sich fiir die Abbildungen
im € folgende Moglichkeiten, wobei jeweils alle Relationen angefiihrt werden:
L. Drei verschiedene Eigenwerte p,, p,, ps.
Ro:  Keine Relation (6).
Ry p,=p}; keine Relation fiir p.
Ry Keine Relation fiir py; ps=pi**® p8=* mit festen nichtnegativen
%oy, B, By, 0Sa<ay, A=0, ..., [B/B,].
Ry: py=p}, v=2; py=p2** pB=* mit o, 20, fest, 0<a<v, k=0, 1, ..., B.
2. Zwei verschiedene Eigenwerte P1s P2
Ro:  Keine Relationen (6).
R;: Pr=pjy.
3. Ein Eigenwert p,.
Ro:  Keine Relationen (6).

24



336 E. Peschl und L. Reich:

Von den halbkanonischen Formen fiihre ich hier nur diese an, in denen
Zusatzmonome auftreten konnen. Dazu fiihren wir die fiir die Jordanschen
Normalformen iiblichen Segre-Symbole ein (vgl. [1], S. 350). Die Jordansche
Normalform wird durch ein Schema ganzer Zahlen beschrieben, welche die
Zeilenzahlen der Kistchen angeben. Kistchen zu denselben Eigenwerten
werden in einer runden Klammer zusammengefaBt, das ganze Segre-Symbol
wird in eine eckige Klammer gesetzt. Wir erhalten im € folgende Typen, die
wir spéter auch noch mit J¥, v=1, ..., 8, bezeichnen:

JP=[111], JP=[11) 1], JP=[1 (1 1)],
J9=[21], JO=[12], JO=[11 1], JO=[Q 2],
J® =[3].

Vom Standpunkt der Gruppe der projektiven und auch der biholomorphen
Transformationen konnten einige der J noch #quivalent sein. Aber wegen
der Normierung (5) ist das hier nicht mehr méoglich.

Die halbkanonischen Formen x"=Nx=J"x+%{N}x=J" x+ P(x),
in denen Zusatzmonome auftreten konnen, lauten in ersichtlicher Verkniipfung

der Symbole J® und R,, wobei nur diejenigen Komponenten P(x) notiert
werden, die nicht a priori Null sind:

(JY Ry): PB(x)=ax}, aeC.

[B/81]
O,Ry): B(x)= Y bxi*** x4~ pheC.
A=0

(JY R;): B(x)=ax}, acC; 5(x)=k2”:0bkx°{+"”x§“"; beC.
(UP,R): B(x)= AZ:ZObl x1~* x4, byeC.

(J,R)): B(x)=ax], aeC; PB(x)=bx], beC.

(J®,R,): P_:,(x)=lgoblx{“‘x§, b,eC.

(J®,R,)): PB(x)=ax}, aeC; P(x)=bx], beC.

§ 3. Die Gruppe der zuliissigen Koordinatentransformationen

Wie schon in § 1 gesagt wurde, geniigt es beim Ubergang von den halb-
kanonischen zu den kanonischen Formen solche Transformationen T zu be-
trachten, die zwei halbkanonische Formen ineinander iiberfiihren. Dariiber
wurde zundchst bewiesen (vgl. [4]):

Hilfssatz 1. Eine Transformation T mit & {T}=E, T: x=y+3X(y), die zwei
halbkanonische Formen F, F, ineinander iiberfiihrt, ist polynomial, d.h. T(y)

ist ein Polynomvektor Q, und in Q,(y)= Y. t® y" sind hochstens diese t%+0,
Ivlz2
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die mit Zusatzmonomen zu einer Relation (6) fiir den Eigenwert p, von F, multi-
pliziert sind.

Offensichtlich bilden diese T eine Gruppe I'*; I'* besteht, wie leicht zu
ersehen (z.B. aus [4]), aus allen und nur den Transformationen x = y+I(y),
so daB in T, (y) nur Zusatzmonome (zu einer Relation fiir pi) auftreten. Das
Produkt zweier umkehrbarer Substitutionen T;, T, in Potenzreihenringen
werde mit T, o T, bezeichnet. Es sei nun T eine beliebige Transformation aus 4,
welche eine halbkanonische Form N in eine andere transformiert. LT}
1iBt dann # {N} invariant, d. h. also, eine bestimmte Jordansche Normalform.
Wenn wir T=%{T}o T, zerlegen, so folgt

(i) Z{T,}=E, die Identitit,

(i) T; fiihrt die halbkanonische Form in eine andere iiber.

(i) ist klar. (ii) ergibt sich daraus, daB . {T} schon fiir sich die halbkanoni-
sche Form in eine andere iiberfiihrt. Dies folgt aus dem

Hilfssatz 2. Ist L eine lineare Transformation, die den Linearteil & {N} einer

halbkanonischen Form invariant lapt, so fiihrt L N in eine halbkanonische Form
iiber.

Beweis. Wir haben zu zeigen: L™'o N o L ist halbkanonisch. Offensichtlich
ist Z{L'oeNoL}=L"'0o%{N}oL=%{N}. Es ist noch zu zeigen, daB in
L~'oNo L nur die Zusatzmonome von N an ihren Stellen auftreten. In No L
treten, wie aus einem allgemeinen Hilfssatz in [4] iiber die Substitution von
Zusatzmonomen in ein anderes sofort folgt, nur wieder die Zusatzmonome von
N an ihren Stellen auf. Ferner ist L~ eine lineare Transformation, die . {N}
invariant 14Bt, und wirkt deshalb so, daB nur jeweils Monome aus den Zeilen
des Kidstchens zu demselben Eigenwert, also auch denselben Relationen und
Zusatzmonomen linear kombiniert werden. Also ist L~'o NoL eine halb-
kanonische Form. Fiir unseren Fall des C? 14Bt sich dies auch alles leicht
explizit ausrechnen. (Die Gestalt der Transformationen L wird im Hilfssatz 5
ermittelt.)

Aus den beiden Hilfssitzen folgt zusammenfassend

Hilfssatz 3. Jede Transformation T, die eine halbkanonische Form N in eine
andere iiberfiihrt, hat die Gestalt T=Lo T,, wobei L & {N} invariant lapt, und
Ty eine Transformation mit ¥ {T,}=E bezeichnet, die N in eine halbkanonische
Form iiberfiihrt.

Hilfssatz 4. Fiir die Transformation T=%{T}y+R{T}y einer halb-
kanonischen Form N in eine andere gilt :

() L{T} lapt die Jordansche Normalform von ¥ {N} invariant.

(i) In R{T} treten hochstens die Zusatzmonome von N an ihren Stellen
wirklich auf.

(i) Umgekehrt ist jede Transformation von T mit den Eigenschaften (i),
(ii) eine Transformation von N auf halbkanonische Form.
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Beweis. Der Beweis ergibt sich wie bei den Hilfssitzen 1—3. Die T mit
(i), (i1) bilden offensichtlich eine Gruppe I' (>TI'*). Wegen (ii) erhalten wir daher
bei Zugrundelegung der Gruppe I' nicht nur die formalen, sondern auch die
transzendenten Normalformen.

Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: Eine (n, n)-Matrix A, die in
J Matrizes Ay, ..., A;, die symmetrisch entlang der Hauptdiagonale von A
stehen, zerfillt, und sonst nur 0 enthilt, werde geschrieben als A=diag(4,,...,4 );
speziell A=diag(a,, ..., a,) fiir eine Diagonalmatrix. Wir beschlieBen diesen
Abschnitt mit

Hilfssatz 5. Es sei a+0, A eine beliebige (2, 2)-Matrix mit det A+0, H eine
beliebige untere Halbdiagonal-(2, 2)-Matrix, mit det H *0. Dann gilt :

Die linearen Transformationen, die J® in sich transformieren, werden gege-
ben durch simtliche lineare Transformationen mit den Matrizes:

A) JV: AV =diag(a,, a,,a;), det AV+0.
B) J®: A®=diag(4, a)

Q) J®: A®=diag(a, A)

D) J®: A% =diag(H, a)

E) JO):  A® —diag(a, H).

Beweis. A), B), C): Die Transformation, welche die Jordansche Normal-
form J, v=1,2,3 (mit den Eigenwerten p,, p,, ps) invariant LABt, heiBe
AV=(a}})). Es soll also gelten J™o A =AM J™ Dies liefert im Fall A)
folgende neun Relationen

(pi_pk)agrc)=0’ ia k=1a2, 3. (8)
Fir p; # py (also i +k) folgt: a;, = 0. Damit ist A) gezeigt. Offensichtlich gehen die
Gleichungen fiir a;; aus der Relation J™o 4™ = A6 J® im Fall B) (bzw. C))
aus (8) durch die Spezialisierung p, — p,, P2 P1, 03— P2, (bzW. py — py, pr— P2,

P3— p;) hervor. Damit folgt im Fall B)
—py)ay=0, .
(p1—p2) a3 i=1,2.

(p1—p2)a§)=0

also aly =a$) =0 fiir i= 1, 2. Die zusitzliche Behauptung heiBt, daB |a!})| #0 ist.

D), E): Es geniigt, den Fall D) zu behandeln. J®o 4™ = 4™ o J® fiihrt zu
folgenden neun Gleichungen fiir die af):

= = — ) )
praii=paii+at},  al+piai=p afl+a8),  p,al)=p, ) +as),

o) o _ ) _ )
praty=pi a3, af)+p, a%)= p1a%},  pyaS)=p,a$),
- — ) (v) (
pray=p, a3, a) +p1a¥)=p, a8}, p, afl=p, a$}.

ag"% =0. Die

_-Z

Da p,+p,, folgt leicht a{}=a{}=0, a)=a$}, a}=0, af
zusitzliche Behauptung folgt aus |a(}|+0.
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§ 4. Die Normalformen bei einfachen Eigenwerten

Die Methode der Transformation auf Normalform besteht darin, durch
geeignete Festlegung bestimmter Koeffizienten % der Transformation be-
stimmte Koeffizienten der halbkanonischen Form méglichst zu normieren,
z.B. ihnen den Wert 0 oder 1 zu erteilen, so daB die iibrigen Koeffizienten in
dieser speziellen halbkanonischen Form festgelegt sind, sich also nicht mehr
dndern, wie immer die noch unbestimmt gebliebenen Koeffizienten der Trans-
formation gewéhlt werden. Diese speziellen halbkanonischen Formen erweisen
sich als Normalformen. Denn sind zwei halbkanonische Formen Aquivalent,
und berechnet man beide Male nach demselben wohldefinierten Verfahren
die noch stirker normierten halbkanonischen Formen, so miissen sie iiber-
einstimmen. Andernfalls konnte man die iibrigen Koeffizienten doch noch
durch Transformation, entgegen der Definition dieser speziellen halbkanoni-
schen Form, noch einmal stirker normieren. Wir beginnen mit

Hilfssatz 6. Es sei die halbkanonische Form N aus (JY,R)), v=1, 2, 3, vor-
gelegt. Dann existiert eine Transformation aus der zugehorigen Gruppe I', so
dapin T"'oNoT=M mit M: yV=JVy+ K (y) gilt:

K,=¢y", &=0,1.
Eine halbkanonische Form mit ¢=0 ist zu einer solchen mit ¢= 1 nicht dquivalent.
Im Falle (J', R,) ist dadurch die Normalform erreicht.
Beweis. Wir setzen fir N, M, T an

N: xP=JOx+P(x) mit PB(x)=ax!,

M: yP=JDy+K(y) mit K,(y)=Ay,

- {X=A‘”y+ Q(y) mit Q,(y)=63 )},

xM = 4D y“’+Q(y‘”).
Wir kénnen nun x4 mittels obiger Ansitze auf zwei Arten als Polynom in den
y ausdriicken und erhalten:
p2(az y2 + 1580 Y1) +alay 1) =ay(p2 y2+ A1)+ 1880 0y 1)

Wegen der Relation R, heben sich die mit #2), multiplizierten Ausdriicke weg,
und es folgt: aal=a, A.
Somit gilt: a=0<> 4=0. Falls a+0, kénnen wir 4A=1 setzen und erhalten

aaj=a,. W.z.z.w.

Hilfssatz 7. Es liege der Fall (J', R;) mit P,%0 vor. Dann lautet die Normal-
form N
Nx=JYx+P(x) mit B(x)=x}
und
B(x)=exixt, e=0,1.

Die beiden Fille =0 und e=1 sind nicht dquivalent.
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Beweis. Wir setzen wieder fiir N, M, T an:

N: xW=J® x4 P(x),
B(=axl, B()=Y bxi** x4k,

M: yD=JWy4K(y), o
K, (y)=4y, Ka(y)=kioBky‘f+”"y€“*;

T {X=A(”)’+Q(,V) mit  Q,(y)=t{3 y,
=AY LQOD),  Qy0)= 3 o ity

k=0

Wir wissen schon, daB wir mit a,=aa} die Normierung 4 =1 erreichen kén-
nen. t3), bleibt dabei unbestimmt. Es folgt wie oben:

8
P3 (03 Y3+ Z tgzvk,ﬁ—k,o yitk yg_k)
k=0
4 K 2 k
+ Zbk(al Y ay ya+ 63, 1P
k=0

=as (P
& s K K
+ ZtL+vk,ﬁ—k,0(P1 VT oy ya+ AP E
k=0

)
3V3+ Y B it ,Vg_k)
k=0

Fiir die letzte Summe auf der rechten Seite erhalten wir durch Umsummierung:

B B—k
A —24 43 A -2
L et 3 (P it
Ai=0 b+k=24 K

Osksi-1

3 Av . B—2
o tglzv,p—a,o} Vitrd ya-2

Aufgrund der Relationen R; hebt sich der erste Teil dieser Summe gegen
Ausdriicke auf der linken Seite weg; aus dem restlichen heben wir noch den
Term k=A—1, k=1 hervor, so daB bleibt:

8
Zo {(B—A"' 1) pitra-Dph-14. tﬂ(i-l)v.p-ul,o
A=

B—k - _

+ 3 (T e Aot
0sk%32,

Koeffizientenvergleich liefert nun:

a3 By +(B—A+1)pit A-Dpb-14. tﬂ(;.-l)v,p—ux,o

— . 3 3 3 . H2)
=pi(bj;ay,a;, 4,13} ,, e PR tu(z—z)v,ﬂ—uz,m £y00)

©



Normalformen kontrahierender Abbildungen 341

fir A2 1, wobei p; ein Polynom in den angeschriebenen Argumenten ist. Dazu

kommt
a3 Bo=ai- a5 by. (10)

Es folgt aus (10): by =0< B,=0. Falls b,+0, so konnen wir B,=1 erreichen
durch a;=ajah by, und es ist a;+0, falls wir a,a,+0 nehmen, wie es sein
muB. Aus dem Gleichungssystem (9) ergibt sich wegen A +0 sukzessive durch
geeignete Wahl von ) ; 1), 5 2410, A21, B;=0,121. W.zb.w.

Hilfssatz 8. Es liege der Fall (JV, R;) vor mit P,(x)=0. Die Normalformen
xW=JD x + P(x) werden dann folgendermafen beschrieben:

Entweder gilt Py(x)=¢x3*#, ¢=0, 1, wobei die Fille ¢=0 und ¢=1 nicht
dquivalent sind, oder es ist

B(x)=x{*"x5""+ Y B,xit**x§7%  r<B,
k>r+1

wobei gilt: (i) r ist die kleinste Zahl, so dap in einer halbkanonischen Form der
Aquivalenzklasse b,+0. (i) x3*"+Y x8-"=1 hat, falls B=r+1, den Koeffizien-
ten 0. (iii) Unter der Annahme B,=1, B, , =0 ist es schon festgelegt, ob fiir
A>r+1 (falls dann noch f=1) B;=0 oder B;+0. Es seien B, ., ,B,,,,...,
B, ..., ro<r <r,<---<r,die von Null verschiedenen Koeffizienten. Fiir sie gilt:

Es sei
(0)
:—;:%’ (G(ZO)a 65\?))=1’ r0=a$\10)r(()“’ Us\?)>1,
r_z—LZn ( (0) _(0) =1. riO= (1) p(2) )
r(()l)_a_g)’ oz508)=1, ry’=0§N'15", on'>1,
(11)
A

o D Gt _
=T (@)=L, I =af I, o> 1, falls j=<,
rg=0 " GG

bzw.

tiy1 09 D () () — ~0) J0+D 0D it1<

5= (P.eP)=1 =0 1§*P, o =1, falls j+1=7.

o oN

Dann gilt :

2n 27
B,.,=1, 0SagB,,,<—qg,....08a1g B, ,, <—=p;

oN oN

B, i1 1> --es B, ., sind dadurch festgelegt.

Zwei Formen, bei denen nach der oben ganannten Normierung die Vektoren
(Bo, ..., Bg) verschieden sind, sind nicht dquivalent.
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Beweis. Wir setzen fiir N, T M=T-"'oNo T an:

8

N: xXV=JVx4P(x) mit B(x)= ) b, xa+kvxf-k
k=0

1 1 s 4 k k

M: yU=JVy+K(y)  mit Ky(y)= Y B, yit* Bk,
k=0

B
T x=ADy+Q(y) mit Qa()’)zkzotﬂkv,ﬂ_k,o yirhvyh-k
x‘”=A‘”y“’+Q(y“’).

Es folgt, durch Berechnung von x{) auf zwei Arten:

as(p3 ys +Z B, }’T+kvyg_k)+; tﬂkv.ﬂ—k, 0P Y1)y y, )Pk
3
=p3(as ys +; tﬂkv,a—k, 0 }’T+kvyg_k)
+) bilay Y ag y, + 6, ik,
3

Wegen der Relationen R, bleibt nur

as Z B, )’?Hv}’g_k:Z bi(ay y,)***¥(a, Y2+ 3o vk (12)
K K

Mégliche Normierungen sind daher nur durch geeignete Wahl von a,, a,,

as, t%, moglich, die t2kv. p—k. 0 haben keinen EinfluB. Aus (12) ergibt sich

nach Zusammenfassen und Koeffizientenvergleich:
v -2 B—k 2)
apttaf= Y ( )t‘vo’obk=a3B,1, A=0,...,B. (13)
k+x=2\ K

Das lineare Gleichungssystem (13) fiir die b, zeigt:
b0=b1=-"=b,_1=0, b,*0¢>30="‘=Br_1=0, B’,#:O,

unabhingig von a;, t'3,. Fiir A=r bleibt von der Gleichung (13) nur der
Anteil fiir k=r, k=0:
ai*"ab~"b,=a, B,.

Verlangen wir B, =1, so folgt a, =aj{*" a}~"b,, und umgekehrt, falls a;-a,+0.
Dann ist auch a,+0, wie es sein muB. Fiir 1> r (falls noch méglich) erhalten

WIr:
ﬂ—k . a A—r
> A( i )tigobk=(_af‘) B,, (14)
k+k=

speziell fiir A=r+1, wo nur zwei Summanden stehenbleiben (k=r—1, k=r):

a
b,_1+(ﬁ—r)b,t£?go=a—f B,,,. (15)
1
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Wenn r<f, dann ldBt sich aus (15) {3}, berechnen, wenn B,,,=0 gesetzt
wird. Falls keine weiteren Koeffizienten mehr auftreten, oder falls alle auf-
tretenden B; =0, A>r+ 1, so ist keine weitere Normierung mehr moglich, und
eine Normalform erreicht:

Denn wegen a,/aj %0 tritt B,=0, 1>r+ 1 genau dann ein, wenn die linken
Seiten der Relationen (14) fiir dieses 4 verschwinden, und das hingt, wenn
), aus (15) durch B,,, =0 als Funktion von b,,b,_, bestimmt ist, nur von
den b,, aber nicht von a,/a; ab. Es existiere nun ein r,> 1, so dal B, +0.
Auch dies hidngt nur von den b, ab. Wir erhalten:

ro

b,+,0+(ﬁ—r~r0+ l)br+ro—1 t(vz())0+"'=( Zf ) Br+ro'
1
Die linke Seite L liegt fest. Wegen B, ,,, 0 kann man (a,/a})"= L nehmen,
wodurch B,, =1 wird. L*=L'" ist r,-deutig. Falls nun alle weiteren B;=0
oder gar keine B; mehr auftreten, so gibt es keine weitere Normierungsmog-
lichkeit mehr, und diese Mehrdeutigkeit ist ohne Belang. Es existiere nun ein
kleinstes ry, so daB B, ., #0, r, >r,. Das ist wegen a,/aj #0, unabhingig vom
gewihlten L*, Wir erhalten

br+r1+(ﬁ_r_rl + 1)br—r|+l t(vz())0+ "'=(L*)rl B

Es sei L=|L]|¢'®, also

r+ry*

i@
L*=|L*| exp (l—) exp (Znil), n=0,....,10—1; p=arg B, (L*)".
to To

Es sei

(0)
h_9z
— 0) ~(0)y_
~(0) > (GZ ON )'_1
o ON

Dann kann man u noch so wihlen, daf3

(0) 1
0<(p——2——2n L IOVS T
Fo N

(0) ’

wenn man fiir @, ¢ geeignete Werte des Arguments nimmt. Das heilt, man

kann erreichen, daB B, ,,, in dem Winkelraum 0<arg z <2m —g;- liegt. Dabei

r+ry

ist aber u nicht eindeutig festgelegt, sondern es kommen ro/a‘o’—r“) Werte
in Frage:

Loy o+ 080, .o o+ (V=1 o, mit 0=Zpo<af.
Es folgt:

o
L*=|L*|expi(

)
—__@+2nu0) expzni———N =
Ty To

0+2 . pP
=|L*|expi—il&exp2m%)—, o<puP=r’—1,
ro 0
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wobei die restliche Unbestimmtheit im letzten Faktor allein auftritt, da p{
noch unbestimmt ist; es sei denn, wenn r{" = 1, denn dann ist WP =0, und keine
weitere Normierung méglich. Es sei also "> 1. Falls alle B;=0, A>r+r,,
so liegt schon eine Normalform vor, denn B 2=0ist dann invariant gegeniiber
den verschiedenen Maglichkeiten fiir I*. Andernfalls existiert ein ry, so daf3
B, ,,,#0. Diese Eigenschaft ist ebenfalls unabhéngig von a?/a}=1I*. Es gilt

wieder nach (15) ,
a 2
br+rz+'br+rz—1+'“=(a§) B, irs

1

wo die linke Seite festliegt. Es sei

(1)
2 _ Oy M (1)
—— = oy, 07)=1.
rt()l) 0_(21) ’ ( N-YZ )

Wie oben kann man y{" so bestimmen, daB B, +r, iIMm Winkelraum

2n
O<argz<——,
Sargz<—p
liegt. (Das heiBt, falls 6§’ = 1, ist keine Normierung mehr moglich.) u{? ist noch
unbestimmt, denn man kann noch

1 2 34 2 2 > 1 1 2
M=+ Do, 0SED<r®,  mit Y=ol ),

(1
setzen, was zu verschiedenen Faktoren exp 2ni% in (16) AnlaB gibt. Wir
0

setzen die obige Reduktion weiter fort. Da r§?|r§ =] ... |r,, oder da nur endlich
viele B; auftreten, muB die Reduktion nach endlich vielen Schritten mit of’=1
oder wegen der Normierung aller B, enden, und wir haben eine Normalform,
da die noch freien Bestimmungen von a,/aj keinen EinfluB mehr haben, bzw.
da a,/aj festliegt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir kommen nun zum Fall (J®, R,). Wir setzen fiir N, TM=T"1'NoT

N: xD=J®x4 p(x) mit B(x)= )  b,xitinxh-ib
0<A=[B/B1]
. L ' . [B/B1] i i
M: yD=JDy+K(y) mit K;(y)= ) B,yjt*« yf=44,
A=0
x=A‘”y+Q(y) . [B/B1] _
T: {x‘”=A“’y“’+Q(y“’) mit Q3(y)= lgotﬂu,,a—l,m.oyrrm yaH

Die zwei méglichen Darstellungen von x{ liefern
(6/B1) (8181
a, Z BA,V'IJ'M' yg—m= Z blai‘*'“‘ alzi—lﬁx y‘i‘*“‘ ylzi—lﬂx’
A=0 A=0

somit
a3 B,=ai**uaf~*hp,,
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Also B;=0<>b,=0, und man kann nur noch die B;+0 normieren. Es sei
Bo=-=B,_; =0, B,#0 also auch b,#0. Setzt man

ay=ai* af =P b,

was wegen b, +0 moglich ist, so folgt B,=1. Mit diesem a; haben wir

aa A—r
BF(—;—) © oAz
az

Falls alle B;=0, A>r, so liegt schon Normalform vor. Andernfalls seien
B,,.>..., B4, die von Null verschiedenen B;. Diese werden wie im Beweis
des Hilfssatzes 8 behandelt. Die Ergebnisse stellen wir daher erst in der Uber-
sicht dar.

§ 5. Die Normalformen bei mehrfachen Eigenwerten

Wir betrachten zuerst den Fall (J@®,R,). Wir setzen wieder fiir N, T,
T 'oMoT:

N: xP=JDx+P(x),
By(x)= ) bixi~*x%;
Py
M:  yO=JDy+K(),

K;(y)= AZOB). Vs

T: x=A‘2’y+Q(y) . v 3) v—24 4
x(l) — A(z) y(]) + Q(y(l)) mit Q3 (y) Agotv—l, 4,0 V1 y2.
abo
Damit ergibt sich fiir x{, wenn A® = <c d 0> gesetzt wird,
00e

P2 (ey3+ Z .40 y;_lylzl) + Y balay, +by,) *(cy, +dy,y)
A=0 A=0
=e (Pz y3+ ). B; yi“y%) + Zot(\;3—)l,l,0(p1 )" oy y2)
A=0 A=
Wegen der Relation R, bleibt:

eY By *yi= Y bilay,+by) *(cy +dy)*
A=0 A=0
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Setzt man

a d

A=——, ... D=

el/v 4 el/v

mit irgendeiner Bestimmung von ¢!, so ist die letzte Relation gleichbedeutend
mit

Z By~ *yi= Z by(Ay, + By,)"~*(Cy, + Dy,)*
i=0 =0

Es sind 4, B, C, D bis auf ’g g'#:O beliebig.
Daraus folgt:

Hilfssatz 9. Es liege der Fall (J,R,) vor. Dann gilt fiir die Normalform
xV=J® x4 P(x):

P,=0, oder B0 ist die projektive Normalform einer bindren Form.
Im Fall (J®, R)) setzen wir

N: xW=J®x4P(x) mit B(x)=ax;, PB(x)=bx!;
M: yP=J®y+K() mit K,()=Ay, K,()=By:

- {x=A‘3)y+Q(Y) mit 220)=13 11,
X

D=4 yd 1 g (1) Q3 () =t{3o »1.

Uberlegungen wie in den friiheren Fiillen liefern, wenn wir noch

a 0 0
A(3)=(0 az a3)
0 a, as

a;’ . a=a2A+a3 B,
aj-b=a,A+asB.

setzen:

Man sieht (a, b)=(0, 0) <> (4, B)=(0, 0).

In den Fillen, die zu diesem nicht dquivalent sind, d.h. mit (a, b)#(0,0),
setzen wir (4, B)=(1,0). Dann folgt: ay/a)=a, a,ja}=b- a, ist beliebig, aber

+0 zu wihlen, a,, a, beliebig, aber so, daB 2 43 +0.
Damit ist bewiesen
Hilfssatz 10. Im Fall (J®, R,) gilt fir die Normalformen N:
xN=J® x4 P(x):
B(x)=¢x], PB(x)=0, mit ¢=0, 1.

Die Fille ¢=0 und ¢=1 sind nicht dquivalent.
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Die noch iibrigen Fille (J'*, R,), (J*, R,) wollen wir nicht mehr explizit
ausfiihren, da sie methodisch nichts Neues liefern. Man kann auf Grund all-
gemeiner Sitze aus [5] die Gestalt von N: J™ x + P(x) gleich folgendermafBen

hmen:
anne JR,): B(x)=0, P(x)=ax
(JO,R,): B(x)=axi, P(x)=0.

Wir fithren das Ergebnis der Normierung in der Ubersicht an.

§ 6. Ubersicht iiber die Normalformen

Normalformen N: x » xV=2{N} x+Z{N} x; £{N} x=J" x mit einer
Jordanschen Normalform.

A) Jordansche Normalformen.
J9: I, 1, 1], 0<lpsl=lpal=lpsl <1

J2: [a 1), 1],

3).

jm); E;(llll)]’ 0<palZlpal<1,
Jo: [ 2],

JO: [ 1 1)),

JD: [ 2, 0<|p,|<1.
J®: 3]

B) Relationensysteme p,: pi'... pjr, 0,20, ganz, ) o;=2.
=1
R,: Keine Relationen;
Ry: p,=pj}, v=2 fest; keine Relation fiir p5, falls 3 verschiedene Eigenwerte;
R,: Keine Relation fiir p,
pa=pytiapf=tty a8 a4, B fest, 20,

0<a<oy; A=0,...,[B/B:];

Ry: pr=pi;v22,

p3=pit* ph=k,  0<Za<v, p=0, fest,

k=0,1,..., 5.
Jordansche Relationen
Normalformen —— —_— — B
R, R, R, R,
_](1) (J(”‘Ro) (Jil)qu) (J“)sz) (J‘”.R3)
J(®) bis J©® (™, Ry) (J™,R,)

J© bis J® (J™, Ro)
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C) Beschreibung der Normalformen: x™=J x + P(x), P, =0.
(J™ Ry), v=1,...,8: xD=J"x (linearer Anteil).
(M, Ry): B(x)=¢ex}, e=0 oder e=1; B (x)=0.

(J®, Ry): PB(x)=0; B (x)=projektive Normalform eines biniren homogenen
Polynoms vom Grade v.

(U, Ry): B(x)=¢x}; =0 oder e=1; B (x)=0.
Y R)): PB(x)=0; B(x)=¢x}, e=0 oder e=1.
(J*,R): B(x)=ex}, e=0 oder e=1: Py (x)=0.

U, Ro), B(x)+0: B()=x{; B(x)=sxi x4, e=0 oder e=1.
(D, R), B(x)=0: B(x)=0

B(x)=0,
oder
‘ B(x)=x{*""x8"", 0<r<p,
oder
Bx)=xi*"x§"+ Y B.xit*'xfk,
k=r+r,
I= 0, eees T
wobei gilt:

rsp-2, l<ry<n---<r,

und wobei die B, nach folgendem Verfahren zu normieren sind: r ist die kleinste
Zabhl, so daB fiir eine halbkanonische Form der Klasse von N: b,=+0 gilt. Falls
r<p—2,dannist B,=1, B,,, =0 zu erreichen; damit ist festgelegt, ob B, =0,
oder B;+0, A>r+ 1. Es sei B,,,*0,1=0,..., 1. Ferner gelte:

N __U(ZO) (0) 50 _ 1 (0) (1) 5(0), |
To - a_%)) s (aZ > ON )_ » o=0N"Ty', O’ >1,

T2 0 ) an g D g D o 1

0 > (62, 08))=1, 1’ =0Q 1), P> 1,

bis

iy
r a’%’ y ; . -

i _ -1 -1 _ -1)_ -1 1 s
ISR (0§71, 6f7V)=1, r§-V=1P 6§V, o<1, falls j=1,

oder
Ny _ 0P ) =1 D gD fU+) ) ;
T @R, 0P)=1, i =a@ 1¥*Y, 6P=1, falls j—1<r.
N
Dann ist

2n

2n
OsargB,,,, Sy -y 05 QTR By, <ot
of ON
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Die B, ..,,, I> ], (falls noch solche existieren) sind durch diese Normierung fest-
gelegt.

(P, Ry): B(x)=0,

B(x)=0
oder
B(x)=xi* e xf~rh, 0<r<[B/Bi],
oder
Pa(x)=xalz+rau xg—rﬂx_,_ Z Bk xalu-ka, xg—kﬂ.,
l’;=0',‘t.r.'t
wobei gilt:

(i) 0=r=p-1, O<ry<---<r;

(ii) rist die kleinste Zahl, so daB fiir eine halbkanonische Form der Klasse
von N b,#0. Falls r<f—1, dann ist B,=1 zu erreichen; damit ist festgelegt,
ob B;=0 oder #0 fiir A=r+1. Es seien dies B,,,,, [=0,...,7. Diese B

r+r
werden wie bei (J®, R,), P, +0, normiert.
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Uber semilineare elliptische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

FRIEDRICH ToMI

§ 0. Problemstellung und Bezeichnungen

Gegenstand dieser Untersuchung sind Differentialgleichungen und -un-
gleichungen fiir eine reelle Funktion u von n reellen Verinderlichen x=(x,, ..., x,)
der Gestalt

Lu=f(x,u,u,) 0)
und
; |Lu|< A+ B|u,|? )
t
mi " )
d b= 2,00 oy 0.1)
un

u,=(0u/0x,, ..., u/dx,).

Wir bezeichnen (0) bzw. (0) als semilineare Differentialgleichung bzw. -unglei-
chung. Wir setzen stets mindestens das Folgende voraus: Q ist ein beschrinktes
Gebiet des n-dimensionalen euklidischen Raumes R” und die Funktionen
a;;(x) bzw. f(x, u, p) sind in Q bzw. Q xR x IR" definiert und stetig. Dabei ist
Q=Q0u0Q und dQ der Rand von Q. Ferner gelten die Ungleichungen

M_l'é|2§zaij(x)éi§j§M|é|2 0.2)
und "
Lf (%, u, p)ISp(lul) (1+|p)?) (0.3)

fiir alle xe€, u¢R, und p, EeR".

A, Bin (0") und M in (0.2) sind positive Konstanten; die Funktion w1in (0.3)
ist monoton nicht fallend.

Erste Resultate iiber a-priori Abschitzungen und Existenzsitze fiir Lo-
sungen von Differentialgleichungen der Gestalt (0) stammen von Bernstein (21
fir den Fall n=2.

Eine Erweiterung auf Systeme der obigen Form wurde zuerst von Heinz
([4, 5]) gegeben. Der Fall der skalaren Gleichung wurde fiir beliebiges n und
differenzierbare Koeffizienten g, ; von Nagumo ([10]) untersucht. Die Ergeb-
nisse in [10] sind allerdings unter der Annahme einer Kleinheitsbedingung fiir
sup |u| und die Koeffizienten von (0) abgeleitet. Nagumo vermutete bereits in
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[10] die Uberfliissigkeit solcher Bedingungen, und in der Tat wurde seine Ver-
mutung durch Ladyshenskaya und Uraltseva nicht nur bestitigt, sondern diese
Autorinnen zeigten auch, daB entsprechende Ergebnisse fiir eine ziemlich
allgemeine Klasse von quasilinearen Differentialgleichungen gelten. Dies-
beziiglich verweisen wir auf die umfassende Darstellung [9], wo man auch
Hinweise auf die Beitriige anderer Autoren findet. Weitere Resultate iiber semi-
lineare Differentialgleichungen stammen von Agmon-Douglis-Nirenberg ([1]),
solche iiber semilineare und quasilineare von Hirasawa ([6—8]). Alle bisher
genannten Ergebnisse sind jedoch unter einer der folgenden Voraussetzungen
abgeleitet: 1. Die Gleichung hat Divergenzstruktur. — 2. Die Koeffizienten
sind hinreichend differenzierbar, und ihre Ableitungen geniigen gewissen
Wachstumsbedingungen. — 3. Die GréBe sgplu] und die Koeffizienten der

Gleichung erfiillen a-priori eine Kleinheitsbedingung. In der vorliegenden Ar-
beit konnen wir nun zeigen, daB im semilinearen Fall keine dieser Einschrin-
kungen notwendig ist.

An dieser Stelle mochte der Autor Herrn Prof. Dr. E. Heinz fiir die Anre-
gung zu dieser Arbeit und fiir zahlreiche wertvolle Hinweise danken.

Wir geben einen Uberblick iiber unser Vorgehen. In § 1 werden a-priori-
Schranken fiir den Gradienten einer Funktion u abgeleitet, die einer Unglei-
chung der Form (0') mit stetigen Koeffizienten a;; geniigt. Dabei muB} zunzchst
Kleinheit von sup |u| gefordert werden. In § 2 wird das Hauptergebnis dieser

Arbeit bewiesen, nimlich, daB die Kleinheitsforderung fiir sgp |u| entbehrlich

ist. Dazu miissen vorher einige Existenzsitze fiir das zu (0) gehorige Dirichlet-
problem abgeleitet werden, die jedoch nur den Charakter von Hilfssdtzen haben.
In § 3 schlieBlich werden bei holderstetigen Koeffizienten a;; und f einige evi-
dente Folgerungen fiir die Losbarkeit des zu (0) gehorenden Dirichletproblems
gezogen.

Wir fiihren einige Bezeichnungen ein. Ist meN, aeR mit 0<a < 1, und ist
I' eine relativ offene Teilmenge von 9Q, so sei C"(QuT) bzw. C™**(QuT)
der lineare Raum der auf QU T definierten, reellwertigen Funktionen, die in Q
m-mal differenzierbar sind und deren partielle Ableitungen bis zur Ordnung m
einschlieBlich auf QU T stetig bzw. holderstetig mit dem Exponenten « sind.

Ist v=(vy, ..., v,) mit v,eN, so setzen wir
n
[vI:=Y v, und D":=0M/dx} ... dx"
i=1

In C"(Qur) bzw. C™**(QuUT) definieren wir dann die Seminormen

lullm:= 3 sup|D"u(x)|

[VIEm xeK

bzw.,

’

1D u(x)— D" u(y)
lullmsa:=llulm+ Y, sup —a
[vI=m x,y*eK IX y|
x*y

25
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wobei K eine kompakte Teilmenge von QU ist. Wir sagen, daB I' zu C™**
gehort, wenn fiir I' lokal eine Darstellung

Xe=@(Xg5 ooy Xk_ 15 Xgg1s oens Xp) 0.4
mit ge C™** gilt.
Ist die Funktion g auf I' definiert, so sagen wir, dal} g zu C™*%(I') gehort,
wenn es eine R"-Umgebung A von I' und ge C™**(A) mit g|I'=g gibt.
Wir setzen dann £
lglm+a:= mf ”g”m+a

§ 1. A-priori-Abschiitzungen mit quantitativer Einschrinkung

Wir formulieren zunichst einige bekannte Ergebnisse iiber lineare ellip-
tische Differentialoperatoren in einer Fassung, die unseren Bediirfnissen an-
gepaBt ist. Es sei L, ein Differentialoperator der Gestalt (0.1) mit konstanten
Koeffizienten g;;, welche die Bedingung (0.2) erfiillen mogen. Es sei ue C2(R"),
und u(x) verschwinde fiir |x| > 1. Dann gilt die Ungleichung

Y JID*ulPdx < C [|Loul? dx. (1.1)

vl=2

Dabei ist p eine beliebige Zahl mit p> 1, und die Konstante C hingt nur von p
und der Konstanten M in (0.2) ab.

Gehort u zur Klasse C? im Halbraum x,>0 und ist u(x)=0 fiir |x|>1 und
fiir x,=0, so haben wir die Abschitzung

Y [ IDuPdx<C | |LoulPdx. (L1)

V=2 x,20 xn20

Die Konstante C’ hidngt ebenfalls nur von p und M ab.

Aus (1.1) und (1.1') leitet man leicht das folgende Resultat ab: Es sei Q ein
beschrinktes Gebiet mit 0Qe C2. Es sei L der Operator (0.1). Fiir ue C2(Q) gilt
dann mit der Definition g:=u|02Q die Ungleichung

2 [ID’uPdx<C-(f|Lul?dx+ [|ul?dx+|g|3?). (1.2)
Q Q

=2 @

Die Konstante C hingt dabei von p und @, sowie von der Konstanten M in
(0.2) und von dem Stetigkeitsmodul der Koeffizienten a;; ab. Setzen wir zu-
sdtzlich voraus, daB a;;e C*(Q), 0Q2e C***, ueC***(Q) mit O<a<1 gilt, so

haben wir
lulf+a=C- (ILul2+1Ig132.,). (1.3)
Die Konstante hiangt von €, «, M und max lla; ,||" ab.
Fiir ue C°(Q) n C*(Q) gilt ferner die Maxlmumabschatzung
lul§= COILuIE+ gl (L4

mit einer von M und Q abhingigen Konstanten C. Wegen der Beweise von
(1.1),(L.1'), (1.2) und (1.3) verweisen wir auf Agmon-Douglis-Nirenberg ([1];
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Theorema 14.1', 14.1, 15.2 und 7.3), wegen (1.4) auf Courant-Hilbert ([3], IV,
§6,4.). Wir werden auch den folgenden Einbettungssatz vom Sobolev-Kon-
draschov-Typ bendtigen: Es sei Q,:={xeR":|x|<1,x,>0} und es sei
we C1(Q,). Dann gilt fiir jedes p>n die Abschitzung

IwliZe< C-( flwlPdx+ [lw,|"dx)'. (1.5)
Q0 Q0

Dabei ist a:=1—% und die Konstante C hédngt nur von p ab. Es ist leicht zu

sehen, daB (1.5) auch giiltig bleibt, wenn man Q, durch ein beschridnktes
Gebiet Q mit 0QeC! ersetzt. Die Konstante C in (1.5) hiingt dann von p und
Q ab. Beziiglich (1.5) verweisen wir auf Nirenberg ([11], S. 125, S. 127). Wir

beginnen nun mit einem ,,Interpolationslemma®. Man vergleiche hierzu [11],
S. 125.

Hilfssatz 1. Es sei Qq:={xeR": |x—x?|<r, x,>0} mit xX?eR", x{¥>0,
und r>0. Ferner sei ue C*(Q,) mit u(x)=0 fiir x,=0 und {e C'(R") mit {(x)=0
fiir |x—x'9|>r. Dann gilt fiir jedes p=0 die Ungleichung

Qf (P lu P2 dx 2 C(85 [IGI*(Clud?Pdx+08+2 [ Y (21D ul)P*?dx). (1.6)
o Q0

20 [v]=2

Dabei ist 8y: = ||u||2° gesetzt und die Konstante C hingt nur von p und n ab.

Beweis. Wir schreiben [ statt | und erhalten durch partielle Integration

— Q0
die fiir alle @€ C(Q,) mit ¢|0Q,=0 giiltige Formel
[ u, @, dx=—[(du) ddx. (1.7)

Wir setzen @ =72 u mit ne C(Q,) und 5 (x)=0 fiir [x— x?|=r. Da u fiir x,=0
verschwindet, ist @ eine zulissige Testfunktion in (1.7) und wir erhalten

fn*lu 2 dx= ~2§Zr]u,iunxidx—j(du)ry2udx.

Mit Hilfe der Ungleichung 2a b<ea®+¢™! b? ergibt sich daraus die Abschét-
zung

[n?lul? dx<e [ n?|u|>dx+e" 03 [ Inel?>dx+80 [ n*|Au|dx.
Mit ¢=4 wird daraus
[ ugl? dx <463 [ |n /> dx+28, [n*|Adu|dx. (1.8)
Es sei nun p=0 und {e C}(R") mit {(x)=0 fiir [x —x'?| = r. Wir treffen die Ver-

abredung, daB das Symbol C im folgenden stets fiir Konstanten verwendet wird,
die von p und n abhingen.
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Es ist dann erlaubt, in (1.8) fiir # die Funktion (P2 u |P*! einzusetzen,
Wir erhalten daraufhin

J@uPyP+2dx < Cy +Jy+J3) (1.9)
mit
R=83 PO u 2o g,
=85 [ 2P D|u 2P Y |D*ul?dx,
[vl=2

J3 =50 J. CZ(p+2) luxIZ(P+l) Z IDvu' dx.
vi=2

Indem wir auf J; und J; die Ungleichung 2ab<¢a®+¢ ! b? anwenden, er-
gibt sich
Ji<e [ lu?P*2 dx+e71 88 [ L4 (02 uy 2P dx,

Js=e [ |uP* 2 dx+e71 83 [ (2 lu PP ¢* Y |D*ul? dx.

vl=2
Bei geeigneter Wahl von ¢ erhalten wir dann aus (1.9) die Ungleichung
F @ luel?P2dx < C(88 10,14 (L% |uy|?P dx
+J (@ lug®)? Y, (60C%|D* ul)? dx).
[

vl=2

(1.10)

Bezeichnen wir das zuletzt angeschriebene Integral mit J, so folgt mit Hilfe
der fir alle ¢>0 giiltigen Ungleichung a?/®+2)p2e+2<gqte=r2p die
Abschitzung

J=<ne | ((? lu PP+ 2dx+e P2 [ ¥ 16,2 D ulP+2dx.
vi=2
Bei geeigneter Wahl von ¢ ergibt sich dann aus (1.10) die Behauptung des
Hilfssatzes.
Als ndchstes zeigen wir eine Verallgemeinerung eines Resultats von
Hirasawa [7] auf den Fall stetiger K oeffizienten a;;.

Hilfssatz 2. Es sei Q ein beschrinktes Gebiet und I' eine offene Teilmenge
von 0Q mit I'e C2. Es sei L der Operator (0.1). Die Funktion ue C° @QnC*Qur)
geniige der Differentialungleichung (0') und die Funktion g:=u|l gehore zu
C3(I).

Dann gibt es eine Funktion 6=38(B, M;n)>0, so daf fir alle kompakten
Teilmengen K von QUT und alle o mit 0<a <1 die U ngleichung

lullfsa=C (1.11)
besteht, falls nur
lul3<6(B, M; n)

gilt. Dabei ist C eine Konstante, die von den Konstanten A, B aus (0'), M aus
(0.2), ferner von o, Q, K, |g|%, und vom Stetigkeitsmodul der Koeffizienten a;;
abhiingt.
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Beweis. Fiir xX9eQuUT setzen wir Q(x?, r):={xeQ: |x—x?|<r}, wobei
r>0so gewahlt sei, daB Q(x@, r)c Q U gilt. Es geniigt dann, wenn wir (1.11)
mit K =Q(x@, r) fiir genugend kleines r>0 zeigen.

Wir treffen fiir das Folgende die Vereinbarung, daB das Symbol c fiir
Konstanten verwendet wird, die von A4, B, M, I', n und ||g||} abhingen; c*
bezeichnet Konstanten, die nur von B, M und n abhdngen.

Wenn wir die Variablen x,, ..., x, einer geeigneten Transformation unter-
werfen und von u eine geeignete Fortsetzung der Randwerte g subtrahieren,
so konnen wir die folgende Situation herbeifiihren:

Es gllt Q(x®, r)={x: |x—x9<r, x,>0} mit x{¥=>0, und es ist ue
C2(Q(D, 7).

Ferner erfiillt u die Randbedingung
u(x)=0 fur x,=0 (1.12)
und die Differentialungleichung
|Lul<c+c*|u | (1.13)

Dabei ist L ein Differentialoperator der Gestalt
2

A L e o

mit stetigen Koeffizienten a;;, die sich aus den Koeffizienten a;; des Operators
L und den zu I" gehdrenden Koordinaten (0.4) berechnen. Ferner besteht die
Ungleichung

@ M) EPSY a0 =@M EP (1.14)
LJ

fir xeQ(x®, r) und £eR". Wir setzen noch zur Abkiirzung Q(r):=2(x'?, r),

sowie
fi= [ und 8o:=ulf.
Q(r)

Es sei dann {e C!(R") mit {(x)=0 fiir |x—x'?|=r', 0<r'<r, und p eine natiir-
liche Zahl mit 0<p<n. Wegen (1.12) haben wir dann nach (1.1) bzw. (1.1)
die Ungleichung

[ Y ID(@ w2 dxsc* f|Lo@ w2 dx (1.15)
vl=2
mit
0) az
F N (x ]
Lo ;jau(x )6xi(3xj
Wir setzen

s(p):= sup Y [G;(x*)—a;(x)l

|x=x©O|<p i, j
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und erhalten aus (1.15) die Abschidtzung

[ 2 ID @ w2 dx<c* [ (L2 w)l +1(Lo—L) (2 u)l)P*2 dx
vl=2

S (P Lu+ Clu P+ +(1+68,) 12,2 (1.16)
+ 031 x2)PH2 dx +c* s(r)[ Y D u)Pt2dx.
[vl=2
Dabei wurde |{,.|:=( Y. (D*{)?)* gesetat.
viI=2
Falls nun r'>0 so gewihlt wird, daB

c*s(r)si (1.17)
ausfallt, was wegen der Stetigkeit der Koeffizienten a;; moglich ist, so ergibt
sich aus (1.16) unter Beriicksichtigung von (1.13) die Ungleichung

[ X ID"(CwlP*2dx<c* [ (2 |u P+ 2 dx+c - (1450)2@+2)
[vi=2
: J.(CZ + ICxIZ =+ 'Cxx'z)p+2 dx.

Daraus wird durch einfache Rechnung

| X (@D ulP*2 dx<c* [ (L2 |u PP +2 dx+ c(1 4 50)2@+2) Wi
o S HICP +Cex?P 2 dx. '

Kombination von (1.6) mit (1.18) ergibt

JE ey *2 dx S e* {68 [ 1014 (0 ue 2P dx+ 68+ [ (02 |ug PP+ 2 dx)

(1.19)

+e(1 480> [ (2 +10 12 +1¢, 2P+ 2 dx.
Wir setzen nun §(B, M sn):=(14+2c¥) "% wobei c¥ die Konstante c* aus
(1.19) ist, und erhalten dann, falls 00=46(B,M;n) gilt, aus (1.19) die Ab-
schitzung

J @ lue PP 2 dx S c* [ 18142 w2 dx+c [ (2 +1C, 2 +] P2 dix. (1.20)

Dabei ist p eine beliebige natiirliche Zahl mit 0=<p=n und { eine Funktion,
die fiir |x—x@|>7 verschwindet. Die Zahl r ist durch (1.17), d.h. durch den
Stetigkeitsmodul der Koeffizienten a;; festgelegt. Dieser ist aber durch den
Stetigkeitsmodul der Koeffizienten g, ; und die zu I' gehdrenden Koordinaten
(0.4) bestimmt. Aus (1.20) erhalten wir durch Iteration, beginnend bei p=0,
die Ungleichung

J@uPrdxsc,

welche zusammen mit (1.18) und durch geeignete Spezialisierung von ( die
Unglelchung Z |DY ulPdx<C (121)

2(r'/2) [v]s2
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ergibt. Dabei ist p eine beliebige gerade Zahl mit 0<p<n+2 und die Kon-
stante C in (1.21) hiingt ab von A4, B, M, ||g||%, den zu I" gehdrenden Koordi-
naten (0.4), sowie vom Stetigkeitsmodul der Koeffizienten a;;. Aus (1.21)
erhalten wir mit Hilfe von (1.5), indem wir p=n+1 bzw. p=n+2 setzen, die

leich :
Ungleichung lu 8P < C, (1.22)

wobei die Konstante C ebenso charakterisiert ist, wie die in (1.21). Indem man
noch einmal (1.18) mit beliebigem p>n—2 verwendet und (1.22) beriicksich-
tigt, ergibt sich mit Hilfe von (1.5) die endgiiltige Abschidtzung

lul P9 =C

mit beliebigem a, 0<a < 1. Die Konstante C hingt ab von o, 4, B, M, |g|5,
den zu I' gehorenden Koordinaten (0.4), sowie vom Stetigkeitsmodul der
Koeffizienten g;;. Der Beweis von Hilfssatz 2 ist damit beendet.

§ 2. A-priori-Abschiitzungen ohne quantitative Einschrinkung

In diesem Paragraphen leiten wir eine ||.|,-Schranke fiir den Gradienten
einer Funktion u her, welche eine Ungleichung der Form (0') erfiillt, ohne der
GroBe sup|u| eine quantitative Bedingung aufzuerlegen. Dazu miissen wir
jedoch zunidchst einige Existenzsitze fiir das zu (0) gehorende Dirichlet-
problem beweisen.

Wir beginnen mit einem Resultat, dessen Beweis im wesentlichen auf
Nagumo ([10], Theorem 4) zuriickgeht. Da wir jedoch in einigen Punkten
von Nagumo abweichen, wollen wir einen kurzen Beweis anfiigen.

Es sei Q2 ein beschrinktes Gebiet, A, B, 4 und B seien positive Zahlen,
< 1. Dann bezeichnen wir mit & (Q; A, B, 4, ) die Menge aller f'=f(x, u, p)e
CH(@x R x R") mit | f(x, u, p)| <A+ B|p|? fiir alle xeQ, alle ueR mit |u|<4
und alle peR".

Wir betrachten ein System
{(]n .(‘anx}lel' (20)

Dabei ist | eine Indexmenge, U, eine offene Uberdeckung von Q und die
Funktionen ,, @,e C!(U) ~ C?(U) erfiillen die Ungleichungen

Lo, (x)Z f(x, @,(x), 0,,(x)),
L®,(x)Z f(x,®,(x),®,,(x)), xeUnQ.

Nach Nagumo nennen wir dann eine Funktion @ bzw. @ eine Quasisub- bzw.
Quasisuperlbsung der Gleichung Lu=f(x,u,u,), wenn in einer Umgebung
eines jeden Punktes xeQ eine Darstellung

w=max{w, 1€l,}, @=min{®,: 1€l}

gilt, wobei |, und 1, endliche Teilmengen von | sind.
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Mit diesen Bezeichnungen gilt dann der

Hilfssatz 3. Voraussetzungen: (I) Sei Qe C**# und L der Operator (0.1)
mit Koeffizienten a;;e C#(Q).
(I) Es sei ge C**#(0Q2) und es gebe eine Zahl C,>0, so dap fiir ue C%(Q)
die Ungleichun
gleicing lulf<c, @1

gilt, falls u Losung eines Dirichletproblems
Lu=f(x, u,u,), uloQ=g

mit ||ul|2< A und einem beliebigen fe #(Q; A+1, B, 4, p) ist.

(IT1) Es sei foe F(Q; A, B, 4, B) und w bzw. @ sei eine Quasisublosung bzw.
Quasisuperlosung der Gleichung Lu=f,(x, u, u,). Das zu @ und @ gehorende
System (2.0) sei endlich. Ferner gelte

—Ad=w(x)=n(x)<4 fiir xeQ
und
o) gx)s@(x)  fir xedQ.

Behauptung. Das Dirichletproblem
Lu=fy(x, u, u,), uloQ=g

besitzt eine Losung ue C**#(Q) mit o (x) <u(x) <o (x).

Beweis. Wir setzen C2:=ma|x {Cy, |||, l@,]P}, wobei C, die Konstante
von (2.1) ist. Nun 1Bt sich eine Konstante C 3 so wihlen, daB fiir alle ve C2(Q)
mit v|0Q=g und

|[Lv|<A+1+BC3 (2.2)
die Ungleichung
ol 2 < Cs (2.3)

gilt. Die Existenz einer solchen Konstanten C 3 folgt aus (1.2), (1.4) und (1.5).
Man setzt dann nach Nagumo

o Jo(x,u, p) fir [p|=C,,
fibs gy {fo(x,“, Clpl™'p)  fir p|>C,
und
Si(x, @(x), p)+ﬁ% fiur u>@(x),
f2(x’u’p):= fl(xsu,p) f‘ur g)(x)§u§5(x),
fl(x,cg(x),p)+T% fir u<w(x).
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Offensichtlich ist dann f,e C*(Q x R x IR") und

Wir definieren nun die Teilmenge #~ des vermdge |.||? normierten Banach-
raumes C!(Q) als

H:={ueC'*(Q): |[u|?,£C;3)
und den Operator G: ¥ — C'(Q) durch
Gu:=v,

wobei v die eindeutige Losung des Dirichletproblems

Lv=f2(x7u’ux)a U'@Q=g

ist, deren Existenz in der Klasse C>*#? durch die Schauderschen Existenz-
sdtze fiir lineare, elliptische Differentialgleichungen gewéhrleistet ist.

Wegen (2.4) geniigt v der Ungleichung (2.2) und wegen (2.3) folgt die Rela-
tion G(A)c=A. Aus (1.2), (1.4) und (1.5) entnimmt man die Stetigkeit des
Operators G. Da & iiberdies eine konvexe und kompakte Teilmenge von
C'(Q) ist, ergibt sich nach dem Schauderschen Fixpunktsatz die Existenz eines
Fixpunktes #ie #” von G. Es ist also

Lu=f,(x,0,1,), u|l0Q=g. (2.5

Nach Wahl der Konstanten C, ist aber @ bzw. @ Quasisubldsung bzw. Quasi-
superlosung zu Lu= f, (x, u, u,), woraus die Ungleichung

w(x)Su(x)=o(x) (2.6)
folgt ([10], Theorem 1).
Wegen (2.5) und f,eZ(Q; A+1, B, 4, ) gilt nach Voraussetzung (II) die

Ungleich
gelciong 172 ¢, (£Cy). 2.7

Aus (2.6) und (2.7), sowie der Konstruktion von f, folgt aber nun, daB
Ja(x, @, )= fo (x, &, &,) gilt, was unmittelbar die Behauptung ergibt, wenn wir
noch beriicksichtigen, daB mit Hilfe der Schauderschen Existenzsitze fiir
lineare Differentialgleichungen aus iie C2*#/ sogar iie C*** folgt.

Als nichstes machen wir eine Aussage iiber die lokale Losbarkeit des zu
(0) gehdrenden Dirichletproblems.

Hilfssatz 4. Es sei L der Operator (0.1) mit Koeffizienten a;;e C*(Q). Es sei
feF(Q;4,B,1,p).

Dann gibt es eine Funktion d=d(A, B, M;n)>0, so daf fiir alle Teilgebiete
Qo von Q mit Qe C***, deren Durchmesser nicht grofier als d ist, das Dirichlet-

probl
oviem Lu=f(x,u,u,), u|0Qy,=0 (2.8)
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eine Losung ue C**#(Q,) besitzt, welche fiir alle a mit O<oa<1 eine Ab-

schatzun
# lulf%,<C (29)

gestattet. Dabei ist C eine Konstante, die von o, A, B, M, Q, sowie vom Stetig-
keitsmodul der Koeffizienten a;; abhingt.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist Voraussetzung (II) von Hilfssatz 3 fiir g:=0
und 4:=min{l1,(B, M;n)} erfiillt, wobei § die in Hilfssatz2 konstruierte
Funktion ist. Die Existenz der Losung von (2.8) folgt dann aus Hilfssatz 3,
wenn die Existenz einer Sublosung @ und einer Superldsung @ mit

—420(x)=0=a(x)<4

fiir geniigend kleine Gebiete £, nachgewiesen werden kann. Dazu nehmen wir
ohne Einschriankung an, daB der Nullpunkt in Q, liegt, und setzen dann

_ w(x):=—(1+AM)logcos x, — 4
und
o(x):=(1+AM)logcos x, + 4.

Man sieht nach leichter Rechnung, daB fiir

Vi| 1
|x §min{arccos [ex (——)],arct ———}
il P\71+am & (1+AM)/BM

alle geforderten Bedingungen erfiillt sind. Die Abschitzung (2.9) folgt aus
Hilfssatz 2, da fiir die nach Hilfssatz 3 konstruierte Losung die Ungleichung
lullg°<A<(B, M; n) gilt.

Als nidchstes formulieren wir einen Storungssatz fiir eine semilineare
Differentialgleichung 2. Ordnung. Wegen #hnlicher Aussagen fiir allgemeine
nichtlineare, elliptische Differentialgleichungen verweisen wir auf [1] und [3].

Hilfssatz 5. Voraussetzungen: (I) Es sei 0Qe C**# und L der Operator (0.1)
mit Koeffizienten a;;e C¥(Q). (II) Es sei- f=f(x,u, p)e C*(Qx R x R") mit
f(x,.,.)eCH(R xR") fiir jedes feste xeQ und 0f/0u, of/0pe C*(Qx R x R").

Ferner gelte 3f Jou=0 2.10)

fiir alle (x, u, p)e Q2 x R x R",
(III) Die Funktion uge C**P(Q) sei Losung der Gleichung Lu= f(x, u, )
Behauptung. Es gibt ein ¢>0, so da das Dirichletproblem

Lu=f(x,u,u,), u|lQ=g

fiir alle ge C**#(0Q) mit ||g—uo|0Q(5? <e eine Losung ue C*+#(Q) besitzt.

Der Beweis von Hilfssatz 4 geschieht sehr leicht mit Hilfe von (1.2), (1.3).
(1.4) und (1.5) und kann daher dem Leser iiberlassen werden.
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Hilfssatz 6. Es seien die Voraussetzungen (1), (I1) und (III) von Hilfssatz 5
erfiillt. Ferner geniige f der Bedingung (0.3).

Dann besitzt das Dirichletproblem

Lu=f(x,u,u,), uloQ=g

fiir alle ge C**#(0Q) eine eindeutig bestimmte Losung ue C**#(Q). Es gilt fiir
alle o mit 0<o < 1 und alle kompakten Teilmengen K von Q die Abschatzung

lulf+asC,

wobei die Konstante C von o, der Konstanten M in (0.2), der Funktion p in (0.3),
dem Stetigkeitsmodul der Koeffizienten a;;, sowie von |[uo||$ 4, 12157 @, und K
abhdngt.

Beweis. Wir bemerken, daB wegen (2.10) fiir die Differenz zweier Losungen
von Lu= f(x, u, u;) ein Maximumprinzip gilt, woraus zunéchst die behauptete
Eindeutigkeit folgt. Der Existenzbeweis wird mit Hilfe der a-priori-Abschétzung
von Hilfssatz 2 sowie mit Hilfssatz 5 gefiihrt. Sei dazu ge C*>*#(9Q) und
«e(0, 1) vorgegeben. Wir fiihren zur Abkiirzung die Funktion

s)i= sup Y lay(x)—ay o) @11)

|x—yl=r i, j=

ein. Weiterhin setzen wir go:=1o|02 und bezeichnen mit * die Menge der-
jenigen o €[0, 1], fiir welche das Dirichletproblem

I,u: Lu:f(xa u, ux), u|59=g0+6(g—g0)

eine Losung u=u,e C*>*#(Q) besitzt.

Es sei 2* die Menge derjenigen o€ 2, fiir welche die folgenden Aussagen
gelten:

(I) Das Intervall [0, ¢] ist Teilmenge von Z.

(IT) Es gelten fiir alle kompakten Teilmengen K von Q Abschétzungen
der Form

”ut”f+a§ C(O’, a, M, i, S, "u0“?+a9 Hg_goll?)ns Q, K) (2'12)
und

N4 o < C (0,0 M, 1, 8, [0 15 18— 80lIZ 2) (2.12)
fiir alle 7€ [0, o]

Zunichst haben wir fiir c€Z nach dem Maximumprinzip

o
llup— oI < llus—uolI5* <11 —8ollo™s

woraus sich
g2 < luold + g —gollS” (2.13)
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ergibt. Aus (0.3) und (2.13) folgt die fiir alle o> giiltige Ungleichung

|/ (x, uy, (u,),)| < By - (1 +1(up)c|?) (2.14)
mit
Bo:=p(lluoll§ + g —goll3).

Wir setzen do:=(llg—gol§?)~! - 6(2By, M; n), wobei & die in Hilfssatz 2 kon-
struierte Funktion ist, und werden zeigen, daB mit einer Zahl g auch oy +4,
zu X* gehort. Sei dazu o,eZ* und geX n [00,00+d,].

Wir haben dann nach dem Maximumprinzip
s =gy 16 <o — 00| g —golI3?<5(2 By, M; n). (2.15)
Aus (2.14) entnehmen wir
|L(ty — t4g,)] S2Bo+ 3 Bo (145, |2 + 2 Bo | (14, — ) |2. (2.16)

Vermoge Hilfssatz 2 folgen nun aus (2.15) und (2.16) fiir eine beliebige kompakte
Teilmenge K von Q die Ungleichungen

” Us— uao”f+a§. C(a, BO’ Ma ”uuo”?o’ S, QO’ K) (217)
und

”uc—uao ’?+a§ C,(a’ BO’ M’ ”uco”?’ S, “g—go”gﬂ’ Q), (217,)
wobei Q, eine offene Teilmenge von Q mit K =Q,, Qo= Q ist. Wenn wir uns
eine Zuordnung K Q, in eindeutiger Weise festgelegt denken und beriick-
sichtigen, daB o€ Z* gilt, so folgen aus (2.12) und (2.17) bzw. (2.12') und (2.17)
die Ungleichungen

; U4l 2 < Clog, 0, M, i, s, llug||2s ., g —20lI12% @, K) (2.18)
un
142 < C'00, 0, M, p, s, [ ug]| 2, ., g —g0l22 Q). (2.18)

(2.18) und (2.18') gelten zunichst nur fiir ¢e X mit 00=0=04+9,; fiir 6 <0,
jedoch haben wir bereits in (2.12) und (2.12") Abschidtzungen vom selben Typ,
so daf3 also (2.18) und (2.18') fiir alle s X N [0, 50+ 0] gelten. Aus (2.18) und
(1.3) folgt dann

lu 345 C”  fiiralle ceZ N[0, 04+ 5,]

mit einer gewissen Konstanten C”. Ein geldufiges Konvergenzargument liefert
daraus die Abgeschlossenheit der Menge XN [0,0,+6,]. Aus Hilfssatz5
folgt aber, daB X N[0, oo +6,] als Teilmenge von [0, oo+ J,] offen ist. Es ist
also 2N [0,00+60]=[0, 00+ 6,]. Zusammen mit (2.18) und (2.18') ergibt das
0o+0o€2*. Wir haben somit, wie angekiindigt, geschlossen, daB mit o, auch
0o+0¢ zu Z* gehort, wobei &, eine von o, unabhiéngige Zahl ist. Es folgt dann
leZ*, woraus man aber unmittelbar die Behauptungen des Hilfssatzes abliest.
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Wir kommen nun zu unserem Hauptresultat.

Satz 1. Es sei I eine offene Teilmenge von éQ mit T'e C%. Es sei ue C°(Q) N
(2(QuT) und ge C*>(I') mit g:=u|l. Ferner geniige u der Differentialunglei-
chung (0°). Dann gilt fiir jedes ot mit 0 <o <1 und jede kompakte Teilmenge K von
QuT die Abschitzung

lullf+2<C, (2.19)

wobei die Konstante C von o, den Konstanten A, B in (0'), der Konstanten M
in (0.2), dem Stetigkeitsmodul der Koeffizienten a;;, sowie von ull®, lgl5, Q und
K abhdngt.

Beweis. Es geniigt zum Beweis, wenn wir zu jedem Punkt zeQuUT eine
Zahl r>( angeben, so daB (2.19) mit K=Q(zr) gilt, wobei Q(z,r):={xeQ:
|x—~z|<r} gesetzt ist und r von 4, B, M, lull$, g5, @ und z abhingen darf.

Sei zunéchst ze I'. Wir wihlen r,>0 so, daB Q(z,r,))cQuT gilt. Nach
einem Lemma von Ladyshenskaya und Uraltseva ([9], 6, Lemma 2.1) haben

wir dann fiir xeQ(z, r,) die Abschidtzung!
lu(x)—u(2)|=Clx—2|, (2.20)

wobei die Konstante C von 4,B, M, l|u||g, lg|5 und I' abhingt. Falls nun
r:=min {r, , C"' (B, M;n)} gesetzt wird, wobei C die Konstante von (2.20)
und J die in Hilfssatz 2 konstruierte Funktion ist, folgt aus (2.20) und Hilfs-
satz 2 die Abschitzung

1| 257D < Cla, A, B, M, s, [ullg, llgl5, 2).

Dabei ist s diein (2.11) definierte Funktion.

Damit konnen wir zum Fall zeQ iibergehen. Zundchst bestimmen wir
1o >0 so, daB Q(z, 7o)< gilt. Dann konstruieren wir Funktionen

&ije CI(Q(Z’ ro))’ (i-;j=l Sress n),

und ite €*(Q(z.1,)) mit den folgenden Eigenschaften:

M+ 1)—ll€|2ézaij(x)éiéjé(M'}'l)lélzv (xeQ(z,r) EeRT), (2.21)

Ji—ull 5 + | La— Lulg®r < 1. (2.22)
Dabei ist
Lio¥ ) s
'_g‘-a"j ) 0x;0x;

gesetzt. Fiir denanalogzu (2.11)definierten Stetigkeitsmodul §der Koeffizienten
d;; konnem wirdie Bezichung
s=s), (20, (2.23)

1.(2.20) ist nicht Teil der Behauptung des angegebenen Zitats, wohl aber einer der Beweis-
schritte.
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annehmen. Wegen (2.22) haben wir dann in Q(z, ry) die Ungleichung

|Lu|< A+ B|u,|? (2.24)
mit
A=14+A+2B, B=2B. (2.25)
Setzen wir
h(x):=(La(x)) (4+B |1, (x)[?)~1
und

fx,p):=h(x)(A+B|pP),

so erfiillen die Funktionen a;; und fin 2(z,rp) die Voraussetzungen (I) und
(IT) von Hilfssatz 5. Die Konstante M von (0.2) ist dabei gemiB (2.21) durch
M +1 zu ersetzen. Aus (2.24) folgt nun die Ungleichung

|f (. pI< A+ B|p|.

Setzen wir daher r:=min {ro,d(4, B, M +1; n)}, wobei d die in Hilfssatz 4
konstruierte Funktion ist, so besitzt nach Hilfssatz 4 das Dirichletproblem

Lo=f(x,v,), 0|0Q(z,r)=0
eine Losung v=iiye C*(Q(z, ), welche eine Abschitzung der Form
Il $E7 < C(a, 4, B, M, 5, 1) (2.26)
gestattet. Nach Hilfssatz 6 ist dann das Dirichletproblem
Lo=f(x,v,), v]0Q(z, r)=0|0Q(z, r) (2.27)

mit einer Funktion v=1, e C? (2(z, r)) eindeutig 15sbar, und es gilt unter Be-
riicksichtigung von (2.26) eine Abschétzung

“al ”{2-(5;'1’/2)§ C(a, /‘L B, Ms §, ”ﬁ”g(z,r), rO)’ (228)
Nach Konstruktion von f ist aber v:=u|Q(z,r) ebenfalls eine Losung df;S
Dirichletproblems (2.27). Also gilt &, =|Q(z, r), und wir kénnen in (2.28) die
Funktion i&; durch # ersetzen. Wenn wir nun noch (2.23) und (2.25) beriick-
sichtigen, folgt die Behauptung.

§ 3. Existenzsiitze

Es sei im folgenden stets © ein beschriinktes Gebiet mit Qe C**# 0<p<1.
Es sei L der Operator (0.1) mit Koeffizienten a;;e C#(Q), welche (0.2) erfiillen.
Die Funktion f=f(x,u,p) gehére zu C* (2xR xIR") und geniige der Be-
dingung (0.3).
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Wir beginnen mit einem Resultat, das wir als ,,Nagumosche Vermutung*
bezeichnen konnten (vgl. [10], S. 228).

Satz 2. Es sei @ bzw. @ eine Quasisublosung bzw. Quasisuperlésung der
Gleichung Lu= f(x, u,u,). Ferner sei das zu w und @ gehorende System (2.0)
endlich, und es gelte w(x)<®(x) fiir xe Q. Dann besitzt das Dirichletproblem

Lu=f(x,u,u,), uloQ=g
fiir alle
ge C**8(0Q)
mit
w(Xx)=g(x)=o(x), (xedQ),

eine Losung ue C*+#(Q).

Beweis. Wir setzen A:=max {||@|2, |@|/2}. In der Bezeichnungsweise von
Hilfssatz 3 gehort dann f zu einer Klasse % (Q; A, B, 4, p) fiir geeignete Kon-
stanten A und B. Aus Satz 1 und Hilfssatz 3 folgt nun die Behauptung.

Satz 3. Es seien alle Voraussetzungen von Satz?2 erfiillt. Auferdem sei
f(x,.,.)e C{(R xIR") fiir jedes feste xeQ und 0f/du, df/dpeCP(2 xR x R"),
sowie 0 f/0u=0. Ferner existiere ein goe C>+#(0Q) mit w(x)<gq(x)S@(x) fir
x€0RQ. Dann besitzt das Dirichletproblem

Lu=f(x,u,u), uldQ=g

fiir jedes ge C2*#(0Q) eine eindeutig bestimmte Losung ue C*+#(Q).

Beweis. Nach Satz?2 existiert eine Losung uoe C2*#(Q) des Dirichlet-
problems zu den Randwerten g,. Nach Hilfssatz 6 folgt dann die Behauptung.

Satz 4. Es sei ge C2*#(0Q) und die Menge der Losungen der Dirichlet-
probleme
B: Lu=t f(x,u,u,), uldQ=tg, 0=t=l,

sei in der ||. ||g-Ngrm beschrinkt. Dann besitzt jedes Problem P, 0=t<1,eine
Lésung ue C**#(Q).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 1 durch Anwendung des Schaefer-
schen Fixpunktsatzes [12]. Man vergleiche hierzu Trudinger [13].

Wir haben unsere Existenzsitze nur fiir Gebiete mit C*>*#-Rand und fiir
Randwerte der Klasse C2**# formuliert. Es ist jedoch klar, daf entsprechende
Resultate fiir allgemeinere Klassen von Gebieten und lediglich stetige Rand-
werte gelten. Die fiir den Beweis erforderlichen Hilfsmittel bestehen in den Ab-
schitzungen aus Satz 1 und bekannten Resultaten. Bei der Ausfiihrung wiirden
sich keine neuen Gesichtspunkte ergeben, so dal wir uns mit dem Hinweis auf
die diesbeziiglichen Ergebnisse von Nagumo [10] und Trudinger [13] be-
gniigen.

% Math.Z, Bd. 111
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Une caractérisation des espaces affins
basée sur la notion de droite

FRANCIS BUEKENHOUT

1. Nous dirons qu’un espace linéaire [4] est un ensemble L d’éléments
appelés points dans lequel on distingue une famille de sous-ensembles con-
tenant au moins deux points et appelés droites, de telle maniére que toute
paire de points distincts p, g soit contenue dans une et une seule droite, notée
p+q.

Une variété linéaire de L [1] sera un ensemble de points V tel que p,geV
entraine p+qc V. 11 est clair que toute intersection de variétés linéaires est
une variété linéaire; de ce fait, tout ensemble de points X engendre une variété
linéaire X qui est I'intersection des variétés linéaires contenant X.

Lensemble vide, un point, une droite, L sont des exemples de variétés
linéaires. Dans les espaces affins et projectifs les « variétés linéaires habituelles»
sont des variétés linéaires et ce sont les seules sauf dans les espaces affins
d’ordre deux. Dans ces derniers tout ensemble de points est une variété linéaire.

Un plan de L sera une variété linéaire engendrée par un triple de points
«non alignés».

2. 11 est facile de caractériser les plans projectifs et les plans affins parmi
les espaces linéaires. Un plan projectif est un espace linéaire P tel que: (i) deux
quelconques droites de P ont au moins un point commun; (ii) il existe au moins
quatre points tels que trois quelconques d’entre eux ne soient pas alignés.
Un plan affin est un espace linéaire A tel que: (i) pour toute droite d et tout
point p n’appartenant pas a d il existe une et une seule droite contenant p et
disjointe de d; (ii) il existe au moins trois points non alignés.

Il est facile de prouver que les plans projectifs et affins sont des plans au
sens de la définition donnée en 1 (i.e. trois points non alignés engendrent
Pespace linéaire considéré) a I'exception du plan affin d’ordre deux.

3. Il est bien connu (implicitement dans [5]) que les espaces projectifs
peuvent étre caractérisés en tant qu'espaces linéaires par le fait que chacun
de leurs plans est un plan projectif. On peut se demander si une affirmation
analogue vaut pour les espaces affins, c’est-a-dire: un espace linéaire dont
tous les plans sont des plans affins est-il un espace affin? Nous n’avons trouvé
aucune mention de ce probléme dans la littérature. Un travail profond de
M. Hall [2] permet cependant de conclure par la négative: en effet, M. Hall
construit un systéme de Steiner de 81 points dont tous les «triangles» engen-

26+
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drent un plan affin de 9 points et qui n’est pas un espace affin. Notre but est
de montrer que la réponse a la question posée ci-dessus est affirmative des
que les droites de I'espace considéré ont plus de trois points. De maniére
plus précise on a le

Théoréme. Soit L un espace linéaire tel que
(1) tout plan de L soit un plan affin;
(i) L posséde au moins trois points non alignés;
(iii) toute droite de L posséde au moins quatre points.

Alors L est un espace affin.

4. Pour démontrer le théoréme nous utilisons une axiomatique des espaces
affins due a Lenz [3]. Rappelons briévement celle-ci. Un espace affin A est
un ensemble de points dans lequel on distingue des sous-ensembles appelés
droites et une relation d’¢quivalence notée || définie sur I'ensemble des droites.
On exige:

I.: toute paire de points distincts p, g est contenue dans une et une seule
droite p+gq;

I,: pour tout point p et toute droite d il existe une et une seule droite
d' telle que ged’ et d||d’;

II,: sia,b,c,d sont des points tels que a+b|c+d et pea+c on a pec+d
oua+b et p+d ont un point commun;

II,: si aucune droite n’a plus de deux points ...
III: toute droite contient au moins deux points;
IV: 1l existe deux droites disjointes d, d’ telles que dyd.

Si les droites ont plus de deux points, on montre que la variété linéaire
engendrée par trois points non alignés de 4 est un plan affin et que deux droites
d,d’ distinctes vérifient d||d’ si et seulement si elles sont «coplanaires» et
disjointes. Partons a présent des hypothéses du théoréme; on voit que la rela-
tion || peut étre définie d’une seule fagon: des droites d, d’ de Lsont paralléles
et on &crit d||d’, si et seulement si elles sont disjointes et coplanaires ou si d=d'.

Les axiomes I, IT, III sont immédiats, de méme que I, II, qui résultent
de la définition des plans affins et de la relation ||. L’axiome IV est peu essentiel:
il est équivalent a I'existence d’au moins deux plans ce que nous supposerons
désormais puisque le théoréme est trivial lorsqu’il y a un seul plan dans L.
Donc tous les axiomes de Lenz sont vérifiés mais nous n’avons par terminé
pour autant.

Il reste a prouver que | est une relation d’é¢quivalence. Comme elle est
visiblement réflexive et symétrique il faut prouver que d|ld’ et d'[|d’ avec
d,d’,d" non coplanaires, entraine d||d” (le cas ou d, d’, d” sont coplanaires est
trivial).



Caractérisation des espaces affins basée sur la notion de droite 369

5. Soit IT un plan et D une droite de L qui contient un (et un seul) point
aell. Soit Vla réunion des plans contenant D et une droite de IT passant par a.
Un pas décisif de la démonstration consiste a prouver que V est une variété
linéaire.

Pour tout point ve V,v¢ D nous désignons par d(v) le point d’intersection
de D et de la parallele a la droite (D+v)n I par le point v, D+ v désignant
le plan engendré par D et v. Si peD et p+d(v), a la droite p+v rencontre
(D+v)NII en un point que nous désignerons par p(v). On a p(v)*a.

6. Soient x, y des points distincts de Vet A la droite x+y. Il faut prouver
que AcV. Si x,y,D sont coplanaires cette propriété est immédiate. Nous
supposerons donc toujours que D et A ne sont pas coplanaires. Par la condition
(iii) du théoréme, il existe un point pe D avec p=+d(x), d(y), a. Dans ce cas les
points p(x) et p(y) définis en 5 existent et p(x)=+p(y) sinon D, A seraient co-
planaires. Si A||p(x)+p(y) et si ze A, la droite p+ z rencontre p(x)+ p(y) en un
point u. Comme p, u, D sont coplanaires la droite p+u est contenue dans V;
de ce fait zeV et A= V. On peut donc supposer désormais que A4 } p(x)+p(y).
Alors la droite A4 rencontre p(x)+ p(y) en un point b et on a b=a (sinon D, A4
sont coplanaires).

Soit ¢(p) le point commun & A4 et a la parallele a p(x)+ p(y) passant par p.
Il est clair qu’il existe au plus un point de A n’appartenant pas a Vet si un tel
point existe, il s’agit nécessairement de c(p). Nous prouverons qu’en fait c(p)e V.

7. Examinons le cas ou d(x)=d(y).

Pour tout ue VA et u=%b on a d(u)=d(x). En effet, si d(u)+d(x) il existe
un point d(x)u=(d(x)+u)nII et ce point est distinct de b; alors le plan
d(x)+b+u contient une droite de IT et comme il contient également x, y une
des droites x +d(x), y+d(x) devrait rencontrer II ce qui est exclu par la défini-
tion de l'application d: x — d(x) & moins de supposer que x, yell ce qui est
un cas trivial.

Le plan x+y+d(x) contient donc un seul point de IT qui est b. Soit
x'ex+d(x) avec x’ +x, d(x). La droite x'+ y est contenue dans V sinon x’'+y
contient un point b’e IT (par 6 ci-dessus) et il faut que b’=b ce qui est impossible.
Comme il existe au moins deux points distincts x', x"” distincts de x, d(x) sur
x+d(x), il y a deux droites sécantes du plan x+ y+d(x) contenues dans Vet
ne passant pas par d(x): x'+y et x” + y.Si u estun point sur 'une de ces droites,
d(x)+ u est contenu dans V parce que D, d(x), u sont coplanaires. Toute droite
du plan x + y+d(x) passant par d(x) rencontre I'une des droites x'+y, x4y et
est donc contenue dans V. Il en résulte que le plan x+y+d(x) est contenu
dans Vet Ac V.

8. A présent, nous pouvons supposer que d(x)#+d(y) quels que soient les
points distincts x, ye A n V. Pour tout point pe D avec p=a, il existe donc un
point ue A N V avec d(u)# p, u%b car ANV contient au moins trois points par
6. Alors p(u) est défini dans IT (cf. 5) et p(u)+b sinon A4, D sont coplanaires. Soit
P(A) la droite b + p(u) intersection des plans IT et p+ A. Dans p+ A4 la parali¢le



370 F. Buekenhout:

a A passant par p rencontre p(4) en un point p’. Soit I une droite de IT
passant par a. Si l coupe p(A) en un point distinct de p’, le plan D+ contient un
(et un seul) point de A: le point ((/ N p(A))+p)n A. Donc il existe au plus deux
plans D+ disjoints de 4: le plan D+(a+p)=a(p) et le plan D+ p*(4)=p(p)
ou p*(A) est la paralléle & p(A4) passant par a.

9. Le plan a(p) ne peut contenir aucun point de 4 car a(p) et p+ A sont des
plans distincts (sinon A4, D sont coplanaires) dont l'intersection est la droite p+p
et un point commun a a(p) et A4 devrait appartenir a p+p’' quiest paralléle a A.

10. Si B(p) a un point g situé sur 4 on va montrer que g est nécessairement
le point ¢(p) défini en 6 et alors on a A< V. En effet, si g n’est pas situé sur la
paralléle a p(A) passant par p (en 6 on a p(x)+p(y)=p(A)) la droite p+q ren-
contre p(A) en un point. Alors ce point est commun a B(p) qui contient p
etgeta p(4). Comme (p) N I1=p*(A) la paralléle a p(A) passant par a, on en
déduit que p(A4)=p*(A4). Mais ceci implique que p+ A contient D, donc que A4
et D sont coplanaires contrairement & nos hypothéses.

11. Supposons que 4 n’est pas contenu dans Vet établissons une contradic-
tion. Pour tout peD avec p+a on doit conclure par 10 que le plan B(p) est
disjoint de A. Soient p,, p,, p; des points distincts de D et distincts de a. Les
plans a(p,), B(p;) i=1, 2, 3 sont disjoints de A. D’apres 8 il y a exactement deux
plans D+ avec | par a, qui soient disjoints de 4. On a donc deux possibilités:

a) a(py)=B(p,) et a(p,)=B(p,);

b) a(p,)=a(p,) et B(p,)=B(p,).

Le dernier cas est exclu: il faudrait p¥ (4)= p3(A),donc p,(A4)et p, (A) seraient
deux paralléles et en fait égales puisqu’elles passent par b; alors, D et A seraient
coplanaires.

A présent le premier cas conduit également & une contradiction: il faut que

a(p3)=B(p,) et a(p3)=p(p,) donc B(p1)=B(p,).

En conclusion, I'ensemble V construit en 5 est une variété linéaire.

12. Prouvons que d||d, etd, |d, avecd,d,. d, non coplanaires implique d| d,-
Il suffit de prouver que d et d, sont coplanaires. Soit IT le plan d +d,, D une droite
joignant un point a,ed, et un point a,ed, et soit V la variété linéaire engendrée
par I1 et D qui peut étre décrite comme en 5. Soit dy la paralléle 4 d passant par
a, etd, la paralléle a d, passant par a,. Comme V est une variété linéaire, d; est
contenue dans V car le plan a,+d y est contenu. La droite d; n’a aucun point
dans IT sinon elle y serait contenue et d 2 €galement. Donc le plan D+d;
rencontre II suivant une droite disjointe de d 3 qui sera nécessairement d,.
Sid,=d, onad,=dj et la preuve est terminée. Si d,#+d,,d, rencontre d en un
point b. Les plans d+d et d, +d; ont d; et b en commun. Si b appartient a ds,
d=d; et d, est contenue dans IT contrairement & nos hypothéses. Si b n’est pas
sur dy, les plans d+ d, et d, +d, sont égaux. Comme d+d,(sinond, d,,d, sont
coplanaires), @, n’appartient pas a d et d+d,. Donc d+dy=d+d,=1II et ce
plan contient d,. De ce fait, il contient également d, et on obtient une contra-
diction. Le cas d, #d est donc exclu.
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Zu einem Satz von Hildebrandt
tiber das Randverhalten von Minimalflichen

ERHARD HEINZ und FRIEDRICH ToMI

Problemstellung

Es sei B:={w=u+iv: u’+v?<1}, und x: B—>R" (n>2) sei eine Vektor-
funktion, die zur Klasse C?(B)n C°(B) gehort und in B dem elliptischen System

Ax=0, (0.1)
0x\? 0x\? 0x Ox
(E) =(%)’ FrW T (02)

geniigt. AuBerdem bilde x=x(w) die Kreislinie 6B topologisch auf eine ge-
schlossene Jordankurve I'<R" ab. Dann heiBt x eine von I berandete Mini-
malflache, und das Plateausche Problem besteht darin, bei vorgegebener
Randkurve I' die Existenz einer solchen Minimalfléiche zu beweisen. Wihrend
dieses Problem in den klassischen Arbeiten von Douglas und Radé! voll-
stidndig gelost worden ist, ist die Frage nach dem Randverhalten von x(w) bei
hinreichend regulirer Randkurve erst in neuerer Zeit in Angriff genommen
worden. Das erste allgemeine Resultat in dieser Richtung verdankt man
Lewy [11], der zeigte, daB x(w) iiber ein analytisches Kurvenstiick von I’
analytisch fortsetzbar ist. Fiir den Fall einer nicht-analytischen Randkurve I’
konnte Hildebrandt ([9], Main Theorem) kiirzlich einen allgemeinen Regulari-
titssatz beweisen, der im wesentlichen besagt, daB sich x(w) am Rande von B
etwa genauso reguldr verhilt wie I'. Dabei wird vorausgesetzt, daB I’ mindestens
zur Klasse C3 gehort. Die Hauptschwierigkeit beim Beweis des Regularitits-
satzes besteht in der Herleitung von apriori-Abschitzungen in der L,-Norm
fiir die zweiten und hoheren Ableitungen von x. Als wesentliches Hilfsmittel
zur Gewinnung dieser Ungleichungen dient ein Satz von Tsuji [16] tiber das
Randverhalten einer Minimalfldche an einer rektifizierbaren Randkurve, der
eine Anwendung klassischer Ergebnisse von Fatou [3] und Riesz [15] iiber
Randwerte holomorpher Funktionen darstellt.

In der vorliegenden Arbeit werden wir fiir den Fall, daB I' zur Klasse C*
gehort, das Hildebrandtsche Ergebnis verschirfen und dafiir einen neuen, auf
anderen Prinzipien beruhenden Beweis erbringen (Satz 3). Dariiber hinaus
werden wir zeigen, daB in der Umgebung eines beliebigen Verzweigungspunk-

1. Wegen ausfiihrlicher Literaturangaben vgl. [2] und [13].
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tes woe B der Flidche x: B — R" eine asymptotische Darstellung der Form

%—i%—za(w—wo)umﬂw—wol") (w—w,, weB) (0.3)
mit einem komplexen Vektor a+0 und einer positiven ganzen Zahl k gilt.
Unser Beweis beruht auf Unitdts- und Regularitdtssdtzen fiir schwache
Losungen gewisser nichtlinearer elliptischer Systeme, die wir in § 1 herleiten
werden. In § 2 kommen auBlerdem Methoden zur Anwendung, die in [7]
benutzt wurden, um die Giiltigkeit gewisser Integralumformungen fiir Flachen
konstanter mittlerer Kriimmung sicherzustellen. Wir beweisen zunichst einen
allgemeinen Satz iiber das Randverhalten quasilinearer elliptischer Systeme
mit konformen Parametern (Satz2), wobei wir auBer der Endlichkeit des
Dirichlet-Integrals noch eine Integralbedingung am Rande voraussetzen.
Durch Anwendung auf die Gl. (0.1) ergibt sich dann das gewiinschte Resultat.

§ 1. Schwache Losungen nichtlinearer elliptischer Systeme

Es sei G ein beschrianktes Gebiet der (u, v)-Ebene. Wir bezeichnen mit W(G)
den Sobolevraum der vektorwertigen Funktionen x: G —» R", deren Koordi-
naten x,,...,x, uber G quadratintegrierbar sind und quadratintegrierbare
Ableitungen

0x,

D, x,:= o und D, x,:=

0y

v

im Sinne von Sobolev besitzen. Fiir a, be R™ definieren wir das Skalarprodukt
ab:=Y a, b, und den Absolutbetrag |a|:=}/aa. Ferner setzen wir zur Ab-

k
kiirzung D, x:=(D, x,, ..., D, x,) und D, x:=(D,x,, ..., D, x,), sowie
Dx:=(D,x, D,Xx).

Wir betrachten dann elliptische Systeme der Gestalt

Ax=f(u,v,x, Dx). (1.0
Dabe;i ist
0? 0? 3
A'=W+W und f: GxR’">R

eine Abbildung, deren Koordinaten Bairesche Funktionen sind. Wir fordern

|f (u, v, x, p)| S p(Ix]) P (L.1)
und
‘f(ua v, X, p)‘—f(ua vy, q)l
<v(max{|x|, [y]}) [(P*+4*) |x—yI+(p*+4*)* Ip—ql]
fiir alle (u, v)eG, alle x, yeR", sowie fiir alle p, geR?". Die Funktionen pu=pu(s)
und v=y(s) seien monoton nicht fallend und stetig.

(1.2)
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Es sei Xe W(G)n C°(G). Eine Vektorfunktion xe W(G) heiBt dann schwache
Lésung von (1.0) mit Randwerten %, wenn x in G stetig ist, wenn x |0G =X| 4G
gilt und wenn ferner fiir alle Vektorfunktionen ze C% (G) die Relation

[(Dx Dz+f(u,v,x,Dx)z)dudv=0 (1.3)

besteht. Wir bemerken, daB diese Beziehung aus Stetigkeitsgriinden dann auch
fiir alle Funktionen ze W(G)n C°(G) gilt, die auf dG verschwinden.

Mit einer Methode von Ladyshenskaya und Uraltseva ([10] Kap.4,
Theorem 2.1), welche von diesen Autorinnen bei skalaren Gleichungen ange-
wandt wurde, erhalten wir das folgende

Lemma 1. Es seien x und y schwache Lésungen von (1.0) mit gleichen Rand-
werten. Ferner gelte fiir die Zahl s:=max {sgp | x|, sgp ||} die Bedingung

2
max {su(s), 8 M}< 1.

1.4
(=5 kO i

Dann gilt x=y.

Beweis. Wir verwenden (1.3) nacheinander fiir x und y, subtrahieren die ent-
stehenden Gleichungen und erhalten mit Hilfe von (1.2) fiir alle ze CF (G) die
Abschitzung

[(Dx—Dy)Dzdudv<I, +1, (1.5)
mit
Li=v(s) [(IDx*+|Dy|*) |x—y| |z| du dv
und
L=v(s) [(IDx|*+|Dy|** |Dx—Dy||z| dudv.
Es ist dann

L<3[IDx—Dy|* dudv+4v(s)? [ (IDx|*+|Dy|?) |z|? du dv,
so daB3 mit der zuldssigen Substitution z:=x — y aus (1.5) die Abschitzung
[IDx—=Dy|* dudo<v(s)(2+v(s)) [ (DxI2+|Dy?) [x—yP dudo  (1.6)
folgt. Als nichstes verwenden wir (1.3) mit z:.= n* x, wobei 5 eine reelle Funktion
der Klasse C (G) ist. Mit Hilfe von (1.1) ergibt sich dann
§n?|Dx|* dudv=—2 [ (n(D,n)x D, x+n(D,n) x D, x)du dv
—[n? f(u,v,x, Dx) x du dv

2
< [ |Dx|? du dv+= [ ((D, n)? +(D, n)?) dudv

+su(s) [n*|Dx|* dudv

mit einem beliebigen &> 0. Wegen (1.4) kénnen wir e=%(1—s pu(s)) setzen und

erhalten dann 5 2
2 2 5 2 2 1.7
[n? |Dx| dxg(l_w(s)) [ ((Dy 1) +(D, n)?) du dv. (17)
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Es ist dann zuldssig, fiir # die Koordinatenfunktionen von x—y einzusetzen.
Wenn man noch beachtet, daB} (1.7) auch gilt, wenn x durch y ersetzt wird,
ergibt sich schlieBlich

2s

2
{1x—y(Dx|+ Dy dudv<2 (7) [IDx—Dyl? dudv. (18)
1—spu(s)
Kombination von (1.4), (1.6) und (1.8) liefert die Behauptung.
Wir betrachten im folgenden das speziellere System

Ax=H f(x, Dx) (1.9)

in dem Gebiet G:=Bg:={(u, v): u>+v*<R?}. Dabei ist H eine Matrix, deren
Koeffizienten H,,=H,,(u,v) (k,I=1, ..., n) reelle, beschrinkte und Bairesche
Funktionen sind und f: R3"—R" ist eine Vektorfunktion, welche den Be-
dingungen (1.1) und (1.2) geniigt. Zur Abkiirzung setzen wir

IH|:=sup (. Hf)*

Br k1

und definieren fiir Vektorfunktionen x: B, — R" der Klassen C* (Bg) (k=0,1)
die folgenden Normen:

Ixlio,rs=supIxl,  llxlly g:=lIxllo,x D xllo,x-
R

Als nichstes beweisen wir ein fiir das Folgende wichtiges Regularitits-
und Approximationslemma. Regularitétssdtze fiir schwache Losungen nicht-
linearer Systeme sind von Morrey [12] und kiirzlich von Oskolkov [14] auf-
gestellt worden; ihre Resultate scheinen jedoch im vorliegenden Fall nicht
anwendbar zu sein.

Lemma 2. Es sei xe W(Bg)n C°(Bg). Die Zahl s:=||X||o g erfiille (1.4) und
die weitere Bedingung

su(s)<i. (1.10)
Ferner sei | H| < 1.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(I) Es existiert in B, genau eine schwache Losung x von (1.9) mit den Rand-
werten X und || x|, g <s.
(I1) Diese Lisung gehort zu C'**(By) fiir alle o, 0<a<1.
(I) Ist XV e C® (Byg) eine Folge von Vektorfunktionen mit

1PNl o, g <55 (1.11)
[IDXP|? du dv<d=const, (p=1,2...), (1.12)

und
sup |x—xP|-0 (p—> o), (1.13)

u2+v2=R2



376 E. Heinz und F. Tomi:

so gibt es eine Folge von Vektorfunktionen x® e C? (Bg) und eine Folge von Ma-
trizen HY e C* (Bg), HV|< 1 (k=1,2, ...), mit den folgenden Eigenschaften:
(a) Es gilt
AxP=H® f(x®, Dx®) ((u, v)eBy)
x® |0Bg=5%"| 6B, (k=1,2,...)
und
Ix=x®lo, g+ Ix=x®||; . >0  (k—c0)

fiir alle R'<R.
(b) Fiir alle k=1,2, ... hat man die Ungleichung

JIDX®P2 dudv<(1—sp(s) 2d.

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage in (I) folgt aus Lemma 1. Zum Nachweis
der iibrigen Behauptungen gehen wir von einer Folge ¥P e C® (Bg) mit (1.11)—
(1.13) aus. Diese Folge kann vorgegeben sein; anderenfalls konstruieren wir
eine solche. Weiterhin bestimmen wir eine Folge von Matrizen H” e C* (B,)
mit

[H?| <1 (1.14)
und
H{P' - H,, (p - o0) fast iiberall in Bp (k,I=1,...,n). (1.15)

Wegen (1.10), (1.11) und (1.14) kann man dann aus [5],§ 3 und [6], § 2 folgern,
daB das Randwertproblem

Az=HY f(z,Dz), z|0Bx=%"|0B,

eine Losung z=y" e C*(Bg) mit ||y, o <s besitzt, (p=1,2, ...).2
Ebenfalls aus [6], § 2 entnimmt man die Abschitzung

1YPly,p S———7 (R'<R,p=1,2,...), (1.16)

und wegen (1.13) auch die gleichgradige Stetigkeit der Folge y® in ER. Weiter
ergibt sich aus (1.16) durch bekannte potentialtheoretische Schliisse eine
Abschitzung

Dv® (()— (p) (7’
sup [2IPQ=DYOE
L.{'eBr: [{=C'|

T+
fir alle ¢,0<a<1 und alle R'<R. Ein Auswahlverfahren liefert dann die
Existenz einer Teilfolge p, (k=1, 2, ...) der natiirlichen Zahlen und einer Vek-

torfunktion _
xeC’(Bg)n () C'**(Bg)

O<a<1

2. In [5] wird zwar nur das Dirichletproblem eines speziellen Systems der obigen Gestalt
betrachtet. Der dort gegebene Existenzbeweis bleibt aber auch in dem hier behandelten allge-
meinen Fall giiltig.
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mit der Eigenschaft, daf3

197 —=xllo, g+ YP)—xll; g >0 (k—00) (1.17)
fiir alle R'<R gilt. Aus der fiir alle Testvektoren z giiltigen Relation
[(Dy® Dz+H®Y f(y?, Dy"?) z) dudv=0 (1.18)
leitet man mit z:=y® — %P die Ungleichung
[IDyP 12 dudv<(1—2spu(s))"? [ |IDXP|? dudv (1.19)

ab, aus der sich wegen (1.12) die Endlichkeit von [|Dx|* dudv ergibt. Wenn
man (1.15) und (1.17) beriicksichtigt, sieht man durch Grenziibergang in (1.18)
sofort, daB x schwache Losung von (1.9) ist. Die Randbedingung x|0Bg = X| 0By
ist wegen (1.13) und (1.17) erfiillt. Damit sind die Behauptungen (I) und (I1)
bewiesen.

Im Falle, daB eine Folge x® mit (1.11)—(1.13) vorgegeben ist, setzen wir
x®:=y® ynd H®:=H®. Wegen Lemma 1 gelten dann die Aussagen a) und
b) in Behauptung (I1I), womit alles bewiesen ist.

Wir werden uns im folgenden auch der komplexen Schreibweise bedienen.
Wir setzen {:=u+iv und D;:=D,—iD, sowie Dy;:=D,+iD,. Mit diesen
Bezeichnungen gilt dann

Lemma 3. Es sei xe C'(By) und es gelte fiir alle ze C§ (By) die Ungleichung
|| Dx Dzdudv|<M [|D,x||z| dudv

mit einer positiven Konstanten M. Ferner sei D, x(0)=0 und D, x%0. Dann gilt
fiir { - 0 die asymptotische Darstellung

D, x(Q)=al*+o(")
mit einem komplexen Vektor a=0 und k ganz-positiv.

Beweis. Es sei 0<R'<R. Durch Gldttung von x 1aBt sich eine Folge
x®e C?(Bg.) konstruieren mit

[x®—xll; g =0  (k—00)
und
lir:] sup [4x®|<M'|D, x|, M’'=const.

Es sei nun Ec By, ein glattberandetes Gebiet und ge C!(E) eine komplex-
wertige Funktion. Wegen der Identitdt

$gD, x®d{=i[(g4x“+Drg D, x®) du dv
E

OE

folgt bei k—oo die Ungleichung
| § gD, x dC|< [ (M'|g|+|D;gl) 1D, x| dudv.
0E E

Jetzt ergibt sich die Behauptung des Lemmas nach Hartman-Wintner (s. [4],
insbesondere S. 455 —458).
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Wir fiihren nun Polarkoordinaten r, ¢ durch u+iv=re'® ein, setzen

und erhalten dann das Hauptergebnis dieses Paragraphen, nimlich

Satz 1. Es bezeichne Sy o das Gebiet {re’?: R<r<1,|p|<O} mit 0<R<1
und 0<O=m. Es sei xe W(Sg )" C%(Sg.¢)N C*(Sg o) und geniige der Dif-
ferentialungleichung

|4x|<BIDx|? (1.20)

mit einer positiven Konstanten .
Ferner erfiille x die Randbedingungen
x(e?)=0 (9|20, 1<ksn-1) (1.21)
und
+6

lim [ |D,x,|dp=0 (1.22)
)

r-1 _
fiir alle ©®',0<©®’' < @. Dann gehért x zu

N C'**(Sk.e)

O<a<l1

fur alle R’ mit R<R'<1 und alle ©®' mit 0<O@'<O. Ist ferner D, x%0 und
D x({o)=0 (Lo=ry €, 1y <1,|0o| < O), so gilt fiir (=, die asymptotmche
Darstellung
Dy x(Q)=a(l—{of +o(I{—{ol" (1.23)

mit einem komplexen Vektor a+0 und k ganz-positiv.

Beweis. Wir setzen G:={re'?: R<r<R™!,|p|<®} und definieren eine
Vektorfunktion y: G — R” durch

x,(re'?) ' falls r<1

W =105 _1)x, (%e“") falls r>1

(k=1...n), wobei 9,, das Kroneckersymbol bedeutet. Erkliren wir eine Vek-
torfunktion b: G- R" durch

bee IDy|=24y  falls Dy+0 und r+1
0 sonst,

so ist b meBbar und wegen (1.20) beschriinkt. Die Vektorfunktion y geniigt fiir
r+ 1 der Differentialgleichung
~IDyPb. (124)
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Wir werden nun zeigen, da y in ganz G schwache Losung von (1.24) ist.
Wegen der Endlichkeit von | |[Dy|*dudv und der Stetigkeit von y in G,
r+1

sicht man leicht,daB y zu W(G) gehort. Wir werden nun fiir vorgelegtes ze C§(G)
die (1.3) entsprechende Relation nachweisen. Wir wihlen eine Zahl s mit
R<s<1 und erhalten durch partielle Integration

({+ [)(DyDz+IDyPbz)dudo=Y I, (1.25)

r<s r>l k=1
S

mit
+6 &
Ik:( j - f )(Dryk)zkrd(p
_=9’ 9’

+
s
r=

|-

und einem geeigneten ©',0< O’ < 6.
Wegen der fiir r> 1 giiltigen Beziehungen

; 1 L ;
Dryk(rel‘P):(l_z(sk")r_z Drxk (7 e”p)

erhalten wir fiir I, ..., I, die Abschdtzungen

n—1 n—-1 +6' . . 1 .
SIS T ] 1D x6e|a6en—z () sdo
k=1 k=1 —©’ S

+6’

1 .
<const (T_S) [ ID,x(se)|sdo
3 e

und
+0’ .
|I|<const | |D,x,(se'?)|dg.
-0

Wegen (1.22) gilt I, —»0 (s— 1), und wegen der Endlichkeit von [|D x|dudv
n—1

gilt )" [I,| -0 fiir eine Folge s,, s, — 1 (v = ).
k=1

Es folgt dann, daB y schwache Losung von (1.24) ist. Wenn man berlick-
sichtigt, daB y in G stetig ist, ergeben sich die Behauptungen des Satzes aus
Lemma 2 und Lemma 3.

§ 2. Uber das Randverhalten einer gewissen Klasse von Flichen

Wir betrachten im folgenden ein konform parametrisiertes Fldchenstiick
x=x(u, v), welches als Randkomponente eine regulire Kurve der Klasse C",
m>2, besitzt. Genauer: Es sei x: B, > R" eine Vektorfunktion der Klasse
C°(B,)n C'(B,), welche dem Differentialgleichungssystem

r|D,X|=|D¢x|, (2.0y)
D,xD,x=0 (u+iv=re'?) (2.0,)
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und den Randbedingungen
(@) =g, (x, (%)  (¢|<O, 1<k<n—1), 2.1,)
(X (€)= x, (") (@—¥)20  (lol, [¥|<O) (2.1,)

geniigt. Dabei ist @ eine reelle Zahl, 0<®<n, und die Funktionen 2
(k=1,...,n—1) gehoren zur Klasse C™((—4, +0)), wobei das Intervall
(-0, +6) die Zahlenmenge {x,(¢'?): |¢|< O} enthilt. Es bedeutet keine Ein-
schrinkung,
x(1)=0 (2.2)
und
8 (0)=g,(0)=0 (1=k=n-1) (23)

vorauszusetzen. Wir nehmen nun eine in einer Umgebung der Punktmenge
M(0):={x(e'%): |p| < @} definierte Koordinatentransformation V vor, welche
dem Zweck dienen soll, die nichtlinearen Randbedingungen (2.1 1) und (2.1,)
in lineare iiberzufiihren. Wir erkliren y=Vx durch

V=X, — g (x,), (k=1,...,n—1), (24,)

n—1
V=%t h06) ™Y g(%,) (35— 24 (%) (24,)
k=1
mit

n—1

hix,):=1+ Y gi(x,)?
k=1
Dabei sei @>0 so klein gewihlt, daB V in einer Umgebung von M(6)
eineindeutig ist und dort eine nirgends verschwindende Funktionaldeter-
minante besitzt.

Lemma 4. Es sei xe C°(B,)n C'(B,) eine Vektorfunktion, die (2.0,), (20
und (2.1y) erfiillt. Man wahle R <1 so, daf die Punktmenge x (S r.9) Mit Sg o
{re'?: R<r<1,|p|< @} im Definitionsbereich der durch (2.4) gegebenen Trans—
formation V llegt Erklart man dann die Vektorfunktion y: Sg.e— R" durch
y(re®):=Vx(re'), so gilt in S, e die Abschditzung

1 n—1
1D, ot - [ 1D (D 11D, ¢ +10,x1 (T i) | @9

Beweis. Zunéchst erhilt man aus (2.0,) und (2.4) die Gleichung

n—1

0=} D,y.D,x,+®D,x,
=

d:= ng 2D,y +h(x,)D, x
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In Verbindung mit (2.0,) und (2.4) ergeben sich daraus die Abschitzungen

n—1 3 1
|<1>|1Dq,xn|§( y (Dwyh)Z) — D, x| (2.6)
k=1 r
und
C n—1 4
L0 2
917> [( 2 ©u30?) +10, 5] @)

mit einer positiven Konstanten C,,.

Aus (2.6) und (2.7) folgt

o< Co : [|q>|(zw ») )+|¢||D¢x,.|]

1 1 CZ n—1 C n—1 3
S5 Pty L0 (T 0,0 1D,
k=1
Ly, 1 C ¥
<5 045 (L0, 1,0,
d.h.
Cl n—1 2} "
0152 (X (0, 1) 10, x1%
k=1
Wegen
n—1

kZI(D(pyk)2:|D¢y|2_|D¢ynlz
=(D, y|+1D, y,)(ID, y| =D, y,|)
=const |D, x|(ID, y| =D, y,l)

folgt hieraus

1 £
| @] = const — D, x|*(ID, =D, 8 )

Beachtet man, daB wegen (2.4) die Gleichung

D,y,=h(x,)"!

( 8k (x,)

h(x") ) (Dr xn)Yk

| dx,
gilt, so ergibt sich (2.5).

Das nichste Lemma macht eine allgemeine Aussage iiber das Verhalten
von Bogenlidngen bei Anwendung einer nichtlinearen Transformation.
21 Math.Z, Bd. 111
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Lemma 5. Es sei xe C°(B,)n C'(B,) mit

+6
sup j |d, x(re'®)| < oo
0=sr=1 _

fiir ein ©€(0,n]. Ferner sei U eine in einer Umgebung Q der Punktmenge

x(Sgr,e) (0<R<1) definierte, stetig differenzierbare Abbildung, U: Q—R".
Es sei T(z) die Funktionalmatrix von U im Punkte z und es gelte fiir alle
ze{x(e'?): |p| <O} die Gleichung

+6 ) +0 .

lim sup [ 1d, T(z)x(re'®)|= | |d, T(z) x(e")| (2.8)
b=, -6 -6

Setzt man dann y(re'¢):=Ux(re'?) (RSr<1, |@| £ 0), so ist

+6

§ 1d, y(e®)| <o,
)
und es gilt

+6 X +6 .
lim | |d,y(re?)|= [ |d,y(?)|. (2.9)
r-=1 g )

Beweis. Die Endlichkeit der rechten Seite von (2.9) ist klar. Zu vorgege-
benem &> 0 ldBt sich ein d(¢), 0<d(e)<1— R, und eine Zerlegung

—O0=¢y<0; < <@;<@; ;=0
des Intervalls [- 0O, + @] mit ¢, ,

—@,<0d(g) so angeben, daB fiir
P=Q=@p; und

1-d(g)=r=i
die Ungleichung

ld, y(re’)—

ndq,x(re"").l <eld, x(re')|
erfiillt ist. Dabeiist T,:=T

(2.10)
(x (e"”")), 0=<k<I. Durch Integration von (2.10) folgt

Pic+1 Pr+1

j' |d, y(re'®)|— j' |d,, T, x(r &"®)]

fir 1—0(e)<r<1und k=0,

Pk +1

<e j |d, x(re'®)| (2.11)

., . Aus (2.11) ergibt sich

Pk +1

""I—Z [ 1d, T, x(re'®)|

k=0 o

<eM

(1-8()=r<1)  (212)

mit

+6
M:= sup. fld x(re'?)| < + o,
O=sr=s
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also g .

[ 1d, y(re)|—
_6 -

<y

k=0

e .
ld, y(e'®)|
6

Pic+1 P +1

[ 1d, Tx(re®)|— [ |d, T, x(e'?)
oK

Pk

(2.13)
+2eM.

Wegen (2.8) und der Halbstetigkeitseigenschaft der Bogenlinge gilt

P +1 Pk +1

lim | 1d, T,x(ré®)= [ |d,T,x( )
=1 o ok

fiir jedes k=0, ..., . Damit folgt die Behauptung aus (2.13).

Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptresultat dieser Arbeit zu beweisen,
namlich

Satz 2. Voraussetzung.

(I) Es sei xeW(B,)n C°(B,)n C*(B,) eine Lisung des Systems (2.0,)—
(20,), welche die Randbedingungen (2.1;) und (2.1,) mit Funktionen g,eC?
erfillt.

(Il) Die Vektorfunktion x geniige in B, der Differentialgleichung
Ax=H f(x, Dx) (2.14)

mit einer Matrix H=H(u,v), deren Koeffizienten reelle, mefbare und be-
schrinkte Funktionen sind, und einer Vektorfunktion f, welche Ungleichungen
der Gestalt (1.1) und (1.2) erfiillr.

(IIT) Bezeichnet T(z) die Funktionalmatrix der durch (2.4) gegebenen Trans-
formation V, so gelte die GI.(2.8) fiir jede der Matrizen T(x(e'?)), |p| < O.

Behauptung.
(I) Esgilt xe (| C'**(S, ;) fiir alle d mit 0<< 6.

O<a<1

(I) Ist D, x(1)=0, sowie D, x%0, so gilt fiir {— 1 die asymptotische Dar-
stellu
" Dy x(O)=a(—1F+o(l— 15

mit einem komplexen Vektor a=0 und k ganz positiv.
(IT) Ist 0<y<1 und He C?(B,), so gilt xe C**7(S,, ,) fiir alle 5, 0<5< 6.

Beweis. Wir wihlen R, 0<R <1, so, daB die durch (2.4) gegebene Trans-
formation ¥ auf der Punktmenge x(Sg o) erklirt ist und dort eine nicht-
verschwindende Funktionaldeterminante besitzt. Sodann definieren wir die
Vektorfunktion y: Sg. e~ R" durch y(re'?):=Vx(re'). In Sy g gilt fiir y eine
Differentialungleichung der Gestalt

|[4y|<B|Dy|? (2.15)

mit einer positiven Konstanten .
7
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Aus Lemma 4 entnimmt man dann unter Benutzung der Holderschen
Ungleichung die fiir R <r<1 giiltige Abschidtzung

+6
LID, Ya(re®)\de

+6 . n—1 .
<const [_j'elD«, x(re'?)| <k21|yk(r e'“’)l) do (2.16)

+6 +6 3

+(T10,xtenido) (110, 1do= T 10, 3,1d0) |

Wegen (2.1,) ist

+0 .
| 1d, x(e?)|< o0,
)

und wegen Voraussetzung (III) ist insbesondere
+0 '
sup | |d, x(re'?)|<oo,
)

R<r<1 _

so daBB Lemma 5 anwendbar wird. Es ergibt sich dann die Limesrelation

+6 . +6 . +6 .
lim | |D,y(re)dp= | |d,yE?)= [ ld,y,("?), 217
—1 ¢ -6 -6
wobei noch die Randbedingungen
%(€9)=0 (lo|£0, k=1,...,n—1) (2.18)

beriicksichtigt wurden.
Zusammen mit (2.17) und (2.18) ergibt sich aus (2.16) die Beziehung

+6 . 4
lim sup ( [ 1D, y,(r e"”)M‘P)
r—» _9

+6 . +6 _
<const ( j |d, y,(e"®)|—lim ilnf j |d, y,,(re"")l) <0,
-8 -1 -6

d.h.

+6
linll [ ID, y,(re'®)|de=0. (2.19)
r-1 e

Aus (2.15), (2.18) und (2.19) folgt nun durch Anwendung von Satz 1 die Be-
hauptung (I). Ist D, x %0, so ist auch D, y%0, und es gilt daher in einer Um-
gebung jedes Punktes {, mit D, y({,)=0 eine Darstellung der Gestalt (1.23).
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung (II), wenn man beriicksichtigt, daB
die Funktionalmatrix von ¥V im Punkte x (1) die Identitat ist.
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Fiir den weiteren Beweis bezeichnen wir mit Z, das Kreisbogenzweieck
Z,={w: lw—e'?|<e, |w|<1}, |pol<®. Sei jetzt He C7(El). Wegen x,e
C'*(Z,,) (1=k<n) und (2.4,) hat man zunichst 4y,eC"(Z,)) (1<k<n-—1).
Da y,(w) (1=k=<n-1) fiir |w|=1 (weZ,,) verschwindet, so folgt hieraus y,e
C“V(Zsl) (1=k=n-—1) fiir ¢, <g,. Der Beweis von Behauptung (III) ist er-
bracht, wenn x,€ C“’(Zh) gezeigt wird. Um dies einzusehen, beachten wir
zunichst, daB wegen (2.4,) und D, y,(¢'?)=0 (|¢| < ©) die Funktion D, x,,(¢'?)
fiir |¢|<®© zur Klasse C'*7 gehort. Daraus, sowie aus 4x,e C? (Zto), schlieBt
man mit Hilfe eines Differenzenverfahrens unter Anwendung des Privaloff-
schen Satzes ([1], S.279), daB x,e C“’(-Z_h) gilt, womit Satz 2 vollstindig
bewiesen ist.

Es erhebt sich die Frage, unter welchen zusitzlichen Annahmen hinsicht-
lich des Systems (2.14) die Voraussetzung (III) von Satz 2 erfiillt ist. In dem fiir
differentialgeometrische Anwendungen wichtigen Spezialfall n=3 148t sie
sich aus einem allgemeinen in [8] bewiesenen Konvergenzsatz fiir gewisse
nichtlineare elliptische Systeme folgern. Fiir beliebige n=2 und H=0 kann sie
direkt verifiziert werden. Es gilt

Satz 3. Voraussetzung. Es sei I' =R" eine reguldre Jordankurve der Klasse
C? und x: B, — R" sei eine von I berandete Minimalfliche der Klasse C°(B,)n
C?(B,). Genauer: Die Vektorfunktion x = x (u, v) gehore zu C°(B,)n C*(B,), die
Abbildung x: 0By — I sei topologisch, und es gelten in B, die Differentialgleichun-

et Ax=0, (2.21)

D, x|=|D,x|, D,xD,x=0. (2.22)

Behauptung. (1) Es ist xe C***(B,) fiir alle a, O<a<l, und es gilt in der
Umgebung eines jeden Verzweigungspunktes (,€B, die asymptotische Dar-

stellung . . _
D x(@)=a—Co)*+0(l—Col)  ((— o, l€By) (2.23)
mit einem komplexen Vektor a+0 und einer positiven, ganzen Zahl k.

Beweis. Zunichst gilt auf Grund der isoperimetrischen Ungleichung fiir
Minimalfldchen ([2], Theorem 3.5, S. 129) die Abschidtzung

1
§|DX|2 du dvégl(r)2< + 00,

wobei I(I') die Bogenlidnge von I' bedeutet. Ferner hat man wegen (2.21) und
der Halbstetigkeitseigenschaft der Bogenldnge nach einem bekannten potential-
theoretischen Satz ([2], Theorem 3.4, S.127) fiir jede konstante Matrix T
die Relation 3

@2 . @2 X
lim sup [ 1d, Tx(re')|= {|d, Tx(e')|.
£ P11 @1

Anwendung von Satz 2 liefert dann die Behauptung.

3. Fiir den Fall der Halbebene vgl. [11], insbesondere Lemma 3.



386 E. Heinz und F. Tomi: Uber das Randverhalten von Minimalflichen

Zusatz bei der Korrektur vom 22.8.69. Inzwischen ist es gelungen, das Regularititslemma
(Lemma 2, Behauptung IT) und unabhiingig davon Satz 2 auf elementarem Wege zu beweisen und
zu verschérfen. Man vergleiche hierzu die demnichst in der Mathematischen Zeitschrift erschei-
nenden Arbeiten von F.Tomi: ,,Ein einfacher Beweis eines Regularititssatzes fiir schwache
Losungen gewisser elliptischer Systeme* und E. Heinz: ,,Uber das Randverhalten quasilinearer
elliptischer Systeme mit isothermen Parametern®. In der letzteren Arbeit wird gezeigt, daB in Satz 2
die Voraussetzungen (III) sowie (2.1,) und xe W(B, ) entbehrt werden konnen.
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AuBenraumaufgaben in der Theorie stationirer
Schwingungen inhomogener elastischer Korper

NORBERT WECK

Das Ziel dieser Arbeit ist es, Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir die
Theorie des Gleichungssystems

A*u(x)+w? p(x)u(x)= —f(x)
(0.1) A*u(x):=¢' 0j(Cijkl(x)ak u(x)) !
Cijkl(x)’ =A(x) 5ij Opy+ 1 (x) (0 6]'1‘*‘5:'1 5jk)

zu geben. Uber die in (0.1) auftretenden Koeffizienten machen wir die folgenden
Minimalvoraussetzungen:
Cijn: R3— R

3
0.2) V. A /\VCijk,(x)v,.jEk,;co Y, [P

coeR* xeR3? ve k=1
mit
V:= {v:(uij)|v,~j€(t AN Ul"j=5ji}
(0.3) i e NHEZH AR+ REZ AP (X)Z Py
15 U2, 1€ x
(0.1) beschreibt die Schwingungen eines inhomogenen, isotropen elastischen
Ké&rpers ScIR? unter dem EinfluB einer periodischen Volumenkraft mit der
Amplitude f. Wir unterscheiden zwei Typen von Ké&rpern:

I. S ist ein beschranktes Gebiet (Innenraumaufgabe).
II. S ist ein Gebiet und G:=RR?—§ beschrinkt (AuBenraumaufgabe).

Da unser System stark elliptisch ist, lassen sich Innenraumaufgaben mit
bekannten Methoden (vgl. z.B. [4]) behandeln. Wir gehen daher im ersten
Abschnitt nur kurz auf diese Theorie ein. Im zweiten Abschnitt behandeln wir
das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit. Dieses wird beim Beweis der Ein-
deutigkeitssiitze fiir AuBenraumaufgaben bendtigt. Daher war es fiir diese
Arbeit von entscheidender Bedeutung, den Beweis fiir dieses Prinzip zu liefern.
Auf allgemeine Ergebnisse fiir elliptische Systeme [2, 3] konnten wir uns dabei
nicht stiitzen, da diese nur fiir den Fall gelten, daB die Charakteristiken des
betrachteten Systems einfach sind. Sonst gibt es bekanntlich Gegenbeispiele [9].

1. Uber in Produkten doppelt auftretende Indizes ist von 1 bis 3 zu summieren. Freie Indizes

. il )
laufen von 1 bis 3. ¢': Einheitsvektoren im R?; 0ji= 2 =(e', V).
X

C X
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Unser Beweis ist daher auf die spezielle Gestalt des Systems (0.1) zugeschnitten.
In den abschlieBenden beiden Abschnitten benutzen wir die zuvor gewonnenen
Ergebnisse zum Beweis von Existenz- und Eindeutigkeitssitzen fiir die AuBen-
raumaufgaben. Resultate in dieser Richtung waren bisher nur fiir homogene
(oder wenigstens stiickweise homogene) Medien bekannt ([6, 11]). Die Existenz-
sdtze werden dort mit Hilfe der Integralgleichungsmethode bewiesen, die immer
glatten Rand voraussetzt und sich nur schwer auf den Fall variabler Koeffi-
zienten iibertragen laBt. Wir beweisen die entsprechenden Sitze fiir Medien,
die erst fiir groBe |x| homogen sind. Die Ausstrahlungsbedingung und ein Teil
des Eindeutigkeitsbeweises lassen sich dann ohne wesentliche Anderung aus
[6] iibernehmen. Mit Hilfe Greenscher Umformungen und asymptotischer
Abschitzungen 14Bt sich wie dort auch zeigen, daB Losungen u, zu f=0 fiir
geniigend grofBe |x|, d.h. im Bereich konstanter Koeffizienten, verschwinden.
Aus dem Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit folgt dann u,=0. Zum
Beweis des Existenzsatzes benutzen wir eine Methode, die auf Leis ([7]) zuriick-
geht. (Dort wurde der entsprechende Satz fiir symmetrische Differentialopera-
toren zweiter Ordnung bewiesen.) Wir suchen zunichst eine Losung v einer
Innenraumaufgabe in Zz:=K,— G zu inhomogenen Randwerten g auf dem
Rand 0K, einer Kugel K,. Dies liefert Dirichletsche Randwerte auf dem
Rand 0K, einer Kugel K, = K,. Mit klassischen Methoden konstruieren wir
eine Losung w der AuBenraumaufgabe in R®— K, zu diesen Randwerten.

w und v sind Fortsetzungen voneinander und ergeben eine Losung der
AuBenraumaufgabe in R?— G, wenn w auf 0K , wieder die Randwerte g liefert.
Diese Bedingung fiihrt auf eine Gleichung der Form (I+ T) g=Sf mit voll-
stetigem T, von der wir zeigen konnen, daB sie fiir jedes f 16sbar ist. Das beweist
den Existenzsatz. Voraussetzung fiir dieses Verfahren ist jedoch, daB keine der
Innenraumaufgaben in Z; und K, — K, Eigenlosungen besitzt. DaB es immer
geeignete Kugeln und Randbedingungen auf 0K, gibt, die dies garantieren,
lieBe sich — wie in [7] — mit Hilfe bestimmter Monotonieprinzipien [12] fiir
die Eigenwerte der betreffenden Randwertprobleme zeigen. Wir geben statt
dessen eine spezielle Randbedingung an, bei der — unabhiingig von der Wahl
von K, und K, — niemals Eigenlosungen auftreten.

Ich mochte mir grlauben, an dieser Stelle Herrn Professor Dr. Leis fiir die Anregung zu dieser
Arbeit und viele wertvolle Ratschlidge zu danken.

1. Innenraumaufgaben

Zum System (0.1) haben wir noch Randbedingungen zu stellen. Die wichtig-
sten sind
(1) ul,s=0
(1.1) () n;T;ul,s=0
) (Bui+n; T;;u),5=0.
Hierbei haben wir die Bezeichnung T;; u(x): = C;;,,(x) 9, u,(x) fiir den Span-
nungstensor (7;; u) eingefiihrt.
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Definition 1. u heiBt klassische Losung zur k-ten Innenraumaufgabe und zu
feC(S): =
(i) ue C,(S)n C(S).
(i) 4* u(x)+w? p(x)u(x)= —f(x), xeS.
(i) Fir k=1: u|,5=0.
Firk=2: A _limn;(y) T;; u(x)=0.

YeiS xy
xeS

Fiir k=3: A lim (n;(y) T;; u(x)+ B(y) u;(x))=0.
o

Wir benutzen in dieser Arbeit jedoch zumeist einen anderen Losungsbegriff,
ndmlich den Begriff der Hilbertraumlosung.

Die folgenden Identitdten (die fiir Funktionen und Gebiete gelten, die die
Anwendung des Gaullschen Satzes gestatten) zeigen, wie dabei die Bilinear-
formen zu wihlen sind:

= [{0,(Ciju e w)+ @ pu;} v, dx
(12) S

= j Cijrr (0 ul)(aj v) dx—w*(p u, v)y— .H"j T;ju) v dx,”
¢ s
(1.3) [0:{n; Bu;v;}dx= [ Bu;7;dx.
S oS

(n und B seien hier stetig differenzierbare Fortsetzungen in S der zunichst nur
auf 0§ definierten Funktionen n und f. Nur im Falle der dritten Randwert-

aufgabe, wo wir diese Fortsetzungen benotigen, setzen wir dS als C,-Mannig-
faltigkeit und e C,(0S) voraus.)

Wir fiihren ein:
B,: H;(S)xH,S)—>C

(u, v)—> j Cijkl Ok u,('?—jFidX
S

Sy Hy(S)x Hy(S)—C

(u, v)'—*.[ai{"iﬁuj;j} dx.
$

Definition 2. ueI-‘il (S) heiBt schwache Lésung zur ersten Randwertaufgabe
des Systems (0.1), falls gilt:

Ao B, (u, ”)—wz (pu,v)g=(f0)o-
veH,

2. (f.8)0:= | f;(x)g,(x)dx. Zur Definition von | - [l,. C(S), Ci(S), C(S). Ho(S), H,(S), Hy(S),
S
H(S) vgl. z.B. [1] oder [8].
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Definition 3. ue H, (S) heiBt schwache Léosung zur zweiten (=0) bzw. dritten
(B#0) Randwertaufgabe des Systems (0.1), falls gilt:

N S50, 0)-+ Bo 1, 9)— 0 (p 1, 0y =, 0.

Die Identitdten (1.2) und (1.3) zeigen, daB fiir glatten Rand und geniigend
oft differenzierbare Koeffizienten und Losungen die Begriffe ,klassische
Losung™ und ,,schwache Losung™ dquivalent sind.

Die Randwertprobleme, die sich aus den Definitionen 2 und 3 ergeben,
lassen sich mit bekannten Methoden (vgl. z.B. [4]) behandeln. Das grund-
legende Problem ist dabei, fiir die zugehorige Bilinearform die Gardingsche
Ungleichung

(1.4) V. V. A Byw,0)2C,|v|i—C, o]}
CieR* C2€eR veH;
bzw.
(15) WYV A By, 0)+Sy(0,0)2 €y 0]F—C [0l
herzuleiten.

Definition 4. SR> heifit

(1)-Gebiet : <> S ist beschriankt, offen und zusammenhingend.

(2)-Gebiet: <> S ist (1)-Gebiet und dS besteht stiickweise aus C,-Mannig-
faltigkeiten.

(3)-Gebiet: < S ist (1)-Gebiet und 0S C,-Mannigfaltigkeit.

Fiir die k-te Randwertaufgabe gilt die Gardingsche Ungleichung (1.4) bzw.
(1.5), wenn § ein (k)-Gebiet ist. Dies wurde in [12] aus Ergebnissen von
Friedrichs [5] geschlossen. Hieraus folgen die iiblichen Sitze (vgl. z.B. [4])
iiber Existenz (Giiltigkeit der Fredholmschen Alternative) und Regularitat von
schwachen Losungen.

2. Das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit

In diesem zweiten vorbereitenden Abschnitt beweisen wir das Prinzip der
eindeutigen Fortsetzbarkeit fiir die Losungen von (0.1) und schlieBen darags
die Eindeutigkeit der Cauchyschen Anfangswertaufgabe. Es sei ScR® ein
Gebiet.

Satz 1. Seien 4, ue C,(S), pe C,(S). uc HY*(S) geniige in S dem System (0.1)
mit f=0 und verschwinde in einer offenen nichtleeren Teilmenge von S. Dann gilt
u=0inS.

Beweis. Ausfiihrlicher geschrieben lautet (0.1)

2.1 0;(A 0y w)+ 0, (1 0; )+ 0, (u 0, uy)+ w? pu;=0.
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Nach Voraussetzung besitzt u schwache Ableitungen bis zur Ordnung 3, und
diese geniigen fast iiberall der Gl. (2.1) sowie der aus ihr durch Differentiation
hervorgehenden Gleichung

(2.2) 0; 0;(A 0, w )+ 0; 0, (1 0; w) +0; &, (1 0, u;)+ 0,(w?* p u,)=0.
Mit u,: =0, u, e HY® erhalten wir

pAdu=Lw,,...,u) i=1,...,3
und

(A+2p) Auy=—2(0, ) Aue+ L, (uy, ..., uy).

(Hier und im folgenden seien L; und L, lineare Differentialoperatoren erster
Ordnung mit beschrinkten Koeffizienten.) Nach (0.3) erhalten wir insgesamt

2.3) Au=L,(u,, ...,u,), i=1,....4.

In [10] wird im Falle nur einer Gleichung 4 v= L(v) mit Hilfe von Integral-
abschitzungen gezeigt, daB das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit gilt.
Ein modifizierter SchluB dieser Art fiihrt fiir ein schwach gekoppeltes System
der Form (2.3) zum gleichen Ergebnis.

Aus Satz 1 folgt
Satz 2. Voraussetzungen:

(1) wue HY(S)A 4* u(x)+w? p(x) u(x)=0 fiir fast alle x€eS.
(i) yedS neeR*.

(i) 0S N K(e, y) ist eine C,-Mannigfaltigkeit.

(iv) ueC (SN K(e, y)).

(V) uy(z)=n;(z) T;;u(z)=0 fiir zedS N K(e, y).

Behauptung. u=0.

Beweis. Nach (v) gilt fiir ze K (e, y) 1S

0
0; uy(z)=n,(z) 2 W ().
Hieraus folgt

0=n;(z) T,ju(z)=An; O w+pun;0;u;+pun;d;u

0
u;.

0
:(14‘#)".'":(%”&‘*'# on

Die Matrix (n,. n,ﬁ%éik) ist nichtsinguldr, denn 0 ist zweifacher Eigen-
u
wert zu (n;n,), und fiir den dritten A, folgt A,=Spur (n, nk):1=|=—i_’:—u

(vel. (0.3)). Also gilt %a,(:):O und damit Vu,(z)=0 fir zedSnK(e, y),
n
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2
woraus sich 9, 0; uj(z)=n,(z)ni(z)%uj(z) ergibt. Hieraus folgt nach (iv)
und (i)
02 0*
0=#67“i+(1+#)”i M a2 e
2

Wiederum zeigt sich —-u;(z)=0, also 0; 0, u,(z)=0. Daher ist
on b

u*: SUK(ey)— C3
{u(x) fiir xeS
X—
0 sonst

eine Funktion aus HY(SU K (e, y)), die fast iiberall dem System (0.1) geniigt
und in K (¢, y)— S verschwindet. Aus Satz 5 folgt also u=0.

3. AuBenraumaufgaben: Formulierung und Eindeutigkeitssatz
Fiir die in den nichsten beiden Abschnitten behandelten AuBenraum-
aufgaben machen wir schon an dieser Stelle die folgenden Voraussetzungen:

(3.1) S sei ein Gebiet und G:=IR>— S beschrinkt. Bei Aussagen iiber die k-te
AuBenraumaufgabe setzen wir G als (k)-Gebiet voraus.

(32) w?eR*.
(33) p(x)=po, A(x)=4¢, p(x)=po, f(x)=0 fiir |x|>R,.

(34) 4,ueC,(S)und pe C,(S). (Dann gilt nach bekannten Regularititssitzen
[4] ue HY*(S) fiir Lésungen zu f=0.)

Es ist bekannt, daB3 nun zu den iiblichen Forderungen an die Losung u
noch eine Bedingung hinzutreten muB, die das Verhalten von u fiir groBe [x|
charakterisiert. Wegen (3.3) konnen wir diese ,,Ausstrahlungsbedingung” aus
[7] tibernehmen.

Definition 5. u: S—— €3 erfiillt die Ausstrahlungsbedingung: <>
(i) RVRue C,(R*—K(Ry,0)).

(ii) Firu?:=—py0?(Ao+2p0)~ ! V(Vu)und u’: = u— u? gelten fiir |x| > o0
(3.5) uP(x), u’(x)=o0(1),
0
(3.6) o uP(x)—i pg? @(Ao+2p0) "2 wP(x)=o0(lx|™"),
(37) O (x) =i pb% o 15 V2w (x) =o(1x] ).

or
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Definition 6. u: S — €3 heiBt klassische Lésung der k-ten Aufenraumaufgabe,
falls u neben den Bedingungen aus Definition 1 die Ausstrahlungsbedingung
erfiillt.

Wir lassen uns wieder von dem Prinzip leiten, daB geniigend oft differen-
zierbare schwache Losungen auch klassische Losungen sein sollten, und wer-
den auf folgende Definitionen gefiihrt:

Definition 7. u: S—— C3 heiBt schwache Lésung zur ersten AuPenraum-
aufgabe, falls gilt:

() A CueH(S).

LeC . (R3)

(i) A A By, {w)—aw?(pu,{w)y=(f,{w),.

weH, (eCu(R3)

(iii) u erfiillt die Ausstrahlungsbedingung.

Definition 8. u: S — €3 heiBt schwache Losung zur zweiten (f=0) bzw.
dritten (f+0) Randwertaufgabe, falls gilt:

() A CueHS).
LeCx(R3)

() A A Bo(w,{w)+S,u w)— o (pu,{w)o=(f.{w),.

weH, (eCo(R3)
(iii) u erfiillt die Ausstrahlungsbedingung.
Da wir im folgenden alle drei AuBenraumaufgaben gleichzeitig behandeln
wollen, schreiben wir von nun an fiir B, bzw. B, + S, kurz B. Soll in diesen

Integralen nur iiber einen Teilbereich Z von S integriert werden, so deuten wir
dies durch einen Index an: B, (u, v).

Satz 3. Unter den Voraussetzungen (3.1)—(3.4) haben alle drei Aufenraum-
aufgaben héchstens eine schwache Lésung.

Beweis. Sei u eine schwache Losung zu f=0. Wir haben u=0 zu zeigen.

Hi bild i i
ierzu bilden wir olx; oyi=Re {u(x) e='"7

und definieren fiir R=ZR,+1

Kg:=K(R,0), Zj:=Kz—G
und
E'(R,7):=% s 0.[Cijia(0;v) (O v)+p (0, ) (0, v;)] dx
Zr

= j[cijkl(aj v) (64 O, U1)+P(az2 v) (0, v)] dx.
Zr

(E'(R, 7) gibt die zeitliche Anderung der Energie in Z an, 0,:=0/07.)
Fiir {e C  (R?) mit
1 fir |x|=R,
‘:(")‘{0 fiir |x|=Ro+3
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erhalten wir

E'(R,7)=Re {eﬂ.m[ f Cijkl(aj u;) (0, [L 0, v,]) dx—w? IP u; (€0, vy) dx]}
Zr

Zgr

+ jcijkl(ajvi)ak[{l—C} d.v]dx—w’p, jvi{l_C} (0, v;)dx.
Zr Zr

Auf die letzten beiden Integrale wenden wir den GauBschen Satz an. Wir
beachten, da} die zugehorigen Integranden nur in solchen Punkten von Null
verschieden sind, in denen 4, 4 und p konstant sind. Nach bekannten Regulari-
titssitzen [4] gilt dort ue C,, und (4* +w? py) u=0. Fiir die ersten beiden
Integrale beachten wir Definition 7 (ii) bzw. 8 (ii) und erhalten insgesamt:

(3.8) E'(R,71)= [ (nT;v)0,v,dx
KR
mit . .
E'(R,7):=E'(R,7)+Re{e™ " Sy(u, { 0, v)}
und =0 im Falle der ersten und zweiten Randwertaufgabe. Nach Definition
von v gilt

(39) E'R,0)= — F (R, %) .

Nach [6] (S. 59; 3.62) folgt allein aus der Ausstrahlungsbedingung fiir R — o0
I (nj 7’1;]' v) (0, v;) dx

KR
=po 0> (Ao+2p0)""? [ (Re{u?(x)ei®*})? dx

(3.10) iEn _
+po @ ug'* [ (Re{u’(x) e’} dx+o(1)
0KRr

>o(1).

Aus (3.8)—(3.10) ergibt sich E'(R,0)=0(1) und damit nach (3.10):

(3.11) ) j' luP|?dx=0(1)
0Kr

und

(3.12) j lu*|2dx=0(1).
0KRr

Andererseits erhilt man nach kurzer Rechnung aus (0.1):
AuP+po 0 (Ag+2p) ' wP=0 und Au'+pyw? ;' u*=0.

Nach dem Eindeutigkeitssatz von Kupradse und Rellich fiir Losungen der
Helmholtzschen Schwingungsgleichung (vgl. [6] p. 60, Theorem 2; [8] S. 164,
Lemma 7.35) folgt hieraus u?(x)=u’(x)=0, also u(x)=0 fiir |x|=R,. Wegen
(3.4) folgt aus dem Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit (Satz 1) u=0. g.e.d.
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4. AuBlenraumaufgaben: Existenzsatz

Wie schon in der Einleitung erwéhnt, benotigen wir auch Integralgleichungs-
methoden zum Beweis des Existenzsatzes im AuBenraum. Wir geben daher
zunichst einige Ergebnisse aus diesem Gebiet an. Diese sind entweder Sitze
aus [6] und [11] oder lassen sich — wiein [12] beschrieben — aus diesen Sitzen
herleiten:

Es sei K ein beschriinktes Gebiet im R mit zusammenhingendem Komple-
ment und K eine C_-Mannigfaltigkeit. 4, u und p seien in ganz R> konstant.
Dann gibt es zu jedem heL,(0K) zwei Funktionen V(h;x) und W(h; x), die

sich in der Form .
V(h; x)=¢" | K (x,y) h(y)dy
oK

W(v; x)=e' [ Ly(x,y) h(y)dy
K

Fil

darstellen lassen. Fiir

K, Lt R*xR*~D——C, D:={(x,y)lx=y}

gelten
4.1) K, L,eC (R?*xR*-D),
4.2) xgx(d* + po ®%) V(h; x)=(4*+ py 0*) W(h; x)=0,

(4.3) V und W geniigen der Ausstrahlungsbedingung.

Vund W erfiillen analoge Sprungrelationen wie die Potentiale zur Gleichung
Au=0. Mit ihrer Hilfe lassen sich Randwertaufgaben auf Integralgleichungen

zuriickfiihren. Wir geben nun zwei diesbeziigliche Lemmata ohne Beweis an
(vgl. [6, 11, 12]):

Lemma 1. Zu jedem re C(0K) gibt es genau eine klassische Losung w der
Aupfenraumaufgabe in R*— K zu (4* + p, w*) w=0, w|,x=r. Dabei gilt:

(i) w hat die Form w(x)=V(h; x)+iW(h; x), he C(0K).

(i) h bestimmt sich aus der eindeutig losbaren Integralgleichung

(4.4) ih(y)+V(h;y)+iW(h;y)=r(y), yedK.

(iii) Die durch (ii) definierte Abbildung r— h st stetig von C(0K) in C(0K).

(iv) (4.4) ist auch fiir reL,(0K) in L,(0K) eindeutig losbar. Die hierdurch
definierte Abbildung ist stetig von L,(0K) in L, (0K).

(v) Fiir re C,(0K) ? gilt gleichmifig beziiglich ye 0K :

w(y+pn(y)—ry)|=0"
|Tw(y+pn(y)|=0(p""*.
3. C,(0K) ist der Raum der holderstetigen Funktionen mit Holderexponenten o, ausgestattet
mit der Norm
rll:=sup |r(y)l+ sup [x—y|~*|r(x)—r(y)l.
yedkK oK

x, ye
x*y
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Lemma 2. Zu jedem ge C,,,(0K) gibt es genau eine klassische Losung v der
Innenraumaufgabe in K zu

(*+® pg)v=0,  lim (n;(y) T; 0(x)+i0,(x)= 8, ().
xeK
(i) v hat die Form v(x)=V(h; x).

(i) h ist durch g eindeutig bestimmt und die Abbildung g+— h ist stetig
von C,,,(0K) in C,;,(0K).

(iii) Gleichmadpig beziiglich ye 0K gilt
Jim [ () Ty o(y+p n(p) +iv(y+pn(y)]=2)

SchlieBlich bendtigen wir zur Vorbereitung des Existenzsatzes noch ein
Lemma iiber spezielle Hilbertraumlosungen. Es sei K:=K(R,0) mit R>R,.
Wir suchen in Z:= K — G schwache Losungen zu folgenden Randbedingungen:

() ("j T;cj v+iv)|x=0.
(it) Auf 0G soll v der Randbedingung aus der jeweils zu 16senden AuBen-
raumaufgabe geniigen.

Se1 C o(2):={ueC_(Z)|TrgunoG=0}* und H ,(Z) die Vervollstandigung
©)
von C_(Z) in der Norm || ll1 Liegt auf 0G die erste Randwertaufgabe vor, so

suchen wir die Losung in Hl(Z) andernfalls in H,(Z):
Definition 9. veHl(Z) bzw. H,(Z) heiBt Z-Losung zu w?* und feH,(Z):<

(4.5) LA Byow)+iSm,u)—o(pv,u)=(f,u)
ueHy(Z) bzw. Hy(Z)

Dabei sei S(v,u):= [d;[n;vit]dx und n eine Fortsetzung der Flachen-

V4
normale an 0K. Diese und, falls sie in B (u, v) auftritt, die Fortsetzung der Nor-
male an 0G wihlen wir so, daB sie auf G bzw. 0K verschwinden. Dann zeigt
man leicht, daB geniigend oft differenzierbare Z-Losungen auch klassische
Losungen sind. Weiterhin gilt dann nach dem GauBschen Satz fiir eine Z-Lo-
sung v:

(4.6) o TrgundK=0= B,(u, v)—w?(pv,u)y=(fu).

ueH; bzw. Hy

Lemma 3. Zu jedem w*€R und jedem fe Hy(Z) existiert genau eine Z-Lo-
sung vel \(Z) bzw. H,(Z). Die hierdurch definierte Abbildung ist stetig von
Hy(2) in 1 (Z) bzw. H,(Z).

4. Trgu:={xeR>u(x)+0}.
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Beweis. Fiir diese spezielle Innenraumaufgabe gilt wieder die Fredholmsche
Alternative. Wir brauchen also nur zu zeigen, daB Z-Losungen v zu w?eR
und f=0 verschwinden. Nach (3.3) und (3.4) und bekannten Regularititssitzen
[4] erfiillt v die Voraussetzungen (i)—(iv) von Satz 2 mit ye 0K. (v) ist ebenfalls
erfiilllt; denn nach Konstruktion gilt zundchst n;(z) T,;v(z)+iv,(z)=0 fir
ze0K. Weiterhin folgt aus (4.5) fiir u=v B,(v,v)+iS(v, v)—w?(pv,v),=0,
also S(v,v)=0 und damit v|,,=0. Aus Satz 2 ergibt sich v=0. g.e.d.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, den Existenzsatz fiir
AuBenraumaufgaben zu beweisen.

Satz 4. Sei feH,(S). Die Voraussetzungen (3.1)—(3.4) seien erfiillt. Dann
besitzt jede der drei AuPenraumaufgaben genau eine schwache Losung zu f.

Beweis. Wir withlen Kugeln K;: = K(R;,0) mit R,> R, >R,.Zu ge C,,(0K,)
konstruieren wir v: K, — G — €3,dasim klassischen Sinn der Randbedingung
n; T, v+iv, =g, auf 6K, und im schwachen Sinn dem System (0.1) und der auf
dG gestellten Randbedingung geniigt. Dies ist nach den Lemmata 2 und 3
moglich. Nach Lemma 1 gibt es eine klassische Losung w der ersten Aullen-
raumaufgabe in R®—K, zur Randbedingung w|,x, =v|s,. Ihre Randwerte
(e n; T,; w+iw)|ag, lassen sich in der Form Sf+Tg mit linearen Operatoren
S: Hy(Ky—G)—> C,,(0K,) und T: C,,(0K,)—> C;,,(K,) schreiben.
Sei g Losung der Gleichung g= Tg+Sf. Die zugehorigen Funktionen v und
w geniigen dann auf 0K, (i=1, 2) der gleichen Randbedingung und in K, — K,
dem System (0.1). Nach dem in Lemma 3 bewiesenen Eindeutigkeitssatz folgt
V|k,_x,=Wlk,_x,- v und w sind also dann Fortsetzungen voneinander und er-
geben zusammen eine Losung der AuBenraumaufgabe. Bleibt zu zeigen, daBl
die Gleichung g = Tg + S f fiir alle f 16sbar ist. Nach Schliissen, die dhnlich wie
in [7] verlaufen, 14Bt sich beweisen, daB T vollstetig ist [12]. Daher geniigt es,
zu zeigen: Tg=g = g=0. Losungen zu einem solchen g sind aber nach obigen
Uberlegungen Eigenlosungen der AuBenraumaufgabe und miissen nach
Satz 3 verschwinden. Hieraus folgt g=0. q.e.d.
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