D
[-A elt

Werk

Titel: Uber die wesentliche Maximalitit gleichmaRig stark elliptischer Operatoren in L2 ...
Autor: Hess, Peter

Jahr: 1968

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?266833020_0107 | log14

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Math. Zeitschr. 107, 67— 70 (1968)

Uber die wesentliche Maximalitit
gleichmiBig stark elliptischer Operatoren in I? (R")

PETER HESS

1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die wesentliche Maximalitit
gleichmiBig stark elliptischer Differentialoperatoren der Ordnung 2m in I? (R").
Der Begriff ,,wesentliche Maximalitit eines Differentialoperators“ erweitert den
Begriff ,,wesentliche Selbstadjungiertheit“ fiir den Fall nicht formal selbst-
adjungierter Differentialausdriicke.

Es sei - —1)l»! pp q

I |p',%§m( 1)"' D? a,,(x) D
ein linearer partieller Differentialausdruck der Ordnung 2m?, definiert auf
dem n-dimensionalen reellen euklidischen Raum R". Wir treffen die folgenden
Voraussetzungen:

1) Die komplexwertigen Koeffizienten a,, sind von der Klasse CI7I*l4l 2
und mitsamt ihren partiellen Ableitungen aller Ordnungen<max(|p|,|q|)
gleichmiBig beschrankt auf R".

2) Die Funktionen a,, sind fiir |p|=|g|=m gleichmiBig stetig auf R".

3) Der Ausdruck ! ist gleichméBig stark elliptisch auf R", d.h. es existiert
eine positive Zahl K, derart, da3

Re(—l)"'I | IZI apy (%) EP E1Z Ko | €2
pl=lq|=m
fir alle reellen Vektoren £=(&,, ..., &,) und alle xeR" gilt, wobei definitions-
gemdB [E*=¢F+---+ &2 und EP=ER... & (p=(py, ..., Py) ist.
Der zu [ formal adjungierte Differentialausdruck !’ ist gegeben durch
I'= Y (=1)#Drg (x)D"

Ipl, lgl=m
Fiir Funktionen ¢, e Cg gilt dann?
(@, ¥)o=(0,I')o.

Falls speziell a,,=a,, ist, heiBt der Ausdruck [ formal selbstadjungiert.

! Dabei ist p=(py, ..., p,) ein Multiindex mit nichtnegativen ganzen Zahlen p,, ..., p,, |p|=
Py+ -+ +p,, DP=DP... DP (D;=0/0x,).

2 C' ist die Menge der t-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen, auf R" definierten
Funktionen und C*= ") C". Die Menge der Funktionen aus C*, die je einen kompakten Triger

=0
haben, bezeichnen wir mit CZ.

3 (, )o bedeutet das Skalarprodukt im Hilbertraum I?(R").
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Die durch die Ausdriicke [ und I’ auf der Menge C§ definierten linearen
Operatoren des Raumes L?(R") seien L, bzw. L,,. Da in I*(R") die Beziehung

Lo=(Lo)* (L1)
gilt, ist der Operator L, abschlieBbar. Die durch [ erzeugten ,,minimalen“ und
,maximalen“ Operatoren L, bzw. L,,, sind durch

Luin=(Lo)** bzw. Lpax=(Lo)* (1.2)
definiert. Entsprechend sind die Operatoren L,,;, und L, durch

Lin=(Lo)**  bzw. Lpu=(Lo)* (1.3)

‘min —

erklirt. Aus (1.1) folgt
Lminchax' (14)

Der Operator L, heiBt wesentlich maximal in I? (R"), falls L= Lmax gilt.
Den Definitionen (1.2) und (1.3) entnehmen wir, daBl mit L, auch der Operator
L, wesentlich maximal ist in I? (R"), und umgekehrt.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, den folgenden Satz zu beweisen:
Satz. Es sei | ein auf R" definierter linearer partieller Differentialausdruck

der Ordnung 2m, der die Voraussetzungen 1)— 3) erfiillt. Dann ist der Operator
L, wesentlich maximal in * (R").

Wenn der Ausdruck [ formal selbstadjungiert ist, ist der Operator L, also
wesentlich selbstadjungiert in I? (R").

Dieser Satz 146t sich aus einem Resultat von Browder ([2], Theorem 21)
folgern. Wir bringen jedoch einen eigenen Beweis, der nirgends die explizite
Kenntnis des Definitionsbereiches des ,,maximalen* Differentialoperators L,
verlangt.

2. GleichmiiBig stark elliptische Differentialausdriicke

Der Ausdruck [ erfiille die Voraussetzungen 1)— 3). Dann existieren zwei
reelle Konstanten c,>0 und k, derart, da3 die G&rding-Ungleichung

Re(Lo@, @lo=Re(Lo®, @)oo @lm—kollol3 21)
fiir alle o e C¥ erfiillt ist (vgl. [1], Kapitel 7). Dabei ist definitionsgemil
lolz= Y [IDPo|*dx.

|p|st R"

Auf Grund der Voraussetzung 1) gibt es auBerdem eine Zahl ¢ mit der Eigen-
schaft, da3
(Lo@, ¥)ol=cll@llmllYllm 22

fiir alle @, YeCy gilt (vgl. [1], S.99). Mit Hilfe des Darstellungssatzes von
Lax und Milgram beweist man die- Existenz und Eindeutigkeit der Losung
des verallgemeinerten Dirichletproblems:
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Lemma 1. ([1], S.97—102.) Sei feI?(R") beliebig vorgegeben. Unter den
Voraussetzungen 1)—3) existiert eine und nur eine Funktion ue HY (R") so, daf3
((Eo +ko) o, u)o =(®, f)o (2.3
fiir alle pe CZ gilt*.
Fiir den Beweis unseres Satzes bendtigen wir noch das folgende
Lemma 2. Der Differentialausdruck 1 erfiille die Voraussetzungen 1)—3),
und die Funktion uel?(R") geniige mit einer positiven Konstanten K der Un-

gleichung ,
[(Lo @, uol =K@l (2.4)

fiir alle pe CZ. Dann ist ue H>™(R™).

Beweis. Da mit [ auch der Ausdruck /' den Bedingungen 1)—3) geniigt,
liefert ein bekannter Regularititssatz (vgl. z.B. [1], Satz 6.3) die Beziehung
ue HE™(R". Damit sind aber die Voraussetzungen von Satz 3 aus [2] erfiillt ®,

loc

und es folgt ue H>™(R").

3. Beweis des Satzes
Wir zeigen zunichst, daf3 ®

K(Lmax+k0):K(L,max+k0)={0} (31)
ist: Sei ue [ (R") eine Funktion aus dem Kern von L, +k,. Dann gilt

(Lo @, u)o=—(, kou)o
fir alle pe CJ, und die Voraussetzungen von Lemma 2 sind erfiillt mit K=
|ko| |u]lo- Die Funktion u liegt folglich in H2™(R") und ist deshalb in H™(R")
enthalten. Da fiir @=R" die Riume H™(Q) und H{ () identisch sind, ist u eine
Losung der GI. (2.3) mit f=0. Aus der Eindeutigkeit dieser Losung folgt u=0.
Analog ergibt sich K(L ..+ ko)={0}.
Aus (2.1) erhalten wir die Beziehung

(Lo +ko)@lloZco lello (3.2)

fir alle e C§’; der Operator L,+k, besitzt also ein beschrinktes Inverses
(Lo+ko)™'. Wir schlieBen daraus, daB die Wertemenge der AbschlieBung
Lin+ko des Operators Lo+ k, abgeschlossen ist in I2(R") (vgl. [3], S.475,
Satz 2). Der orthogonalen Zerlegung

L (R")= K (Lmax+ ko) @ W(Lmin+ ko)
des Raumes [?(R") entnehmen wir unter Verwendung von (3.1) die Relation
W (L in+ko)=L*(R"). (3.3)
% Wegen der Definition der Ritume H'(€)) HL.(Q) und H(Q) vergleiche man [1], S. 2, 8 bzw. 97.

* Beachte, daB fiir ein beliebiges Gebiet 2 = R" die Gleichheit W2 (Q)= H?>™ () gilt ([1], S. 11).
¢ Mit K(A4) bezeichnen wir den Kern, mit W(4) die Wertemenge des Operators A.
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Wegen (1.4) gilt folglich auch

W(Lpax + ko) =L?(R"). (34
. Die Operatoren L,,+k, und L_, +k, sind dank (1.4) und (3.1) inver-
tierbar. Da Lo+ g) ! S (Lpanct ig)

und die Definitionsmengen der Operatoren (Lmin+ko) ' und (Lmax+ko) !
zusammenfallen, gilt

max

(Loin+ko) ' =(Lnax+k0) ™1,
und es folgt
Lmin=Lmax’ W.Z. b. W.
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