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Uber Charaktere semi-direkter Produkte
diskreter Gruppen

EBERHARD KANIUTH

Eingegangen am 7. August 1967

Einleitung

In [6] hat THOMA einer diskreten Gruppe G den dualen Raum E(G) aller
normierten unzerlegbaren Charaktere (d.h. positiv-definiten Klassenfunktio-
nen) zugeordnet. Ist G abelsch, so ist E(G) die duale Gruppe G von G. In [7]
wurde bewiesen, daB man den dualen Raum eines direkten Produktes abzéhl-
barer Gruppen G, und G, mit E(G,) x E(G,) identifizieren kann vermoge
(ay, o) = o mit a(xy, x,) =0(xy) &, (x,). Die vorliegende Arbeit ist dem Pro-
blem gewidmet, fiir eine moglichst umfangreiche Klasse semi-direkter Pro-
dukte A x X abzihlbarer, diskreter Gruppen den dualen Raum zu beschreiben
durch die Faktoren 4 und X und die Wirkung 7 von A4 auf X.

Ist X abelsch und Z ein zentraler Normalteiler in 4, so gewinnen wir fiirden
Charakter « iiber 4 x . X eine Integraldarstellung « =j y - 6, du liber der Menge
E(X, Z) aller unzerlegbaren unter den normierten, Z-invarianten Charakteren
auf X. Dabei ist das eindeutig bestimmte MaB u A-invariant, o, ein beziiglich
der Wirkung der Stabilitdtsuntergruppe 4, von y invarianter Charakter auf
einem geeigneten Normalteiler 4" in 4, und &, die triviale Erweiterung von o,
auf A. Ferner sind die o, fast alle eindeutig bestimmt und erfiillen die Trans-
formationsformel a3, ,(a)=0,(b~ Lab) =(f 4 0,) (@) fir aeA™ (Satz 1). In dieser
Zerlegung ist die Menge aller y mit o, E(4’, A,) meBbar (Satz 2) und x ergo-
disch, falls « unzerlegbar ist. Hieraus ergibt sich sofort E(A4 x . X) fiir endliche
zentrale Erweiterungen 4 (Satz 3): zu ae E(4 x . X) existieren ye E(X, Z) und
oeE(A?, A,) mit

L_ Y &y Lo

A=a""F=
[A: Av] acA/A,

umgekehrt definieren y und o durch diese Formel ein ae E(4 X . X).

Die Schwierigkeit, die Felder y — o, zu charakterisieren, die unzerlegbare
o liefern, liegt darin begriindet, daB im Tréger des ergodischen MaBes p auf
E(X, Z) kein Borel-Schnitt nach den Bahnen von A4 existiert, sofern nicht u
auf eine endliche Bahn konzentriert ist. Es scheint nicht méglich, E(4 x X))
ohne weitere Voraussetzungen iiber 4 und 7 zu beschrieben. Unser allgemeinstes
Resultat (Satz 6) ist dies: ist 4 klassenfinit, Z ein zentraler Normalteiler in 4,
so daB A/Z Torsionsgruppe ist (also etwa das Zentrum von A), u ein ergo-
disches MaB auf E(X, Z) und gilt fiir alle Normalteiler B in 4 mit B> Z und
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[B:Z]< oo eine gewisse Stetigkeitsforderung [u, B] auf p-fast allen Bahnen in
E(X, Z), so gehort a:j y-6,dpzu E(4 x,.X) dann und nur dann, wenn fast
iiberall o,€ E(4",A,) gilt. Beispiel 2 in Abschnitt 3 zeigt, daB ohne die For-
derung [u, B] diese Aussage nicht immer richtig ist.

1. Grundlegende Vorbemerkungen

Es sei G eine diskrete Gruppe. Unter der Gruppenalgebra U(G) von G ver-
stehen wir den Vektorraum aller komplex-wertigen Funktionen auf G, die nur
in endlich vielen Punkten von Null verschiedene Werte besitzen, mit der Fal-
tung als Multiplikation und der iiblichen Involution. Eine Basis von U(G)
bilden die Funktionen §, mit §,(a)=1 und §,(x) =0 fiir x+a. Ist G ein semi-
direktes Produkt A4 x.X, so ist A(4 x,X) isomorph zum Tensorprodukt
A(A4) ® A(X), wenn wir hier die Multiplikation

(Z’la,xéa®5x)(zub,y5b®5y):zAa,x”b,yéab®5x *Tay

und die Involution

(z Aa,x5a®5x)*zzza,x5a‘1 ®5ra’1x“
einfiihren.
Ist o eine positiv-definite Funktion auf G, so ¢, mit

eu(fs0)= Y f(x) g a(y™" )

x,yeG

eine positiv semi-definite hermitesche Form iiber WA(G) mit ¢,(fg, h)=
@.(g,f* h), und « ist genau dann ein Charakter (d.h. eine Klassenfunktion),
wenn ¢, eine Spur ist (vgl. [6] zu den folgenden Bemerkungen). a — ¢, ist eine
eineindeutige Abbildung der Menge P(G) (L™ (G)) aller positiv-definiten Funk-
tionen (Charaktere) auf G auf die Menge P(G) (2*(G)) aller positiv semi-
definiten hermiteschen Formen ¢ mit ¢(fg, h)=¢(g,f* h) (Spuren) iiber
A(G). Der von L* (G) erzeugte reelle lineare Raum L(G) wird mit der Topolo-
gie der punktweisen Konvergenz zum lokalkonvexen Raum. K(G) ={aeL™(G):
a(e)=1} ist kompakt und konvex, die Menge E(G) der Extremalpunkte von
K(G) heiBit der duale Raum zu G. Ist G abelsch, so ist E(G) algebraisch und
topologisch die duale Gruppe G von G. In L(G) wird in naheliegender Weise eine
Ordnung definiert: aeL* (G) heiBt unzerlegbar, wenn aus BeL*(G), f<Aa
folgt f=pa. acL*(G) definiert eine unitire Darstellung U* von G. aeK(G)
gehort zu E(G) genau dann, wenn o unzerlegbar ist oder U* primdir ist ([6], S. 115).
Ist G abzdhlbar, so gilt folgender Zerlegungssatz ([6], S. 117): E(G) ist eine
G;-Menge in F(G)=E(G), und zu aeL™ (G) existiert genau ein positives Radon-
Map iiber F(G) mit
p(F(G)—E(G))=0 und o= [ Bdpu.
F(G)

Ist I' ein Automorphismus von G, so ist r: L(G)—>L(G) mit (f o) (x)=
a(I'"!x) eine lineare, ordnungstreue und topologische Abbildung, die L*(G),
K(G), E(G), F(G) auf sich abbildet (zum folgenden vgl. [8]). Ist 9t eine Gruppe
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von Automorphismen von G, so sei L(G, ) ={axeL(G): Ta=a fiir alle I eN},
L*(G, W ={aeL(G, N): «=0}, K(G, N =K(G)nL*(G, N), E(G, N) die Men-
ge der Extremalpunkte der kompakten, konvexen Menge K(G, N), F(G, N)=
E(G,M). Fir die aeL*(G, N) gilt dann eine entsprechende Zerlegung iiber
F(G,Nn).

Sei T ein kompakter, metrisierbarer Raum, C(T') die Algebra der reell-
wertigen, stetigen Funktionen auf 7. Im reellen linearen Raum IM(T) aller
Radon-MaBe auf 7 fiihren wir die schwéchste Topologie ein, die alle y — u(f),
f€C(T), stetig macht. Wir unterscheiden nicht zwischen Radon-MaBen und
den zugehdrigen Borel-MaBen auf 7. Sei M*(T) die Menge aller positiven
Radon-MaBe, R(T)={ueM*(T): u(T)=1}. Ist H eine Gruppe von Homdo-
morphismen von T, so sei M(7, H) die Menge aller $H-invarianten Radon-
MaBe, ferner M*(T, H)=M(T, H)"M*T), K(T, 9)=RKT)"nM* (T, 9),
€(T, H) die Menge der Extremalpunkte der kompakten, konvexen Menge
K(T, 9). Die pe€(T, $) heiBen H-ergodisch. Der g-Korper der Borel-Mengen
in €(7, 9) ist der kleinste, der alle u— u(M), M eine Borel-Menge in 7, meB-
bar macht [10]. Ist $ abzéhlbar, so konnen die $-ergodischen MaBe auch fol-
gendermaBen charakterisiert werden [8, 10]: ueR(T, $) gehort zu C(T, D) a)
genau dann, wenn pu(M)=0 oder =1 ist fiir jede invariante Borel-Menge
McT; b) genau dann, wenn jede beschriinkte, meBbare, invariante Funktion
p-fast liberall konstant ist. Es existiert — als Spezialfall eines allgemeinen
Satzes von CHOQUET [5] — zu ueM* (T, $) eine Zerlegung

p= [ vdp
€(T, $)

in ergodische MaBe, d.h. u(f) =[ v(f) dpfiir alle fe C(T) (vgl. [5), [8] oder [10]).
Diese Formel gilt dann auch fiir beschrinkte, Borel-meBbare £.

Ist 9t eine Automorphismengruppe von G und

a= [ Bdu,
F(G)

so gilt nach [8], Satz 1: aeL*(G, M) genau dann, wenn peM*(F(G), N) und
a€E(G, N) genau dann, wenn peC€(F(G), N). Ist u ergodisch, so ist die Ver-
einigungsmenge aller Bahnen og(t)={4t: 4€$}, die im Triiger von u dicht
liegen, eine Borel-Menge vom MaB 1. Denn sei U eine abzihlbare, offene Basis
des Trégers K von p, zu UeU U die Vereinigungsmenge aller Bahnen, die mit
U keinen Punkt gemeinsam haben, d.h.

U=K- |J 4U.

U 4 U ist offen und invariant, also u(U)=0. Die Borel-Menge
4e$
K- (U

Uell
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besteht genau aus den Bahnen, die in K dicht liegen, und es ist

#K- U U)=
Uel
Ist H eine Untergruppe von G, so sei zu aeG I,: H—»aHa™ ! der Isomorphis-
mus x—axa~'. Ist H Normalteiler und I'={I},: aeG}, so schreiben wir
L*(H, G) statt L*(H, I'), M*(F(H), G) statt M* (F(H), [') usw.

Es bedeutet in dieser Arbeit stets N, Z, R, € die Menge der natiirlichen,
ganzen, reellen, komplexen Zahlen, T die Gruppe der zeC vom Betrag 1,
G die duale Gruppe der abelschen Gruppe G, IT’ bzw. IT das schwache direkte
bzw. direkte Produkt von Gruppen, S, bzw. 2, die symmetrische bzw. alter-
nierende Gruppe in » Elementen, Z (M ) den Zentralisator von McG, [G:H]
den Index von H in G.

2. Zerlegung von Charakteren auf A x . X iiber E(X, Z)
Zu pef"(4 %, X) und se A(A) sei o,(f, g) =0 (s ® f, s @ g) fiir £, geA(X).
@, ist eine positiv semi-definite hermitesche Form auf A(X) mit ¢,(fg,h) =
¢s(g,f* h), jedoch im allgemeinen keine Spur auf 2(X). Ein Beispiel hierfiir
liefert bereits die &, als semi-direktes Produkt der &, mit der U,. Wir setzen
deshalb von nun an X als abelsch voraus. Ist ¢, =[ ¢ du die Zerlegung von
®;, Uber F(X), so gewinnen wir wie in [7] eine Integraldarstellung

oy ¢(5®f,t®g)=mfx)¢(f, 8)py(s,dp,

f, 8eU(X), s, teA(A). Dabei sind die p, positiv semi-definite hermitesche
Formen auf (A) mit py(rs, t)=p,(s, r* t) und p, (., 5,) =1, aber im all-
gemeinen keine Spuren auf 2 (4) und fast alle eindeutig bestimmt. Wir gehen
nun von @, ¥, p,, zu den zugehdrigen positiv-definiten Funktionen «, B, wg auf
den Gruppen iiber und bezeichnen das ZerlegungsmaB von o| X iiber X wieder
mit u:

) a(a, x)= | (x)wg(a)du, aeA, xeX.

Da a Klassenfunktion ist, gilt
O=a(b™'ab,x)—a((b™",y) " (b" ab,x)(b™ 1, ))

= B(x)[wy(b™" ab)—3, 5(a) B() Tp-14-1,B(1)] dp

fiir alle @, be 4 und x, ye X. Da die Funktionen § — f(x), x€ X, eine in L, ()?, )
totale Menge bilden, folgt hieraus

3) wp(b™" ab)~ s, 5(a) B(Y) Tp-14-15B(y)=0.

(3) und die folgenden Gleichungen sind natiirlich als p-fast iiberall Aussagen
zu verstehen. Wir konnen durch Abénderung auf Nullmengen erreichen, daB
sie liberall gelten, ohne daB sich an der Integralformel (2) etwas dndert. Mit
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y=e ergibt sich
4) w3, g(a)=wg(b™ " ab),

ferner mit b=a aus (3) und (4) wy(a) [1 —B(Y) 7,-18(¥)] =0, woraus
©) wg(a)=0  fiir agAg={acA:7,f=p}

folgt. wy ist also die triviale Erweiterung eines o€ K(4;) auf 4. Umgekehrt
folgt (3) aus (4) und (5). Damit haben wir bewiesen: zu aeL* (4 x . X) existieren
ein eindeutig bestimmtes MaBl ueM* (X, A) und eine p-fast iiberall eindeutig
bestimmte Abbildung f — w; mit w; =6, und 05€K(Ap), 03,5(a)=04(b"'ab)
fiir ae 43,4, B — 6;(a) ist meBbar fiir alle ac 4 und

(6) a=[B-Gzdu.

A

X

Umgekehrt definieren ueﬂ]t*()?, A) und ein Feld f -0, mit den genannten
Eigenschaften durch (6) ein aeL™ (4 x , X).

Es zeigt sich, daB es notwendig ist, eine allgemeinere Zerlegung zu betrach-
ten. Sei Z ein zentraler Normalteiler in 4 und

r= j vdp,
€(X,2)
die Zerlegung von p in Z-ergodische MaBe. Dann gilt
a@,x)= | (JB(x)az(a)dv)dp,.
€(X,z) X

Die Funktionen f — 6, (a) und B —7,(f) mit £,(f) =1 falls a€A; und =0 sonst
sind meBbar und Z-invariant, also v-fast iiberall konstant fiir ve €C(X, 2).
Wegen der Abzihlbarkeit von A existieren eine Untergruppe 4® in 4 und ein
0,EK(4") mit A;=A4" und o;,=0, v-fast iiberall. Also gilt

™) “(@x)= [ G@nx)dp, mit 3,=[pdv.
€(X>2) D.¢

v -y, ist eine lineare, topologische und ordnungstreué Abbildung von ()? ,Z)
auf L(X,Z), die €(X, Z) auf E(X, Z) abbildet, d.h. wir konnen die Zerlegung
(7) auf E(X, Z) iibertragen.

Satz 1. Sei Z ein zentraler Normalteiler in A. Zu aeL" (A x ,X) existieren
genau ein A-invariantes Ma p auf E(X, Z) und ein p-fast iiberall eindeutig
bestimmtes Feld y — o, auf E(X, Z) mit den folgenden Eigenschaften:

1. 0,eK(A") und o3,,(a)=0,(b~"ab) fir aeA%?;
2. y—6,(a) ist Borel-mefbar fiir alle ac A;

Umgekehrt definieren p und y— o, mit 1. und 2. durch 3. ein aeL¥ (4 x  X).
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Aus 1. folgt o,eK(4", 4,).

Satz 2. Sei Z ein zentraler Normalteiler in A und

a= [ y-o,dpel"(Ax.X).

E(X,2)
Dann ist die Menge aller ye E(X, Z) mit 0,e E(A?, A,) mefibar.

Beweis. Zur Definition der auftretenden Hilbert-Algebren, Hilbertrdume
und v. Neumann-Algebren vgl. [6]. Sei B ein Normalteiler in C, peL*(B,C)
und zu ceC W¢: A(B)’—- A(B)’ die Transformation s*— (0.5 J.-1)”. Wegen
peL*(B,C) ist W? eine Isometrie, liBt sich also eindeutig zu einer unitiren
Transformation, die wir wieder mit W¢ bezeichnen, auf $(B)” fortsetzen. Ist
ceL*(B),c<p und o(b)=<A45, 5%, so oceL*(B,C) genau dann, wenn
Ae 3 (AB)Y)nW,(B,C), wo W,(B,C) die von den W¢, ceC, erzeugte
v. Neumannsche Algebra ist. Also ist pe E(B,C) gleichwertig mit

3(ABY)NW,(B,C)'={Ald: 1e C}.
Zu yeF(X,Z)—E(X,Z) setzen wir A’={e} und o,(e)=1 und pu(M)=p(Mn
E(X,Z)) fir Borel-Mengen M < F(X,Z). Dies geschieht nur, damit der Raum,
'Lit?er dem wir direkte Integrale betrachten, lokal-kompakt ist [2]. Zu ye F(X, Z)
* H,=9(AA)™), U=UAA)™), B,=B(AA")"")=U],
3,=U,nB,, W=W, (4,4,

und &, die Algebra der skalaren Operatoren auf $,, ferner zu

deA M,={yeF(X,Z):deA,}, M'={yeF(X,Z):deA’}.
M, ist eine Borel-Menge und wegen

M!NE(X,Z)={yeE(X, Z): v,(My)=1}

dann auch M?. Jedem ae 4 ordnen wir das Vektorfeld @(+): y — d(y) mita(y) =0
falls a¢ 4, und @ (y) =07 falls ae 4, zu. Die d(y), ac 4, bilden eine in H, totale
Menge, und y — {a(y), b)) =Xmanm, () (b~ ' a) ist meBbar. Es sei nun M
die Menge aller Vektorfelder &(-) auf F(X,Z) mit &(p)e$, undy —{&(y),
a(y)) ist meBbar fiiralle ae A. Wie in [2], S. 144, Prop. 4 zeigt man, daB £(-)e M
gleichwertig ist mit y — {&(y), n(y)) ist meBbar fiir alle neM. M kann also als
Menge der meBbaren Vektorfelder fiir ein direktes Integral $={ $, du benutzt
werden. § ist die Menge aller &(-)eM mit [<E(y), £(7)) du< oo, insbesondere
ist a(-)e$. In H miissen natiirlich zwei Vektorfelder identifiziert werden, die
sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. y — 2, und y — I, sind meBbare
Felder von v. Neumann-Algebren auf F(X,Z). Fiir y— 2B, etwa siecht man das
so ein (vgl. [2], S. 157 und 180): die Folge y - T,(y), acA4, mit T,(y)=W7~
fiir ae 4, und =0 fiir a¢ 4, besteht wegen

(TG, EGD=tatanmr o m=(M Fy(c " aba™)
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aus meBbaren Operatorfeldern, und B, ist die von den T,(y), ae 4, erzeugte
v. Neumannsche Algebra. Die Menge U[I] der zerlegbaren Operatoren
U=j U(y)du [W=j W(y) du] mit U(y)ell,[W(y)e2B,] fast iiberall ist eine
v. Neumann-Algebra, die die Algebra der diagonalisierbaren Operatoren ent-
hélt ([2], S. 180, Prop. 1). Da F(X, Z) eine abzéhlbare Basis besitzt, gilt nach
[2], S. 184, Theoreme 4: B=1U', W’ und U B ~ W’ sind zerlegbar, B =[U,dp,
W =W, dp, und UN BN W’ =[(3,nW,) dp. Sei F(X,Z), die Menge aller
yeF(X,Z) mit dim$,=n,n=0, 1, ..., o, M, die Menge aller ye F(X,Z), mit
3,nW;,=8,. F(X,Z), ist meBbar ([2], S. 143, Prop. 1). Es ist zu zeigen, daB
M, meBbar ist. Sei $, ein Hilbertraum der Dimension », T, die Algebra der
skalaren Operatoren in $,, zu ye F(X, Z),, T, (y) eine Isometrie von $(y) auf H,,
ferner y —» K(y) bzw. y — 2(y) das Feld von Hilbertriumen bzw. v. Neumann-
Algebren mit K(y)=9, bzw. 2(y)=T, fir ye F(X,Z),. y > K(y) und y - £(y)
sind meBbar. Fir yeF(X,Z), ist 3, MW, rdumlich isomorph zu T, im Sinne
von [2] genau dann, wenn ye M, ist. Die Menge dieser y ist aber meBbar nach
[2], S. 188, Prop. 5.

3. Unzerlegbare Charaktere. Stabilititsgruppenabbildungen

Das anstehende Problem ist: welche Mafe p und welche y — o, charakteri-

sieren die unzerlegbaren
a= [ y-o,du?
E(X,Z)

Ist ae E(4 x . X), so a| Xe E(X, 4 % . X) ([6], Lemma 14), d.h. das Zerlegungs-
maB von « iiber X ist ergodisch. Das ist aber, wie man sich leicht liberlegt,
gleichbedeutend mit der Ergodizitdt von p. Die nach Satz 2 meBbare Menge
aller y mit o,€ E(4’, 4,) ist auch invariant, also im Falle der Ergodizitit von
p vom MaB O oder 1. Ist u ergodisch und o,eE(4’, A,) fast liberall, so
acE(A x .X). Die Umkehrung wire richtig, wenn im Tréger von u ein Borel-
Schnitt nach den Bahnen von A existierte. Das ist jedoch, abgesehen von dem
trivialen Fall, daB p auf eine endliche Bahn konzentriert ist, nicht der Fall
nach [3], 2.9. Ist 4 endlich iiber dem zentralen Normalteiler Z, so muB das
ergodische MaB u auf eine endliche Bahn konzentriert sein, woraus sich un-
mittelbar ergibt:

Satz 3. Sei A endlich iiber dem zentralen Normalteiler Z. Zu ae E(A x . X)
existieren dann ye E(X,Z) und ae E(A?, A,) mit

8 A= 7, -f?;.
( ) [AA)'] ae;/Av '

Umgekehrt definieren y und o durch (8) ein ac E(A x . X). Die Darstellung (8)
ist eindeutig.

Korollar 1. Ist A abelsch, so ist acE(A x,X) genau dann, wenn es die
Gestalt

Q) a=5-[Bdp  mit pe€(X, A) und ceA* hat.
2
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Ist A endlich, so ae E(A x . X) genau dann, wenn

1 - it &3
A= ,B-I,0 mit feX, ceE(4y).
[A:Aﬁ] ae;/rin g
In der Menge U(A) aller Untergruppen von A fithren wir die Topologie ein,
in der die Mengen U(C,D)={Uel(4): UnC=0, Uo D}, C, Dc A endlich,
eine Basis bilden. Damit wird 1 (4) ein kompakter und, da 4 abzihlbar ist,
metrisierbarer Raum.

(10)

Korollar 2. Sei A endlich iiber dem zentralen Normalteiler Z. Ist E(X,Z)
kompakt und y — A? sowie y — A, stetig, so ist E(A x.X) kompakt.

Beweis. Sei

1 - et
Uy == TaVn 0, >aeK(4 %, X).
[A:Ay,.] ae%A.," * ( )

Wegen [4:Z]< oo konnen wir 4, =B annehmen, ferner, da E(X,Z) und die
Menge aller normierten positiv-definiten Funktionen auf 4 in der Topologie
der punktweisen Konvergenz kompakt sind, y,—y€eE(X,Z) und o,— o.
Wegen der Stetigkeit von § — A; und 6 —» A4° ist dann A,=B und w=6 mit
geK(A?, B), also
1 ~ =
o= Ta:B] ; T,9-T,o.
B wirkt effektiv nur endlich auf A”. Nach [9], Lemma 1 ist ce E(4’, B) genau
dann, wenn
Y. a(ac)=ordo(b)o(a)o(b)
ceo(b)
gilt fiir jedes ae 4” und jede Bahn o(b), be A*. Dies folgt aber aus der Giiltigkeit
dieser Formel fiir die o, und der Stetigkeit von 6 — 4°.

v=(1)

X=ZxZ, 1ty (:1)=U" (:1)
2 2

Beispiel 1. Es sei A die von

erzeugte Gruppe,

Fiir xs,,ef( =T xT ist dann o (s, ;) ={Xs, ns+:: nEZ}, also o(y;,,) endlich genau
dann, wenn s rational ist. Ist s=a/b, (a, b))=1, so ist das zu yx,;,, , gehorige
ye E(X, A) gegeben durch

a
n exp |2ni (—n +tn )] falls n,eZb,
(11) Yajb, t (n1)= P [ b 2 2
2 0 falls n, ¢ Zb.

Es ist ,,,, =74, genau dann, wenn ¢’ =¢ mod 1/b.
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Wegen A”«/v¢+={U": ne Zb} erhdlt man alle unzerlegbaren Erweiterungen
von %,,, in der Form

.(a
(12) “a/b,:,.-<U", (::1)>= exp [2m (? n1+tn2+rn)] falls n,n,eZb,
’ 0 sonst,

mit 0=r<1/b.

Ist u ein ergodisches MaB auf T x 7, das nicht auf eine endliche Bahn kon-
zentriert ist, so folgt Triger p=o0(x,,,) ={xs} x T, s irrational. Da p invariant
gegen die Transformationen z — z - exp(27 ins) ist, induziert p auf 7 das Haar-
sche MaB. Zu jedem irrationalen s existiert demnach genau ein y,e E(X, 4),
namlich

(13) ) (n1)={exp(2mnls) fiir n,=0,

n, 0 sonst .

A?sist trivial, also existiert genau eine unzerlegbare Erweiterung o, von y,:a,=7;.
Wir definieren auch fiir rationales s y, durch (13) und oy, =%,. Dannist F(4 x . X)
={a,: 0<s<1}U (U E, ), wo die Vereinigung iiber alle a, b mit 0<a<b ganz,
(a, b)=1 genommen wird und

Ea/b={aa/b,t,,l 01, r<%}

ist. Auf {¢;: 0<s<1} bzw. E,, iibertragen wir die Topologie von T bzw.
T x T. Die folgendermaBen definierte Menge B ist dann eine Basis der Topolo-
gie in F(4 x . X): MeB genau dann, wenn

1. Mn{a,: 0Ss<1} ist offen,

2. MnE,, ist offen fiir alle a, b,

3. bis auf endlich viele rationale s gilt: a,e M folgt E,c M.

Beispiel 2. Sei B die Gruppe mit den Erzeugenden a, b, ¢ und den definie-
renden Relationen a?>=b%>=c?*=e,ac=ca,bc=cb und a b 1ab=c, ferner

A=Bx[[]'A,, A,=Z, firallev,

X=]]'X, mit X,=Z, firallev,
v=1

7, =1.=Identitit, 7,(x,, x;, ...)=(2x;, 2X,, ...) (wir schreiben Z,, Z; addi-
tiv), T(a) (X1, X2, -..) =(T4, X15 Ta, X3, -..) Mit 7., x,=x, fir ¢,=0 und =2x,
fiir a,=1. Das Zentrum Z von 4 ist

eyx [T 4,,
v=1

und wegen 7, =Identitét ist

E(X,Z)=E (X,V]Ojl’Av) .
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Ferner gilt

:_‘_‘ls

v=1

f[ IoijX

Sei X, ={x,,::i=0, 1, 2}, x,,0 der Einheitscharakter. Es ist genau dann

yeE (X,ﬁ’A),
wenn !
y=®1y,  mit ,eE(X,,4,).
Sei ! )
=1, 1+%,2), v=@®n=[Bdu.
y

v=1

Dann ist 4,=A4, p das ProduktmaB

p= I_Tluv mit 1, ({z,:}) =3
fiir i=1,2 und =0 fiir i=0 und A’=<b, ¢). Es ist 6 - ye E(4 x X)) fiir alle

P
oeE({b,c),A). Da {b,c) die Punkte von {b,c) trennt und a wegena ™~ 'b~'a=
cb™! nicht den trivialen Automorphismus in <{b,c) erzeugt, existiert ein

ceE({b,c),A), a¢($,?). Setzen wir g;=0 fiir alle feTréiger u, so ist a=
[ B-65ducE(A % X), aber a,¢ E(4,) fiir alle j.

Zum SchluB dieses Abschnittes betrachten wir noch die relevanten Stabili-
tatsgruppenabbildungen. Sei 4 klassenfinit, Z ein zentraler Normalteiler in 4
und B> Z ein Normalteiler in 4 mit [B:Z]< oo, ferner ue(i(X A) und M die
Menge aller ,BeX , deren Bahn im Triger von u dicht liegt (M ist eine Borel-
Menge mit u(M)=1): die Einschrinkung auf M der Abbildung B —>4;nB
ist stetig und nimmt nur endlich viele Werte an. Der Beweis ergibt sich aus der
Definition von M, der Klassenfinitheit von 4 und [4;n B: 4;n Z] < 0. Die ent-
sprechende Aussage gilt fiir y >4, B und ein ergodisches MaB auf E(X, Z).

Satz 4. Sei A klassenfinit, Z ein zentraler Normalteiler in A, B ein Normal-
teiler in A mit BoZ und [B:Z])< . Ist p ein ergodisches Map auf E (X, Z), so
existiert eine Borel-Menge Q = E(X,Z) mit p(Q)=1, so daf die Einschrinkung
auf Q von y — A’ N B stetig ist und nur endlich viele Werte annimmt.

Beweis. Wir betrachten die Transformationsgruppe (X' ,Z). Nach [10],
Theorem 4.2 existiert eine Zerlegungsabbildung von (X,Z), d.h. eine Abbildung
@: B v, von X in €(X,Z) mit den folgenden Eigenschaften:

1. @ ist eine Borel- Funktion,

2. v, g=vp fiir alle ﬂeX und zeZ;

3. ist zu veG(X Z) X, {ﬂeX vg="V}, SO v(Xv)—l
4. fiir ueﬂJt*(X Z) und Borel-Mengen M <X gilt

k()= vy (M) dp.
X
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Wir behaupten: zu @ und ueﬁR*(X Z) gibt es eine Borel-Menge M < X
mit u(M)=pu(X), so daB die Abbildungen B — Ag und f— A" auf M iiberein-
stimmen. Zu a€ 4 sei

X,={BeX:ac4,)

und
X, ={feX:acA”}=0"({ve€(X, Z): ac4"})
=07 ({ve€(X, 2): v(X,)=1}).
Dann sind
Xy, ;y={BeX: 4,€U(C, D)} =( ﬂpfa) N (bﬂc(f—)?b))
und

Xjc.py={BeX: A”eU(C, D)} =( np)?,;) A (bnc()? -X)

Borel-Mengen. Sei nun M die Menge aller B, auf der die Abbildungen f— 4,
und  — A% iibereinstimmen. Dann gilt
M= U(p D)[(X:U(C, p)N XAl’I(C, )Y (()? —XU(C, p) N ()’Z —'X('J(c, WIE
also ist M eine Borel-Menge. Nach 3. und 4. gilt u(M)={ v;(M) du= p()?),
denn ist etwa v(X(,(C py) =1, so auch v(XU(C py) =1 wegen Xy c, D)mX N
{yeX A,=4" }CXU(c D)
u= | vdp
€(X,2)
ist ein A-ergodisches MaB auf X. Sei M eine invariante Borel-Menge in X mit
u(M)=1, so daB 4;,nB=A4" B gilt fiir fe M und f— A4, B|M stetig ist
und nur endlich viele Werte annimmt. Q= {ve€(X,Z): v(M)=1} ist eine
Borel-Menge in €(X,Z) mit p(Q)=1. Mp={BeM: A> n B=D}, DelU(A),
ist offen-abgeschlossen in M. Seien v, v,€Q, nelN, v,—»v, A’ NnB=D"+D,
A*nB=D, so ist v(Mp)=1 und v,(Mp)=0. Sei O offen in X mit OnM=M,
und K= O kompakt mit v(K)>0, f eine stetige Funktion mit 0= f(f)<1,
fIK=1, f|X—0=0. Dann ist v(f)={fdv>0, aber v,(f)=0.
Bemerkung. Ist B — y, eine Zerlegungsabbildung yon (X, Z),
a=[p-Gsdo und a= [ y-0,dpu,
X E(X,2)
soist o,€ E(A?, A,) p-fast iiberall gleichwertig mit g€ E(4"*, Av,,) w-fast iiberall.

4. Uber E (4 x . X) fiir klassenfinite 4

Ist Z ein zentraler Normalteiler in 4, p ein A-ergodisches MaB auf E(X, Z)
und B ein Normalteiler in 4 mit B> Z, so sagen wir, daB die Bedingung [u, B]
erfiillt ist, wenn eine Borel-Menge Q < E(X,Z) mit u(Q)=1 existiert, so dal
gilt: zu yeQ gibt es eine Umgebung W (y), so dap aus ©,y€ W(y) folgt

ae|) (4,Z(A"nB))"=D, ,
nelZ
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wo Z(A' N B) den Zentralisator von 4" n B bezeichnet. Ist A klassenfinit und
[B:Z]< o, so D, g von endlichem Index in 4.

Satz 5. Sei A klassenfinit, Z ein zentraler Normalteiler in A, B ein Normal-
teiler in A mit Bo Z und [B:Z]< o0 und p ein A-ergodisches Maf3 auf E(X,Z).
Ist ferner die Bedingung [p, B] erfiillt, so gilt fiir alle

a= [ y-0,dueK(Ax.X): a|Bx . Xe€EBx X, Ax X)
)

E(X,Z
genau dann, wenn o,| A’ "B zu E(A’ 0 B, A,) gehort fast iiberall.

Beweis. a) Sei Y ein topologischer Raum, p ein endliches Borel-MaB} auf
Y, Z<Y eine Borel-Menge mit p(Y—Z)=0, R={P;: icN} eine Folge von
maBtreuen Borel-Isomorphismen von Z, o(z) die Bahn von z unter der Wir-
kung von R, ord o(z) < ¢ fiir alle ze Z, ferner Q = Z eine Borel-Menge, die aus
jeder Bahn genau ein Element enthilt. Es sei Qo =0 und

0:=9,(Q)— Ule fir i21.
v=0

Es gilt
Z= U Qla
i=0

Q, ist eine Borel-Menge und enthilt aus jeder Bahn hochstens ein Element.
Die beschrinkte Funktion z — ,(B)=ord (0(z) n B), B eine Borel-Menge in Y,
ist borelsch. Denn ist D,,={zeQ: 1,(B)=m}, so

D= U F\ld»,:‘(a,vna)] ,

1y eeesIm) Lv=

da A,(B)=m gleichwertig ist mit der Existenz von /4, ..., [,, mit

m
ze 0145,3 1(Q,,nB).

Also sind die D,, Borel-Mengen, da die Q, es sind und die @, Borel-Isomorphis-
men sind. Durch

5(B)=QH=(B)dp
wird ein Borel-MaB auf Y definiert, das mit p iibereinstimmt. Hieraus folgt

[fdp=] % f»dp(2)
Y Q yeo(2)

fiir einfache Funktionen. Wegen ord o(z) <g¢ gilt dies dann aber auch fiir be-

schrinkte, Borel-meBbare Funktionen.

b) Sei M eine invariante Borel-Menge in E(X,Z) mit u(M)=1, so daB die
Einschrinkungen der Abbildungen y - 4, B und y = 4” n B auf M stetig sind
und nur endlich viele Werte annehmen und die zu [, B] gehort. Da B endlich
iiber Z ist, existiert nach [3], Theorem 2.9 im kompakten, metrischen Raum
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F(X,Z) eine Borel-Menge Q< E(X, Z), die aus jeder B-Bahn in E(X,Z) genau
ein Element enthélt. Zu YyeE(B x,X) existieren dann eindeutig bestimmte
y€Q und ceE(A” N B, A,n B) mit

1 ~ =
V=B BaAT & L

wir schreiben dann y=(y, ). Man bestitigt durch Rechnung I .(y, 0)=
(., I. 0) fiir (c, )€ x X, ferner

o(y,0)= {(Td)’a rbdo') 7,7€Q, be A, ”}

Zu RcM=MmQ sei Eg={(y,0)eE(Bx.X): yeR}. Ist R eine Borel-
Menge, so auch Ez. Zum Beweis betrachten wir die stetigen Abbildungen

J:R=E(X.B), f0)=g1ngT L7

und
g:E(Bx.X)—>E(X,B), g(y,0)=(y,0)|X.

f ist eineindeutig und f(R)=g(Eg). f ist ein Borel-Isomorphismus nach [4],
Theorem 3.2; denn R ist als Borel-Menge im kompakten, metrischen Raum
F(X,Z) ein Standard-Borel-Raum, und F(X, B) besitzt eine abzihlbar erzeugte
Borel-Struktur. Also ist Ex=g ! f(R) eine Borel-Menge.

Sei
a|Bx X= _f (y,0)dveE(Bx X, A% _X).

E(Bx . X)
Ist u, bzw. v, das stetige Bild von p bzw. v bei f bzw. g, so gilt

M S (M)

wo A, =[B:A4,n B] fiir o =£(y), andererseits
al X = j(y,o)lev— j wdv,,

woraus wegen der Eindeutigkeit des ZerlegungsmaBes von o| XeK(X, B) auf
E(X, B) folgt dv,(w)=4, dps(w), also

V(ER)=v(J(R)= [ Apdpu,=[Y 7y(e)dp=p(U %, R),
S (R) R beB

d.h. insbesondere v(Eg) =1 genau dann, wenn p(R)=u(M).

c) Ist S die Menge aller (y, 0)€ Ey,, deren Bahn im Tréger von v dicht liegt,
so ist S invariant und v(S)—] Wir zeigen: ist (y, 0), (y, o )eS s0 6’€0y,(0).
Es gibt eine Folge (G y, I an Lc,, @) = (y, 0') mit c,€4,, 7, yeM. Wir konnen
A4z, ,nB=C, At AB=D annehmen, ferner I",," I"C" c=w und ?,," y—0€
F(X,Z). Dann gilt also

1 = 1 =
—_— A G B Y/ B ——— 7,0 - [,o=(y,0).
[B:C] bez;,/c »( 2P I [B:C] beZB/C b b (9, 0")
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Wegen A;n B> C ist
1 - 1 -
[B:C] 4 L%0= [B:4,nB] 4 270

woraus 8 =7,y mit einem be B folgt. Dann ist auch 4,1 B=C, 4°nB=D und
(6, w)e E(B x . X), woraus sich o =1}, ¢’ oder ¢’ —l",, 14, c,0 €Igibt. Tp-1, 77

bedeutet b- a,,e U (4,Z(A" A B))",

d.h. 1",, Lapen TEO4, (a) fiir nZng, also 6’04, (0).

Zu aeA sei 4,: S-S definiert durch 4 (7, 0)=(y, F o) falls ae4, und
=(y, o) sonst. 4, ist ein maBtreuer Borel-Isomorphismus: {yeM: aeA,} ist
eine Borel-Menge in E(X,Z), also

§ —{()” a)eg'aeA7}=§nE{yeM:aeAy)

eine solche in E(Bx.X) und 4 |S =T,, 4,]S—S,=Identitit. 4= {4,} defi-
niert eine Aquivalenzrelation in S, die wir trivial (d.h. Y¢S: y~y'< ' =)
auf F(X,Z) fortsetzen. Nach [1], S. 135, Théoréme 4 existiert ein Borel-Schnitt
S={(y,05)}=S nach den A4-Bahnen. Die Abbildung =n: S—R=n(S),
n: (y, 05) >y ist ein Borel-Isomorphismus; dies folgt wiederum aus [4], Theo-
rem 3.2. Wegen ScER und v(S)—l ist u(R)=u(M).

d) Wir wenden nun a) an auf die Systeme (F(Bx.X), S, S, v, 4) und
(F(X,Z), R, R, u, {7,: be B)):

ord oy, (3) "
a|X=[(y,0)| Xdv= | —4 22 T,ydv= o @0dv,(w
I §5(? )| SI ord bal7) bEB/ZB‘,Myw g(}s)n ¢ (@)

mit 5, =ord o4, (c3) fiir ®=g(y, 0}), andererseits

| X=[Y Tydu= | A, -0dp,
R S(R)

mit 1,=ord og(y) fiir w=7£(y), woraus 4, du,(w)=n, dv,(w) folgt. Ist v, das
Bild bei n des von v auf S induzierten MaBes, so folgt daraus fiir Borel-Mengen
e A ord og(y)
Ty=v. ()= [ ~2 dy,=[——2B 1" 4
n( ) Vg(f( )) .[ na) uf 1.[ Ol'dOAv(O';S) u
und damit durch erneute Anwendung von a)
a|Bx,X=j(y,o)dv—j z ()’,Faay)d"
3

S ae AY/A,.,

-1 % (sueer, X wr-hla) dne

R aedy/AqS ord og(y) beB/Bn Ay

/'—\-/
-~ Lo 1 73 S)
Ty | ———— I, du,
;‘! Z ut b(ordoAy(as)an o) 4k

beB/Ay,nB Ay/A.,i

wo A,s={aeA,: I, 65=0}}.
>

27a  Math. Z., Bd. 104
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e) Ist .
0=7,7eR= | 7, R, Y€ER,
beB

so sei 03 =TI} o5 (diese Definition ist konsistent). Wir behaupten:

§-h.@)=( Y T

aeAs/AsS

(und dann auch 6 —h.(9) 6(x)) ist Borel-meBbar. Sei B={b;: ie N}, R,=R

und fir i=1
i-1
Ri=?b1R— U Rv;

v=0

die R; sind disjunkte Borel-Mengen mit
[}
R = U Ri -
i=0

Ist e R;, so hc(6)=h,,'-1d,i(?,,‘-16). Also brauchen wir nur zu zeigen, daB
y =h.(y)| R borelsch ist fiir alle ced. Zu C, DeU(B) sei R(C,D)={yeR:
A'nB=D, A,nB=C}: die R(C,D) sind Borel-Mengen und nur endlich
viele 0. Zu g€ E(D,C) sei @,: R(C,D) - F(B x,X) definiert durch &,(y)=
(y, 0); @, ist, erneut nach [4], Theorem 3.2, ein Borel-Isomorphismus, also
Sn®,(R(C, D)) eine Borel-Menge. Es gibt nur endlich viele ¢ mit
SN®,(R(C,D))*9. Ist (y,03)eP,(R(C,D))nS, so oS=0; die n(Sn
@,(R(C,D))) sind Borel-Mengen in F(X,Z) mit

U Un(®,(R(C,D))nS)=R,
C,D o
und y—o} ist konstant auf n(®,(R(C,D))nS). Wir wenden nun a) an auf
(F(X,Z), R, R, p, {1,: be B}) und die Funktion & —A,(J) d(x). Dann folgt
(s zra)

& (ordoA (a )
/_\/

= %y I, ( Io ) du=a|Bx.X.
iz‘ beB/Bn Ay oY OrdOA,(O'y) ; =

Ist
——
«|Bx,X= [ d-05/BnA’dp,
E(X,Z)
so ergibt sich
olBradl=— 5T gl
ol ordoAd(a,,)Z “

mit 65e E(4°n B, A;n B), d.h. 65| Bn A’c E(4° 1 B, 4,) fiir fast alle . Damit
ist Satz 5 bewiesen.

Ist A klassenfinit und Z ein zentraler Normalteiler in 4, so daB 4/Z Tor-
sionsgruppe ist (also etwa Z das Zentrum von A), so existiert eine aufsteigende
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Folge A, c A, < --- von Normalteilern in 4 mit 4,52, [4,:Z] < oo und

UA,=4.

n=1
A, x.X bzw. A,n A" ist dann eine aufsteigende Folge von Normalteilern in
A x X bzw. A” mit

U4, x, X=Ax_ X bzw. | A4,nA'=4".
n=1 n=1
Istac E(A x X),s00|A4,x.Xaus E(4, %X, X,4 x_X) fiir alle n ([6], Lemma 14).
Ist umgekehrt oeK(4%,4,) und o|4’nA,eE(4'nA,, A,) fir alle n, so
geE(A’, A,). Dies bedeutet, daB wir uns bei Untersuchungen im Falle klassen-
finiter A auf die Situation in Satz 5 beschrianken konnen. Dann folgt unmittelbar

Satz 6. Sei A klassenfinit, Z ein zentraler Normalteiler in A, so daf} A|Z
Torsionsgruppe ist, und p ein A-ergodisches Maf auf E(X,Z). Fiir jeden Normal-
teiler B in A mit Bo Z und [B:Z]< oo gelte [, B]. Dann gilt:

a= | y-g,dpu
E(X,Z)

gehort zu E(A x . X) genau dann, wenn fast iiberall 6, E(A’, A,) ist.

Dem Verfasser ist nicht bekannt, ob die Bedingung [u, B] auch notwendig
dafiir ist, daB fir alle a=[y-6,dy mit o|Bx XeE(Bx X,4x.X) gilt
o,| A’ n Be E(A” n B, A,) fast iiberall. Beispiel 2 in Abschnitt 3 zeigt, daB Satz 6
nicht allgemein, d.h. ohne die Voraussetzung [y, B], richtig ist.

Literatur

1. BourBaki, N.: Topologie générale, Chap. 9. Paris: Hermann 1958.

2. DIXMIER, J.: Les algebres d’opérateurs dans I’espace hilbertien. Paris: Gauthier-Villars
1957.

3. EFFros, E. G.: Transformation groups and C *-algebras. Ann. Math. 81, 38— 55 (1965).

4. MACkKEY, G. W.: Borel structure in groups and their duals. Trans. Amer. Math. Soc.
85, 134—165 (1957).

5. PHELPs, R.: Lectures on Choquet’s theorem. New York: van Nostrand 1966.

6. THOMA, E.: Uber unitire Darstellungen abzihlbarer, diskreter Gruppen. Math. Ann.
153, 111 —138 (1964).

7. — Uber positiv-definite Klassenfunktionen abzihlbarer Gruppen. Math. Z. 84, 389 — 402
(1964).

8. — Invariante positiv-definite Klassenfunktionen und ergodische MaBe. Math. Ann. 162,
172— 189 (1965).

9. — Zur harmonischen Analyse klassenfiniter Gruppen. Inventiones math. 3, 20—42
(1967).

10. VARADARAJAN, V. S.: Groups of automorphisms of Borel spaces. Trans. Amer. Math.

Soc. 109, 191 —220 (1963).

Dr. E. KANIUTH

II. Mathematisches Institut
der Universitdt

44 Minster/Westfalen
LudgeristraBe 93— 109

27b Math. Z., Bd. 104



	
	Über Charaktere semi-direkter Produkte diskreter Gruppen.


