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Losungstypen von Differenzengleichungen
und Summengleichungen
in normierten abelschen Gruppen

Von
F. W. SCHAFKE

0. Einleitung
PoINCARE [I] hat lineare Differenzengleichungen r-ter Ordnung

un+r+an,r—1un+r—1 +"'+an,0un=0 (n=0, 1,2, )
mit a, o0 betrachtet, bei denen
a, ,—>a, (n—>0) (p=0,1,...,r-1)

gilt und das Polynom
X +a,_ X e tag

r Wurzeln 4, mit verschiedenen Betridgen besitzt. Er zeigt, daB fiir jede nicht-
triviale Losung u, . /u, gegen eine der Wurzeln 4, strebt.

PERRON hat in [2] erstmals nachgewiesen, daB zu jeder Wurzel A, eine
Losung u, mit

u"T:l— >, (n— )

existiert.

In weiteren Arbeiten [4], [/0] hat PERRON diese Resultate, entsprechend
abgeschwicht zu

limsup )/ Tu,l=17,1,

auf den Fall betraglich gleicher, auch mehrfacher Wurzeln ausgedehnt.

An diese Resultate schlieBen PERRON [5], [6] und in einer wichtigen Arbeit
KREUSER [11] an, die allgemeiner in » rationale Koeffizienten bzw.

a, ,=A,n""(1+0(1))

zulassen. KREUSER erhilt eine entsprechend differenziertere Aufspaltung.

Aussagen iiber asymptotische Reihen fiir die Losungen Poincaréscher
Differenzengleichungen, falls fiir die Koeffizienten solche Reihen gegeben sind,
macht HorN [12]. Verwandt ist die Arbeit von ErB [/0] und die ausfiihrliche
Untersuchung von Forp [I3], [14] die unter zusétzlichen Voraussetzungen
;’iber a, ,—a, schirfere Aussagen iber das asymptotische Verhalten der u,
iefert.



62 F. W. SCHAFKE:

Die Untersuchungen von KREUSER greift PERRON [9] auf. Mit Hilfe gewisser
Sédtze iiber Summengleichungen, wie PERRON sie in [7] gewann, gelingt ein
vereinfachter Beweis.

In neuerer Zeit haben JEWGRAFOW [/5] und FREIMAN [/6] vereinfachte Be-
weise des ersten Satzes von PERRON gegeben, von denen der erste auch in
MESCHKOWSKI [/7] dargestellt ist.

Hieran haben gewisse weitere Untersuchungen angeschlossen. GELFOND
und KUBENSKAJA [/8] erhalten eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindig-
keit

falls fiir a, ,—a, entsprechende Voraussetzungen gemacht werden. ALJANCIC
[79] macht iiber das asymptotische Verhalten von a, ,—a, geeignete Annah-
men und erhélt eine entsprechende Aussage fiir

Mnt1 5

u L

Auch JEWGRAFOW [20] macht schirfere Annahmen iiber a, ,—a,, und
erhilt entsprechende Resultate {iber die u,; ganz dhnlich wie frither FOrD.

Die vorliegende Untersuchung schlieft an diesen Problemkreis der Sitze
von POINCARE, PERRON und KREUSER an. Sie umfaft ihn, gibt weitgehende
Verallgemeinerungen, Erginzungen, Vereinfachungen und Verschirfungen.

Vor allem wird deutlich, daB3 als Ursprung der Resultate dieses Problem-
kreises ein sehr einfacher Satz iiber ,,Differenzengleichungen

xn+1=Anxn (n=0’ 192,-")

fiir Folgen {x,} von Elementen einer normierten abelschen Gruppe mit ge-
gebenen additiven Abbildungen A, angesehen werden kann. Dabei ergibt
Abschnitt 1 eine Aufspaltung in zwei Losungstypen entsprechend einer Zer-
legung &= 6" 4 G2 als dirckte Summe zweier Untergruppen schon auf Grund
gewisser Ungleichungen, also ohne eine Konvergenzannahme wie bei POIN-
CARE und PERRON. Man erhilt fiir x,=x!4x2 (x!e®', x2e®?) die beiden
Losungstypen '

Typl:  |x,|>0,1xi]  (n2m),

Typll: x|S0, |xz]  (n20)

zu einer festen Zahlenfolge 0,>0. Dies Resultat bedeutet speziell fiir eine
lineare Differenzengleichung r-ter Ordnung, dal z.B. schon eine bestimmte
Nachbarschaft zu einer Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten
eine entsprechende Aufspaltung in Losungstypen ermoglicht.

Ein spezielles Resultat dieser Art findet sich bei MEIXNER und SCHAFKE [22].
Abschnitt 1.8. Dort wird fiir

yn+l_Dn yn+yn—1=0
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nur unter der Annahme
| D, |22

eine entsprechende Typeneinteilung der Losungen erhalten, nebst Abschétzun-
gen, Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Eine Verallgemeinerung und ver-
schirfte Abschédtzungen zum Satze von POINCARE bringt kiirzlich MENNICKEN
[21].

Abschnitt 2 notiert einige einfache Sitze iiber die Gruppe der Losungen £,
die natiirlich zu ® isomorph ist mittels {x,}<> x,.

Abschnitt 3 bringt einfache, aber relativ scharfe Abschitzungen iiber das
Verhalten der Losungen vom Typ I und vom Typ II. Dazu sei vermerkt, dafl
Satz 3.17 in Verbindung mit Satz 3.40 und Formel (9.8) fast unmittelbar den
Beweis einer Verallgemeinerung und Verschirfung des Satzes von GELFOND
und KUBENSKAJA [/8] liefern. Das wird jedoch unten nicht ausgefithrt. Man
vgl. hierzu auch MENNICKEN [2/].

Abschnitt 4 gibt einfache hinreichende Bedingungen fiir die eindeutige
Bestimmtheit der Losungen vom Typ II durch x3 und fiir die Eigenschaft der
Losungen vom Typ II, eine Untergruppe £,; von £ zu bilden.

Abschnitt 5 enthilt nun zwei Existenzsdtze fiir Losungen vom Typ II —
entsprechend der Existenzaussage der Sidtze von PERRON. Diese Sétze ben6tigen
allerdings relativ stark einschrinkende Annahmen iiber ® und die 4,. Zwar
sind diese Annahmen durchweg bei den Problemen der zitierten Arbeiten
erfiillt, nicht jedoch etwa bei analogen funktionalanalytischen Gegebenheiten.
Beachtenswert ist, daB3 der zweite Existenzsatz mit einem praktisch wichtigen
konstruktiven Verfahren zur Bestimmung der Lésungen vom Typ II verbunden
ist, fiir das sogleich eine geeignete Fehlerabschédtzung bereitsteht. Die Losungen
vom Typ II bilden hier eine zu G2 isomorphe Untergruppe £,;. Ist €' die
Untergruppe der Losungen {x,} mit x3=0, so ist £ direkte Summe von '
und £y,.

Abschnitt 6 entwickelt einen dritten Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Er
gibt die eben genannten Resultate ohne stark einschrinkende Annahmen iiber
& und die 4,. Statt dessen wird eine Verschiarfung der in 1 zugrunde gelegten
Ungleichung benutzt. Das Beweisverfahren beruht auf dem bekannten Fix-
punktsatz fiir kontrahierende Abbildungen und stellt eine weitere praktisch-
konstruktive Methode der Berechnung der Lésungen vom Typ II dar. Dabei
ist dieser Existenz- und Eindeutigkeitssatz etwa auch bei ,,Differenzenglei-
chungen‘ anwendbar, die mit Integraloperatoren in Funktionenriumen ge-
bildet werden.

Das gleiche Verfahren liefert in 7 die Existenz und Eindeutigkeit von Lo-
sungen gewisser ,,Summengleichungen® in normierten abelschen Gruppen, die
bestimmte von PERRON behandelte Summengleichungen verallgemeinern.

In Abschnitt 8 wird gezeigt, daB sich solche Summengleichungen sofort
als Differenzengleichungen auffassen lassen, und, wie gegebenenfalls die fiir
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eine Einteilung in Losungstypen entsprechend 1 bis 6 bendtigten Ungleichungen
erhalten werden konnen.

Der kurze Abschnitt 9 behandelt eine weitere Zerfdllung der Gruppe der
Lésungen entsprechend einer Aufspaltung von ® als direkte Summe mehrerer
Untergruppen.

Abschnitt 10 bringt die Einordnung der Sidtze von POINCARE und PERRON.
Dabei werden, wie schon im Spezialfall bei FREIMAN [/6], allgemeiner Matrix-
Differenzengleichungen erster Ordnung betrachtet. Zugleich wird eine Ver-
schiarfung der lim sup-Aussagen bei betragsgleichen Wurzeln bzw. Eigenwerten
notiert, wie sie spezieller auch LETTENMEYER [26] gibt.

Entsprechend werden in 11 Verallgemeinerungen und Verscharfungen der
Sitze von PERRON und KREUSER bewiesen, im AnschluB3 an 7 und 8.

Vielleicht sollte hier betont werden, daB z.B. fiir den Beweis des ersten
Satzes von PERRON nicht etwa sdmtliche Ausfithrungen der Kapitel 1 bis 9
benotigt werden. Ein vollstindiger Beweis, etwa mit Hilfe der Idee von Satz 5.5,
konnte wohl gut auf 3 bis 4 Druckseiten notiert werden.

Abschnitt 12 schlieBt noch einmal an 1 bis 6 an. Bei Erfiilltsein von ein-
fachen zusitzlichen Voraussetzungen ergibt sich eine praktisch wichtige Kon-
vergenzaussage und zugleich ein Kriterium fiir die Zugehorigkeit einer Losung
zum Typ I oder Typ II. Dies stellt eine Verallgemeinerung der Uberlegungen
dar, die SCHAFKE [23] und SCHAFKE, EBERT, GROH [24] benutzen, um fiir die
Mathieusche Differentialgleichung iiber die dreigliedrigen Rekursionen das
im Augenblick wohl schnellste und zugkriftigste direkte Verfahren zur Be-
rechnung des charakteristischen Exponenten zu gewinnen. Abschnitt 12 bildet
die Grundlage fiir entsprechende Verallgemeinerungen.

Beispiele und Anwendungen bringt Abschnitt 13. Zuerst wird der wichtige
Fall von n unabhingiger AbschiatzungsgrofBen fiir die Ungleichungen von 1
diskutiert. Es folgt die Einordnung und Verallgemeinerung der von MEIXNER
und SCHAFKE [22] betrachteten dreigliedrigen Rekursionen. Zum Schlu3 wird
in Verallgemeinerung der von SCHAFKE [23], SCHAFKE, EBERT, GROH [24]
sowie MENNICKEN [2]] betrachteten Rekursionen die Differenzengleichung

un+2=(1+w+en)un+l+(-w+dn)un (n=0a 1:2’)

mit |w| <1 und sich verschirfenden Annahmen iiber die e, und d, behandelt.
Hiermit gelingt z.B. die Entwicklung von Methoden zur Berechnung des
charakteristischen Exponenten der verallgemeinerten Mathieuschen Differen-
tialgleichung

(1+2ycos2x) y" +(A—2h*cos 2x) y=0.

Vgl. hierzu eine in Kiirze erscheinende Note von MENNICKEN.

Schon PINCHERLE [25] hat darauf hingewiesen, daB} die zur kleinsten Wurzel
gehérende Losung einer Poincaré-Perronschen Differenzengleichung eine Ver-
allgemeinerung der Kettenbriiche darstellt. In entsprechend umfassenderem
Sinne trifft das fiir die hier betrachteten Losungen vom Typ II zu. Wenn man
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einerseits die Bedeutung der Kettenbriiche, gerade auch in der modernen
numerischen Mathematik, andererseits die Wichtigkeit der linearen Diffe-
renzengleichungen und ihrer Verallgemeinerungen fiir viele Gebiete der reinen
und der angewandten Mathematik bedenkt, sollte man einen weiten Anwen-
dungsbereich der hier entwickelten Theorie erwarten; dies vor allem deshalb,
weil — im Gegensatz zu den bisher gegebenen reinen Existenzbeweisen fiir
die Sitze von PERRON, KREUSER u.a. — hier sogleich zwei verschiedenartige,
in vielen praktischen Fillen rasch konvergente Methoden zur Berechnung der
Losungen vom Typ II nebst zugehorigen recht scharfen Abschiatzungen zur
Verfiigung stehen.

1. Differenzengleichungen. Typen von Losungen

® sei eine abelsche Gruppe — in additiver Schreibweise. Fiir die Elemente
xe® sei eine reelle Norm | x| erkldrt, mit den Eigenschaften

Ix]120, |x|=0v~x=0,

(L.1)

Dann gilt auch

|=xl=Ix], [x+y|S|x[+]y].

Ixtylz|ix|=1yl|;
und ® ist mit dem Abstand
o(x, y)=|x—yl|
ein metrischer Raum.

® sei direkte Summe der beiden Untergruppen &' und 2. Fiir xe®
werde notiert

x=x"4+x* (x'e®!, x*c6?).

Fiir n=0, 1, 2, ... seien A4, additive (homomorphe) Abbildungen von &
in sich. Ist

y=A,x, x=x'+x* y=y'+y?
so bezeichnen wir

(1.2) '

P Al AL
yE=A2 x' 4+ A2, X%

Offenbar ist stets 47; eine additive (homomorphe) Abbildung von G in 6/,
Wir fordern

|A:1 x”;a,}, |x1|

|47 x| Sogy |x']

|Ans X% Sotnz | X

2 2
|47, x*| Som, | X7

} (x'e®h,
(1.3)

} (x*e6?).

Fiir die notierten nichtnegativen Konstanten und eine Zahlenfolge

c,>0
Mathematische Zeitschrift, Bd. 88 5
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soll gelten

1
(1.4) 0<°‘:1‘0n+1°‘:120_—(°‘p}2+0n+1“32) (n=0,1,2,...).

Wir betrachten nun Folgen x,e® mit
(1'5) xn+1=Anxn (n=0’1,23'-')’

d.h. ,,Losungen‘ der (verallgemeinerten) ,,Differenzengleichung* (1.5).

Spaltet man eine Losung x, von (1.5) entsprechend G =6"'{ G2 auf und
schitzt mit (1.2), (1.3) ab, so erhilt man

1 2 1 2
[ Xn+ 1l =0ns1 1 X4 1| 2 (01 —Gpy1041) |x,}[—(a:2 +0,4+1 “32) |’C3| .
Mit der zweiten Ungleichung (1.4) folgt sofort
1 2 1 2 2
(1.6) [ Xn+ 1] = 0ns1 |xn+1|§(an1_‘7n+1anl)(lx“_an|Xn|)-

Da der erste Faktor rechts wegen der ersten Forderung (1.4) positiv ist, gilt

Satz 1.7. Ist fiir ein m=0
1 2
[ X | 2000 %51
so gilt
X, |>0,|x7  (n2m).

Umgekehrt: Ist fiir ein m>0

1 2
| Xm | S0 | X |5
so gilt
|xa|S0, X2l (n<m).

DemgemaB unterscheiden wir zwei Typen von Losungen:
Losungen vom Typ I. Es gibt ein m>0 mit

Ixs1>0,|xs]  (nzm).
Losungen vom Typ II. Fiir alle n=0, 1, 2, ... ist

EMECAPHE

2. Die Gruppe der Losungen
Da die A, additive Abbildungen sind, ist mit einer Lésung {x,}& auch
—{x,,}3°={—x,,}g’
und mit zwei Losungen {x,}& und {y,}& auch
{xu}& +{ya}o = {xa+yu}

Losung von (1.5). Eine Losung ist ferner durch x, eindeutig bestimmt. In
diesem Sinne gilt der (triviale)
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Satz 2.1. Die Gesamtheit der Liosungen, L, bildet eine abelsche Gruppe.
L ist durch die Zuordnung
{X,,}g" “Xp
isomorph zu 6.

Da nach (1.1) |—x|=|x]| gefordert wurde, gilt selbstverstandlich
Satz 2.2. Mit {x,} ist zugleich —{x,} vom Typ I bzw. vom Typ II.
Aus Satz 1.7 folgt ferner sofort

Satz 2.3. Die gemdf} Satz 2.1 &' entsprechende Untergruppe von Losungen,
Q' d.h. die Gesamtheit der Losungen mit x,€ &' bzw. x2 =0, besteht, abgesehen
von der 0-Losung, aus Losungen vom Typ L.

Die Existenz entsprechend vieler Losungen vom Typ [ ist daher gesichert,
sowie nicht der triviale Fall ®!=(0) vorliegt.

Unter zusdtzlichen Voraussetzungen (vgl. Abschnitt4) 148t sich zeigen,
daf} die Losungen vom Typ II eine Untergruppe von £ bilden. Hierzu notieren
wir

Satz 2.4. Falls die Losungen vom Typ Il eine Untergruppe £, von L bilden,
so ist &y, mit der Zuordnung

2

{.\',,} X
. - 2
isomorph zu einer Untergruppe von 6=,

Es gibt nidmlich in diesem Falle keine zwei verschiedenen Losungen {x,}
und {y,} vom Typ Il mit xj=yp3. Thre Differenz {x,—y,} miiBte zugleich £,
und ' angehéren.

Unter weiteren Voraussetzungen (vgl. Abschnitte 5 und 6) 148t sich zeigen,
daB €, im Sinne von Satz 2.4 zu %2 selbst isomorph ist, was fiir 2+ (0) die
Existenz geniigend vieler nicht-trivialer Lésungen vom Typ 11 bedeutet. Hierzu
gilt

Satz 2.5. Falls die Losungen vom Typ Il eine gemdif Satz 2.4 zu & isomorphe
Untergruppe L, bilden, so wird 2 direkte Summe

g=0'19,.

Sei ndmlich {x,}€2, so bilde man die eindeutig bestimmte Losung {z,}€ 2,
mit z3=x%. Dannist {y,} ={x,—z,}€ 2" und {x,}={y,} +{z,} cine Darstellung
der gewiinschten Art. Sie ist ecindeutig, da £' und £, Untergruppen mit
L'~ 2,,=(0) sind.

3. Abschiitzungen

Im folgenden stellen wir einige unten gelegentlich angewandte Abschitzun-
gen fiir Lésungen vom Typ I und vom Typ Il zusammen. Sie beruhen neben

1
(1.4) 0<(a:1—0n+1a51)§'&"(°‘:z+°’n+1“32)

5%
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allein auf den beiden Ungleichungen

1 1 1 1
{ Ixn+1|gan1|xn|‘an2 |X3|,
2 2 1 2 2
'xn+1|§an1‘xn|+an2 |xn|9

3.1)

sind also reine Abschitzungen fiir entsprechende Zahlenfolgen.
Typ 1. Die Zahlen p{;) ,,. Sei m=0 und |x;,|>0,,|x%|, also
(3.2) |xa|>0, x5l (n2m).

Dann ist fiir #=m sowohl | x;! | als auch die rechte Seite der ersten Ungleichung
(3.1) positiv. Durch Division entsteht

|x3+1 < |xf|>
33 O, <filo,—%- n=m),
@ b Gy
wenn wir fiir n=0, 1, 2, ... die Funktionen
o7y 07, ! £
(3.4) JlO=0ps s ———
“:1—0‘:2 ¢

einfithren. Dies sind wegen (1.4) Funktionen, die in 0<¢ <1 monoton nicht
abnehmen und Werte 0=f,(¢) <1 annehmen. Ist daher

| Xm

|
<
(3.5) O I <e<l
und bildet man
(3.6) Pm=t, PRi1=La(Rn) (n2m),
so hat man
2
3.7 G SA<t (nzm).

Hiermit ergibt die erste Zeile von (3.1)

n

1

1 1 1 1

lxn+llg<anl"an2 7 pf:?u)lxnl . (ngm),

9 P g 1 1

Ixnlgl_[ (avl_av2 P pfr:?v)lxml (ngr")'
v=m

v

Abschiitzungen der p(&),,. Fiir n=m sei f,(&) eine in 0<E<1 definierte
Funktion mit

(39 0= /(DS f(O=L.
Definiert man dann Zahlen ¢\, (0<7<1) durch

(310) pAfr?,)m='1’ /;'(r:’,)n-i-l:fn(ﬁrgf)n) (ngm)a
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so gilt
(3.11) PrnSPunS1  (nzm),

falls nur 0=e=<n<1. Denn aus

(#) A ()
pm,képm,ké 1

folgt wegen (3.9) und der Monotonie von £, (&)

( ( a NP A
/’nf,)k+1 ':fk(pnf,)k)éfk(pl(n’!)k)éfk(pm?)k =pp(n'3)k+1§] .
Ist z.B.

(3.12) {fn(é)=ﬁné+vn,
Oéﬁﬂél_Ynél’
so wird fir m<r<n
A (m) — A ()
(3.13) {p"""“ BubBa-s - Br i+
+ﬁn--'ﬁr+1)’r+ﬁ:,---/3r+2)’,+1+'--+ﬂ"y"_1+yn_

Beachtet man
r v+1

v=n p=n
so entsteht die Abschitzung (m<r<n)

(3.15) pmnt1 = 1B, +1-[1(1-7).

Hierin liegt der Beweis von
Satz 3.16. Es sei fiir v=zn,

5 1
a\'Z—‘ 2
1 1 gy Xy 1
Ayy — 0y >09 ﬁv26v+1—4—_‘_ 1 :) Yv=0yv+1 _ 1
v 1 1 1
Xy1 =% - Oy —% 2 -
3 v

Gibt es dann fiir n=n, eine Folge r, mit

no<r,€n, r,»o0, [[B~-0, JJU-=y)-1,

V=rp V=rn

so gilt fiir jede Losung vom Typ [

0 (n—>o).
Dies gilt speziell, wenn

v§ﬂ<l (V;”O)a 'yv_)o (V—* CO)~
oder wenn

=0 (2n), Y <o

y=no

69
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(3.12), (3.13) ergeben weiter fast unmittelbar
Satz 3.17. Es sei fiir v=ny

a2 —l
v2 2
1 | gy Ay
Oy —%2 >0’ Oyt1 1 éﬂ’ Oyyy— '__—é))v’
o, 1 1 1 1
Ayg— 0%y Oy —%y o

v v

ﬁ<1’ 0<yv§l—ﬁ
und

f=tigp. =1,

Pv+1

Dann gilt fiir eine Losung vom Typ I, falls max(ny, m)=r<n,

|':3I n—r ] '(')-r
o < +y ——
n x,,i ._—[} '}’n l /}0 >

Typ II. Die Zahlen 7,. Fiir eine Losung vom Typ II gilt
EHECAE]

Wir schlieBen hier einmal solche Losungen aus, die schlieBlich trivial sind,
x,=0 (n=n,), setzen also
(3.18) O<o,|x?|2|x}| (n=0,1,2,..)

voraus. Die beiden Ungleichungen (3.1) zeigen, daB eine solche Losung nur
existieren kann, wenn

(3.19) aZ, +a2,>0, aZ,+ai,>0 (n=0,1,2,..).
Durch Division folgt nun aus (3.1)
1
1 |xn| 1
|x1+1! anlm_anz
3.20 = “ n=0).
B0 = o o T5E e

2
Oy g 0y T=2[
n

Multipliziert man mit dem positiven Nenner und dividiert durch

1
1 2 | Xnsdl
Oy — %y g "7 ’
‘xn+l

was nach (1.4) und (3.18) positiv ist, so entsteht

1 1
(3.21) 1 |xll: égn<al lxn+1|> (ngo)

2 2
O-n |xn n+1 Ixn+l|
mit den Funktionen

1 ol a0,y &
322 (=L Bttt 5o
( ) £ (é) Oy anl_anlan+lé ( - )

die wegen (1.4) und (3.19) in 0= ¢ <1 streng monoton wachsen bei 0=g,(6) < 1.
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Fir m=1, 2, 3, ... definieren wir nun Folgen t,, , (n=0, 1, 2, ...) durch
(3.23) Ton=1 (nzm), 71,,=8(Tmn+1) (n<m).

Wegen der genannten Eigenschaften von g, (&) gilt

EN _
(3.24) o T[S (n=0,1,2,...),
(325) Ogrm-Fl.nérm,nél-

Daher existieren Zahlen t, mit

(3.26) AL 8 (m-o) (n=0,1,2,..)).
Die Folge 7, ist die maximale Lésung von

(3.27) T,=2,(ths1), 0=1,=1 (n=0,1,2,...).

Denn sei auch t, Losung von (3.27) und 1> 1,, so gibe es ein m>k mit
T4 > T, gemidl (3.26). Mit der Monotonie von g, (&) lieferten nun (3.23) und
(3.27) (fur t;) ,> 1, , (n=k), also fiir k=m auch t,,>1, was unmdglich ist.
(3.24) und (3.26) ergeben nun
EH

e e n= wati e
(3.28) = Ix“l:r,, (n=0,1,2,..))

Mit der zweiten Ungleichung (3.1) folgt daraus

|x3+1|§(a,,22+a,,210',,1:,,)|x:| (n=0’]’2"")’
(3.29) n
|x5+1|§ ].—I(av22+avzl thv)lxltzl (ngk)-
v=k
Abschiitzungen der 7,. Fiir n=0, 1, 2, ... seien g,(¢) in 0<¢<1 monoton
nicht abnehmende Funktionen mit

(3.30) 0= g, (D= (D=L,

Ist dann 1, (n=0, 1, 2, ...) die maximale Lésung von

(3.31) T,=8u(Tasry), O0=7,=1  (n=0,1,2,..),
so gilt

(3.32) <t (n1=0,1,2,...).

Zum Beweise benutzt man analog

A

Tinyn= 1 (" ; ’n) ’ %m,u:én(‘em,n+ 1) (” < ’”) )
TmaNT, (m—>) (1=0,1,2,...).

(3.33) {

Dann braucht man nur
(3.34) Tt h s i
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zu zeigen. Das aber ist fiir n>m trivial; fiir n<m folgt es durch absteigende
Induktion: ist T, j4+1= T x+1, SO

Tm,kzgk(rm,k+l)égk(rm.k+l)§gk(rm,k+l)=%m,k'

Ist z.B.
(3.35) g(O=B.¢+y, (n=0,1,2,..),
etwa mit
1 w0 1 ol
3. re_ n2 Yn+1 Pom O n2
( 36) B" an “r}l_aflan+l ’ y" Gn a::l—anlo'n+l ’
so wird mit (3.33)
(3.37) ‘En:Hﬁ;+?;+?;+1ﬁ;+?;+zﬁ;ﬁ;+1+"'-

Analog zu (3.13), (3.14), (3.15) folgt hierfiir (7,4 < 1)

(3.38) T,< ﬁﬁ'v+1— ﬁ(l—y'v) (m>n).

v=n
Darin liegt der Beweis von

Satz 3.39. Es existiere eine Folge m,>n (n=0, 1, 2, ...) mit

[18,-0, [i-1)-1 (1-o0).

Dann gilt fiir jede Losung x,+0 vom Typ II

1 |x!
Llal o (o).
o =]

Dies gilt speziell, wenn

BasB <1 (nzng), y,—0,
oder wenn

I[Mg=0 (@=0,12,..), Y %<%n.
v=n v=0
Zusétzlich vermerken wir
Satz 3.40. Ist B,<p' <1 fiir n=n,, so

1%, 1
— S———supy,  (n2nyg).
Oy |xn| —p v=n '

Die Zahlen (&, . Es sei x, eine Losung von (1.5) mit

(3.41) |x2]|>0 i—r"":'gg
) « ’ o Xkl =~

fiir ein gewisses k>0. Dann gilt nach Satz 1.7

1 x|

o, | x4l

(3.42) <1, [xX|>0 (n=0,1,...,k).
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Hier bildet man
(3‘43) Tl((l,:)k=8’ Tl((?)n:g(rkfcn)Jr 1 (n <I‘)
und hat dann — wie oben —

1
(3.44) 1 Dl

L <7® <1 (ngk).
Gn xlll

k,n=

Die obigen Uberlegungen zur Abschitzung dieser Zahlen t{, gelten analog.

4. Eindeutigkeitssatz. Untergruppensatz

Es mégen {x,} und {y,} vom Typ II, {z,} ={x,+y,} vom Typ I sein. Zu {z,}

seien m und p'2, geeignet gewihlt. Dann hat man nach (3.28) und (3.29)

n—1
1
1 1 1 1
0<lzm‘1—[ (avl—avl pf}f,)v)élznl’
v=m g,
1 1 1
Zo | = Xa |+ yul,
n—1

1 2 2
|x,,|§a,,t,,lx,,|§lx,2,,| O'HT"H(O(‘,Z—*-O(‘%I O'VT‘,),

v=m

n—1
1 2 2 2 2
Iynl_S_an Tn |yn|§|ym| UH‘C"H (avZ +av1 g, Tv)’

v=m
also

n—1

=l 1 | (g) |x3.|+l}’31‘ 2 2
0<n Clvl—avl;_pm.v é— O'"THH(CX\.Z—*'(XHO'VT‘.).

B
v=m v “m v=m

Hieraus flieBen mit Satz 2.2 die beiden folgenden Sétze

Satz 4.1 (Eindeutigkeitssatz). Unter der Voraussetzung

n—1 2 2
o, +0,,0,T
Gy Tn ¥2 ‘ll 0 (”*’CZ))
v=0 _1 1 (0)
Ayg —0y2 — Po,v
O-V

gibt es zu jedem a*€®?* hichstens eine Lisung {x,} vom Typ Il mit xj=a’.

Satz 4.2 (Untergruppensatz). Unter der Voraussetzung, dafs

n—1 2 2
Oyt 0, T
0,1, ][] —2—L 250 (n> o)

1 1 (&)
Oyp — %y o, Pm, v

v=m

fiir jedes m=0 und & (0<e<1) gilt, bilden die Lisungen vom Typ II eine Unter-
gruppe L, von L, die gemdf} Satz 2.4 zu einer Untergruppe von &* isomorph ist.

5. Erster und zweiter Existenzsatz
In diesem Abschnitt fordern wir
Voraussetzung 5.1. Fiir x=x'4+x%, x'e®', x?eG? gilt

max(|x'[, [x* ) Z|x].
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Voraussetzung 5.2. Die Abbildungen 4, (n=0, 1, 2, ...) bilden ® einein-
deutig additiv (isomorph) und in beiden Richtungen stetig auf sich ab.

Voraussetzung 5.3. ®2 14Bt sich nicht eineindeutig additiv und in beiden
Richtungen stetig auf eine echte Untergruppe von 2 abbilden.

Voraussetzung 5.4. ' ist als metrischer Raum mit dem Abstand
o(x, y)=|x—y| perfekt.

Dann zeigen wir zunéchst

Satz 5.5 (Erster Existenzsatz). Gelten die Voraussetzungen 5.1, 5.2, 5.3,
5.4, ist ferner in ®' jede Menge {x||x|<y<oo} kompakt, dann gibt es zu
Jjedem a*e€®* mindestens eine Lésung {x,} vom Typ II mit x3=a>.

Wir betrachten zu gegebenem k>0 die Untergruppe derjenigen Losungen
{y,} mit y; =0. Ist y2+0, so gilt nach (3.41)—(3.44)

1 | yn
(5.6) 0, i< @sh.

Nach Voraussetzung 5.2 ist nun eine solche Lésung durch das entsprechende y3
eindeutig bestimmt. Dabei ist unter Benutzung von Voraussetzung 5.1 die Zu-
ordnung yZ <y} eine eineindeutige additive und in beiden Richtungen stetige
Abbildung von 62 auf eine Untergruppe von 62, also wegen Voraussetzung 5.3
auf G2 selbst.

Danach gibt es also fiir jedes a?€®? und jedes k>0 eine Losung y, (k)
mit y2(k)=a?, yl(k)=0. Fiir sie ist nach (5.6) sicher

lyo(k)|Saola].

Nach Voraussetzung des Satzes besitzt die Folge y{ (k) (k=1, 2, 3, ...) minde-
stens einen Hiufungspunkt a'eG!.

Wir betrachten jetzt die Lsung {x,} mit xo=a'+a* und zeigen, daB sie
vom Typ 1I ist. Wére namlich fiir ein m

EHES ME N

so miiBite wegen der Stetigkeit der 4, und nach Voraussetzung 5.1, wonach
die x!, x? stetig von x abhingen, fiir beliebig groBe k immer wieder

| (k) |> G | ym(K) |

gelten, was aber fiir k=m einen Widerspruch zu (5.6) darstellt. —

Dies Beweisverfahren ist dann ,konstruktiv’, wenn der Eindeutigkeits-
satz 4.1 gilt. Dann ist nimlich kein zweiter Haufungspunkt neben a' vorhan-
den; also gilt dann
(5.7) yo(k)=a'  (k—o0).

Das legt nahe, einen Existenzbeweis ohne die bei Satz 5.5 geforderte Kompakt-
heitsvoraussetzung zu fithren, wenn man statt dessen die Voraussetzung von
Satz 4.1 heranzieht. Dabei sollte zugleich eine Fehlerabschitzung erwartet
werden konnen.
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Wir betrachten dazu entsprechend dem ersten Teil des Beweises von Satz 5.5,
der nur die Voraussetzungen 5.1, 5.2, 5.3 benutzt, zu gegebenem a?e®? und
k=1,2,3, ... die Losungen y,(k) mit y3(k)=a?, yi(k)=0.

Sei />k. Dann ist y,(/)—y,(k) entweder triviale Losung oder vom Typ I,
also jedenfalls mit y;} (k)=0 nach (3.8)

k-1 1
8O=OITT (shi=sta o o2 )10

Andererseits gilt fiir y,(/) wegen /> k nach (5.6)

’)’11(1) |0 T;,OI: U’kz(l) |
und entsprechend (5.6) und (3.1) analog zu (3.29)

k-1
2 2 2 (0 2
[ye(hl=s H(avl +o5y 0, TI,\)) la”].
v=0

Nun ist wegen der Monotonie der g,(¢) sicher t{%)<t,. Also hat man tat-
sichlich

k—1
(5.8)  yo(D=yok) o 7 []
v=0 al —(Xl i (0)
vl v2 o, pO,v

2 2
oy 2 +o‘vl g, 7T,

la*|  (I>k);

und entsprechend dem letzten Beweisteil zu Satz 5.5 folgt

Satz 5.9 (Zweiter Existenzsatz). Gelten die Voraussetzungen 5.1, 5.2, 5.3,
5.4, ferner
n—1
(r" rll
v=0

2 2

oy, +o10,T
_VZ__L’_._”__)O (n_.)m)’
(0)

1 1
Ayq avZ g, pO,v
so gibt es zu jedem a*e®? genau eine Losung {x,} vom Typ II mit x;=a*. Die
Lésungen vom Typ 11 bilden eine Untergruppe 2, von £, die zu &* isomorph ist.
Man hat
2 = 81 -i‘- 2“ .

Die Gruppeneigenschaft der Losungen vom Typ 11 folgt dabei so: zu a’€ 6>
gehore, wie oben, y,(k), zu b*’e®? gehore entsprechend z,(k), dann offenbar
zu a*+b?* die Losungen y,(k)+z,(k). Nun gilt aber

volk)+z5(k)»a' +b"  (k—>o0),

wo dann yy=a'+a?, zo=5b"'+b? und y,+2z, Losungen vom Typ II erzeugen,
letztere, wie zu zeigen, zu a*+b*e ®* gehorend. Darin liegt mit Satz 2.2 die
Gruppeneigenschaft dieser Losungen.

Hier ist also die verschirfte Forderung des Untergruppensatzes 4.2 iiber-
flissig.
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6. Dritter Existenzsatz

Die in 5 bewiesenen Sitze beziiglich der Existenz (und Eindeutigkeit) von
Losungen vom Typ II benotigen sowohl beziiglich der 4, (Voraussetzung 5.2)
als auch beziiglich ®, insbesondere iiber &* (Voraussetzung 5.3) stark ein-
schrainkende Voraussetzungen. Im folgenden beweisen wir einen dritten
Existenzsatz (und Eindeutigkeitssatz), der ohne wesentlich einschrinkende Vor-
aussetzungen iiber die 4, und ® auskommt, allerdings eine stirkere Annahme
iiber die o; und o, macht.

Wir gehen aus von folgender Bemerkung:
Satz 6.1. Es gelte

n—1 2 2
o, ,+0,,0,T,
o, ] P— 220 (n—o).
v=0 Oy

x, sei eine Losung vom Typ II derart, daf sich die x\ in der Form
1 1 1 1 1
x,,=A,,_1’1An_2'1‘..AOYIU,,, U,,G(f) (”gno)

darstellen lassen. Dann gilt
v,—0 (n—> o).

Der Beweis liegt in den Ungleichungen

n—1 n—1

1 1 2 2 2 <2
Havl Ivn‘élxn‘éa Tnlxnléanrnn(av2+avl vav)1*0|-
v=0 v=0

Beachtet man nun
1 ) I | 1 2
(*) xn+1=AuI'\u+An2xn’
so ergibt sich
Satz 6.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.1 lassen sich
Any X = Ay A:—l,l"'A(lllwn’ w,e®! (n=ny)

darstellen. Es gilt
v,,:—iwv (n=ny).
Der Beweis folgt mit (), was sofort
Wp=Upt1— Uy (nzng)

liefert; v, — 0 zieht dann die Reihendarstellung von v, nach sich. —

In diesen Sitzen ist bei einer Losung vom Typ II die Folge {x}} mit (*) voll
durch die Folge {x?} bestimmt. Zieht man
Xpp1=An Xy + A7y X3

heran, so kann die Folge {x?} als Fixpunkt einer Abbildung aufgefaBt werden.
So wird man erwarten, durch Anwendung eines Fixpunktsatzes einen Existenz-
beweis fiir Losungen vom Typ II mit gegebenem x2 fithren zu kénnen.
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Dies gelingt unter den folgenden
Voraussetzungen :

(1) Die beiden Untergruppen 6!, G2 seien je als metrische Rdume mit dem
Abstand 6 (x, y)=|x—y| perfekt.

(2) Die Abbildungen 4,, (n=0, 1, 2, ...) von G in sich sind Isomorphismen.
Es existieren also — in ganz &' erklirt — (A4};,)™! mit

(6.3) 1(Aa) ™" XS ()™ T

13) Mit einer Konstanten w, 0=<w< 1, gelte in Verschidrfung von (1.4)

1 W 1

2 2 1 1

(64) L +an2—_§ B B R
Ty On+1 Ty

Bemerkung. (6.4) ist stirker als die Voraussetzung des Untergruppen-
satzes 4.2 wegen

2 2 2 2
U2 t%1 0,7 o %ot %o
(E) = =

1 pm.v 1 1 1
v2

ol —a
v W
Die Voraussetzung 4.2 wiederum ist stirker als die erste Voraussetzung 6.1
wegen

2 2 2 2
av2+avlav‘r 0(v2'|_0(vlo-v1.v

< .
o) =
vl 1 1 pm.v_

Mit dem Ziel der Anwendung des Fixpunktsatzes fiir kontrahierende Ab-
bildungen bilden wir nun

n—1
wt={z|z={zn}$, 2,62, 3¢ |z,| Sl n(aél—atz . )}

v

Wir definieren in 9t dann ||z || als das kleinste mogliche derartige {, ferner
natiirlich

-—Z={—-:"}, X+y:{xn+yn}'
Es gilt hierzu

Satz 6.5. I ist abelsche Gruppe und || z| in M eine Norm mit
lz2z0, [z[|=0-~z=0,
I=zl=lzl,
Ix+yl=slxl+lyl.
Mit dem Abstand
o(x, y)=lx—yl
ist M perfekter metrischer Raum.

Der Nachweis der ersten Eigenschaften ist naheliegend. Wir fithren nur den
Beweis der Perfektheit.
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Sei also bekannt fiir Z*={z¥}2eM (k=1, 2,3, ...)
8(z%, 2 -0 (k, 1> 0).
Dann hat man nach Definition fiir n=0, 1, 2, ...

st 1
k__ 1 < k N * L SR
(*) Izn z,,|=5(z 92) e l—I <avl Oy2a P >

n v=0 v

Danach sind die 2 fiir k - o0 in 2 Cauchy-konvergent; man hat also wegen (1)
2} 5222 fiir jedes n. Aus (*) folgt mit / —o0

1

0 ! §

|:ﬁ—':n | ésupé(zk,z) | I a\'ll '_'(xvll’ )
1>k g g

n v=0 n

also gilt
2*—z%eM, %M
und

8(%, 2% <supd(z*, 2 -0 (k—oc),
1>k
wie zu zeigen war.

Wir bemerken

Satz 6.6. Ist x, als Losung von (1.5) vom Typ 11, so gilt
{x2}y eM.

Man hat ndmlich schon mit (1.4)

n—1 n—1
1 1
2 2 2 2 2 1 1
|xn|§|x0| l—[ (av2+av1 thv)élxola()?‘ 1_[ (avl’—avZ T >’

v=0 nv=0 v
kann also {=|x2| o, wihlen.
Entsprechend Satz 6.2 gilt

Satz 6.7. Fiir jedes z={z,}eM sind die Reihen (n=0, 1,2, ...)

Yn=— Z(All)_l(A:HJ)_l--- (A:1)_1 A:z Zy
in ' konvergent. Man hat

n—1 1
PAESEIDI| (azl—aéz—a—
v=0

v

und
(Atln)_l-n(A:—l,l)_l}’n_’O (n—o00).
Bildet man
Uo=Zo, Up1=AnYat+Arz, (1=0,1,2,..),
so gilt

u="{u}3 M
und fiir n=0, 1, 2, ...

1 " 1
[u, 41| S z| o H (ail"“:z a\,)'

nt+1 v=0
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Zum Beweise schitzt man mit Beachtung von (6.3) die Reihenglieder ab:

15-1 1y—1 41 < T T “:g_v_l “;1;2
I(Anl) (Avl) szzvl-.:”Z”n aul auZ H 1——£5—].
0

1 i
ot o,) o,a Gy 0y

vevl u=n
2] 1 v—1 1 s} 1
32T (12 )= [ (-2 ).

1
v=n Gvavl n=n uaul v=n o'vavl

Man hat nun

Daraus folgen mit (1), (2) und (6.3) die Aussagen iiber y,. Weiter hat man dann
L, o1 SNz || | o3, +02 i3 "1:[1 . B
nt1l= nl n2 o, )b vl v2 a, .
Das liefert mit (3) bzw. (6.4) die Aussagen iiber u.
Satz 6.8. Setzt man gemdp 6.7
u=Tz,

so ist T eine additive Abbildung von M in sich. Fiir jedes a*c®? ist T eine
kontrahierende Abbildung des perfekten metrischen Raumes

M(a®)={z|zeM, zo=a?}
in sich:
Tz, Tz)Zwd(z!,z?) z', 22 eM(a?)).

Die ersten Aussagen sind klar auf Grund von Satz 6.7 und der Additivitit
der A}, Fiir die letzte Aussage braucht nun nur noch in 9(0)

lulswlz|
gezeigt zu werden. Das aber folgt unmittelbar aus der letzten Abschitzung in

Satz 6.7 mit u,=0.

Damit wird nun ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz erhalten.

Satz 6.9. Unter den Voraussetzungen (1), (2), (3) besitzt fiir jedes a*c®* die
Differenzengleichung (1.5) genau eine Losung x, vom Typ II mit x3=a?.

Man schlieBt an Satz 6.8 an. Nach dem bekannten (elementaren) Fixpunkt-
satz fiir kontrahierende Abbildungen hat dann 7 in jedem 9i(a?) genau einen
Fixpunkt.

Nach den Sitzen 6.6, 6.1, 6.2 ist nun einerseits fiir eine Losung x, vom
Typ I mit x3=a? die Folge {x?} Fixpunkt von 7 in M(a?).
Andererseits: ist z ein Fixpunkt von T in M (a?), so wird mit Satz 6.7
X, =Ypt+2, (n=0,1,2,..)
Losung vom Typ II mit x3=a? Denn danach hat man zunichst
yn+1=A;l J’n+A'quzm

2 2
Zn+1=Anl y')+An22n’
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also mit x!=y,, x2=z,,
Xn+1 =An Xp -
So braucht nur noch (Typ IT)
(x) |yl So,lzyl  (n=0,1,2,..)

gezeigt zu werden. Das ergibt sich durch folgende SchluBweise:
Sei {,, minimal mit

1 v—1 1 . 1
z, | (1 — ) =

(*) I v|.._Cn o, ”1:[0<dul allZ o, (‘_n)’
so ergibt sich entsprechend der SchluBweise fiir Satz 6.7

v—1

” 1

(**) |y\|§gn H <(x:11_a:12__> (\'g")

n=0 O'“
und (u=z)

v—1
Izvléan O]" l_l <a‘tl_a;2£_—> (Vgn-‘"l)

v u=0 n
Dabher gilt in (%) fiir v=n das Zeichen = ({, minimal). () fiir v=n gibt
dann (x).

Erginzend fassen wir noch einmal Satz 2.5 und Satz 6.9 zusammen:

Satz 6.10 (Dritter Existenzsatz). Unter den Voraussetzungen (1), (2), (3) bil-
den die Losungen x, vom Typ II eine Untergruppe L, der Gruppe der Lésungen
Ly ist mit

{xa}o x5
isomorph zu ®%. Ist ' die Untergruppe der Lisungen mit x,€®', so ist £

direkte Summe
Q = El -;‘- Q" @

7. Summengleichungen. Existenzsatz

Die in Abschnitt 6 benutzte Methode 148t sich leicht unter allgemeineren
Voraussetzungen durchfiithren.

Wir nehmen hierzu an:

® sei normierte abelsche Gruppe (vgl. 1); ® sei als metrischer Raum perfekt.

Fiir n=0, 1,2, ... und v=0, 1, 2, ... seien 4,, additive Abbildungen von ®
in sich mit
7.1 A, x| Za,, | x] (xe®).

3, (n=0,1, 2, ...) seien positive Konstanten, 0Sw<1. Man habe
(7.2) Yo, H=w0d,., (n=0,1,2,...).
v=0

Ferner seien mit 6=0
(7.3) d,e®, 14,69, (n=0,1,2,..).
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Dann gilt
Satz 7.4. Die Gleichung
xn+l= ZAnv'xv+dn+l (’120,1,23--‘)
v=0
besitzt fir jedes xo€® genau eine Losung {x,} derart, daf
|xl££9, (n=0,1,2,...)
mit einer Zahl £=0 gilt.
Man betrachtet analog zu 6
M={z|2={2,}¢, 2,66, IC|z,|<L9, (1=0,1,2,..)}

mit || z|| =min { als normierte abelsche Gruppe und perfekten metrischen Raum.
Dann zeigt man wie in 6, daB die durch

o
Ug=Zg, Upp1= ZAnva+‘In+l (n=0’1’2"")
v=0

definierte Abbildung u=72z M in sich abbildet und additiv ist, ferner, daB sie
den perfekten metrischen Raum

M(xg)={z]|zeM, zo=x,}
in sich abbildet und dort eine kontrahierende Abbildung darstellt; letzteres
wegen

| o |
iz nvzvyé(‘)”Z”‘gnwhl (n=0’192"“)'

Die eindeutige Existenz eines Fixpunktes fiir
M(xg) —>M(xy)  (xoe®)
ist dann genau die Aussage unseres Satzes.
Fordert man schirfer (wie in 6 erfiillt ist)
(7.5) A,,=0 (v<n),
so hat man erginzend

Satz 7.6. Fiir eine Losung x, der homogenen Gleichung

n+1—z’4nv Xy ("=0,1,2,...)
in M gilt

1 1
i < —
9n+1 lxn+1|=w 9 Ixnl'

n

Zum Beweise sei &, (=0, 1, 2, ...) minimal durch
(%) Ixi=&,9,  (vzn)

festgelegt. Dann erhilt man offenbar &,,,<w &, (n=0, 1,2, ...) und damit
in () fiir v=n das Zeichen gleich. Das liefert die Behauptung.
Mathematische Zeitschrift, Bd. 88 6
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8. Summengleichungen als Differenzengleichungen

Unter den Voraussetzungen von 7 [einschlieBlich (7.5)] werde die homogene
Summengleichung

(8.1) Xop g =3 Auyy X, (n=0,1,2,...)
betrachtet.

Entsprechend Satz 7.4 gilt nun

Satz 8.2. Fiir jedes x,€® besitzt

Kpai= 2, ApyXy (m=n, n+1,..)
genau eine Losung {x,,}3, fiir die mit geeignetem £,=0
[Xul <&, 9,  (m=n, n+1,..)
gilt.

Wir ordnen nun jedem x,e® das hierdurch eindeutig bestimmte x,,,€®
zu und schreiben diese Zuordnung

xn+l=Anxn'

A, ist eine additive Abbildung von & in sich. Die Summengleichung (8.1) wird
hiermit dquivalent zur Differenzengleichung

Xpr1=A, X, (n=0,1,2,..).

Auf diese Differenzengleichung kann nun gegebenenfalls die Theorie der
Abschnitte 1 bis 6 angewendet werden.

Hierzu kommt es vor allem auf Abschdtzungen (1.3) beziiglich einer Zer-
fillung ® =6+ G2 an. Solche Abschitzungen erhilt man insbesondere leicht
unter folgenden Annahmen: Es sei

(8.3) Ix|zmax(|x'],|x*])  (x=x'+x%, x'e6®),
(8.4) A,,=A,+A, (n=0,1,2,...).
Die Zerlegung von A}, entsprechend (1.2) sei
A Ana
(8.5) A"=<A’f 2 §>
Hierfiir gelte mit Konstanten a4
|41 x' [ Zogy |x'] } .
, , x'e®),
6 |43 x| S | %1
(8' ) A;l 2 < r1 2
| n2 X |=an2|x | 2 2
/2 2 122 (x"e®).
|An2x Iéan2|x l

Man habe ferner
(8.7 4y xS/ |x]  (xe®).
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Setzt man dann

(88) ‘Ynzar’l’_*._ 2 anv 9\' wV”" (n=0’ la 2a )s
so kann
Oy =01 =7,
2 r2
a'l =an +‘Y"
(8.9) e (n=0,1,2,...),
an2=a"12 +yn
a:zza;g +’y"
fiir (1.3) gesetzt werden.

Denn: verfihrt man fiir x,=x! entsprechend Satz 8.2, so hat man ent-
sprechend Satz 7.6

1 1 1
< <" ___ 1 >
(8.10) 5 %y +1lSo oy Ix,|Sw 5 [x,]  (vzn).
Damit kann
(8.11) AL+ Y Ay xS lxd
v=n+1

abgeschitzt werden. Wegen (8.3) sind damit zugleich die Komponenten des
betrachteten Elementes in &' bzw. %2 abgeschitzt. So wird mit

s ¢}
xn+1=A;x:+[A;’xn‘+ b3 A“xv]
v=n+1
sofort

1 1
|Apy Xa | =1 X4 1| Zny | X0 | =0 | Xa)
und

2 1 2 2 1 1
lAnlxn|=|xn+1|§arlll |xn|+))nlxn| G

Analog fiir «}, und o?,. —

9. Mehrere Untergruppen. Weitere Zerfiillung

Im folgenden sei die natiirliche Zahl k=2. Wir nehmen an:
1) Die normierte abelsche Gruppe & sei direkte Summe von k& Untergruppen

9.1) G=06,4+6,4 - +6,.
Fir s=1, 2, ..., k—1 setzen wir
6! =6+ 16,

62=6y, 4o + 6,
und haben dann natiirlich

9.2) 6G=6!162.
2) Beziiglich der Differenzengleichung

xn+1=Anxn (n=0, 1’2,)
6*
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in ® seien fiir s=1, 2, ..., k—1 je die Voraussetzungen von 1 mit 6'=6.,
62 =62 und geeigneten, von s abhiingigen, Konstanten erfiillt. Wir bezeichnen
dann: Typ I, Typ 11;.

3) Fiir jedes s=1, 2, ..., k—1 m6gen — vgl. Satz 5.9 oder Satz 6.10 — die
Losungen vom Typ 11, eine zu 62 isomorphe Untergruppe £,,; der Gruppe £
der Losungen bilden.

Dann gilt

Satz 9.3. 8 ist direkte Summe

2=91+‘82++2k
der k Untergruppen
21=£}, Qk=2k—l,lla

L=8n2_, (s=2,3,...,k=1)
mit

et 48=0  (s=1,2,...,k—-1),
wenn fir s=1,2, ..., k—1 mit &} die Untergruppe der Losungen x, mit x,e®!
bezeichnet.

Offenbar ist fiir s=2, 3, ..., k gerade £, die Untergruppe der Losungen x,
vom Typ II;_; mit

xoe(ﬁsl=(ﬁ31+----i-(ﬁs.

Bei der zu s—1 gehorenden Aufspaltung ist also x2e®,.
Der Beweis ergibt sich damit, daf3 aus

53=2;_1-i-25_1," (s=2,3,...,k)
und
ﬁicﬂic-"cﬁi—x
folgt
Q=2 1(2n2 W) (5=2,3,...k=1),
9=£1§—1+9k—1,u~
Fordert man zusétzlich z. B.
4) Fiir jedes s=1,2, ..., k—1 sei in (1.4)

g,=1 (n=0,1,2,...).

5) Fiir
a€6,  (k=1,2,..,k)
sei
la,+-- +a,|=max|a,| (s=2,...,k=1)
k=1
und

k
lag +++-+a,|=max |a,]| (=2, . k=1),

K=S

Dann gilt erginzend zu Satz 9.3.



Losungstypen von Differenzengleichungen 85
Satz 9.4. In der Zerlegung von Satz 9.3 ist

L =L+ +& (s=1,2,...,k—1).
Dazu ist offenbar nur
Lucl-1u (s=2,3,...,k=1)
zu zeigen: Sei
Xp=Xp 4+ +xk,  xie®,

eine Losung vom Typ II;; dann ist nach 4), 5)
N k
|xp|Smax |x,|< max x|,

k=1 k=s+1
also auch
s—1 k
max | x;|<max |x; |,
k=1 K=S§

d.h. x, vom Typ II,_,;. —
Schreibt man fiir
x=x'4+x*+-.. +x* (x"e®,),

(9.5)
y=y'+y 44y (€6,
y=A,x
die Darstellung
k o .
9.6) yi=Y A5 x (i=1,2,...,k)

mit additiven Abbildungen z‘i:u von ®; in ®; und hat man
9.7 VHESE AP}

so kann man fiir jede Losung x, offenbar

x| 5 g “Ixdl
(9.8) |x5,,—AS X< 2 max-——— )+ Y an; ) max-——2-) x|
i=1 %] j=s+1 j=s+1|Xp]

abschitzen. Dies ist insbesondere fiir

{x:}eLinL_ 10

im Falle der Annahmen 4) und 5) von Interesse. Dann kann nédmlich fiir
§=2,3,...,k

§=1 1
X1 X
(9.9) max| 9' X, 1.0 ST a=1
j=1 x5 Ixs—l,nl

auf Grund der Formeln fir Typ II, _, und fiir s=1,2, ..., k—1 und n=m

j=s+1 %3] I T

(¢)
épstrr n<1
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auf Grund der Formeln fiir Typ I, abgeschitzt werden. Dabei wurde natiirlich

(9.11) Xon=Xa by te=1,2, ... . k=1)
. S=1,4, .., K—
=

gesetzt,

10. Poincaré-Perronsche Differenzengleichungen
R, sei im folgenden der komplexe r-dimensionale lineare Vektorraum. Fiir

x=(&,...,E)eR,
werde

(10.1) |x|=max [¢,]|

v=1
gesetzt. Entsprechend setzen wir fiir eine (r, r)-Matrix D
(10.2) |D|=max{|Dx|||x|=1};

dies ist offenbar die maximale Zeilenbetragsumme von D.

Es sei nun C eine (r, r)-Matrix; sie besitze k Gruppen je betraglich gleicher
Eigenwerte. Threr Ordnung nach gezihlt, mégen je m, den Betrag p, besitzen:

p1>p2>->p(20),
m1+m2+'~'+mk=r.
D, sei eine Folge von (r, r)-Matrizen (n=0, 1, 2, ...) mit

|D,|—0.
Wir setzen
(10.3) C,=C+D, (n=0,1,2,..)

und fordern, daB alle Matrizen C, invertierbar sind. Wir betrachten dann in R,
die Differenzengleichung

(10.4) YVar1=Cy Vs (n=0,1,2;...):

Fir eine Losung y, gilt entweder y,+0 (n=0, 1,2, ...) oder y,=0 (n=
0,1,2,...). Linearkombinationen von Losungen sind wieder Losungen. Je r
linear unabhingige Losungen bilden ein Fundamentalsystem: jede Losung ist

eindeutig als Linearkombination der » Losungen des Fundamentalsystems dar-
stellbar. Fiir die lineare Abhingigkeit von Losungen

PV}, s (07

ist die lineare Abhangigkeit der Vektoren

1
&, e,y

fiir ein einzelnes n notwendig und hinreichend (C, invertierbar).
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Es gilt

Satz 10.5. (10.4) besitzt ein Fundamentalsystem von r Liosungen y, das
aus k Gruppen von my, m,, ..., m, Losungen gebildet wird, von folgender Art:
Ist y,+0 eine beliebige Losung und s die grofite natiirliche Zahl derart, dafi y,
Linearkombination der letzten m+mg, + -+ +m, Losungen des Fundamental-
systems ist, so gilt

Viyalops  (n>).
Zusatz 10.6. Fir s=1,2, ..., k gibt es je my Indizes
aslv DL ! asm, ’

allein abhdngig von C, derart dap fiir obiges y,=u1s ---» Na,) SOgAr

Vitta i+ Hini,,, 1 >0

gilt. Ist speziell m,=1, A, einziger Eigenwert (von der Ordnung 1) mit || =p;,
so gilt schdrfer

———""nﬂ-u—yas (n ).
nogi

Zum Beweise sei ¢>0 so gewdhlt, dal
Pe—Px+1>28 (k=1,2, ..., k=1).

Dann sei T=T, eine Matrix aus geeigneten Eigen- und Hauptvektoren von C,
so daf3

T 'CT=A
Jordansche Normalform mit Kiastchen
A e
. i 0
0 T e
A
erhdlt. Fiir
B,=T"'D, T
hat man
|B,| | T~ T||D,s| >0
und mit
(10.7) ya=Tx,
wird (10.4) zu
(10.8) Xpp1=A,x, (n=0,1,2,..))
mit

(10.9) A,=A+B,.
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Man identifiziere nun
6=%R., 6,={¢&,....&,,0,...,0)},....

Dann sind, falls k=2, fiir geniigend groBe n (=n,) simtliche Voraussetzungen
von Abschnitt 9, d.h. 1) bis 5) gegeben. Eine Losung x, aus der Untergruppe
2.+ -+ + 2, mit maximalem s ist dann nach 9 zugleich vom Typ I, und vom
Typ II,_;, wobei ersteres fiir s=k, letzteres fiir s=1 entfillt. So gilt wegen
| B,| =0 nach Abschnitt 3

(10.10) [X,|=max {|&,,||my+ - +m_ <o<mg+--+m}
und
(10.11) lléxL'”—»O o<my+--+m;_; oder o>m;+-+my.

Es ist (9.8) anwendbar und liefert fiir jedes ¢’ >¢ bei geniigend groflem »

(ps—'sl)|xn‘§|xn+l|§(ps+8,)|xn| )
also

(10.12) ps—e<liminf}/|x,|<limsup]/|x,| < p,+e¢.
Ist speziell m,=1, A einziger Eigenwert mit |A;|=p,, so gilt fiir

p=my+-+mg_;+1
schirfer

(10.13) Envtn ,;

én,p

Transformiert man nun mit (10.7) zuriick, so entsteht fiir die y,, die den
betrachteten Losungen x, entsprechen,

s

(10.14) p,—e<liminf]/[y,[<limsup|/|y,|<p,+e.

Jetzt beachtet man, daB die Einteilung &=, + .-+ ®, von ¢ unabhingig
ist: ein Ubergang von T=T, zu T=T,, wird ndmlich allein durch Multiplikation
gewisser Spalten mit positiven Faktoren erreicht. Damit hat man die Unab-
hingigkeit der y,-Losungsgruppen von &; und (10.14) gibt fiir die £, entspre-
chende Gruppe

Viyal=ps  (n—o0).
Damit ist Satz 10.5 bewiesen.

Der Zusatz 10.6 ergibt sich aus (10.10), (10.11), (10.13). Die

Os15-- 50

sYsms

sind dabei Zeilenindizes derart, da man aus den Spalten von 7, die den
g-Werten von (10.10) entsprechen, eine reguldre (m;, m,)-Matrix erhélt.
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Wir betrachten speziell eine lineare homogene Differenzengleichung der
Ordnung r fiir eine Zahlenfolge u, (=0, 1,2, ...)

(10.15) uu+r+cnlun+r—l+"'+Cnrun=0'
Wir nehmen

Chp=Cp+d,,, d,,»0 (n->w)
(10.16) { ? ? g

Cnr='=0

an, haben also eine Poincarésche Differenzengleichung. Ihre Theorie wird mit

" 010 ... 0

! 0010 ..0

Upyy .

(10-17) Yn= . 5 Cn: 5
1

Uyptr—1 —c e —Cpy

in den vorstehenden Rahmen eingeordnet. In Satz 10.5 und dem Zusatz 10.6
sind so die klassischen Sitze von POINCARE und PERRON enthalten. Dabei kann
man in diesem Falle offenbar

(6.18) Ogy=V (v=1,2,...,my)

wihlen.

11. Perron-Kreusersche Differenzengleichungen

R, sei der komplexe r-dimensionale lineare Vektorraum. |x| fiir xefR,
und | D| fiir (r, r)-Matrizen seien durch (10.1), (10.2) definiert.

Im folgendenseien Cund D,,(n=0, 1,2, ...; v=n, n+1, ...) (r, r)-Matrizen.
Wir nehmen an

(11.1) [Cl=7,
(11.2) y<wy <y,
(11.3) 2Dy TSy ~y,
letzteres fur n=0, 1, 2, ... .
Dann gilt
Satz 11.4. Die Summengleichung
(11.4.1) Pas1=Cya+ YDy, (1=0,1,2,..)

besitzt zu jedem y,eR, genau eine, also r linear unabhdngige Losungen, fiir die
mit geeignetem v eine Abschdtzung

(11.4.2) [ya1<ny™" (n=0,1,2,...)
moglich ist. Fiir eine Losung gilt schdrfer

(1143) Iyn+1l§w’yllynl (n=0,1a2"-')'
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Das ist fast unmittelbar Folgerung aus Satz 7.4 und Satz 7.5, und zwar mit
ann=‘y+|Dnnl’ anv=ID’lV| (v>n)’ 9)[-_—);"'_
Im folgenden setzen wir

(11.5)

M8

| Dy (@) ™" =7,

Aus (9.4.1), (9.4.3) folgt dann unmittelbar

n

(116) |yn+1—Cyn|§Yn|an (”=09]12,-")‘
Im folgenden nehmen wir zusitzlich
,—0 n—o0)
(11.7) { ’ o
C+D,, invertierbar (n=0,1,2,...)

an. Es ergibt sich dann mit 8 entsprechend zu 10 eine Klasseneinteilung der
Losungen von Satz 11.4 und eine Korrespondenz der Losungsklassen zu den
Gruppen betraglich gleicher Eigenwerte.

Es besitze also C k Gruppen je betraglich gleicher Eigenwerte. [hrer Ord-
nung nach gezihlt, mdgen je m, den Betrag p, besitzen:

p1>p2>->p(20),
my+my+--+m=r.

Dann gilt

Satz 11.8. Die Liosungen von (11.4.1), (11.4.2) besitzen ein Fundamentalsystem
von r Losungen y, das aus k Gruppen von my, m,, ..., m, Losungen gebildet
wird, von folgender Art: Ist y,+0 eine beliebige Losung und s die grofte natiirliche
Zahl derart, daf y, Linearkombination der letzten my+ ---+m, Losungen des
Fundamentalsystems ist, so gilt

Vival=p,  (n—0).
Zusatz 11.9. Fiir s=1,2, ..., k gibt es je m, Indizes

Og1 500 3505mys

allein abhdngig von C, derart, daf fiir obiges y,=Nu1» ---» Na,) SOgar
‘/max | fngy | = Ps
i=1
gilt. Ist speziell my=1, A, einziger Eigenwert (von der Ordnung 1) mit | A;|=p,,
so gilt schdrfer

nn+l.a&_’ls (n—>oo)

’1’!, Os1
Der Beweis ist dadurch gegeben, dal man mit 8, (11.5), (11.6) unmittelbar
eine Reduktion auf die Uberlegungen von 10 erhilt.
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Wir betrachten jetzt speziell eine Perronsche homogene lineare Summen-
gleichung

(11.10) Y eoyttysy  (n=0,1,2,...)
v=0

fiir Zahlenfolgen, mit den Annahmen

Cpy —C, (v=0,1,...,r—1),
C,,',—*—l )

¢, —0 (v=r+1,r+2,...),
Cho +0 (n=0,1,2,...).

(11.11)

Sie kann unter entsprechenden Voraussetzungen durch

01 0.. O
u, 0010
Upyq RN T
=V, “ i . i 0 =C,
Upirey : 1
Co €y Cr—t
0 0 \
6 0 =Dn,:n
an "dn,r—l
0 . 0
(') 0 =D,,,,,+,.,...

d"’r... d", 2r—1
und D,,=0 fiir vkn+mr (m=0, 1, 2, ...), wobei

d,=c,,—c, (v=0,1,...,r=1),
dnr=cnr+1,
d, ;=0Cy (v=r+1,r+2,..)

gesetzt wurde, in den Rahmen der obigen Theorie eingeordnet werden. In
diesem Falle kann — entsprechend 10 —

(11.12) O,y =V (v=1,2;...,m)
gewihlt werden.

Fiir gewisse Differenzengleichungen endlicher Ordnung kann man weit-
gehende Aussagen machen, wenn durch mehrere geeignete Transformationen
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je eine Zuriickfithrung auf eine Perronsche Summengleichung (11.10), (11.11)
gelingt. Dabei sind dann jeweils fiir jedes » nur endlich viele D,, von 0 ver-
schieden, so daB (11.3) und (11.4) bequem fiir geniigend groBe n erreicht wer-
den konnen.

Wir betrachten die lineare homogene Differenzengleichung m-ter Ordnung

nm Un m+ nom—1Un+m- n i ol % Un=0a
(11.13) { f + f. 1 + 1 f 0

fao*0,  fum*O0 (n=0,1,2,...).

Man habe j Transformationen

v'l:p:l” ”n > P,(,”*O )
(11.14) futBamaliell, a0,
(i=1,2,...,j; n=0,1,2, ...; v=0,1,2, ..., m),

derart, daB fir i=1, 2, ...,J

n

(11.15) V

(11.16) m=r;>r,>->r;>r;j; =0,

(i+1)
Pn

)
n

-0 (n—>o),

(11.17) cf,"i—w‘v") (n—>0) (v=0,1,2,...,m),

J 0 (v>r)
=1 1 (v=r)
+0 (v=ris1).

(11.18)

Wir erhalten dann

Satz 11.19. Die Differenzengleichung (11.13) hat ein Fundamentalsystem von
m Losungen folgender Art: es zerfdllt zundchst in j Klassen von je (ri—r;,) Lo-
sungen (i=1,2, ...,j). Fir i=1,2, ..., j habe die Gleichung

(%) girieip @ ey e =0

Fi+1

k; Gruppen je betraglich gleicher Wurzeln; entsprechend der Ordnung gezdhit,
mogen je m den Betrag p'? besitzen:
p>pS> > p >0,

mP +mP ++md=r,—ry .

Dann zerfdllt die i-te Klasse von Lisungen des Fundamentalsystems in k; Unter-
klassen. Ist v, eine nichttriviale Losung von (11.13), so seien t und danach s
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Jje maximal so bestimmt, daf v, schon Linearkombination der letzten
m 4 m

Losungen des Fundamentalsystems ist. Dann gilt

n+y

mO o
max VT‘U"+V|_)/)‘(:) (n—’@).
=l Pu+v

Ist speziell m®=1, A" einzige Wurzel von (*) mit dem Betrage p; (von der
Ordnung 1), so gilt schdrfer

(1)
Pn’ Un+1 2 (1)
P r——

(n—>o0).
Pn+t Un

Zum Beweise fithrt man zunichst die letzte Transformation (i=j) aus.
Man erhilt hier zunichst die r; Losungen der letzten Klasse, die entsprechende
Aufteilung in die genannten Unterklassen und die Eigenschaften der Linear-
kombinationen dieser r; Lsungen. p{’>0 folgt dabei aus (11.8), das c§’=+0
ergibt.

Danach betrachtet man die vorletzte Transformation (i=j—1), falls j=2.
Man erhilt entsprechend der Gleichung
(%) Eitged” D g T e 4677 =0

m

rj—, linear unabhingige Losungen mit den entsprechenden Aussagen iiber die

1

—-_1—|Un|-
pi Y

Wegen (11.15) haben nun die schon aufgezihlten r; linear unabhidngigen
Losungen die Eigenschaft, hier den Grenzwert 0 zu liefern. Unsere algebraische
Gleichung () hat mithin mindestens die r;-fache Wurzel 0. Dann hat aber
0 genau die Ordnung r;, wegen (11.18), das ¢/~ 40 ergibt. So kann man also
die schon erhaltenen r; Losungen durch r;_; —r; Losungen (Klasse j—1) so
ergdnzen, dal} r;_; linear unabhéngige Losungen entstehen, deren Linear-
kombinationen die behaupteten Eigenschaften besitzen. Man betrachtet weiter
die Transformation i=j—2, falls j=3, und verfihrt entsprechend .... So
erhilt man, bis zu i=1 analog fortfahrend, die volle Aussage des Satzes.
Die Voraussetzungen (11.14) bis (11.18) sind sicher in folgendem Falle

gegeben: Es sei p, (=0, 1, 2, ...) eine Folge positiver Zahlen mit den Eigen-
schaften

(11.20) Brrt 4,
Pn
2

(11.21) _Par1

Pn Pn+2



94 F. W. SCHAFKE:

Fir die Koeffizienten von (11.13) gelte mit reellen Zahlen k, und komplexen
Zahlend, (v=0, 1,2, ...)

ky
(11.22) f“=<%> d,(14+0(1)) (n—>o),
und dabei formal k,= —oo, falls d,=0. Speziell ist wegen f,,+0, £, .+0
(11.23) do+0, d,=*0.
In diesem Falle setzen wir

m—1 kv_'km
(11.24) ql—r‘n_ag( po— re=m
und
(11.25) r,=min{v|0<v<m Ky =k _

. 2= = ) m—v _ql )
ferner
(11.26) p=pi".
Dann wird
- kv=Km (mu
f.,vpﬁ'ﬂ=<&1) <h> m=v "7 g d,(1+0(1))
Pn Pn
Kim kv =km
— Pn+1 q1 Pn+m ﬁ_‘“d 14+0(1)
( Pn ) pn+m(pn+v> V( ( )
Mit
Pas1 ™

(11.27) f.”=<—-"pll—> Primda

hat man so (11.14) fiir i=1 mit (11.17), (11.18), wobei sofort auch c{"’=0
fiir v<r, wegen (11.25) erkennbar ist.
Man setzt nun weiter, falls r, >0,
r2—1

(11.28) g max

vyv=0 rz—v

Dann ist wegen (11.24), (11.25)

(11.29) d,<q,.

Man bestimmt analog

(11.30) r3=min{v|0§v<r2, k”_k”:qz},
rz i

(11.31) p'=pP.

Dann wird

ke ke,
f”pzav=<i’;;—‘> p(’;—) g (L40(1)).

n n+v
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Mit

1.32 (2) _ Pn+1 kr2 q2 1
(] ¥ ) n - p pn+r2lrz

hat man so (11.14) fiir i=2 mit (11.17), (11.18). Dabei ist

k,—k,,
hd B T 0
ra—v q,> (v>r,)
zu beachten. Das folgt aus

kv—kméql('n '—V) s
k,—kn=g,(m—r,),
was
kv_krzéql(rz —\') s
und somit
k,—k,,
il . R
r,—v =241>4> (v>r;)
gibt. Wegen (11.30) ist sofort auch wieder ¢{?’=0 fiir v<r, erkennbar.
So erfahrt man, falls ry >0, weiter fort und erhélt schlieBlich

gy>q>>q;,

Mm=ry>r;>>r;>rj ;=0
und mit
Y =p¥

(i)_(pn+1>n “ 4 (i=1,2,...,))
L T Pn+r; A,

die gewiinschten Transformationen (11.14) mit den Eigenschaften (11.15) bis
(11.18).

Speziell fiir

(11.33) f,,v=(n+1)""d,(l+o(1)) (n > o)
kann man
(11.34) py=n!

wihlen, und (11.20), (11.21), (11.23) sind erfiillt. In diesem Spezialfalle stellt
Satz 11.29 eine Verschirfung eines Satzes von KREUSER [/I] und PERRON [9]
dar.

12. Ein Konvergenzsatz. Kriterium

Wir kniipfen an die Abschnitte 1 bis 6, insbesondere an die Sitze 6.1, 6.2
an. Wir legen im folgenden die Voraussetzungen (1), (2) von 6 zugrunde.
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Zusitzlich fordern wir (vgl. Satz 6.1)

(12.1) o, t,,"]—[

=1 2 2
o(v2 +alvl o,T, =O,
v=0 Oy
(12.2) [Ag x'|Say x| (n=0,1,2,..)

und fiir diese Konstanten &@},;(=«,,)

- 1
(12.3) ] 22=0;
n=0 Opy

schlieBlich moge fiir jedes m=0 und ¢ (0<e<1) mit den Konstanten (3.4),
(3.6) gelten
o0 1 (&)

%2 Pm,n
(12.4) n;" 2l s, <.

Unter diesen Voraussetzungen gilt

Satz 12.5. Setzt man fiir eine Losung x, von (1.5)
v =(Ao) ™" (Auoy )T X €G! (n1=0,1,2,..),

so gilt stets mit einem ve ®*

v, >V (n—>o).

Es ist dabei v=0 genau dann, wenn x, vom Typ II ist.

Zunichst zeigt mit (12.1) und (2) der Satz 6.1, daB fiir eine Lésung vom
Typ II v, -0 gilt. — Ist andererseits x, vom Typ I, so gilt — vgl. Satz 6.2 —
fur

Wn=(A(1)1)_1 -*-(AJI)_IAJZXZ

mit geeignetem m und ¢ die Abschdtzung

~1 1 Pm,
al, p® 1 oyy +0 ——‘: -
1 1 -1 %2 Pm, 1
(+) | Wal (%01 - Um—1,1) " =1 —= [  —
<xnl an v=m avl'
mit den Konstanten (12.2) aus
Iyl S&s Il +og,lxl | (v=m,...,n—1).

(+) zeigt nun mit (12.3), (12.4) die Konvergenz der Reihe mit den Gliedern
Wp=0Up41—Up,

also die Konvergenz der Folge v, in G'. Wegen (1) existiert v mit v, »v. Es
bleibt zu zeigen, daB v fiir eine Losung vom Typ I nicht 0 ist. Das zeigt die
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Abschétzung

n—1 n—1 p(a)
=1 1 1 1 ) 1
|Uu| l—[avl ;l'xnlg n (avl—avz -L(;I_V_> |X,,,|>0
v=0

vy om ¥

zusammen mit (12.3), (12.4).

13. Beispiele und Anwendungen
A. Sind in (1.3)

(13.1) a=al>0, «

von n unabhingig, so kann (1.4) mit von n unabhidngigem

(13.2) 0,=0
genau dann erfiillt werden, wenn
(13.3) 6>0, al—ale>0, oal—(aj—0d)o+a’a?<0

moglich ist. Ein solches o aber existiert genau dann, wenn einer der beiden
folgenden Fille eintritt:

(13.4) aj—ai=ar=al=0,

(13.5) al—ai>0, 4aday<(aj—ad)?.

Die stirkere fiir den dritten Existenzsatz benutzte und fiir Satz 4.2 sicher
hinreichende Bedingung (6.4) bedeutet hier, dafl}

(13.6) as—(a] —a2) o +a3 6% <0,
was mit 6>0, o} —a? 6>0 genau dann erfiillbar ist, wenn
(13.7) aj—a3>0, 4dajai<(af—a)?.

Von Interesse ist, abgesehen von (13.7) und dem trivialen Fall (13.4) noch
der kritische Fall

(13.8) al—a2>0, 4dafal=(a]—al).
Hier hat
(13.9) al—(a} —ad)o+ate*=0

genau eine Wurzel ¢>0 (mit o} —af ¢>0). (13.8), (13.9) geben

11 2
(13.10) afa=a§?=5(a}—a5).
Die in 3 definierten 7, sind hier simtlich 1 (n=0, I, 2, ...). Fir die p, (n=
m,m+1,...) gemdB (3.4), (3.6) hat man hier

(g) _ (e)
pm.n+1 —(p(pm,n (n_>—_'”)
Mathematische Zeitschrift, Bd. 88 7
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mit der Funktion

o(e)=2Eroi0
o~k
Setzt man
o
(13.11) $=—r (13 +aio0),

2

so wird {iir k=3 wegen (13.10) gerade

3 3
‘*’(1‘7>=1‘k—+1-

Bestimmt man also k& durch

3
(13.12) I_I_S’
so wird
. 3
(13.13) Pr(n,)n=1‘“m (nzm).

Damit aber gilt in diesem Falle noch

n

2 42 n -1
a2+a10' _ —1_ — k___._
Ll ey (G B
oy — 0ty —=—

Es bilden also auch in diesem Falle nach Satz 4.2 die Losungen vom Typ II
eine Untergruppe von £. Auch ist jedenfalls die im zweiten Existenzsatz
benutzte Bedingung erfiillt.

B. MEIXNER und SCHAFKE [22] betrachten dreigliedrige lineare Rekursionen
yn+1_Dnyn+yn—1:O (’1=1, 23 3;)

und erhalten fiir
|D,|=2 (n=1,2,3,...)

eine Aufspaltung in Typen, entsprechende Abschitzungen und Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen. Diese Theorie kann verallgemeinert und unter die
Uberlegungen der Abschnitte 1 bis 6 subsumiert werden.

Wir betrachten
(]315) yn+2=Dnyn+l+Enyn (n=09 1’25"')

und schreiben dies in der Form

Vn+2 _ Dn En Yn+1 -
(13.16) (ym)_(l 0)(“) (n=0,1,2,...).
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Wir fordern
(13.17) 0<(ID,|=1D2|E,|.
Dann ist mit
0‘:}1=|Dn|, “:2=|En|’ o,=1,

O(,El = 1, 0(32 = 0 ’
sinngemdf (1.3), (1.4) gegeben und man hat die Typeneinteilung

(I) |yn+1|>|yn| (ngm)a
(I1) [Yar1lElyal  (n20)

entsprechend Satz 1.7. (1.6) gibt fiir den Typ I scharfer

(13’18) |yn+2 |_|yn+l|;(| Dnl_ 1)(|yn+1‘_|yn‘)a

was nach sich zieht, daB z.B. im Falle |D,|=2 die Losungen vom Typ I
nicht beschrinkt sind. Daher bilden in diesem Falle sicher die L&sungen
vom Typ II eine Untergruppe von L.

Fiir die Abschdtzungen von 3 hat man hier die Funktionen

1
S O=15 5T
und
B
g..(é)——| D |-¢

zu betrachten und damit die entsprechenden p{?, bzw. 1, zu bilden. Man er-

m.n

hilt hierfiir offenbar abbrechende bzw. unendliche Kettenbriiche.
Ist E, =0, n, minimal, so gilt

yno+2=Dno yno+1;

ist also y,,+1%0, so wird |y, +2]>[Ys+1|, mithin y, Losung vom Typ L.
Fiir eine Losung vom Typ II ist also y,=0 (n=ny+ 1). Umgekehrt kann man
Vne+1=0 und y, beliebig annehmen und daraus mit (13.15) eine Losung
vom Typ II mit entsprechend beliebigem y, eindeutig bestimmen. In diesem
Falle gilt also sicher: 2=2'1¢,,.
Ist E,+0 (n=0, 1, 2, ...), so kann fiir
|

— —<w<l (n=0,1,2,..)
IDnl—lEnl

Satz 6.10 herangezogen werden, um £=2"'+ 2, zu erhalten.

Gibt es kein solches w, so liefert Satz 5.5 noch die Existenz mindestens
einer Losung vom Typ II fiir jedes y,. Die dort gemachten Voraussetzungen

T*
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sind offenbar erfiillt. Fiir die Untergruppencigenschaft mul3 gegebenenfalls
Satz 4.2, etwa unter Benutzung von 13.A, oder, fiir |D,|=2, (13.18) heran-
gezogen werden.

Ein Existenzbeweis unter Verwendung von Kettenbriichen findet sich im
angegebenen Spezialfall bei MEIXNER-SCHAFKE [22]. Fiir die Eindeutigkeit wird
(13.18) benutzt.

Eine andere Moglichkeit zur Behandlung von (13.15) gibt die Transfor-
mation

n—1
(13.18) y,,=<]—[Dv> u, (n=0,1,2,...).
v=0
Man erhilt
(13.19) Upyr=Upyq+d,u, (n=0,1,2,...)
mit
Ell
(13-20) d"—m'l_.

Insbesondere fiir
(13.21) |ID,|=2, |E, =1,

sicher also im Falle der bei MEIXNER-SCHAFKE [22] betrachteten Rekursion
wird
(1322) Iflllléé'

In diesem Falle kann unsere Theorie in einer anderen Weise angewandt werden.
C. (13.19) ist Spezialfall von
(13.23) Upso=(l+e,)u, 1 +d,u, (n=0,1,2,...),

das unter entsprechenden Voraussetzungen von SCHAFKE [23], [24] untersucht
wird. Auch diese Uberlegungen kénnen verallgemeinert und unter die Theorie
der Abschnitte 1 bis 6 und 12 subsumiert werden.

Wir betrachten allgemeiner, wie MENNICKEN [2/],
(13.24)  u,,=(14+w+e,)u,  +(—w+d,) u, (n=0,1,2,...)
und nehmen w als komplexe Zahl mit .

(13.25) lw|<1

an. Die Gleichung
E=(14w)é—w

hat nun die Wurzeln 1 und w. Entsprechend schreiben wir (13.24)

Upy 1 0 1 u,
. = =0,1,2,...
(13.26) <u,‘+2> <—w+d,, 1+w+e,,> (u,,+1) (r=0,1 )
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und transformieren

u, — 11 _ X
S ()

Es wird
+e, d,+we,

11\ 0 i AN [l = g
1w —wtd, 1+w+e, )\l w/ | d,+e, w_d,,+we,, ’

1—w 1—w

also (13.26) mit (13.27) zu

xn+1:Anxn (’1:0,1,2,...),

d,+e, d,+we,

(13.28) Y = 1w
" d,+e, d,+we,
1—w [—w

Wir fordern nun

d,+we,

(13.29) 0<1-2 =

=|w|+2

]

d,+e,
—w

im Falle (13.19) also (13.22). Dann bedeutet dies gerade (1.4) mit

(Xl _1——i"+e” a‘ _ d"+w5'_

nl — 1—w ’ n2— I—W »
(13.30) . |d.te, 2 d,+we,

M= | 0‘n2—|W|+—i—_—-“w ’

ag,=1.

n

Entsprechend hat man die Typeneinteilung gemaB Satz 1.7.
Fordert man schirfer

dyte,
1—w

d,+we,
1—w

(13.31) max(

>§6=é(1—lw|),

so kann entsprechend 13, A
al=1-0, al=ai=5, ai=|w|4+0

gewihlt werden. In diesem Falle bilden also sicher die Losungen vom Typ II
eine Untergruppe £,; von £ mit £=2'4 2, wegen Satz 5.9.

Die Lésungen vom Typ II konvergieren sicher gegen 0 wegen

al+ai=0+(w|+5)=1-25<1
gemiB (3.29).
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Hat man noch schirfer

(13.32) max < dlj; : d"lt‘fv“’" )g(5'<5=;(1—w),
so wird
O +(wl+d)

und mit (6.4) sind die Voraussetzungen des Satzes 6.10 gegeben.

Satz 5.9 und Satz 6.10 waren zugleich mit entsprechenden konstruktiven
Verfahren verbunden.

Im folgenden fordern wir zusitzlich

(13.34) Y (el +ld, )< 0.
n=0
Dann sind mit (13.30) und
~ d,+e,
(1335) Up1 = 1+ 1——W-

die Voraussetzungen von 12, insbesondere (12.1) bis (12.4) gegeben. Es gilt dann

Satz 13.36. Jede Liosung x, von (13.28) ist konvergent, also auch jede Losung
u, von (13.24). Dabei gilt fiir Losungen beider Typen

U,—u
x3= n n+1 0
1—w
Man hat ferner
Upp1—WU
X,1.= n+1 "—>O
1—w

und dquivalent u,—0 genau dann, wenn x, vom Typ II ist. Fiir eine Lésung
vom Typ I gilt

Un+1 -1 (n—>o),
ull
fiir eine Losung vom Typ II, falls u,+0,
Upty Sw
— .

Die letzten Aussagen folgen dabei schon ohne (13.24), allein mit e, —0,
d, -0 auf Grund von Satz 10.5. DaB auch fiir eine Lésung vom Typ I xZ -0
strebt, ergibt z.B. Satz 3.16. Die verbleibenden Konvergenzaussagen liefert
Satz 12.5.

Zugleich sind hiermit Aussagen iiber die Konvergenzgiite und Méglichkeiten
zur Konvergenzverbesserung fiir die Praxis gegeben. Fiir eine Losung vom TypIIL
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gilt B

(13.37) |x;|§|x3|§i1]0 [lw|+ ard ) | htve J %31
Fiir eine Losung vom Typ I ist nach Abschnitt 12 die Folge
(13.38) ]j: <1 +£1"f—we“)—lxj=vn

im allgemeinen rascher konvergent als die Folge x!. Es ist nimlich
Wn=Upy1— Uy
mit einer geeigneten Konstanten y durch

1
Iwnl_—<:‘yan2 pf:,)n

abschitzbar. Ist etwa mit k;>1, k,>1
(13.39) |d,+e,|=0(n""), |d,+we,|=0(n""),

so wird demnach (vgl. Satz 3.17)

(13'40) lun+l—vn|=0(n—(kl+k2))’
wéhrend nach (11.38) nur
(13.41) | Xns1 =Xy |[=0(n™")

gilt. Hierin liegt z. B. der Ursprung der Konvergenzverbesserungen bei SCHAFKE
[23], ScHAFKE, EBERT und GROH [24] und MENNICKEN [2]].
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