#3D
VAL 7

—/

Werk

Label: Periodical issue
Jahr: 1964
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?266833020_0083 | log21

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

XKL

MATHEMATISCHE
ZEITSCHRIFT

HERAUSGEGEBEN VON

H. WIELANDT

TUBINGEN

UNTER STANDIGER MITWIRKUNG VON
B.ECKMANN E.HEINZ R.NEVANLINNA K.ZELLER
ZURICH MUNCHEN HELSINKI TUBINGEN
WISSENSCHAFTLICHER BEIRAT

A.E.INGHAM H.KNESER W.MAGNUS
O.PERRON G.PICKERT

83. BAND, 2. HEFT

(ABGESCHLOSSEN AM 14. JANUAR 1964)

SPRINGER-VERLAG
BERLIN - GOTTINGEN - HEIDELBERG
1964

A 21267E
-= MNisdersachsischa Stoats- o % g
3 - FE—Z L ;3313 Uns-»\.;-:s:;_.w:,s:;!;othek 7 /6



Die Mathematische Zeitschrift

wurde im Jahre 1918 von L. Lichtenstein unter der Mitwirkung von K. Knopp, E. Schmidt und
I. Schur gegriindet und herausgegeben. Nach dem Tode Lichtensteins {ibernahm K. Knopp 1933
die Herausgabe. Die Schriftleitung erginzte sich 1933 durch E. Kamke und F.K. Schmidt, 1936
durch R. Nevanlinna und 1950 durch H.Wielandt, der 1952 die Herausgabe iibernahm.

Die Zeitschrift erscheint zur Erméglichung rascher Verdffentlichung nach MaBgabe des
eingehenden Materials. Der Preis des Bandes betrigt DM 96.—.

Die Mathematische Zeitschrift ist durch jede Buchhandlung zu beziehen.

Die Mathematische Zeitschrift dient der Pflege der reinen Mathematik, doch werden auch
Beitrige aus den Gebieten der theoretischen Physik und Astronomie Aufnahme finden, soweit sie
mathematisch von Interesse sind. Besprechungen, Aufgaben u. dgl. werden nicht zugelassen.

Grundsitzlich diirfen nur Arbeiten eingereicht werden, die vorher weder im Inland noch im
Ausland verdffentlicht worden sind. Der Autor verpflichtet sich, sie auch nachtréglich nicht an
anderer Stelle zu publizieren. Mit der Annahme des Manuskriptes und seiner Veroffentlichung
durch den Verlag geht das Verlagsrecht fiir alle Sprachen und Linder einschlieBlich des Rechts
der fotomechanischen Wiedergabe oder einer sonstigen Vervielfiltigung an den Verlag iiber.
Jedoch wird gewerblichen Unternehmen fiir den innerbetrieblichen Gebrauch nach MafBgabe des
zwischen dem Borsenverein des Deutschen Buchhandelse.V. und dem Bundesverband der Deutschen
Industrie abgeschlossenen Rahmenabkommens die Anfertigung einer fotomechanischen Verviel-
faltigung gestattet. Wenn fiir diese Zeitschrift kein Pauschalabkommen mit dem Verlag verein-
bart worden ist, ist eine Wertmarke im Betrage von DM 0.30 pro Seite zu verwenden. Der
Verlag lapt diese Betrige den Autorenverbinden zufliefen.

Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten zusammen 75 Sonderdrucke unentgeltlich.

Manuskriptsendungen sind zu richten an die Mitglieder der unterzeichneten Redaktion. Die
Herren Mitarbeiter werden im Interesse einer raschen Drucklegung gebeten, die Arbeiten in gut
lesbarer Niederschrift einzureichen. Fiir den Text ist, wenn irgend mdoglich, Maschinenschrift,
fiir die mathematischen Formeln jedoch nur Handschrift zu verwenden. Etwaige Abbildungen
sind auf einem besonderen Blatt zu zeichnen. Die in den Formeln etwa vorkommenden griechischen
oder deutschen Buchstaben (Fraktur) sowie andere der Gefahr von Verwechselungen ausgesetzte
Zeichen, z. B. die Landauschen Symbole o und O, sind stets besonders (etwa mit verschiedenfarbigen
Stiften) zu kennzeichnen. Die FuBnoten sind fortlaufend zu numerieren, bei Zitaten Erscheinungs-
jahr und Seitenzahlen anzugeben.

Wenn zu einer bereits gedruckten Arbeit eine Berichtigung notig wird, wollen die Herren
Verfasser dem Herausgeber hiervon unverziiglich Mitteilung machen. Die Berichtigungen sollen
dann am Schlusse eines Bandes gesammelt aufgenommen werden.

Manuskripte nehmen entgegen:

B. Eckmann, Zirich (Schweiz), Eidgen. Technische Hochschule

E. Heins, 8 Miinchen, Schellingstr. 2-8

R. Nevanlinna, Helsinki (Finnland), Math. Inst. d. Universitit, Porthania.
H. Wielandt, 74 Tibingen, Ob dem Viehweidle 21b.

K. Zeller, 74 Tabingen, Sonnenstrafe 11

Springer-Verlag OHG

1 Berlin 31 (Wilmersdorf), Heidelberger Platz 3, Fernsprecher 830301, Fernschreibnummer 01-83319
69 Heidelberg 1, Postfach 3027, Fernsprecher 27901, Fernschreibnummer 04-61723

83. Band Inhalt 2. Heft
Seite

WiENHOLTZ, E., Zur Regularitit schwacher Losungen fiir elhptlsche Systeme par-
tieller leferentraloperatoren e . e e e boo ... . 85
RoBERTSON, M. M., Integrability of tngonornetnc series . . . . .« . . . . . . . 119
EnricH, H., Determinantenabschitzungen fiir binire Matrizen . . . « 423

FEnstaAD, J. E,, On l-groups of umformly continuous functions. III Proxxmlty
spaces . . . . 133

Naxkano, T, A theorem on lattlce ordered groups and 1ts apphcat:ons to the valua~
tion theory o e 5 . 140

FOSTER, A. L., and A. PIXLEY Sem1 ca.tegoncal a.lgebras I Sem1 pnmal algebras 147
BACHMUTH, S., and J.LEwiN, The Jacobi identity in groups . . . . . . . . . . 170



WieNHOLTZ, E.
Math. Zeitschr. 83, 85—118 (1964)

Zur Regularitit schwacher Losungen
fiir elliptische Systeme partieller Differentialoperatoren

Von
ERNST WIENHOLTZ

Jede lokal integrable und zum Bildbereich des Laplace-Operators 4 ortho-
gonale Funktion (jede ,,schwache Lésung* von A#=0) stimmt fast iiberall
mit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion iiberein. Diese Aussage
hob H. WEYL in [20] hervor und griindete seinen Beweis auf Methoden von
G. FuBini, R. CouraNT und K. FRIEDRICHS, welche im Rahmen ihrer Arbeiten
[7], [2] bzw. [6] dhnliche Aussagen bewiesen hatten. Der Unterschied besteht
nur darin, daB diese Autoren davon ausgingen, daB die schwache Losung
lokal erste Ableitungen im L,-Sinne besitzt.

Regularititsaussagen iiber schwache Lsungen allgemeiner elliptischer Dif-
ferentialoperatoren spielen heute eine groBe Rolle sowohl bei Existenzbeweisen
fir Losungen elliptischer Differentialgleichungen und bei der Konstruktion
von Greenschen Funktionen, als auch bei funktionalanalytischen Unter-
suchungen, etwa bei Kriterien fiir Selbstadjungiertheit (spektrale Zerlegbar-
keit) eines elliptischen Differentialoperators und bei Aussagen iiber die Regu-
laritdt der Eigenelemente. SchlieBlich sei noch besonders hervorgehoben, daB
die obige Aussage Ausgangspunkt der Theorie der hypoelliptischen Diffe-
rentialoperatoren gewesen ist, [10], [14].

Im AnschluB an H. WEYL [20] wurde von L. ScHWARTZ [18] und von
L. GARDING [8] die Giiltigkeit der entsprechenden Aussage fiir elliptische
Differentialoperatoren 2. Ordnung bewiesen, welche hinreichend regulire
Grundlésungen im Kleinen besitzen: Es sei v(x) die zum Bildbereich von
L orthogonale Funktion, L der Differentialoperator, U(x, y;y) zugehdorige
Grundlésung in der Umgebung V von y und g (%;9) unendlich oft differen-
zierbar mit kompaktem Triger in V, g (x,y) =1 fiir alle x nahe beiy. Dann ist

w(y)=Jv(x)Lo(x;9) U(x, y;j»)dx|=_ If2 :}o(x)LQ(xJ?) Ulx,y;y)dx

y—x|=e
mit einer Zahl ¢>0 und daher w(y) differenzierbar, wenn U(x, y;y) hin-
reichend reguldr. Andererseits sieht man leicht, daB w(y) und v(y) in einer
Umgebung von y fast iiberall iibereinstimmen.

Diese Beweismethode ist von einer Reihe von Autoren, vgl. [Ic], variiert
und auch auf den Fall elliptischer Differentialoperatoren gerader Ordnung,
vgl. insbesondere F. E. BROWDER [Ia— Ic], ausgedehnt worden. Der Nachteil
der Methode liegt darin, daB sie die Konstruktion einer hinreichend reguldren
Grundlésung (wenn auch nur lokal) voraussetzt. Beweise ohne Benutzung
der Grundlésung sind von F. JouN [12] durch sphirische Mittelbildung und
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86 ERNST WIENHOLTZ:

von K. FrIEDRICHS [4], L. NIRENBERG [I7] und P. LAaX [13] unter Heran-
ziehung funktionalanalytischer Hilfsmittel, insbesondere des Lemmas von
S. SoBOLEV [19], gegeben worden. Alle diese Beweise verlangen von den
Koeffizienten des Differentialoperators Differenzierbarkeitseigenschaften, wel-
che mit der Zahl der unabhingigen Veridnderlichen anwachsen. L. NIRENBERG
dehnt in [17] seine Methoden auf den Fall von Differentialoperatorensystemen
aus, welche in seinem Sinne streng elliptisch sind.

Man kann aber auch die Grundlosung vermeiden, ohne ganz von der
urspriinglichen Beweisidee abzuweichen. E. HEINZ regte an, anstelle der Grund-
losung die Singularititenfunktion zu L zu benutzen. Man kommt zu der
Singularitdtenfunktion S(x, y), indem man einen Differentialoperator L° mit
konstanten Koeffizienten bildet, welcher mit dem Hauptteil von L an der
Stelle y iibereinstimmt. Dann ist S(x, y) die Grundlésung von L°. Diese
ist leicht angebbar (vgl. [12]), weil L® nur konstante Koeffizienten und Dif-
ferentiationen gleichhoher Ordnung enthilt.

Hiermit kann man
(#) w(y) = [v(x) Lo(x:5) S (x, y)dx
bilden, es stimmt auch w(y) fast iiberall in einer Umgebung von y mit v (y)
iiberein, aber man kann trotz weitgehender Regularitit von S(x, y) keine
hoheren Regularititsaussagen iiber w(y) direkt aus der Integraldarstellung
ablesen, weil der singulire Punkt y im Integrationsgebiet liegt (es ist im
allgemeinen L S (x, y)==0). Man kann aber () als Integralgleichung fiir v(x)
auffassen und durch Iteration zu Regularititsaussagen kommen. Hierbei
werden wesentlich Differenzierbarkeitssitze iiber singulire Integrale (vgl.
E. Hopr [11]) benutzt.

Mit Hilfe der Singularititenfunktion wurde ein solcher Beweis fiir
elliptische Differentialoperatoren zweiter Ordnung von mir in [9] geliefert.
In der vorliegenden Arbeit soll die entsprechende Methode fiir elliptische
Systeme von Differentialoperatoren dargestellt werden. Dabei ist die Defi-
nition der Elliptizitit eines Systems sehr viel weiter gefaBt als gewohnlich.
Sie geht auf eine Definition von L. NIRENBERG und A. DoucLis [4], vgl. auch
[16], [17], zuriick. Unter diesen Systemen kommen auch die elliptischen
Differentialoperatoren sowohl gerader als auch ungerader Ordnung vor. Es
ist zugelassen, daB alle Differentialoperatoren des fiir die Elliptizitdt des
Systems entscheidenden Hauptteils untereinander verschiedener Ordnung sind.

Als S(x, y) tritt eine Matrix auf, welche eine naheliegende Verallgemei-
nerung der Grundldsungsmatrizen von F. Jonn [12] fiir seine elliptischen
Systeme im Falle konstanter Koeffizienten ist.

Ist L das in Rede stehende elliptische Differentialoperatorensystem und
v(x)=(v,(%), ..., v5(x)) die vektorwertige Funktion, welche lokal integrabel
und orthogonal zum Bildbereich von L ist, und versucht man wiederum

w(y)=[v(x) Lo(x;9)S(% y)dx

zu bilden, so stellt sich heraus, daB dieses Integral im allgemeinen gar nicht
existiert, weil L in einigen Zeilen Differentialopetatoren so hoher Ordnung
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enthdlt, daB8 ihre Anwendung auf einige der Spalten von S (%, y) zu nicht
integrablen Singularitidten fithrt. Es ist aber moglich, wie in der Arbeit aus-
einandergesetzt wird, die Spalten der Matrix S so in Klassen zusammenzu-
fassen, daB

@(y)=Jv(* Lo(x;9)S(, y)dx

existiert, wenn S auBer denjenigen Spalten von S, welche einer bestimmten
Klasse angehoren, nur Nullspalten enthilt. Man bekommt daraus fiir einige
Komponenten von v(x) eine Integralgleichung, in deren inhomogenen Anteil
alle anderen Komponenten von v(x) eingehen. Hieraus folgt Regularitit der
ausgezeichneten Komponenten von v(x) durch Iteration, aber natiirlich nur
modulo einer Funktionenklasse, welche durch die anderen Komponenten be-
stimmt wird. Diese schwache Aussage reicht jedoch aus, um iiber andere
Komponenten eine dhnliche Aussage zu gewinnen, usw., woraus schlieBlich
die Regularitdt von v(x) folgt.

Waihrend die Regularitidtsbeweise fiir schwache Loésungen fiir elliptische
Differentialoperatorensysteme mit [Zb], [Z5] und [17] genannt sind, wobei
zudem die Elliptizitit noch so gefaB3t ist, daBB sich Beweismethoden aus dem
Fall eines einzelnen Differentialoperators geradewegs iibertragen lassen, ist
die Zahl der Arbeiten zur Regularitit im Falle eines einzelnen Differential-
operators inzwischen sehr groB geworden. Es sei hierzu — auch mit Riick-
sicht auf die Untersuchungen iiber Hypoelliptizitit — auf die in neuester
Zeit erschienene Arbeit [1d] von F. E. BROWDER verwiesen, in der u.a. ein
Regularitatsbeweis fiir elliptische Differentialoperatoren von gerader und un-
gerader Ordnung unter sehr schwachen Voraussetzungen hergeleitet wird.

§ 1. Vereinbarungen

Es bezeichne Ry den reellen euklidischen N-dimensionalen Raum mit
Punkten x=(x,, ..., xy) und der durch |x — y| = (%, — y,)2 + -+ + (a5 — yn)2)?
gegebenen Abstandsdefinition.

Die Menge der inneren Punkte einer Punktmenge F des Ry werde mit
F* bezeichnet.

Es sei F ein Bereich oder ein Gebiet des Ry.

Mit L*(F) werde die Menge aller auf F erklirten (komplexwertigen) Funk-
tionen bezeichnet, welche auf F im Sinne von LEBESGUE meBbar und iiber
jeden kompakten Teilbereich von F* integrabel sind.

Mit C, (F) werde die Menge aller Funktionen auf F bezeichnet, deren Ab-
leitungen bis zur Ordnung % auf F existieren und stetig sind, k=1, 2, ... .
Co(F) bezeichne die Menge der auf F stetigen Funktionen.

Ist u(x)€Cy(F), dann soll D* u(x), mit «<k, Ableitung a-ter Ordnung
von #(x) sein.

Eine auf F erklirte Funktion (%) heiBe auf F gleichmiBig holderstetig,
wenn es zwei Zahlen K und o mit 0<a<1 gibt, so daB gilt |u(x) —u(x')| <
K|x —x'|* fiir alle x, ’'cF. Eine auf F erklirte Funktion u (%) heiBe auf F

7*
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holderstetig, wenn sie auf jedem kompakten Teilbereich von F* gleichmaBig
hélderstetig ist.

Es soll CH (F) die Menge aller Funktionen auf F bezeichnen, deren Ab-
leitungen bis zur Ordnung k auf F existieren und auf F gleichméBig holder-
stetig sind, £ =1,2,.... C§ (F) bezeichne die Menge der auf F gleichmaBig
hoélderstetigen Funktionen.

Es soll C¥ (F) die Menge aller Funktionen auf F bezeichnen, deren Ab-
leitungen bis zur Ordnung k auf F existieren und auf F holderstetig sind,
k=1, 2,.... CH(F)bezeichne die Menge der auf F holderstetigen Funktionen.

Mit C(F) werde die Menge aller in Ry unendlich oft differenzierbaren
Funktionen bezeichnet, von denen jede auBerhalb eines individuellen kom-
pakten Teilbereiches von F* verschwindet. Ist E Kompaktum in F*, dann
soll (,:(E, F) die Menge derjenigen Funktionen aus ¢ (F) bedeuten, welche auf
E den Wert 1 haben. Ferner ist es niitzlich, gewisse Mengen von vektor-
wertigen Funktionen # (%)= (u,(x), ---, #,(x)) einzufithren. Es soll CH(p,F)
die Menge aller u(x)=/(uy(%), -, up(x)g sein, deren Komponenten u,(x),
i=1,...,p in C¥(F) liegen; entsprechend

Cip, F) = {u(x)| u;(x)cC(F), i=1,2,...,8},
L (p, F) = {u(x)| w;(x) e L} (F), i=1,2,...,p}.

SchlieBlich werden noch Funktionen & (x, y)=h(%xy, ..., %y, Y1, ..., Yy) in
Mengen 6%, (x, G), x¢F, und G% (G, y), ycF, zusammengefalt, welche bei Dif-
ferenzierbarkeitssitzen iiber singulire Integrale (s. §5) zentrale Bedeutung
haben.

Ist G ein beschrinktes Gebiet des Ry und sind m und ¢ nicht negative
ganze Zahlen, dann sei G} (x, G), xcF, die Menge aller Funktionen %(x, )
mit den Eigenschaften:

1) h(x, y) gehort bei festem x¢F zu C,, (G —{x}).

2) Djh(x, y), n=0,1, ..., m, meBbar auf F x G und bei festem ycG meB-
bar auf F.

3) Zu jedem >0 gibt es eine Konstante ¢;, so daB
D' (%, y)| S co|lx—y| V2T, xeF, yeG, xFy, n=01,...,m.
y 0

4) Es gibt Konstanten 7, ¢, und y mit 0<y<(1, so da fiir alle xcF,
¥,9€G mit |x —y| =n|y —y| >0 diese Abschitzungen gelten:
| D b, )= Dyhix, D Serfla—F | N g N
n=0,1,...,m.
Entsprechend wird €% (G, y), y€F, erklirt.

Anmerkung 1. Wenn f(x, y) €64, (%, G), x¢€F, fir jedes beschrinkte F aus
Ry gilt und f(#, y) nicht von x abhdngt, dann folgt f(x, y)=g(y)Ch(G).
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Anmerkung 2. Wenn in Zukunft von einer vektor- oder matrixwertigen
Funktion A(x, y) Aussagen k(x, y)€€% (%, G), xcF, oder |k(x, y)| < |x—y|*
usw. gemacht werden, dann sollen diese elementweise verstanden werden.

ox

- 62 ;b 6% verstanden werden mit Koeffizienten, die auf F erklirte Funk-
1 N

tionen von x=(x,, ..., x) sind.

Unter einem Differentialoperator a(x, i) auf F soll ein Polynom in

Es sei m eine ganze Zahl. Fiir jedes xcF sei ™a (x, —;;) die im Polynom
a (x, ;x) enthaltene Form vom Grade m, falls diese existiert, sonst sei
mg (x, —éa;) =0.
Der Differentialoperator g (x, 78—-) auf F wird die m-te Form aus a (x, —a-)
auf F genannt, falls m=0 ist. * ox
Unter einem Differentialoperatorensystem A ( % %) auf F soll eine Matrix
verstanden werden, deren Elemente Differentialoperatoren auf F sind.
A (x, %) heiBt (¢, p)-reihig, wenn die Matrix ¢ Zeilen und p Spalten hat.
Anwendung von 4 (x, » aax) auf eine vektorwertige Funktion u(x)=
(ul(x), ..., #,(%)) mit auf F hinreichend oft differenzierbaren Komponenten
wird 4 (x, 7‘%) u'(x) geschrieben mit
uy (%)
wx =\ :
uy (%)

und ist im Sinne der Matrixmultiplikation zu verstehen.

Es sei .
4 (x’ %) - ((a’" (x' aax )))mv=1’-~-»f’

ein (p, p)-reihiges Differentialoperatorensystem auf F, und es seien s;, ..., S5,

ty, ..., t, solche ganze Zahlen, daf L (x, %) =0 ist fiir m>s,+4, und
xeF; u,v=1,...,p.
Man nennt das Differentialoperatorensystem

1ix 2\ — ((6utty i)))
A (x ax) - (( " va’“(x’ 0% /) Juv=1,..,p

den durch s, ..., 85, ¢, -.0 8 bestimmten Hauptteil von A4 (x, i) auf F.

ox
Man erhilt denselben Hauptteil, wenn man die Zahlen sy, ..., s, &, ..., %
durch s, +¢,...,sp+¢, f—¢, ..., t,—¢C ersetzt. Daher darf stets s;=1 ange-

nommen werden, 7 =1, ..., p.
Definition der Elliptizitit eines Differentialoperatorensystems. Ein (p, p)-
reihiges Differentialoperatorensystem A (x —:;-) auf F heift auf F elliptisch,
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wenn es mindestens einen Hauptieil

Alnzg) = (e (o g ).,

besitzt mit der Eigenschaft det ((“a*¥a,, (x, £))) =0 fiir alle x<F und alle reellen
§=(&,..., &) F(0,...,0). Vgl. A. DoucLis und L. NIRENBERG [4].

Die zu solchem 4 (x 3?;) gehorigen Zahlen s,, ..., s,, t;, ..., t, mit 5,1,

1 =1, ..., p heiBen elliptische Exponenten von 4 (x, %)

§ 2. Formulierung des Hauptsatzes und Vorbereitung seines Beweises
Ziel der Arbeit ist es, iiber elliptische Differentialoperatorensysteme den
folgenden Satz aufzustellen und zu beweisen.

Satz 1. Es sei G ein Gebiet des Ry und L(x, Tax) = ((l,“,(x, 36;))) set ein

(p, p)-rethiges, auf G elliptisches Differentialoperatorensystem mit elliptischen

Exponenten s, ..., Sprtys sty und  zugehorigem Hauptteil A (x, Aaa;) =

Auy x,i , ferner sei B x,i =((b, x,i ein (1, p)-reihiges Differential-
6x) 61) ( ox )))

operatorensystem auf G mit ™b, (x, é”;) =0 fiir m>t,, x¢G, v=1,...,p. Es
set v(x)e L (p, G) und

(1) W L(x L) ®(mdx= [ B(x, )@ (x)dx fir alle B(x)cCip,G).
1vax (xax)xxé/(xax)xxure x)eC(p

Ist dann v eine nicht negative ganze Zahl und sind die Koeffizienten von ™1 -~ ( % 0 )

ox
aus Cﬁ—rnin(m,tv)+r(G): m=0,1,2,..., die Koeffizienten von A,, (x, %) aus
Cgax(,“m,spH,(G) und die Koeffizienten von b, (x, 56;) aus CE(G), u,v=1, ..., p,
dann stimmt v (x) fast iiberall in G mit einer Funktion w (%)= (wy (%), ..., w, (%))
tiberetn, wobei w;(x)€Cq,,,(G) ist, i =1, ..., p.

Es geniigt zu zeigen, daB jeder Punkt in G eine Umgebung U besitzt, so
daB v(x) fast tiberall in U mit einer in U definierten Funktion w(x)=
(wy(), ..., w,(x)) iibereinstimmt, wobei w, (x)cC#,,(U) ist. Wenn nimlich
zwei solche Umgebungen einen nicht leeren Durchschnitt W haben und wenn
fast {iberall in einer Umgebung v (x) =w!(x) und fast iiberall in der anderen
v(x)=w?(x) ist, dann ist w!(x) =w?(x) fast iiberall in W. Andererseits sind
w!(%) und w?(x) beide aus C§ (p, W). Also stimmen w!(x) und w?(x) in W
iiberein.

Jede dieser Umgebungen kann konvex und so klein gedacht werden, daf3
jede Funktion aus C¥ (G) zu C# (U) gehért. Daher ist es keine Beschrinkung

der Allgemeinheit, wenn man zu den Voraussetzungen des Satzes hinzunimmt,
0

daB G beschrankt und konvex ist und daB die Koeffizienten von (’”)ly,, (x, 3;)

aus E’,,’,'_mm(,,,,,vH,(G), m=0,1, ..., die Koeffizienten von Au,,(x, %) aus
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ézax(s,,‘..,sp)i-r(c) und die Koeffizienten von b, (x, %) aus CH(G) sind, pu,v=
1,...,p

Es ist auch keine Beschrankung der Allgemeinheit, alle ¢, positiv anzu-
nehmen. Anderenfalls sei ndmlich g eine solche natiirliche Zahl, daB ¢, +2¢>0
ist fiir v =1, ..., $; nach Voraussetzung des Satzes ist

f v (%) L(x, 53;) (41 @' (x))dx :Gf B(x, gx) (49 @'(x)) dx fiir alle D(x)C(p, G),

also
[ () L(x, %) @'(x)dx = [ E(x, 5?;) @'(x)dx fiir alle D(x) e C(p, G)
é ‘ é

mit

i (x, 38;) = (x, -a%) A4 und B (x, —;;) =B (x, gx—) AT,

T s ) e . . 2 -
L (x, 78;) = ((ZM (x, E))) hat als elliptische Exponenten s, ..., spa, by oon by

die positiven AZahlen Sys wnsal Spis t} +2q,...,¢,+2q. Esist (’”)8,, (x, _67) =0 fiir
m>t,+2q=t, xcG. Es ist (”)lm(x,%) =0 fiir n<2q, x€G, ferner sind
die Koeffizienten von ("‘”‘”ZM(x, —aa;) aus CF ey slGl m=0,1, <., also

sind die Koeffizienten von (”’l:“,(x, »-aax) aus Cf_min(",;vH,(G), 1#=0,1,2, .::s
usw., und der Satz, eingeschrinkt auf den Fall positiver elliptischer Ex-
ponenten, beweist die urspriingliche Behauptung iiber v(x).

SchlieBlich darf man noch voraussetzen, daB s;=s,= --- =s, ist, weil sich
dies durch Vertauschen und Umbenennen der Zeilen von L (x, %) und von
v'(%) erreichen 14Bt.

§ 3. Singularititenmatrix zu einem elliptischen
Differentialoperatorensystem

Es sei G ein beschrinktes, konvexes Gebiet im Ry. Es sei L(x, 76::—) =

((l#,(x, 7:% ))) ein (p, p)-reihiges und auf G elliptisches Differentialoperatoren-
system mit elliptischen Exponenten s,,...,s,, #,...,%,, wobei s;=s,=
.-+ = 8s,=1und?,=1ist, und zugehdrigem Hauptteil A (x, %) = ((l,“, (x, %))) .

Die Koeffizienten von ("')l,” (x, '3%) seien aus Cf,,’_miu(m,,z,) (G),m=0,1,2,...,

und die Koeffizienten von l”,(x, aix) seien aus Cff (G), u,v=1, ..., p.

Unter den s,, ..., s, gebe es genau & verschiedene Zahlen, diese werden
mit s, ..., s* bezeichnet, es sei s1>s2>...>s" Dies fiihrt zu einer Klassen-
einteilung der Zahlen 1,2,...,9 in Klassen §, ..., 0,: Es soll acl, sein,
wenn s, =s* ist. Hieran schlieBt sich eine Matrizenzerlegung an.
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Ist A eine Matrix von p Zeilen, dann bedeutet A4(k|) eine Matrix, welche
aus A hervorgeht, indem in A alle Elemente mit Zeilenindex ¢}, durch Null
ersetzt werden. Ist 4 eine Matrix von p Spalten, dann bedeutet A(|k) eine
Matrix, welche aus A hervorgeht, indem in 4 alle Elemente mit Spalten-
index ¢Y), durch Null ersetzt werden.

Ist A eine Matrix mit p Zeilen und p Spalten, dann bedeutet A(k|/) eine
Matrix, welche aus 4 hervorgeht, indem in 4 alle Elemente mit Zeilenindex ¢,
und alle Elemente mit Spaltenindex ¢, durch Null ersetzt werden. Anstelle

von D, A(j|) wird kurz A4 (:D geschrieben, entsprechend sind A( ;”) und 4 (: :”)
i=k
erklart. Ist schlieBlich A=A(x) oder A=A (x,-Z), so ist klar, was unter

A(k|%), A(x]2), A(:

x]l), A (k]x, —a?;) usw. zu verstehen ist.

Nunmehr wird zu L(x, - %) eine Singularititenmatrix mit p Zeilen und

p Spalten S(x, ¥)=((S,. (%, ¥))) fiir x€G, yeG, x5y definiert durch S, (x, ¥)
N+d
=A% W, (37 mit

2mi)—N s -9 ot
(2) Woo(x, 9) = RCE(:’Z)TM J—9 - grorimlE=D oy fyda,
£=1
d=2s'-1 fiir ungerades N, d=2s fiir gerades N. Vgl. F. Joun [12].
Dabei sollen die Funktionen 2A°7(y, &), o, 7=1,...,p, fir |§|=0 die

Elemente der zu ((4,,(y, &))) inversen Matrix sein; sie sind bei festem & als
Funktionen von y aus C¥(G).

Zum Studium von S,,(x, ¥) wird

F(z,y) = f(z.g)s,+ta+d1n =28) 2ot (y, &) do,
[§l=1 '
betrachtet. Esist F(z, y) bei festem 2==0 aus C# (G), und wenn F (2, ) irgend-
eine partielle Ableitung von F(z, ¥) nach den y-Variablen von einer Ordnung

=s! ist, dann ist F(z, y) bei festem y€cG beliebig oft in z5=0 nach den 2-
Variablen differenzierbar und

| D2F (2, y)| < const [z[«+o* 4= (1 4+ |In|2||),  |¢| %0, y€G.

~

SchlieBlich ist die durch H(x, y)=F(x — v, y) definierte Funktion H(x, y) aus
O +ats,+1,(G, ), ¥€G, und es ist H, (x, y)=E, (x—y, y). Hiernach ist

(3) W/;t(x) y) e@?\’+d+51+la (Gl y) » Yy € G
klar. Es folgt aber auch fiir alle q)(y)eé (G)
(4) éfﬁ(x — 9.9 @(y)dy E€g+d+sl+t‘,-—m(6) , o=m=sl,

wenn f(z, y)=DjF(z, y) ist mit «=m. Die Behauptung ist nimlich fiir
m=s! eine Konsequenz von €} 4 14 (G, ) SCl 44, (G, ¥) und von Satz 6
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aus §5. Es sei die Behauptung fiir ein m mit 0<<m<s' schon bewiesen,
dann ist mit F(z, y) =D}F(z, y), 0Sa<m—1, nach Satz 6 aus §5

3
fF y)dy = fF,‘x—y, ) 9(y)dy,

und dies ist dasselbe wie

[~ 5 Fa—y9)e0)dy+ [E(x—y.9) 90
G G

= [Fa—y3) o) ay+ [ B (x—y.5) o) dy.
G G

Die beiden letzten Integrale sind nach Induktionsannahme aus Cy , 4 +si41,-m(G),
also ist

GfF(x — 5.9 @) dyeE;V{+d+s‘+ta—(m—l) (G).

Als unmittelbare Konsequenz von (4) hat man fiir alle <p(y)€é (G)
(5) GfW;"(x’ y) ¢(¥) dyef§+d+sn+,d(6), o,t=1,...,p.

Dabher gilt der
Satz 2. Es sei Fx)=(f(%), ..., [,(x)) und f'(2)=[W(x, y)D'(y)dy mit
P(y)eClp, G). Dann ist fo(9)€CNyass11,(6) C e

Es sei E n+a (2) Grundloésung zum Differentialoperator 4 2 . Damit ist
2 N+d

insbesondere gemeint, daB A 2 E n+a(2)=0 ist fir z4=0 und daB
2
N+d

-—GfEM (x—y)ATf(y)dy:/(x) ist fiir alle f(y)eC(G), 2€G.

Satz 3. Die Elemente der Matrix ((M,.(%,Y))) (7|y, ) W(x, y|1)
haben folgende Eigenschaften: 1) Fiir udb,; oder vl ist M, (x, y)=0. 2) Fiir
,uEf), und Tebl st

Myo(%,9) =0y Enta (% — ¥) + B (v, %).

Dabei ist B, (y, #) Polynom in den x-Variablen vom Grade <s, —s,+d=
st —s' +d mit Koeffmenten welche nur von y abhidngen und aus Csl (G) sind.

Beweis. 1) ist trivial. 2) Es sei uch; und 7ch;, dann ist
p
0
Z )',uv (yl 7@7)%7(}7’ y)

y4 .
(2m1) =N d+s'+t,. ((x— ) 5) T
— ZRe(sl—l—t—M f In—i—l (,€) doy
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4 (2mi)—N @+ st+1,)! disi—siy, ((x—9)-&)
- Z CE f{(d-i-sl_sf)! ((x —)- )" In 522055

X }'yv(y’ ) Zv‘r(y’ ) + 9} R ((17 - y) & E)‘H—s'—dlnv(y’ E) lﬂr(y: é)}dwe

i\ —N e P
= Re_(d(j_ns?—_y)'f((x — y) . §)d+sl—siln _((x-_zl) _.E_) Z A‘”(y, E) 1"'(3}, E) dw§_+_
1€]=1 r=1

+ 3 Re B2 ,,f (e = 9) - €Y+ 2, (3. #7(5, ) do
&=1

P

mit passenden Konstanten ¢; ; ,. Wegen >} 4,,(y, &) 2’7 (y, £)=4,,, verschwin-
v=1

det der erste Term der rechten Seite, falls 4= vist. Im Falle y=r7ist s'—s'=0,

ferner ist

Re (27” f(z &)? In 24 E) dw,

[€]=1
Re ®T0°% [0 (InGe- &)] +iarg £ ) do;
|€]=1
%@g f( z-&)%n|(z-&)| dwe,  falls N gerade,
N+1
ZnNd' f| |“% doy, falls N ungerade;

die beiden letzten Integrale lassen sich berechnen unter Zuhilfenahme einer
Formel von F. Jonn (vgl. [12], S. 8, oder [3], S. 678):

+
lﬂ]_‘lg((z'f))dw5=w1v 1£ 1 — % = g(|z| p) ap
wenn g($) stetig in — co<<f << 0.
Es resultiert:
Re (27!;])-” f(z,g)dln ({;5_),1%: Ensa (2).
1¢1=1 ?

SchlieBlich 1st€f( x—y) - £, (5, &) X7(y, §)dw,; Polynom in den x-

Variablen vom Grade <d -+ s' —s’ mit Koeffizienten, welche nur von y ab-
hingen und aus C4(G) sind. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Eine einfache Konsequenz von Satz 3 ist

©6) A (k]y, a_ax) S (%, y| k) =0 = Nullmatrix,
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denn es ist
5 o\ Nid

— 2

. A(rly, 5;) S (5 y10) =4 (kly, 2) 4. * W(x, y| 4
Ned
=4, Alkly, Z)W(x y]8).
Hieraus folgt

®)  |L{klx ) St ]8]S onstla—y| 4 1+ In]w — y1]),

x€G, yeG, x3=vy;
denn es ist

L(kl%. 5, ) St yI8) ={L (kl%, 2 )~ A(kly, 2]} St 918,

ferner gilt (3), und auf die Koeffizienten in A (k|x, aix)—A(kly, a"i) 1aBt
sich der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ahwenden, weil G konvex ist.
Nunmehr gelingt es leicht, zu beweisen, daB fiir alle @(y)cC(p, G) die

Relation

Je

x, %) S (x, y‘f) D'(y)dy

= &'(k] %) —I—L(Iﬁ’x, 1)0[5(% y|f) ®'(y)dy, <G,
G

)
ox

mit /< k=<j besteht.

Zunichst ist wegen (3) und (8) klar, daB das Integral auf der linken Seite
existiert. Die rechte Seite ist wegen Satz 2 sinnvoll. Es geniigt,

(10) f/l(k|x,a%)5(x,y|k) @' (y)dy = D' (k| x) +A(k xa%) fS(x,y|k) @'(y)dy
G G

zu beweisen, da alle iibrigen Differentiationen nach (3) mit der Integration
vertauschbar sind.

Jeder Koeffizient von lyy(x, a% ) werde durch eine Folge von unendlich

oft differenzierbaren Funktionen gleichmiBig in G approximiert, dies fiihrt
zu einer Folge von Differentialoperatorensystemen

A (5 2) = (2. 2)) n=t.2..

mit unendlich oft differenzierbaren Koeffizienten.
bl (x, %) bedeutet das zu A4, (x, ai
operatorensystem, das ist ein (p, p)-reihiges Differentialoperatorensystem

(11) ((m“‘” (x aa;)))

wobei Afy, ,,,,(x, a%) der zu }.(,,)w(x, %} formal adjungierte Differentialopera-

) formal adjungierte Differential-

tor ist.
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Mit f(x)eC(p, G) ist dann
[t@A(klz, %) [ S y18) @) dyax
G el

:nlim [f (")(k|x gL fS x, y| k) D'(y)dydx

= lim [[@ S'(k|x, y) dyA(,,)( axl ) x)dx,

n— o0

dabei ist S’(k|x, y) die Transponierte von S(x, y|k). Es ist

ffq)( S'(klx, 9) dy Aty (%, | k) /() d
G G

[0 [ Sttt i & 4o

_ [«p fs (k| %, v) {A(:,,(x,_|k)—/1()( )} (x)dxdy +
+[qb fs klxy/l(",‘,,( 2 |R)1 (x) dxdy

= [[ 1 {4 (k15 25) = Aun (B3, 52 )} S5 7| B 2 P 9)dy +
G+G [ 2(y) [ 2.5 W5 ) a3 (3, & |#) ) axay

- 19l )=l ) St # 1
+[¢ fW (k| 3) 43 (v, 2= |)A ¥ px)dndy

_ff f{A(”) k[x —— A(,,)(kly,a—x)} (x, y| k) D'(y)dydx +

N+ad

+ff 4. f(x)/l(”)(kb; ) (%, y| k) P'(y)dxdy.
Also resultiert

[f Ak, _) [Sx y| k) ' (y) dydx

= [/(x)f/l k|x ——) (%, y| k) D'(y)dydx +

N+d

+ [f 4.5 () A(kly, 2) Wis, | B ax @' () dy
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= [10) [ A(klx 2)Steyl0 D) dydx — [ 1|0 &' ()dy,
G G G

letzteres nach Satz 3,

-—ff {fAk|x4) (x, y| k) D'(y) dy — <D’kl}

Weil f(x) beliebig aus o (p, G) war, ist (10) fast iiberall in G bewiesen; da
aber beide Seiten in (10) stetig in G sind, gilt (10) in ganz G.

Esseien « und B zwei von den Zahlen 1, 2, ..., hmita=p. Esseio(x) EC(G).

Mit R (x %) =L (x, %) —A (x %) gilt dann

L(a|x, ;)0 (%) S(x 518)
—L(alr 2){(o(0) — o)) S ¥} + R xlx 5;) o) S (x.518)+
2 an St
+{A(aln, 2) - Alely 2} 4 * o) W18 + Py, 2.
Dabei ist
N+d N+d

Py 0 =A(xly, £)4,* o)W yIB) =o() 4, Aluly. 5 )W(x918).

also eine Matrix, deren Elemente nach Satz 3 Polynome in den x-Variablen
sind mit Koeffizienten, welche nur von y abhingen und aus CH4(G) sind.

Das Differentialoperatorensystem
7 0 ’ < 0
{alols, &)= 4ot e}z Pr{afels 27) = Aol )}
ist ein Differentialoperatorensystem

T Y

ist fiir m<s*+¢, und fiir m>2s*+1,—1, wihrend die Koeffizienten von
"3, ( a";) ausCH_y.a_s o (G) sind, m=s*+ 1,.. Mithin Bt sich L(alx,—(%) x
X o (x) S(x, y|B) schreiben als Summe von Matrizen der Art

L(“lx'%)("(")—U(y))DiY*"W(x,ylﬂ)+R( alx, 4 ) DY 40 (y) W(x, yIB) +
+ DA (x]5, ) — A(xl3, 5) Yo (N Wi 1) +

46|z 2 ) DIHa () W(s,y18) + Py, 9.
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Fir peh,, vehy ist

o (.25 ) {(0 (1) — o () DY+4W, , (x, 9)}
%ty
= 3, (%, {(0 (1) — o (3) DY+, (x, 1)}

m=0

und
(%, 52) {(0 (¥) — o (3) DY+477,. (x, )}
=a(x, o) DT {(0 (x) — o () DY 4W,, (x, 9)})

. 0 ‘
mit ®g (x, W) =0, falls #==m —min (m, ¢,).

Es sind die Koeffizienten von ®a (x, —aa;) aus CH(G), n=0,1, ...; dies ist
trivial fiir #s m—min (m,£,), und weil die Koeffizienten von (#—minimte), (x, —:7)
mit den Koeffizienten von (’")l# " (x, %) iibereinstimmen, welche nach Voraus-
setzung aus fﬁ_min(,,,, 19 (G) sind, ist es auch fiir n=m —min (m, ¢,) richtig.

Es ist "g (x %) =0 fiir n>s% denn es ist # — min(m, t,)=0 oder
m —min (m, t,) =m —{,<s*

SchlieBlich ist D3 {(o (%) — o (y)) DY W, (%, )} sowohl aus €%(G, y),
y€G, als auch aus €% (%, G), x¢G, sowie

DL DR (5 () — a(y)) DY W, (x, 1)}l y_,y (%, G), #€G, 1=g=<s~

Also 148t sich jedes Element der Matrix
0
L{alx, 2 ){(o/(0) — o(9) DY W(x, 318)}
darstellen als Summe von Termen
0
a® (x, W) e(x, ),

wobei g0 (x i) =0 ist fiir > s* und x¢G, wiahrend die Koeffizienten von

’ ox
g0 (x, d—i) aus CH(G) sind, n=0,1, 2, ... und
e(x,9)€Ca(G, y), yeG,
e(x,9)eC4(x,G), x¢G,
Die(x,y) €€k 1_,(%,G), x6G, 1=g=<s*
ist.
Eine dhnliche Aussage bekommt man iiber R (oc | %, %) DN+ig(y) W (x, y|B),

es ist ndmlich 7,, (x, %) DY +eq (y)W, (%, y) mit ueh,, 7€l dasselbe wie

s%+tp—1

,,, 9
3 i [ o) DY () Wor (5,9,

m=0
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und es ist
m, 4 4 min (m,
1, (%, 55 DY 140 (9) Wio (3, 5) =a (5, -2 ) DY +o+minon 1o g (3) W, (v, )

mit Ma (x, ;;) =0 fiir #==m —min (m, t,).
Es sind auch diesmal die Koeffizienten von g (x, 3% ) aus CH(G),
n=0,1,2,.... Esist g (x, %'):0 fiir #>s*—1; denn es ist
m —min (m,{,) =0 oder =4t —1—f,=s"—1.
SchlieBlich ist N +d+min(m, £,)=1 und DYtétmintmid=1g(y)W (%, y) so-
wohl aus Gl (G, ), y€G, als auch aus €l (%, G), <G, sowie

DLDYratmintmtd g (y) W, (x,9)€C%, 1 ,(x,G), xcG, 1=<g=s

Also 148t sich jedes Element der Matrix R (a|x, %) DY*4g(y) W(x, y|B) dar-
stellen als Summe von Termen
7
a (x, 7%) Die(x,v),

wobei g1 (x, —:}) =0 ist fiir #>s*—1 und x¢G, wihrend die Koeffizienten

von gl (x,?ax) aus C#(G) sind, n=0,1, ..., und ¢(x, y) die obigen Eigen-
schaften hat.
Die Elemente der Matrix

DA (el 57) = A (aly. Z )} DY () Wi, 316)

sind Summen von Termen

D{ue(5 5) = Aue [ 53 )} D20 ()W (129)
mit uclh,, vehy. Sie sind von der Gestalt
Di%e(, ),
also sind die Elemente der in Rede stehenden Matrix Summen von Termen

0
a® (x —3;) e(x,y).
Es ist fiir peb,, el

o «
0}19(" —‘)DI::H—d_S o () W (%, 9)

> ox e
s&—1
0 o
= Yettetmp, (x| DY 0 ()W, (x,9),
und es ist m=0 ‘
(s%+tg-+m)g (x a~)DN+‘“S°‘a(y)W (% y):a(x 2 )DNHHQU(}’)W (%,9)
ue\ ™ gy ) V= e\ Xy ’ox) CEhAS

mit g (x, —:;) =0, falls n==m ist.
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0
Die Koeffizienten von ™a (x, i ) sind dieselben wie die von ¢*+fetmg ( x, :x )

also ausCH_, o totsttigrm(G )<CH(G), also sind die Koeffizienten von "a (x,ai)
aus CH(G) fir n=0,1, 2,

SchlieBlich ist "a (x, W) =0 fiir n>s*—1. Mithin lassen sich die Ele-

mente der Matrix @( |%, —) DY +4=%g(y) W(x, y|f) darstellen als Summe
I}
von Termen a! (x, 5) Dle(x, y).
Zusammengenommen resultiert:

Jedes Element der Matrix L( | %, aax) o (%) S(x, y|B) 1aBt sich darstellen
als Summe von Termen

@ (3, -2) e(x9) +at (v 45 Dre(x,),

wobei Mg’ (x, ai) 0 ist fir #>s*—» und x¢G, wihrend die Koeffizienten

von g (x —) aus CH(G) sind, #=0,1,2, ..., v=0,1, und

’ o
e(x,y)eCw(G,y), yeG,

e(x,v)€CB (%, G), <G,
sowie
Die(x,y)€6%, _,(x,G), xcG, fir 1<g=<s"
ist.
Daraus folgt leicht der

Satz 4. Es ser Q eine in G gelegene Kugel, F ein beschrinktes Gebiet aus

Ry und a(x)E(f(.Q). Es seien o und B zwei von den Zahlen 1, ..., h mit a =p.
Dann ist
(12) L(a|x, %)c(x)S(x, y|f)€6l_a (£,G), x¢€G.

Und wenn f(z, x)€Cr_, (2, Q), z€F, ist, dann ist

f/ (2, %) |x ——)o(x) S (%, y|ﬂ)dx€@:ﬂ_sa+,(z, G), z¢F,

15 r<Ss™

(13)

Beweis. Wihrend (12) nach obigem unmittelbar klar ist, werde zum

Beweis von (13) zunichst ein 7(x)eC (Tréger von o(x),2) eingefithrt und
dann jede Komponente von

ff(z, %) L (]2, -2)o(x) S (x, y|B) dx
2

=f'r(x)f(z, %) L(alx 2 )o() S(x y]B)dx
2
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als Summe von Termen f T(%x) f(2, %) a”(x, %) D’ e(x, y)dx dargestellt. Durch

partielle Integrationen wird erreicht, daB hierin e¢(x, y) nur noch bis zur
Ordnung s*—7+1 nach den x-Variablen differenziert wird. Dann sind diese
Terme von der Gestalt

(14) J o (%) ¢" (2, x) Die(x, y) dx
Q2

mit ¢’ (z, x)eCy(2, 2), z¢F, w(x)eé(Trager von t(x), Q), ¢=s*—r+1.
Wenn ¢<<s*—7+1 ist, dann ist Dle(x, y)e(,sﬂ_saJr, (%, G), x€G, und (14)
aus (Es,g <1y (2, G), z€F, nach Satz 7 aus § 5. Ist dagegen g=s*—7 -1, dann
ist g =1 und somit w (x) DZe(x, y) aus (.S,sp_sa +r (%, G), x€G, daher gehort

fw "(2, ) Die(x, y)dx = [ ¢*(2, %) w (%) DLe(x, y) dx
9

nach Satz 8 aus § 5 auch jetzt zu (S:,g <@ty (2 G), 2€F, in der Tat, es ist Satz 8
anwendbar, insbesondere weil nach Satz 6 aus §5

Jot)Die(x y)dr=(~ ng(Dzw(x))e(x,y)dxea’é(c)
ist.

Es seien 7 und / zwei von den Zahlen 1, 2, ..., & mit j</. Es sei o(x )EC: (G)
und D(y )eC(ﬁ G). Dann ist 4hnlich wie auf S. 97 L(y|x ¥) [S %, y|d) x
@'(y)dy Summe von Termen der Art

L{ilx ;) [ (e —e(») DY+ W(x, y|) #(y)dy +
é
R(J’Ix,%)Di"“Gfe( (%, y]1) @' (y) dy +
+Di’f{/1(1'lx, %)—A(J'Iy,%)}Df“‘sie(y (%, ¥]2) @'(y)dy +
sofi e e o
denn es ist
Affly, 5 ) DI W(w, y1) = DY~ A iy, Z) Wiz, 5

eine Matrix, deren Elemente nach Satz 3 Polynome in den x-Variablen sind
vom Grade < s, und daher ist

Df [4(ily. 7)) DY+ Wi, y|1) @'(5)dy —o.
G

Man liest ab:

Mathematische Zeitschrift. Bd. 83 8
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Jede Komponente des Vektors L(7'|x, kaa) [ S(x,y|0) D' (y)dy 148t

sich darstellen als Summe von Termen
. 0 & i
#(x ) [Ex0,0)dy +@ (x ) )DL [2(x9) @,(0)dy, och,
e G

wobei "M@ (x, %) =0 ist fir »>s'—» und x<G, wihrend die Koeffizienten

von "z (x, %) aus CH(G) sind, n=0,1, 2, ...;»=0, 1, und & (¥, y) die Eigen-

schaften
1) &(%,9)€63(G, ), y€G,
2) DiZ(x,y)€Chi_,(x,G), xeG, 0=<g<¢,
3) D3é(x,v)eCh(x,G), x¢G,

hat.

Satz 5. Es seien $2 und ' konzentrische Kugeln, Q' cO*CQCG, und

g(x)e(:‘(.Q), @(y)eé({n, £2'). Es seien | und I zwei von den Zahlen 1,2, ..., h
mit §<l. Schlieflich sei @ (z, x)€C}(z,Q), 2¢FCG. Dann ist

[oeaL(iln-2)ew [ Sty (y)dyar— [x %) P(y)dy

X(Z’ y)66§l—sf+r(z’9,)’ ZEF; Sj_slérésj'

Beweis. Mit r(x)ec: (Trager von g(x), Q) 1Bt sich jede Komponente von
4o ,
[oenLiln Z)e [ Sty @ (y)ayax
Iel @
darstellen als Summe von Termen
[r(x)q;(z x)ﬁ’(x ﬁf)D” [Z(x y) D, (v)dydx, v=0,1; o€
J ) ’ ax x. 23 o ) » ’ 15
Il &
und dies ist vermége particller Integration vom Typus
JoW v 2)DifE(xy) P,(9)dydz =J o (x)y' (= 7) { D18(%, 5) D, (y)dydx

Q2
~ffw (z, %) DLE (x, y) dx D, (y) dy

mit 0<g<max (s —7, 1), w(x)eC(Tréiger von 7(x), 2) und ¢’ (z, x) <G5 (2, Q),
zeF.

Im Falle qgsf—r ist nach Satz 7 aus §5

fw * (2, x) D& (%, y) dxcCh_g,,(2,82'), 2¢F;

denn es ist
D& (%, y)€Ch_p(%,2") CCh_gy, (%,2"), x€Q.
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Im Falle ¢>s' —7 ist g=1 und s’ —»=0. Dann ist Di&(x, y)eC(x, 2'),
x€£2, und daher ist nach Satz 8 aus § 5
fw (2, %) DL (x, y)dx = [y’ (2, %) o (x) DL& (%, y) dxcCh (2, 2'), z¢F,
]
also auch in diesem Falle aus C}i_, (2, 2'), z¢F,; in der Tat, es ist Satz 8
anwendbar, insbesondere weil nach Satz 6 aus §5

fw (x, y)dx——f(D o (%)) &(x, y)dxcCH ()
ist.

§ 4. Beweis des Hauptsatzes (Satz 1)
Induktionsannahme: Der Satz 1 sei bewiesen, falls die in seinen Voraus-
setzungen genannte Zahl » den Wert 7, hat. Wenn dann die Voraussetzungen
fiir » =744 1 erfiillt sind, so stimmt v (x) nach Induktionsannahme fast iiberall
in G mit einer Funktion w ()= (w(x),..., w, (%)) iiberein, wobei w,(x)¢c
CH., (G)SCH(G)LCH(G) ist, 1=1, ..., p. Ferner ist dann fiir D(x)eC (p,G)

Gf (Diw (@) L(x 2 ) &) dxz_é[w(x)D;(L (2 2) 01 s
B _(.fw(x)i("' or) PR dx —va(x)L(x, 2D (x)ax
—— [wi(x 2)0dr— [ B(x L) Dio(x)ax
- _G[ wL(x [ )owax +G_[ B(n 2) o ax,
¢

wobei das Differentialoperatorensystem L (x 8x) dadurch aus L (x 52) her-

vorgeht,daB auf alle Koeffizientenderin L (x -:x—) enthaltenen Differentialopera-

toren die Differentiation D} ausgeiibt wird; entsprechend B (x aax)

Das Integral [w (x :x) @' (x)dx 1iBt sich wegen w, (x) € Cf+,n (G) durch
partielle Integratlon so umformen, daB3 es von der Art f B(l)( aax) D' (x)dx
wird, wobei B® (x 53;) ein (1, p)-reihiges leferentlaloperatorensystem

1 4 1 0\ . s (m) 1( i) _ - ;
(bl(x, @;),...,bp(x, E)) ist, worin b, (x, = 0 fir m>t,, xcG, ist

und die Koeffizienten von b} (x :x) aus C¥ (G) sind. SchlieBlich ist B (x %) =
7 7 Py 0 ) o N & g o .
(bl (x, 67:) s win g g (x, 7’)7))’ worin "™, (x,a) =0 fiir m>1¢,, x¢G, ist und die
Koeffizienten von b, (x, a% ) aus C}(G) sind.

Mithin ist

[(Drw@)L(x [ )@ (x)dx =Gf BO(x, L) @'(x)dx

8*

¢



104 ERrRNST WIENHOLTZ:

fiir alle ®(x)eC(p, G) mit
B® (x, —éa;) —B (x, —:7) — B® (x, %)

Nach Induktionsannahme stimmt dann D w;(x) fast iiberall in G mit einer
Funktion aus CZ .+, (G) uberein. Wegen der Stetigkeit von D} w;(x) ist

D} w;(x)eCy +,I,(G), also w;(x)€C,,,11(G). Das ist aber die Aussage des

Satzes 1, wenn r=7y+1 ist. Damit ist gezeigt, daB es geniigt, den Satz 1
fiir den Fall =0 zu beweisen.

Im folgenden wird Gebrauch gemacht von den Beweisvorbereitungen aus
§2 und von den Ausfithrungen des §3, angewendet auf das Differential-

operatorensystem L (x, %) aus Satz 1.
Es seien 2 und £’ zwei konzentrische Kugeln, Q' cOQ*CQcCG, ferner sei
o(x)eC(£2, ). Durch

(15) w(y)=fv(x)L(x,%)9(x)S(x,y|1)dx—fB(x,-;})g(x)S(x,y|1)dx
Q2 2

wird eine Funktion w(y)eL!(p, G) definiert, von der sogleich gezeigt werden
soll, daB sie fast iiberall in £’ mit v(y|1) iibereinstimmt.

Fiir alle ®(y)eC(p, 2') ist
fw(y) (D’(y)dyzfv(x)fL(:zlx, aax)g( (x, 1) D'(y) dy dx —
@ Q2 Q

[ [l et st #10
~J o6 fL (1|7 %) (@ — ) S y10) @' () dy ax +
f [L ‘ ) (9) S (x, y|1) D'(y) dydx —
—[ ( fS (% y|1) D'(y)dydx (es ist D(y) =0 fiir y¢L')
=f | —)f(e(x)—e(y))su,yln@'(y)dydx—
g
_f [s % y|1) D'(y)dydx +
+fv(x) x) D'(1]%) dx+f | 5 fe(y (x, y|1) D'(y)dydz,
2

letzteres nach (9) auf S.95. Es ist @(x)=0 fiir x¢2’, und o(x) =1 fiir
x€8’, also

Jv(x)o(x) D'(1]x)dx = [v(x) D'(1|x)dx = [v(y|1) D'(y)dy.
n fod Q&



Regularitiat schwacher Losungen fiir elliptische Systeme 106

Dabher gilt
[ (i) —viln) )‘1" y)dy
“ —f o (%) [S %, y|1) D'(y)dydx —
_[ (x 7) [S (%, v[1) D'(y)dydx
_[ (x __) (%) dx —fB(x, %)w’(x)dx
mit ¢

(x)gf S(x 1) @' (y)dy =9'(%) = (p1(%), ..., 5 (%))

Nach Satz 2 ist y, (%) eCa ++,(G), ferner verschwindet y, (x) auBerhalb eines
in Q gelegenen Kompaktums, also 148t sich y, (%) mitsamt seinen Ableitungen

bis zur Ordnung s!+ ¢, durch Funktionen ‘I{,(x)GC (G) bzw. durch deren Ab-
leitungen gleichméBig in G approximieren. Nach Voraussetzung (1) ist aber

f v(x)L(x, %) W' (x) dx — f B(x, %) P(x)dx=0 fir Y(x)eC(p,G),
G G

also verschwindet auch

Gf L{x ) Rl b= f (% =) v dx.

Mithin gilt f(w(y —v(y[1)) D'(y)dy=0 fiir alle D(y)eC(p, 2, d.h. w(y)=

v(y|1) fast uberall in Q.
Daher besteht nach (15) fast iiberall in Q” fiir v(y|1) die Integralglelchung

(16) 'u(y|1)=fv(x
I
——.[B(x,%) o(x) S(y, x|1)dx

mit o (x )EC(Q' Q). Da die Wahl der Kugeln 2, Q' frei war, gilt (16) fiir
jede Wahl von zwei konzentrischen Kugeln £, £’ mit Q' CQ*CQCG, wofiir
die kurze Redeweise ,,(16) gilt fiir alle 2, 2’ benutzt werden soll.

Allgemein habe von jetzt an die Redeweise , fiir alle 2, 2', ..., 2™ die
Bedeutung: ,,Fiir jede Wahl von # 41 konzentrischen Kugeln .Q, .Q’, ., 2M
mit QP CQE-D* CQFDC ... CQ*CRLG".

Aus der Integralgleichung (16) sollen durch Iteration Regularitdtsaussagen
iiber v(x|1) gewonnen werden. Da aber diese Integralgleichung die Funktion
v (x }2') enthilt, tiber deren Regularitit auch noch nichts bekannt ist, werden

die zunichst zu erwartenden Aussagen iiber v(x|1) von der Art sein, daB

?)L(ﬂ" ;;)Q(x) S(x,y[1) dx —
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sie modulo einer Funktionenklasse formuliert werden miissen, die noch von
v (xIZ) abhdngt. Zur Festlegung dieser Funktionenklasse dienen die folgenden
Definitionen.

L. Fiir alle Q, Q" und k=1, 2, ..., h sei ,(Q, Q') die Menge aller p-reihigen
quadratischen Matrizen H(x, y) mit den Eigenschaften:

1) H(x, y) mefbar auf G X 2", bei festem ycQ' mepbar auf G und |H(x, y)| <
const [¥ — y| "N it einem y aus 0<y<i, xcG, ye', x=y, ferner
H(x, y)=0 fiir x30.

2) Ist F ein beschrinktes Gebiet und ist f(z, x)cC}_ (2, Q), z€F, so ist

[ 1z 2)H(lx, y|f) dxeCl_ay,(2,2'), 2¢F, 1<j<k<I<h, 1=r<s.
Q

3) H(l|x y]i)eCh_o(x,2), x¢G, 1<j<hsi<h.

I1. Fiir alle 9,0 und k=1,...,h—1 sei M,(Q, Q") die Menge aller
Funktionen g (y), welche fast iiberall in Q' die Darstellung

e =[o(e]y 1) 2 (= ]})ax+15]3)
Q

gestatten mit H(x, y)c 9, (R, 2') und f(y|j)cCH(2"), =1, ..., h.
Schiieflich sei M, (2, 2') die Menge aller g(y), welche fast iiberall in '
die Darstellung g(y)=f(y) mit f(y|j)c CH (Q') gestatten.

Es soll durch Iteration von (16) die Regularititsaussage

(17) v(x]|1) €My (Q,02) fiir alle 2,0’
hergeleitet werden. Wenn g(x)eé () ist, gehoért die Matrix

L(:z

% 55) 09 S (%, 9]1) =H(x, )

zu $,(2, '), was man leicht einsieht, wenn man Satz 4 zu Hilfe nimmt.
Das erste Integral in (16) wird zerlegt in

fv(x]1)H(x, y|1)dx—|—nfv(x

2

Das letzte Integral in (16) stellt nach Satz 8 aus § 5 eine Funktion fly|1)e
Ca(p, ') dar. Also folgt aus (16), daB fiir alle Q, Q' ein H (%, ¥) €9, (2, 2')
existiert, mit dem

(18) v(y|1) — [o(x]|1) H(x, y[1) dxe I, (2, Q')
2

h
2)H(x, y[1)dx.

ist. Diese Aussage kann bequem einem Iterationsverfahren unterworfen wer-
den. Das geschieht im Beweis des folgenden Hilfssatzes sogar fiir einen etwas
allgemeineren Fall, welcher aber erst spater eine Rolle spielen wird.
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Hilfssatz. Es sei k eine der Zahlen 1,2, ..., h. Fiir alle Q,' gebe es
H(x, y)€ 9, (2, 2'), so daf

(19) v(y 4

' —fv(x|k)H(x,yl’:)dxesmk(g,,o')

ist. Dann ist v (y\’:) €M, (Q, Q') fiir alle 2, 2.
Fiir 2=1 liefert dieser Hilfssatz gerade die Behauptung (17)
v(y[1) €M, (2,Q") fiir alle 2,0".

Beweis des Hilfssatzes. Es sei £2, eine beliebige Kugel mit 0,CG und
02,,9,, ... eine Folge von Kugeln, welche mit £, konzentrisch sind und
.?2,»4_1(!22", 1=0,1, 2, ..., erfiillen.

Es sei H;(x, v) €Dy (.Q £;.,) und

(20) v(y”:)_fv(xlk)H,. x,y‘f)dxeimk(!)o,ﬂ,-“), P =01, ...
gl'

Solche H,(x,y) gibt es wegen (19) und M, (2;, 2; 1) SM, (2, £2;14)-

Die Matrizen H; klx yi haben folgende Transformationseigenschaft. Ist
g(x) €M, (2, £20), dmm ist [g klx yl dxc MM, (2, £2;.,). Der Beweis
folgt auf S. 100. @

Es soll nun zunichst gezeigt werden, daB es eine beschrinkte Funktion
b(y) gibt, so dal mit R=2N

k
o(y[}) b 0) € My (@0, 2
ist. Dazu sei fiir n=2,3,..., R

K(R—”(x,y)=HR—1(k|x»y'1:): xeG, yeQy, x+Fvy,

21
1) K®=% («, y) = fHR_,,(klx,z)K(R_”“)(z, y)dz, G, yeQRg, xEy.
R—n+1
Behauptung: Ist g(x)eI,(£2,, 2x—,), dann ist
(22) fg ) KR (%, y)dxe M, (2o, 2r), 7=1,2,....

Beweis durch vollstindige Induktion. Fiir n =1 ist das die Transformations-
eigenschaft von Hp_, (k|x, y|’:). Es sei [ @(x) K& (x, y)dxe My (Qp, 2p)

R—n+1
fiir alle @(x)€M; (2, 2r_p41) schon bew+iesen. Mit g(x) eI, (L2, r—,) ist
dann
fg ) KR (%, ) dx— [g(®) [ Hg_,(k|% 2) K% "V (2, y)dzdx
R—u R—n+1
= [ [g(%) Hg_p(k|% 2| k) dxK®" (2, y)dz.

nﬂ—n +1 R—n
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Nach der Transformationseigenschaft von Hy_, (k|x, z| k) stellt das innere
Integral eine Funktion ¢ (z) € M, (2y, 2g_,,,) dar. Daher ist nach Induktions-
annahme
Je(x) K& (%, y)dxe M, (2y, 2), also gilt (22).
DR—n

Aus (20) fiir i=R —n, 2<#<R und (22) folgt

f v(y f)K‘R—"“)(y, 2)dy — f v (%] &) K®" (%, 2) dwe M,y (D, ) -
R—n+1 nﬂ—n

Wegen K®E"1(y, 2) = KR+l (k1 2) ist dies dasselbe wie
J v (x| ) K& (x, 2)dx — [o(x] k) KB (x, 2) dx e M, (Qy, ),
2

R—n+1 R—n

n=2,%,...,R.

Q2

Nimmt man noch (20) fiir =R —1 hinzu, namlich

v(zl’:) — f'u(xlk) K®Y (5, 2) dxe My (2, V),
R—1

so resultiert durch Aufsummieren wegen der Linearitit von I, (29, £2z) die
Aussage

(23) v (z

f) —fv(x|k)K(°)(x, 2)dxe My (Dy, ).
2
Es ist K©(x, z) eine Matrix, deren Elemente wegen (21) und R=2N be-

schrinkt sind in G X£2, also stellt das letzte Integral eine in £25 beschriankte
Funktion 4 (z) dar.

Es sei b(x) beschrankt und
3
v(x|1) —b(x) € M, (2, ).

Wegen der Transformationseigenschaft von Hy (k|x, ylf) und wegen

k
v(x|1) Hy(k|x, y) =v(x| k) Hg(%, y)
folgt daraus
k
fv(x|k) HR(x,yli)dx—fb(x) HR(k
Qr Qr
ferner ist nach (20)

v(y'f) —fv(x]k) Hy (x, ylf) dxe My, (2, 2z,
Qr

%, y'f)dxe My (20, Lry1)

Durch Addition folgt wegen der Linearitit von IR, (20, 211
k k
v(3[3) = [0 He (el 3|}) dremy (@, Q).
28
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Nach der Eigenschaft 3) von Hy (klx, y":) und Satz 6 aus § 5 ist das letzte
Integral eine Funktion h(y":) mit & (y|j)eCH_a(p, Lpia), 1<k

_ Es sei 0=n<s" und mit einer Funktion h(x), fir die k(x|j) aus
Cg—sﬂn(ﬁ» Qpi144) Sk, ist, sei

o (x[}) = R0 Mu (2, D)
bereits bewiesen.

Nach der Transformationseigenschaft von Hg,,,, (klx’ y ‘f) und wegen
k .
v(x‘1)HR+1+n(k|x, y) = v(x[k) HR+1+”(x’ y) ist dang

f'u(x|k) Hgi14n (" y”:)dx—
Ri+n+1
- f h(x) Heyy (k
9R+n+l
ferner ist nach (20)

v(y'l:)— fv(x|k) Hyipia (”’y‘f)dxémk(go'gm"ﬂ)’

kR
" y’ 1 ) dxe My (g, Pnrnsa),

RB+n+t1

v()’lf) = fh(x[k) HR+n+1(klx’ ¥

R+n+1

also

B\ 2 an
1) dx e My (20, Lesnis),

und nach Eigenschaft 2) von Hy +n+1(k

%,y f) ist das letzte Integral eine
Funktion k(ym, bei der nach Anm. 1, S.88, £(¥|1)€ CH_srsnia () Qnsnre),
1<k, ist.

Also gibt es eine Funktion u(x f) mit

" (x|7) 565 (B, Qg -y se1) S, (2, Qriseyr), =k,

( R
VX
1

Wegen der Linearitit von I, (Q,, 2., ,4) ist das

o(x
Dies Ergebnis wird wegen der Freiheit bei der Wahl von £, und der Folge
£2,,0,, ... dahin interpretiert, daB fiir je zwei konzentrische Kugeln £ und

2 mit Q' C*CQCG, also fir alle 2, 2, v (x'f)eimk (2, £') gilt, womit der
Hilfssatz bewiesen ist.

und
) —w (xm €My (20, P yra).

f) €My (20, Lrps41) -

Beweis der Transformationseigenschaft der Matrizen H,-(k
g(x) €M, (£2,,£2,), dann ist mit H(z, x)cH,(R2y, 2,) und f(x|7)eCH (p, Q)),

%, y‘f). Es sei
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fi=Ay s::, M,

gfg(x)H,.(k|x,y|’:)dx=f{fv(z

‘ D (et o[t o
:ﬂfv(z ki1)§[H(z’ x)Hi(k|x, yl’:)dxdz +fo(x|k)H,(k|x, y":)dx,
h

wobei im Falle k=4 v (z
B4 1
Nach Eigenschaft 2 von H(x, y) ist das letzte Integral eine Funktion
h(ym mit 7 (y|f)eCl (b, Qiy1), also k(y’]:)eimk(Qo,QiH). Offensichtlich

geniigt es daher zu zeigen, dal}

(24) fH(z,x|k)H,-(klx,y|]:)dx

kil)H(z,x

f)dz—l—f(x

) =( zu setzen ist.

aus 9,(Qo, 2,,,) ist. Es ist H(l|z x|k)eChu_q (2 Q)), 2¢G, fir I=k, ..., h
nach Eigenschaft 3) von H(z, %), und somit nach Eigenschaft 2) von H;(x, y)

[ H@|z, x| B) Hy(k|%,9]1) €6 _pgegin(52i11), 266, SCh_u(5,@), 2€G,
2
fir 1</<ksI=h

Also hat (24) die Eigenschaft3) und damit auch Eigenschaft 1) von

D1 (L0, 2;11)-
SchlieBlich sei ¢ (u, z) 6Ly (u, Q,), ucF mit FCRy, 1=<r<¢, dann ist
mit 1S/SkSISh

Qf(p(u,z)de(l]z,x|k)Hi(klx,y|7')dxdz —-—gfﬂf«p(u,z) H(l|z,x|k)dzH;(k|x,y|j)dx.

Das innere Integral stellt nach Eigenschaft 2) von H(z, x) eine Funktion
v (u, x)cCh_gy,(u,Q;), ucF, dar. Es ist
9{’/’(“: %) Hy(k|%, y|7) A2 €Cy_gp g ypryn (4, Q1) SC€G_gry, (0, 244), uEF.
Also ist (24) aus 9,(2, £2;,,)-
Durch den Hilfssatz wurde
(25) v(x|1) e M (R,2') fiir alle 2,0’

gesichert. Dies Resultat wird nunmehr ausgenutzt, um

(26) v(x j)es;re2(g, Q) fir alle 2,2

zu beweisen, und so fortfahrend gelangt man schlieBlich zu
(27) v(x :‘)EEDE,,(.Q, ') fiir alle Q,£".

Weil jede Funktion aus M, (2, ') fast iiberall in £’ mit einer Funktion /()
mit f(x|f) aus C5(£2') iibereinstimmt, ist (27) bereits die zu beweisende, auf
den Fall »=0 reduzierte Behauptung des Satzes 1.
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Beweis von (27): Entweder ist #=1; dann ist (27) mit der schon be-
wiesenen Aussage (25) identisch, oder es ist #>1, dann sei fiir ein £ aus
1=<k<h schon

(28) v(x’f)esmk(g,g') fir alle ©,0’

bewiesen, was fiir £ =1 tatsichlich der Fall ist.
Fir alle 2, ', Q" wird nun der in Analogie zu (15) gebildete Ausdruck

y(y)=v(y’kf1) Qf'”( lk-lfzq)l‘(k—}{-l

—I—-/.B('x, ax)g(x)s x,yIkT1) mit g (x)cC(Q", Q')
o

7% aa;) o(x)S (x, y’k_:_1) dx+
(29)

betrachtet.
Es soll gezeigt werden, daB es ein K(z, y)c 9., (2, 2") gibt, mit dem

PO) = [otl bt 0K s 5] ") s 2.0
Q2
ist. Fiir alle di(y)ec"(;b, ") hat man
f yidy = f ’ 1) gty dy —
“‘./'./'v(xikf_JL(k.’£1|x» 2@ S (53T dx @ )y +
Q'

,;‘[ fB ( aax) o(x) S(x, y]kff)dx @' (y) dy

,[ yi g Wy —
——.[v fL k41|% aa,,)@(x) S(x,ylk—ri)dy(y)dydx-k
Tf f B(% 5 o) S(x])* 1) 0y dyax

_f | ) () dy —
f (ay )t nax) (et — o) s(x.5|" )@y ayas+
/. kf—1)/L(k+1

JERARE

a 1\ g,
+fB ) e[ S(x] 1) @0 dya
y

k41
1

)‘D’(y) dydx +
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Es ist ndmlich
gf,L (1| %) o) (59T @)y

=gf L] 55) et e s(xs] T @ ay +

felih,

weil @ (y) =0 fiir y4 2", Das erste Integral der rechten Seite wird nach Satz 6
aus § 5 umgeformt, das zweite nach (9) aus §3. Man erhilt fiir ihre Summe

%, %) s(x, y|kT’) P'(v)e(y)dy,

L1t "ai) [(N %) —e(#) S(#, y|k+‘ '(y)dy +
T @E ) 1L k+1| fs y[* T @) ay
k+1|x)+L(k+1| fsxyl e

abermals wegen @ (y) =0 fiir y¢ 2" und wegen g(y) =1 fiir yeQ"'.
Hiermit wird

[roeway=[o(s|"T) @) ay —fv(x|kj'_,)¢>'<k+1lx)dx—
J J r

~[olet ) ti|= e fsler|'T) otrayas+
+fB foy|+1¢’ )dydx.
Wegen v( |k+1)(l’ (k+1|%)=v(x|k+1) D'(x) und weil D(x) auBerhalb von

Q" verschwindet, resultiert
fy(y) P'(y)dy =fv (y‘f) ?'(y)dy —fv (xlkii) L (kii I x, %) (%) dx +
Q@ Q @

+fB (.5 v(x) ax

Dabei ist y'(x fS( ‘ Ti) D'(y)dy; mit einer zu der auf S. 105
dhnlichen Begrundung folgt

Q[v(x)( = )y'(x) dx fB %, ) /(%) dx =0,
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Also
oG Evrses (s Bvtna
@ @
=fv (x f)L(’:Ix, %)w’(x) ax,
und es ist “
fy(y)¢( y)dy = f dy+f ( | y'(x)dx
- sblyor w+f Senf (e > i
o
= ,v(y )Q) dy—}—Zf x|7) L ]Ix fo %, ylH_1 y)dydx +
+J§; fv w1 L il 55) 3 [ (5 Z)cb(y)dydx
:é .[” 7‘” ax fs % y|7+1 g ey s+

+721f x|7) fL lx ﬁ) xy| y)dydx.

Aus der Induktionsannahme (28) folgt, daB dies dasselbe ist wie

721 f{[ AL ”"')dz+’("|7')} (i12. 5 efs (%.9]5 1) @ dyaz+

YK

k+1 H(z, x|f)dz+f(x |7} [L(y]x *)QS xy. d?dydx

mit H(z, x)€ 9, (2, Q') und f(x|})eCH(p, 2), j

4 D
[ y(5) '(3) dy

=,§9f”(2 Bt fH apa |5 #10) L (1% fs 53| 1)0 ) dyaxdz+
+§jdkﬂfﬁuﬁ%ﬂyzmm§> S ) orap s +
+éyxmww o5 (o] )@ 0rap s

+
Mar

f(xlifL(flx 2z) 23 S(x5|]) @15 dyas.

T
L
R
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Die letzte Summe ist nach geliufiger Rechnung dasselbe wie
k
B\ o, e
ff(le(D(x)dx—}—.Z [f(x|7)L(7|x,a fS xy’ y)dydx.
o i=lg
Addition zur vorangehenden Summe ergibt
k
B o, w8 +)
[1(s]) o mray + 2 [1x1 2 (115 2) o(x [s (%3] 1) @) dyax,
o 1=1p,

und das ist nach Satz 5 und nach Anmerkung1 auf S. 88 dasselbe wie

Jem @ ()ay mit (y|)eCi(p,Q), also C(3)eMyyr(2,27).

Fiir das weitere Studium von Qf"y(y) @'(y)dy werden jetzt die Ausdriicke
19 (m, 1) =fH(m|z,x|7')L(j|x, :x) [S (%, 9]2) D'(y)dydx
&
mit j+1=ISk+1=m=<h und
1§ (m, 1) :fH(mlz,x|]')fL(]'|x, bax,) (%) S (%, y|]) D'(y)dydx
@ o

mit 1=</<j<k+1=m=h betrachtet.
Es ist nach Eigenschaft 3) von H(m|z, x|j)

H(m|z, x|7) €Cli_gm(2,2"), z¢G,
und daher nach Satz 5 aus §3

19 (m, 1) = [ AD (mz, y] 1) @'(5) dy

mit einer Matrix A% (m|z, y|l)€Cli_gm (2, 2"'), z¢G. Damit hat A9 (m|z, y|i)
aber die 1.) und 3.) Eigenschaft der Matrizen aus 9, (2, 2”). Sie hat auch
die 2.) Eigenschaft; denn sei f(u,2)eCl_(u, Q), ucF, mit 1<r<s" dann
ist fiir alle @ (y)eC(p, 2")

[ 1w, 2) AD (m|z, y|l) dz D' (y)dy = ff u, z) fA(’) (m|z, y|l) @'(y)dydz
Q202

:.[f(“'z)./H(mlz’x|7 <7|x' 31!)9 xfs (x,9]0) D'(y)dydxdz
_f [f u, z) H(m|z, x|7) dzL(7|x, ax)g(x [S (% y|l) D'(y)dydx

=fw(u, x) L(i
&

%) = [1(u,2) Him|z, x|) dzcCli_gmy, (u, 2), ucF,
02

% 55)e(®) [ S y|) P'(y)dyax.
g4

Es ist
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nach Eigenschaft 2) von H(z, ) (wegen 1<7/<k<m=h), daher und nach
Satz 5 aus §3 ist

fw(u,x (7|x,a-) [Sxy|l D' (y dydx—[xuy@'()
&

mit y(u, y)cCl_m,,(u, Q"), uEF.
Also stimmt [f(u, 2) A7 (m|z, y|1)dz fast iiberall in Q" mit y(u, y) iiberein;
andererseits ist gs stetig von y abhingig, mithin gilt
[F(u,2) AD (m)z, y|1) dzcCl_gm (4, 2"), ucF.
Daher ist !

AD(m|z, y|1) € 911 (2, 2), jHISISEH1Sm<h.
Es ist

1§ m, 1 =_[ _[ Hm|z, x|j) L (flx, 2 Ve S(x y|)dz P'(y)dy
—[A") (m|z, y|1) @' (v)dy,

wobei nach Satz 4 aus §3 4% (m|z, y|1)€Cli_gm(z, Q") ist, denn es ist 1 <1<
j<k+1=m=h.

Damit hat A% (m|z, y|l) die Eigenschaften1) und 3) der Matrizen aus
Dr41(Q, Q). Ahnlich wie soeben zeigt man, daB 4% (m|z, y|l) auch die Eigen-
schaft 2) hat. Mithin ist

AV (m|z, y|1) € 9,11 (2,2), 1=SI<j<k+1=m=<h.
Nun ist :

Jul,

2, x|])L(7|x, 57 ) 2 (%) [S %, y‘ y)dydx

h k+1

o 3 Y
=2 2 mn=[49(} |-
Q"

m=k+11l=j+1

k1) &,
y‘7+1)¢(y) dy

und

[H (s

1

2 x]])[L (jlx, —;x-) o(x)S (x y 71) D'(y)dydx

h 7 )
5 Smwon=fan},2,

m=k+11=1

5 9[)) @) dy
Hiermit wird (vgl. S. 113)

[ ¥ 8= Zf(
+ f t) @'(y)dy=f {

g

kL) Am( : |2’y’kf1)¢’(y)dydz+

ol

Q2

A ol T o
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mit
h k ’r "
Al d o) epm@e) wmd (e, @27).
Es ist
h h k ”n

fv(z'k+2)A(k+2lz,y T1)dz+5(y)€mk+l(9’g ),

Q
also

) = [olelk+1)4(23]* T ") dze M@ 27)

2
mit A(z, y)€ Hy41(2,27).

Damit ist die auf S. 111 aufgestellte Behauptung iiber y (y) bewiesen. Un-
mittelbar aus der Definition (29) von y(y) liest man andererseits ab, daB

(o) o =Jo(ef D) E (o e B
Q€

mit H(x, Y)€Dr1(R2,27) und f(y|7)eCH ("), j=1,...,h, ist; denn aus
o(x)eC(L') folgt o(x)eC(L2), und es ist damit

L(kf_1|x» aax)e(x) s(x,y'kf‘)e.@m(g,g"),

wie man leicht aus Satz 4 von §3 abliest.
Also ist

k k "
(o 1) —r ) = [olal b+ 1) H (x| ) dre i (2,27).
Q2
Zusammen mit

y() = [vialk+1) A (s, yl”f’)dxemzm(g,g")
9
ergibt das wegen der Linearitit von $y.;(@2, 2") und M, (@2, Q")
k "
v(y|k“:’)~fv(x|k+1)1<(x,y| ) dre My (2,27)
9

mit K(x, y) € Dyyn (@, 27).
Damit ist bewiesen:
Fiir alle 2, £’ existiert K(x, y) € Dz41 (€2, £2’), so daB

v(yIkT1) —fv(x]k+ 1)K(x, yl’“i”)dxe My 41 (2, 2)
2

ist.
Nach dem Hilfssatz (s. S. 107) folgt v (y|k _:' 1) €My 4, (2, £2') fiir alle 2, ',
q.e.d.
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§ 5. Differenzierbarkeitssitze fiir singuldre Integrale

In den vorigen Paragraphen wurde von folgenden bekannten Sitzen Ge-
brauch gemacht.

Satz 6. Sind F und G beschrinkte, konvexe Gebiete in Ry, ist f(x) auf F
mefbar und beschriinkt, H(x, z)cCh, (%, G), x<F, dann ist
[ 1(%) H(x, 2)dxcCp(G),
; F
und es gilt
D [{(x)H(x,2)dx = [ f(x) DXH(%,2)dx, «
F F

IA

m; m=0,1,2,....

Satz 7. Ist E Kompaktum im Ry und sind F und G beschrinkte, konvexe
Gebicte im Ry, ist ferner f(y, x)€Cy(y, F), y¢E, und H(x, 2)cCL (%, G), x¢F,
dann st

JH(y, %) H(x,2) dxeC(y, G), y<E,
. F
und es gilt

DX [f(y, x) H(x%,2)dx = [ f(y, %) Dy H(x,2)dx, a«<m, m=0,1,2,....
F F

Satz 8. Ist E Kompaktum im Ry und sind F und G beschrinkte, konvexe
Gebiete im Ry, ist ferner f(y, x)€Cy(y, F), y<E, und H(x, 2)€8% (%, G), x¢<F,
sowie

[ H(x,2)dxeTH(G),
. F
dann ist
iy, %) H(x,2)dx<CL(y,G), yeE; m=0,1,2,....
F
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Integrability of trigonometric series

By
M. M. ROBERTSON

1. Introduction

This note is concerned with certain integrability properties of trigono-
metric series. We write

(11) f(x) =340+ 2 A, cosn x,
n=1
(1.2) g(x)=2 A,sinn x.
n=1

The following theorem was proved by Boas [1].

Theorem A. If 1,0 wltimately, then, for 0<y<1, x7"f(x)eL(0, ) if
and only if 3\ w14, converges.

The next theorem was established by Younc [4] for y=0, by Boas (1]
for 0<y <1 and by HEywoob [3] for 1<y<2.

Theorem B. If 2,10 wltimately, then, for 0<y<2, x~7g(x)eL(0, n) if
and only if 3 n'~1 A, converges.

The aim of our investigation is to extend Theorem A and B to certain
“well behaved” trigonometric series. Throughout this note we shall, for
brevity of notation, use the expression ‘‘well behaved of order %’ for sine
or cosine series in which the coefficients 4, can be partitioned into % dis-

joint sequences 4,,.; (=1, 2, ..., k), each of which ultimately increases or

decreases steadily to zero. (The initial term of the cosine series 1 4, may be
%] -

disregarded.) We write @ (x, k,y)=]] (x — ﬂTn) ”. The theorems we estab-

lish then are the following. =0

Theorem 1. If f(x) is well behaved of order k, then, for 0<y <1, f (x) @ (x,k,p)
€L(0, m) if and only if 3, n*~2|4,| converges.

Theorem 2. If g (x) is well behaved of order k, then, for 0<y<1, g (x) o (x,k,p)
€L(0, 7) if and only if 3 n*=|A,| converges.

2. Proof of Theorems 1 and 2

If f(x) is well behaved of order k, then there is an integer R=0 such
that all the sequences 4,,,; (:=1, 2, ..., k) increase or decrease steadily to

9#
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zero for »=R. For ¢>p=FkR, we write u=p(@)=[(p—1)k], v=2(1)=
[(g—7)/k]. Then we have

<3

=1

Z", AppriCOS(rE 1) x

r=pu+1

k
< '§1 |Aursi(25ink %/2) 2 (sin {(v+3) k+1} x—sin {(u+5) k+1} %)

g
> A,cosmx
n=p+1

k
<|sinkx/2| 2 2| Aupyil -
-1

Hence, since |4,,,;| | 0 as r— o, the series in (1.1) is seen to be uniformly
convergent when 2lmk+d<x<2(l+1)nlk—0, 0SI<[3k], 0<O<m/k.
Therefore f(x) is continuous and so integrable over the above set of (/] +1
intervals. The same conclusion follows for g(x) by a similar argument applied
to the series in (1.2). It follows that the integrability of f(x) ¢(x, &, y),
g(x) @(x, k, y) over (0, ) depends only upon the behaviour of f(x), g(x) in
a neighbourhood of the points 2! z/k (0=I=[}k]).

As the proofs of Theorems 1 and 2 are very similar, we shall prove only
Theorem 2. Actually, we shall prove somewhat more than Theorem 2 by
using only part of the hypotheses for each half of the theorem. We require
the following lemma.

Lemma. If 0<y =1, A;;l0 or A,y ;10 wultimately as r—>oco and
3 (rk414)" Y| A,pps| comverges, then 3 (rk+4)7| Apiaypei — Ar—nnis| comverges.

We observe that, since (rk+4)*"*| 4,,4;] | 0 and X} (rk+¢)*"| 4,44.| con-
verges, (rk+14)”A,;4;—0. The proof of the lemma follows by partial sum-
mation.

Before proceeding with the proof of Theorem 2, we introduce the follow-
ing notation. C is used for a positive number, not usually the same at each
occurrence, which may depend upon , k£ but not upon #, x and the constant
implied in the symbol O( ) is of the type C. We now prove the first part
of the theorem by showing that if X, #n*|4,_,—A4,.,| converges and 4,—0,
then g(#) @ (%, k,y)eL(0, m) for 0<y<1. First we write ¢;(r, x)=cosix
—cos (rk+1) ». By partial summation, we obtain

g(x) = (2sinkx)™? g:ll,,{cos (n — k) x — cos (n +k) x}

=(2sinkx)‘1i E:}.,H,-(cos{(r—1)k+i}x—cos{(r+1)k+i}x)
i=1/=0

=(Zsinkx)‘1Zk: §}.,k+,-{c,«(r+1,x)—c,-(r—1,x)}
1720

E

= (2sinkx)7? {— Aici(—1, %)+ gl(l(r—l)k-i-i — Aprnyrrd) G x)} .

1=1

Since sin kx ~kx— 2l 7 as x—2l [k, we have

¢;(—1, %) =cosix(1 —coskx) —sinixsinkx=0(x — 2l n[k)
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as x—2lz[k. It is therefore sufficient to show that the integrals

21n/k+0 L
2lm |—v—
b= [ K= Z |(Rr—vp 45 — Arrnats) & (7, )| 4%
21 njk—0 r=1
for 0<I<[1k], 1<i<k are finite. This follows since
o 2ln/k+6 )
2lm [—7— : ;
I“=Z[A(,_1)k+i—-A(,H)Hil £ — |cosix — cos (rk +1) x| dx
=1 2] njk—06

é

[o0]
ZM(, 1)k+1_}‘(r+l)k+£‘f|u|_y_lx

r=1

i <?rk+i)(u+-——)sm ’k("+4_)' *

. (rk+i)6 )

=2 Z(fk-l—z )| A - 1)k+z_}*(r+1)k+:|f |o|7* Sm*:xyi% dv
r=d —(rk+i)8
(o]

= 'Z('k—H | A— 1)k+1—}‘(1+l)k+||f| v| 7 sin k+z dv

o0

Z v“‘n kT n+k"

n=~k+

ll/\

Next, we prove the second half of the theorem by showing that if
g(%) g(x, k, y)€L(0, ) then X #'~ 1|}. | converges. We have g(x)€L(0, ) so
that X} A,sinnx is the Fourier series of its sum [2, Theorem 100]. Then,
recalling that v=v (¢)=[(¢ —¢)/k], we obtain

v

—lgnzq‘,n”_lll |—~Z Drk+o)t

i=17r=0
k

=2

Now, if (2l —1)a/k<x<(21+1)7n/k, x==21 7|k and we write

fg sin(rk +1) xdx

(2.1)

n

ofg { rk—i—z)"‘lsm(rk—i—z)}

= [(|x— 20 k| — )R],

v

Z (rk—+4) " tsin(rk +1) x

v

r=0 r=m+1
m
<D (k) 1-1—(mk—}— 7)’~1 max Z sin(rk+1) %
r=0 M<o=Y|y=m+1

+

Z, =1 (mk+4)P~Y|sin kx[2| 7
n=1
Clx

IA

— 20 k|,
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It follows from (2.1) that

q FJ
27 4] < CJlg(®)] o (3, . y) d

for all ¢ and so X} n*~*|1,| converges.

3. Further remarks

It is noticeable that the integrability theorems proved in this note for
sine and cosine series are valid for the same range of values of . The reason
for the different regions of validity in Theorems A and B is the difference
in the behaviour of sin 7, cos nx near x=0. Since |sin # x| = |sin # (z — x)|,
the range of validity of Theorem 2 of this note can easily be extended to
0<y<2 for k=1,2 by the method of HEvywoop [3]. Alternatively, the
method of this note suffices as the lemma can be shown to hold for o<y<2.

If f(x), g(») are well behaved of order %, these functions are bounded
whenever cosec (k x/2) is bounded. Therefore it follows easily from Theorems 1
and 2 that —

If (%), g (x) are well behaved, then, for 0<y <1, f(x) (x —t7) 7, g (x) (x — tm)~"
€L(0, 7) for all t in 0=t =<1 if and only if 3 n'"1| 2,| converges.
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Determinantenabschitzungen fiir binire Matrizen

Von
HARTMUT EHLICH

1. Einleitung
Wir betrachten n-reihige quadratische Matrizen 4, B, wobei stets

(1.1) a;,=+1,  b;=0 oder 1

gelte. Diese biniren Matrizen spielen als Inzidenzmatrizen eine Rolle in ver-
schiedenen Gebieten (Wageprobleme [2], [3], [7], [20], [21], [22], endliche
Geometrien [§], [10], [25], [28], Differenzenmengen [11], [12], [15], binére
Codes [4]) und wurden in den letzten Jahren oft untersucht!). Uber ihre
Determinanten ist jedoch wenig bekannt [8], [23], [24]. Bezeichnen w,, B,
die Betragsmaxima der Determinanten aller n-reihigen 4 bzw. B, so folgt
mittels Rinderung und Elimination (vgl. [19])

(1.2) Z”ﬁn=an+l»
und fiir «, ergibt die Hadamardsche Determinantenabschidtzung
(1.3) «,<h, mit h,=n""

Das Gleichheitszeichen steht hier genau fiir orthogonale 4-Matrizen, und dazu
ist notwendig [16]
n=1,2 oder n=0mod4.

Ob ein orthogonales A4 fiir alle n=0mod 4 existiert, ist nicht entschieden.
Eine Zusammenstellung aller bekannten orthogonalen A findet sich in [4],
diese Liste ist durch »=92 [I] zu erginzen.

Im nicht orthogonalen Fall ist bisher o, nur fiir =3, ..., 13 bekannt
[8], [31]. Andere Untersuchungen [21], [22], [26] beschranken sich auf
spezielle Klassen von A- bzw. B-Matrizen. Fiir ungerade » gab PopovICIU (18]
die Verschirfung

(14) Bt m+)(tH 5T, #=10)

von (1.3) an. Seine Methode (B-Matrizen und quadratische Formen) versagt
jedoch fiir »=2(mod 4).

In dieser Note werden wir fiir «, und »# Z=0 mod 4 neue Schranken her-
leiten, die in den Fillen #=1 und 2 mod 4 im allgemeinen nicht verschérft
werden kénnen. Die Methode beruht auf einer geeigneten Normierung der
Elemente c;; von

(1.5) C=A4A7,

1) Eine gute Literaturiibersicht gibt RysEr [27].
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einer Abschdtzung von Determinanten positiv definiter Matrizen (Satz 2.1)
und Uberlegungen, welche C in (1.5) auftreten kénnen (vgl. [8]). AuBerdem
werden fiir =1 und 2 mod 4 Aussagen iiber den Aufbau maximaler Matrizen
(Verteilung der Elemente +1 und —1) gewonnen.

Matrizen, die durch Umordnen von Zeilen und (oder) Spalten bzw. durch
Multiplikation der Zeilen und Spalten mit 4-1 (Normieren) auseinander her-
vorgehen, bezeichnen wir — soweit keine Verwechslungen auftreten — mit
dem gleichen Buchstaben. Symmetrische, insbesondere positiv definite Ma-
trizen werden stets symmetrisch umgeordnet und normiert; det A bedeutet
die Determinante, A” die Transponierte von 4 und a; die i-te Zeile.

2. Determinanten positiv definiter Matrizen
Lemma 2.1. Ist C=(c;;) eine (reelle) symmetrische Matrix mit

(2.1) { CL1=Cga =+ 20y, >0

lcnil =c,, fir j=1,...,n—1

und ist die Hauptabschnitisdeterminante C* vom Grad m—1 positiv definit,
so gilt
n—1
(22) det Cg CnnH(cii - Cnn) ¢
i=1
Beweis. Falls det C>0 ist, so ist C positiv definit. Dann ist mit c=
(Ca1s +++» €y »—1) aber auch
cTe
D=C*—~—~
Cnn
positiv definit (GauB-Elimination!). det D ist daher kleiner oder gleich dem
Produkt der Hauptdiagonalglieder, die durch

cd. .
Biy=cCii— 2 < —Cpp (t=1,...,n—1)

abgeschdtzt werden kénnen.

Der Beweis zeigt, daB das Gleichheitszeichen in (2.2) genau dann gilt,
falls alle Elemente von D auBerhalb der Hauptdiagonalen gleich Null sind
und |c, ;| =c,, ist. Dies bedeutet aber, daB bei geeigneter Normierung von
C gilt ¢;;=c,, fiir =7

Mittels Lemma 2.1 14Bt sich nun leicht zeigen

Satz 2.1. Sei d=0 und C=(c;;) eine positiv definite Matrix mit

=G =+ =C,,2d
(2.3) 11=VC22 = s
Ic,-,-[gd fir i==g.
Dann 1ist
n—1
detCg(cnn+(n—1)d)H(c,~,-——d),
i=1

und Gleichheit besteht genau dann, wenn bei geeigneter Normierung ce;=4 fiir
137 und, falls d>0, ¢;;=---=c,,, ist.
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Beweis. Fir d=0 erhalten wir die bekannte Abschitzung durch das
Produkt der Hauptdiagonalglieder; daher sei im folgenden d>0. Wir be-
nutzen eine Folge von Matrizen C, der Dimension k& (C,=C), wobei C,_,
aus C, durch Streichen der letzten Zeile und Spalte entsteht.

Fiir =2 ist die Behauptung einschlieBlich Zusatz klar, da
det Co=det C=(cy Cy3— C12) < (¢, — ) (caa+4)
gilt. Ist sie aber fiir n=m —1 schon bewiesen, so folgt

det C,,=(c,,,, —d)det C,,_,+det D,,,

wobei sich D,, nur in dem letzten Element 4 in der Hauptdiagonale von C,,
unterscheidet. Da auf D,, Lemma 2.1 angewandt werden kann, folgt mittels
Induktionsvoraussetzung

m—2 m—1
det Cm é (Cmm - d) (cm—l,m—l =+ (m - 2) d) H(ci:’ - d) - a H(cii - d)
=1 i=1
m—1
= (Cmm - d(m - 1)) g(cii -
und hier gilt {iberall das Gleichheitszeichen, wenn ¢;;=---=c,, und bei

Normierung c;;=d fiir i<j ist.

3. Normierungen fiir 44T

Fiir ungerade # gibt es keine zwei zueinander orthogonale Zeilen einer
A-Matrix. Es ergibt sich

Lemma 3.1. Fiir n=1mod 2 ldft sich jede A Matrzx so normieren, dafl
in C=(c;;)=AAT gilt
(3-1) ¢;;=nmod 4.

Bewers. Wir normieren 4 so, daB jede der Zeilen a; eine gerade Anzahl 7,
(z=1, n) Elemente —1 enthalt. Bezeichnet s,; die Anzahl der in 4, und
a; uberelnstlmmenden Elemente — 1 (die Anzahl der k fir die a;,=a;, = —1),
so folgt

a;a;=(n—r,) —2(r,~—si,-) — (r,.—2$,r7-) =n—2(r;+7;) +4s;;,=n(4).

Der Beweis zeigt zugleich

Lemma 3.2. Ist n=1mod 2, gensigen die Elemente ¢;; von C= AAT der
Kongruenz (3.1) und bestizt eine Zeile von A eine gerade (ungerade) Anzahl
Elemente — 1, so enthdlt jede Zeile von A eine gerade (ungerade) Anzahl Elemente
—1.

Fiir n=2mod 4 sind alle Elemente in 4 AT gerade, hier kommt es vor
allem auf die Verteilung der durch 4 teilbaren Elemente an:

Lemma 3.3. Ist n=2mod 4, so gibt es keine drei Zeilen einer A-Matrix,
die paarweise innere Produkte kongruent 0 mod 4 besitzen.
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Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir 4, 4, und a3 zu beweisen. O.B.d.A.
sei ¢y=(1, ..., 1) und a,a,=a,a,=0 mod 4. Dann ist die Anzahl r; der Ele-
mente —1 in a; (=2, 3) ungerade, da a;a;=n —27; ist. Bezeichnet s die
Anzahl der iibereinstimmenden —1-er in a, und a3, so folgt wie oben

ayay=n—2(ry+75) +4s=n=2 (mod 4).
Lemma 3.4. Ist n=2mod 4, so geniigt die Anzahl b der Elemente c;;=0
mod 4 in C=A A" der Ungleichung
<
=5

Gilt dabesi das Gleichheitszeichen, so lapt sich A so umordnen, daf
-3 %
D3 D,
ist und alle Elemente von D,, D, kongruent 2, alle Elemente von Dy kongruent

0mod 4 sind.

Beweis. Wir ordnen C so um, daB die groBte Anzahl » von Elementen
=0(4) in einer Zeile von C in der (r4-1)-ten Zeile in den Spalten 1,2, ..., 7
auftritt und, was nach Lemma 3.3 moglich ist, ¢;;=2(4) fir ¢,7=1,...,7
gilt. Eine weitere Umordnung bringe nun die maximale Anzahl s (s=7,
s<n—r7) der Elemente =0(4) in einer der 7 ersten Spalten in die Zeilen
r+1,...,r+s, so daB auch Cii52(4) fir 4,j=7+41, ...,7+s wird. Dann

folgt fir rg%
b<2rs+(n—r)2—(n—7r)—s*+s

<2arn—n<2,

und b= ﬁ;—kann nur fir r=s= —;1 gelten. Ist aber »< 121—, so folgt auf Grund

der Definition von 7 sofort 6=m - r<”72.

4. Abschitzungen fiir a,,

Ist #» ungerade, so ist in C =AAT stets ¢;;=» und nach Lemma 3.1
|c;j| =1. Satz 2.1 ergibt dann

Satz 4.1. Ist n ungerade, so st
< (n—1)""1(2n—1).

Da «,, eine ganze Zahl ist, so kann hier das Gleichheitszeichen nur fiirn = m2: !
gelten; das zugehorige C ist dann von der Gestalt

"o
(4.1) F= .
LI
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Die ersten Fille sind n=35, 13, 25 fiir diese # gibt es A-Matrizen mit 44T — y o8
Auch bei den anderen # =1mod 4, »< 21 weicht bei den numerisch bestimmten
,,maximalen‘‘ A-Matrizen A AT nur wenig von F ab. Die effektive Bestim-
mung von «, bereitet aber groBe Schwierigkeiten, da eine Reihe von zahlen-
theoretischen Fragen auftreten (vgl. [8]). Fiir #=3 mod 4 ist die angegebene
Schranke fiir «,, sicher zu groB. Mit der gewihlten Normierung sind ndmlich
alle Elemente in 4 AT entweder < —1 oder =3. Nur —1 kann auBerhalb
der Hauptdiagonalen nicht auftreten, da dies kleine Determinanten ergibt,
Die maximale 4-Matrix besitzt wahrscheinlich ein 4 AT mit +3 und —1,
ein Anhaltspunkt fiir die Verteilung dieser Elemente, die fiir Abschitzungen
wichtig wird, konnte bisher nicht gewonnen werden.

Satz 4.2. Ist n gerade, so ist

2S{n"=hﬁ fir n=0(4)
"Tl4m—2"F(n—1)? fir n=2(4).

Beweis. Fir n=2(4) kommt es wesentlich auf die Verteilung der Nullen
in 44" an. Wie bei dem Beweis zu Satz 2.1 benutzen wir eine Folge von
Matrizen C, (C,=AA"), die durch Streichen der letzten Zeile und Spalte
auseinander hervorgehen. Jedes C, ordnen wir auBerdem so an, daB die
maximal 7, Elemente =0(4) einer Zeile in der letzten Zeile in den Spalten
1,..., 7, auftreten und |c¢;;| =2 fiir 4,7 =1, ...,7, und i=un, I=7,+1,...,n
ist. Nach Satz 2.1 und Lemma 2.1 folgt dann

detC, =< (n—2)detC,_, + (n—2)" " (n+2(r, — 1)) 2(n — 2)" "1
(m—2)detC,_;+2(n—2)"%(n—2+27,)
(n—2)*detC, _,+2(n —2)""2(2(n —2) 4+ 2(r, +7,_,))

A IA

IIA

(n—2)°detC,_ +2(n —2)"2 (s(n —2)42 Y r,-),

t=n—s+1
wo C,_; kein Element =0(4) mehr enthilt. Nach Satz 2.1 und Lemma 3.4
ist also

detcg(n—z)”‘l(n+2(n—s—1))+2(n—2)”‘2(s(n—2)+2§)

=4(n—2)"2(n—1)2

(X 7; gibt die halbe Anzahl der Elemente =0(4) in C, an!)

Die Uberlegungen zeigen zugleich, daB die Schranke fiir o, im Fall n=2
mod 4 nur dann angenommen werden kann, wenn nach Umordnung und
Normierung 4 A" =F, mit
F o "2

(4.2) F2=(0 I‘;) und E=

2 g

ist.
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Interessant ist ein Vergleich von «, und 4,:

h, fir n=0(4)

2 1/2n—1 } B

(4.3) o, = l/7l/2n_2h,, fir n=1(2)
2 n—1 . B

2zt fir n=20).

Es liegt die Vermutung nahe, daB fiir n =3 (4)
o, <ah, mit o~ (1)3
e
ist.
5. Struktur maximaler A-Matrizen

Wir wollen nun noch die A-Matrizen untersuchen, fiir die 4 A”=F bzw.
F, ist. Diese Matrizen bezeichnen wir kurz als maximale A4-Matrizen oder

A-Matrizen. Existiert eine solche Matrix 4, so gibt es eine Permutations-
matrix P mit den Elementen 41, so daB auch PTATA P=F, ist:

Satz 5.1. Existiert esne maximale A-Matrix, so gibt es eine normale maximale
A-Matrix (fiir die also AAT=AT A gilt).

Die Verteilung der Elemente 41 und —1 in dieser normalen maximalen
Matrix A ist von besonderem Interesse. Sei zunichst #=1mod 4, also
2n —1=m?. Die erste Spalte von A besitze » Elemente -+ 1, diese bringen wir
in die Zeilen 1, ..., 7 und bilden die (» —1, n)-Matrix 4,= (@; —&,1 &)z, ...n»
deren erste Spalte identisch verschwindet. Fiir die nach Streichen dieser
Spalte entstehende Matrix A, folgt einerseits detA2=det/1 (GauB-Elimi-
nation) und andererseits

2n—2 i

—(n—1) y —1 Zeilen

—(n—1) | n+3.' n+3 n—r Zeilen.

2n+2

Berechnen wir det C, ((r—1)-te Zeile von den vorangehenden, letzte Zeile
von der 7-ten bis (n — 2)-ten subtrahieren, dann Elimination), so erhalten wir

det Co=(n—1)""2(n®—47*+4rn—n)
oder
n2—2n+1

r(n—r)= .

Da nach Lemma 3.2 jede Zeile von A eine gerade (ungerade) Anzahl Elemente
—1 enthilt, haben wir gezeigt:
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Satz 5.2. Ist n= mz;_ ! —1mod 4 und A eine maximale normale Matrix,
so enthdlt jede Zeile und Spalte von A oder — A genau (m ; ! )2 Elemente —1;

in je zwei Zeilen oder Spalten stimmen 5(m—1)(m —3) Elemente —1 diberein.

Fiir n=5, 13 existieren zyklische A~, deren erste Zeilen -+ -+--+— bzw.
+++++——+++——-+— (+ steht fiir +1, — fiir —1) sind. Ebenfalls
ist fiir =25 ein maximales A bekannt [21]. Fiir n=25, 41 gibt es sicher
kein zyklisches maximales A [11].

Nun sei #=2 mod 4. Zunichst zeigen wir

Satz 5.3. Fiir n =2 mod 4 existiert hochstens dann eine maximale A-Matrix,
wenn der quadvatfreie Teil von n—1 keinen Primteiler kongruent 3 mod 4
enthdlt.

Beweis. Sei A maximal mit A A~T=F2 und 7, s die Anzahl der +1 unter

den % ersten bzw. letzten Elementen der ersten Spalte. Dann ordnen wir so

um, daB} a;;,=---=a,,=a, =--=a, =1 ist, und bilden die (» —1, n)
?,1 »2—+s,1

., deren erste Spalte verschwindet. Fiir die nach

.....

2(n—2) \ | l l
n—2
8 r—A1
n—2 | n—2 | n—2 IZeilen
n—32 \ | |
22
[2(n+2) l l
| "t | L
n—2 n-42 n+2 2
ln+6 | | Zeilen
2(n+2
Co=AgAT=— — — — — - - 2] _)|En_ —— - — = =
I \ % +2
n—2 n+2 n—2 s Zeilen
‘I \n+2 |
_____ IR SR ... I
' 2n
I\ | ] I
n—2 ‘ n+2 n—2 ‘ ., —2——5
! | n+2 Zeilen
| | | 2n

det C, berechnet sich zu (letzte Zeile von allen anderen, 1. bis (r—1)-te von
der letzten, (g—1)—te von der 7-ten bis (%—2)—ten, (% +s—1)-te von

der (%) -ten bis (% +s— 2) -ten Zeile subtrahieren, dann Elimination)

detCa=2(n—2)”‘s(n——1){n(n—2)+8r(%—r)+85(%—s)}.
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Wegen
det Cy3=(det 4)2=4(n—2)""%(n—1)2
gilt also

(5.1) (l—zr)2+ (%—zs)zzz(n—n.

2
2(n—1)=2mod 4 muB sich also als Summe zweier Quadrate darstellen
lassen, d.h. aber (vgl. LANDAU [14], S.101—105), der quadratfreie Teil von
n—1 darf keinen Primteiler =3 mod 4 besitzen.

Einen anderen Beweis dieses Satzes fithrt man leicht mittels der ratio-
nalen Kongruenz quadratischer Formen und der Hasse-Minkowski-Invarianten
(vgl. dazu etwa [5), [13], [17], [22], [29]). Wir haben den obigen Weg ge-
wihlt, weil wir so gleichzeitig eine Aussage iiber die Verteilung der Vor-
zeichen in A erhalten.

Satz 5.4. Ist n=2mod 4 und existiert ein normales maximales A mit
A A~T=F;, so ust fiir die Anzahlen v und s der Elemente -1 in der ersten bzw.
zweiten Hilfte einer beliebigen Zeile oder Spalte die Beziehung (5.1) giiltig.

Die einfachste Moglichkeit, solche maximalen A zu konstruieren, bieten
zyklische Matrizen. Gibt es ndmlich zyklische 4; und 4, der Dimension
mit A, AT+ A,AT=F,, so ist mit 2

- [ 4 A,
A=(—A§ AZ)

A eine maximale normale Matrix. Fiir die nach Satz 5.3 in Betracht kom-
menden 7 <38 existieren solche 4,, 4,. Die erste Zeile solcher Matrizen ist
in der folgenden Tabelle angegeben (es steht wieder -+ fiir +1, — fiir — 1).

(5.2)

Tabelle

” 4, 4,

2 |+ +

6 | +++ ++—

10 | ++++— ++++-

14 | ++++++-— +++—t——

18 | ++++—+++— +++++—+—=
+++++++—— B o e s

26 | +++++—F+++——+— +++++—F++——+—
+++++ttt -t - +—t——t+++-——+—

30 ti———+++—+++—++—+ = b=ttt bbb e

38 | —— =ttt ==ttt ettt =t | ——F bt -t f—F o+ ++
——+—tt+++——+++—+++++ | ——FF——F—F—+++++++ -+
——=—t+t—F+++—F+++++ | =+ —F—F+—F++—F++—+

Fir einige n=2mod 4 (z.B. n—1=¢ [16]) gibt es eine orthogonale
Matrts.S, die in jeder Zeile n» —1 Elemente 4-1 und ein Element 0 besitzt.
RAGHAVARAO [22] zeigte, daB eine solche Matrix S nur dann existieren kann,
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wenn (n—1, —1),=1 (Hilbert-Symbol) fiir alle p ist?). Diese Beziehung ist
aber, wie wir zeigen werden, gleichwertig damit, daB der quadratfreie Teil m
von #—1 durch keine Primzahl kongruent 3 mod 4 teilbar ist; es sind hier
also die gleichen n wie in Satz 5.3 ausgeschlossen.

Zunichst ist (n—1, —1),=(m, —1),, und (m, —1),=1 besagt, daB die
Kongruenz m x2 — y2=1 (mod p) eine ganzrationale Losung x, y besitzt. Fiir
p|m und p =3 (4) ist aber —1 quadratischer Nichtrest. Gibt es dagegen kein
P =3 (4) mit p|m, so ist, wegen m=u2+ 22 mit (u,v) =1, w222+ v2x2— y2=1
(mod p) 16sbar: Man wihle (%, p) =1, bestimme x aus #x=1 (mod p) und
setze y=vx.

6. Bemerkungen

Zur Bestimmung ,,maximaler’‘ Matrizen wurden von Herrn K. ZELLER und
mir umfangreiche Rechnungen bis #=27 auf der Tiibinger Rechenanlage
Siemens 2002 durchgefiihrt, s. [§]. Das anfallende Material gab AnlaB zu
Vermutungen, die zu den Sitzen 3.1, 3.2, 5.3 und 5.4 fiihrten. Ebenfalls
wurden die zyklischen Matrizen A; fiir » =18, 26, 30, 38 mit der Rechen-
anlage ermittelt.

Herrn K. ZELLER danke ich fiir viele Ratschlige und Mitarbeit.
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On l-groups of uniformly continuous functions. III
Proximity spaces

By
JENS ERIK FENSTAD

1. Introduction

This paper contains just one theorem on /-groups of uniformly continuous
functions, otherwise we discuss the theory of proximity spaces and especially
the set P(X) of all real-valued p-continuous functions on a proximity space
(X, Z). In section 2 we recall some basic concepts and results from the
theory of proximity spaces and treat the relationship between proximity and
uniformity. It is recalled that the class of all uniformities on a set X naturally
is divided into disjoint subsets, called p-classes, each being determined by
a unique proximity on X. Two uniformities are in the same p-class if and
only if they have the same bounded uniformly continuous functions. If
(X, %) belongs to the p class of (X, #), then U(X) is a subset of P(X). All
of this is standard knowledge, see e.g. [1], [2], [3], which contain further
references to the literature.

In section 4 of this paper, using theorem (4.3) of II (i.e. [, thm. (4.3)]),
we characterize those subsets of P(X) which are the groups of all uniformly
continuous functions with respect to some uniformity belongmg to the p-class
of the given proximity structure on X.

P(X) is a subset of the l-group R*. In section 3 we give appropriate
counterexamples to show that P(X) is in general no /-subgroup of RX. Our
example is essentially the same as the one presented in ALFSEN and NJ&sTAD
[3], but the mode of exposition is somewhat different and perhaps a little
simpler. In [3] it has been shown that a p-class of uniformities on a set X
does not always admit a finest element. We point out, as also O. NJAsTAD
has independently observed, that the same example yields the additional
information that a p-class does not in general possess a finest functionally
determined structure. In addition we construct functions f and g, $-con-
tinuous with respect to the given proximity, such that f+g and |f|v|g]|
are not p-continuous. As one of the very few ‘“‘good’’ algebraic properties
of P(X) is that fe P(X) implies |f|€ P(X), this shows that P(X) is generally
neither a group nor a lattice.

The counterexample we use is very simple to describe, and one may very
well on the basis of this example question the relevance of the theory of
proximity spaces and p-continuous maps. The description is as follows: Let
Z be the integers and let % denote the discrete uniformity on Z. By %
we shall understand the associated proximity structure. In [1, p. 359] the
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initial product of p-structures was defined and shown to be the coarsest
proximity structure on the product set making all the projection maps
p-continuous. We then have the unpleasant fact that for Z and the given %,

(1.1) Poxa F Py X Py .

It is the p-class of # X%, on Z? which gives the above stated counter-
examples.

It is a pleasure here to record our debts to O. NJAsTAD with whom we
have had many enlightening discussions on the topics of this and previous
papers ([4], [6]), and whose construction, in collaboration with E. ALFSEN [3],
of the “‘universal’’ counterexample in the theory of proximity spaces here
has served us so well.

2. Proximity structures
The notion of proximity is intermediate to the concept of topology and
uniformity. And as well as there is a natural way of getting a topological
space from every uniform space, there is a canonical method of associating
a proximity space with every uniform space. The method is as follows. If
(X, %) is a uniform structure, define on X the proximity relation by

(2.1) ACB&@Vew)[V(A) < B].

Conversely one may associate with every proximity space (X, #) a unique
totally bounded uniform space to be denoted by (X, %,). To state this cor-
respondence we need a definition. A cover {4;|¢=1,...,n} of X will be
called a p-cover of X if there exists another cover {B;|i=1,...,n} of X
such that B;CA4;, +=1,...,n. %, will then have a fundamental system of
entourages of the form

(2.2) V=U (4;x4)),

where 4,, ..., 4, is a p-cover of X, [1, p. 354].

A mapping f between proximity spaces will be called proximity continu-
ous (shorter, p-continuous) if

(2.3) ACB=f7(4)(f(B),

where we as usual denote the proximity relation in both spaces by (.

On the real line R we are going to use the metric proximity structure
such that ACB is equivalent to the assertion that there exists an >0 such
that V,(4) CB. Using the unique associated totally bounded uniformity we
have that the real-valued map f on the proximity space (X, &) is p-con-
tinuous if and only if for every ACR and &> 0 there exists a V€%, such that

V(#1(4)) S (V. (4)).
Next an equivalence relation will be introduced in the class of all uni-

formities on a set X. A uniformity (X, %) is called compatible with the
proximity structure (X, &) if (X, #) is identical with the proximity deduced
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from (X, %) by (2.1). The class of all uniformities compatible with a given
proximity structure will be called a proximity class, or shorter a p-class.

Definition (2.3) makes possible the introduction of the set P(X, #) of
all real-valued p-continuous functions on the space (X, #). The purpose of
this paper is partly to study the algebraic properties of the set P(X), — a
task which will be deferred to later sections —, and partly to investigate
the relationship between P(X) and U(X) for some compatible (X, #). The
basic information on the latter topic is contained in the following proposition.
(2.4) Proposition. If (X, 2) is a proximity structure and (X, %) a compatible
uniformity, then U(X)C P(X), i.e. every uniform function is also p-continuous.
Let B (X) and U (X) denote the bounded functions in each set, then By (X) = Uy (X).
And if (X,%U,) is the unique associated totally bounded uniform space, then
B(X)=UX,Z,).

Proof. The first statement of the proposition is elementary and well known.
Every feU(X, #,) is bounded because it can be extended to the completion
of (X, %,) which is compact. It remains to show that any bounded p-continuous
function is uniformly continuous with respect to the totally bounded uni-
formity in the p-class. Because f is bounded we may find a finite number

of sets 4,,...,4, and Bi,..., B, such that f(X)g.l_JlBi, a(4;)<e/2, and

V,ys(B;) C4;. The sets 4; may be chosen such that each A4; has non-empty
intersection with at most 4;_; and 4,,,. Let the sets 4; and B; be defined
by A;=f7(4,) and B;=f71(B,). As f is p-continuous and the sets B} cover
X, we have that 4;, ..., 4, is a p-cover of X. Let V be the entourage

V=.l:Jl(A§><A§).

Then V%, and it will be shown that V'C(fx/f)(V,), which implies that
feUX,%,). If (% 9)eV it follows by the above construction that either
there exist sets 4; and 4, such that x, yc4;ud},, and A;n A} =0, or
there exists an A such that x, ycA4;. Because f(4;udi,,)=4;04;,, and
d(4;04;,,)<eif 4,7 A; 150, we obtain in both cases that |f(x) —f(y)| <e,
which shows that (x, y)c (fx /)2 (V).

Remark. Proposition (2.3) entails that the concept of p-equivalence of
uniform structures may be reformulated in this way: (X, %) and (X, %,)
belong to the same p-class if and only if Ug(X, U) = U (X, U,).

3. Counterexamples

This section contains some negative results: (i) In a p-class of uniform
structures there does not always exist a finest functionally determined
structure. (ii) The set P(X) of all real-valued p-continuous functions is in
general neither a group nor a lattice. (We assume, as always, the pointwise
defined operations.)

Let Z be the set of integers with the discrete uniformity, in this section
to be denoted by #. As usual %, is the unique associated totally bounded

10*
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uniform structure. A basis for % is the set A={(n, n)|ncZ} and a fundamental
system of entourages for #%,, consists of the sets

”
(3.1) V=U(4;x4)),
where A4, ..., 4, is some finite partition of Z. On Z2 we are going to consider

four uniformities: (a) #%,X%,, (b) X%, (c) %, X%, and (d) UXU.
Both % and %, are functionally determined, and as products and suprema

of functionally determined structures are again functionally determined, it

follows that all the structures (a)—(d) are functionally determined.

It will be shown that

(3.2) Uy XUy=UXU) o= U X U)oy
and further that
(3'3) %wX%wzi:(%x%)wr

which corresponds to (1.1) of the introduction. It is easily seen that % X% =
SUp (U XU, U X Uy).
A basis for the structure % X%, consists of the sets

V = xm) 2 (d) ~ (mxm) (O (4, x 4),

f=

where as usual 7, is the projection map of Z2 onto the i-th axis and the sets
A, are a finite partition of Z. It is an elementary exercise in general set theory
to show that each V of the above form may be written as

(3-4) V= ({m} x4,

i=1,..,n

Similarly a basis for %, X% is given by the sets

(3.5) v’ =,-=1L,J...,m(fo{"})2’
neZ

where Bj; is a finite partition of Z.

Let V be an entourage of either the form (3.4) or the form (3.5). It is
easily shown that V(B;Xx4;)=B;x4;, hence B;XxA4;CB;x A; with respect
to the associated p-structures. Therefore as %, X%, has a base of the form

(3.6) vi= U (B;x4)*,
j=1,...,m
i=1,...,n

)

this proximity structure is coarser than the associated p-structures of the
uniformities of (3.4) and (3.5). To show the converse let I} be any entourage
of (Ux%,),- It then exists a finite p-cover of Z2, say Cy, ..., C, such that
U(C,xC,)<V;. And further there exists a V' of the form (3.4) and a cover
D,, ..., D, of Z% such that V(D)CC,, s=1,...,7.
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It is easy to see that V(D,)=U ({n} x 4;) where ({n} x 4;) nD;==@. Define
the sets B} by

(3.7) neBie{nyx 4,KV(D)),

thus BSx A, CV(D,). Take the coarsest partition {B;|j =1, ..., m} of Z such
that each B;CBj for some set Bj and such that a B; is either contained in
a B: or disjoint from it. We then have that the set Vo= U (B, X 4;)2€ %, X,
As it has to be shown that V,CU (C, x C,), it suffices to prove that B; x 4; CV/(D)
for some s=1,...,7.

Any (n, m)€ B;x A; belong to some D;. By the form of V(D) it follows
that {n}x4,CV(D,), hence neB. As B;nBj=0, it follows that B;CBj,
therefore B;x 4;CB;x A;CV(Dy). This completes the proof of (3.2).

Concerning (3.3) it is easily seen that A (A with respect to # X%, as
this latter structure is the discrete uniformity on Z2. It is straightforward
to show that if ¥ is any entourage of the form (3.6), then V(4)==4, hence
it is not true that 4 (A4 with regard to the structure %, X%,,.

It has thus been shown that in the p-class determined by U, X%, there
exists no finest functionally determined uniformaty.

Define functions f and g on Z% by f(n, m)=n and g(n, m)=m and let
A*={(n, —n)|neZ}. It will be shown that feU(Z% ¥ X%,). Let V=
U({n}xZ)2 V is then an entourage of the form (3.4). Given any ¢>0 we
have that ((x, y), (z w))eV implies |f(x, y) —/(z w)| =0<e as x=z This
shows that f is p-continuous with respect to the proximity structure associated
with the p-class of #, X%, Similarily g is shown to be p-continuous. But
{4 g will not be p-continuous, which follows from the fact that

A*x=(f+) 2 ({0)) = (f +&)* (% ({0}).

Were /g p-continuous we would obtain that A*(A* as {0} (V;({0}), but
it is obvious that V(A*)==A* for any V of either of the forms (3.4)—(3.6).
Thus the sum of p-continuous functions is not in general p-continuous,
hence P(X) is not in general a group unmder the pointwise defined addition.
This very same example may be used to show that P(X) s not always
a lattice.

As a preliminary remark we note that f¢ P(X) implies | f| ¢ P(X). Because
this seems to be about the only nice algebraic property of P(X), we feel
justified in carrying out the proof in detail. Let ¢>0 and ACR be given.
Define A;=/(|f|(4)) and determine a Ve, such that V(f(4,)) </ (V.(4y)-
Then x¢ V(|| (d4)) implies that xe V(£ (4,)), hence there exists a y¢ | f|™(4)
such that |/ (x) — f(¥)| <e. Using the inequality ||/ (%) — /| (y)| =|f (%) —f ()]
we conclude that x€|f|(V,(4)), which gives the p-continuity of |f].

To produce the counterexample we use the functions f(n, m)=n and
g (n, m)=m. It is recalled that both f and g are p-continuous of class %, XU, .
Define the function 4 (n, m) by

(3.8) h(n, m) = |f(n, m)| v|g(n, m)| =sup(|n|, |m]).
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If P(X) were a lattice, then %2 would be p-continuous. Let Z, be the set of
all even integers. Then Z,(V,(Z,), and as h1(Z,)=h"(V,(Z,)), one would
obtain that 471(Z,) Ch™*(Z,) with respect to the p-class of %, xX%,. D=h"(Z,)
is the union of all squares D,y={(n, m)||n|vim| =2p}, p=0,1,2,.... If
DD, there would exist a V" of the form (3.6) such that D=V (D)=U (B, x 4,)
for those products B; X 4; such that Dn(B;x A;) 0. Here By, ..., B,, and
4, ..., 4, are finite partitions of Z.

Let p>0, then (2§, 2p —1)eD,, hence there exist sets B; and A4; such
that (2p,2p—1)eB;x4;. If » is any number such that 0<#<2p, then
(n,2p—1)¢B;x4;, as B;xA,CV(D)=D. Therefore 4; must have a least
positive element 2. Hence we have an injective map from the set of natural
numbers into the partition {4,}. which contradicts the fact that the partition
is finite. The initial assumption must be negated, i.e. the map 4 of (3.8)
cannot be p-continuous hence P(X) is in general no lattice.

If there exists a finest functionally determined uniformity in a given
p-class, then the associated set of p-continuous functions is equal to the
set of all uniformly continuous functions with respect to this finest functionally
determined structure (this is easily proved using some results of [3]); hence
P(X) is an l-group. It would be interesting to know if the above given
counterexample could be generalized to converses of this statement. Some
partial result has been obtained, e.g. if P(X) is a lattice closed under the
infinite lattice operations applied to some bounded families of functions
(essentially the bounded uniform families of next section), then there exists
a finest functionally determined uniformity in the p-class.

4. Subsets of P (X) which are l-groups U (X)

It is a natural problem to characterize those subsets of P(X) which are
the /-groups U(X) of all real-valued uniformly continuous functions with
respect to some compatible uniformity (X, #). The answer is immediate
using theorem (4.3) of II.

We recall some definitions needed in the present context. An admissible
family {f;|i¢I} in some subset G of P(X) is a family which is either locally
finite or bounded. Bounded is here used in the sense dominated, i.e. {f;|icI}
is bounded in G if there exists an feG such that |f,| <f for all s¢I. A uni-
form family is defined by the property that for any &> 0 there shall exist
a 0>0 and functions g, ..., g,€G such that

41)  |g(® —g <8, 1=1,...,n = |f;(x) —f(y)]| <e, icl.

The answer to the characterization problem is contained in the following
theorem.

(4.2) Theorem. Let (X, P) be a proximity space and let P(X, P) be the set
of all real-valued p-continuous functions on the space. A subset G of P(X)
ts an l-group U(X) for some compatible uniformity (X, %), if and only if G is
a dwisible I-group which contains the set By(X) and is closed under suprema
of admissible uniform families.



On /-groups of uniformly continuous functions. IIT 139

Pyoof. Let (E, 1) be the normal pair in G where E is the set of all fixed
maximal /-ideals M ,CG, xeX. The admissible uniform families of the present
theorem corresponds to the admissible uniform families of theorem (4.3)
of II. Hence G can be considered as a group U(X,#) on the set X. It
remains to prove that (X, %) is compatible with (X, #). This is, however,
immediate as Uz (X)=F;(X), which according to proposition (2.4) is the
same as compatability of (X, %) with (X, ).

Using the fact that an equation a=nx has at most one solution in a
commutative /-group and recalling that the supremum of an admissible uni-
form family in a group U(X) is the pointwise supremum, one easily verifies
that if G; and G, are subsets of P(X) satisfying the conditions of theorem
(4.2), then G;NG, is a subset U(X) for some compatible uniformity of the
p-class. In general P(X) is not equal to some U(X) for any uniformity on X.
P(X)=U(X) for some compatible (X, %) if and only if there exists a finest
functionally determined structure in the p-class of (X, £), which in particular
is the case if the p-class contains a pseudo-metric uniformity (theorem of
ErreEMovIC [3, thm. 5]).

Added in proof. After this paper was submitted the Proceedings of the Stockholm
Congress (1962) have appcared. Concerning the adress given by J. U. SMIRNOV: Some
questions of uniform topology, two remarks may be in order: (1) Theorem (4.2) constitutes
an answer to SMIRNOV’S question 3. (2) SMIRNOV states that the set C’(P) of all real-
valued proximity-continuous functions is a group (pointwise operations). A counter-
example has been given in section 3 of this paper.
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A theorem on lattice ordered groups
and its applications to the valuation theory

By
TAKEO NAKANO

Introduction

D. MULLER [5] and P. JAFFARD [2] solved Krull’s problem [3] on /-groups
(lattice ordered groups), and the latter also gave another simple proof based
on Ribenboim’s approximation theorem [7]. Furthermore, I. YAKABE [10]
has proved recently that the theorem is equivalent to the problem.

In this paper, we shall give four theorems; theorems K, R, Y and N.
These are the generalizations of Krull’s problem, of Ribenboim’s theorem,
of Yakabe’s theorem 7 [9] and our main theorem respectively. The figure
below indicates the logical relations between those theorems.

—>K——Krull’s problem

N— |
——> Ribenboim’s theorem

[<—wm

—Yakabe’s theorem

Let N, N,, ..., N, be any sequence of normal subgroups of a group G.
A sequence a4y, 4,,...,a, of elements of G is called compatible if a,=a,
(mod N, N)) for every pair 4,7. We shall say that the compatibility axiom
holds in a system {G; N;, N, ..., N;} if, for every compatible sequence {a.}
of elements in G, there exists always an element a€G such that a =a;(mod N,)
for 1=1,2,..., k.

Now, we shall state the theorems.

Theorem K. The compatibility axiom holds in any system comsisting of
an l-group and a finite number of its convex) normal subgroups.

Theorem R. Let E,, E,, ..., E, be any sequence of unit groups of a sequence
Uy, Vg, ..., Uy, (vesp.) of valuations®) on a field®) F. Then the compatibility axiom
holds in the system {F*; E,, E,, ..., E;}. In other words, a sequence ay, a,, ..., a,

of elements in F* is compatible if and only if there exists an element acF* such
that v;(a)=v;(a;) for 1=1,2,..., k.

1) The definition is given in §1.
2) We use the term ‘‘valuation’ in Schilling’s sense [8].
3) We use the term ‘“‘field” to mean not necessarily commutative division ring.
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Theorem Y. Let v, v,, ..., v, be any sequence of valuations on a field F.
Then all the elements

a=(v,(a), v5(a), ..., v,(a)) (acF¥*)
form an l-group with respect to multiplication ab=ab and order relation:
a=b < v;(a)=v;(b) 1=1,2,..., k.

Theorem N. Let N,, N,, ..., N, be a sequence of normal subgroups of a
group G such that the factor groups I;=G|N; (i=1,2,..., k) are l-groups.
Then the following two statements ave equivalent:

(I) The factor group I'=G|N, where N=N,~nN,n ... N,, is an l-group
such that the canonical mappings: xN—>xN; are order-homomorphisms of I’
onto I.

(II) For every pair 1,4, the factor group I;—=G|N;N, is an l-group such
that the canonical mapping: xN,—xN;N; is an order-homomorphism of I
onto I';;, and the compatibility axiom holds in the system {G;N,, N,, ..., N}

§ 1. I-groups
An l-group G can be defined as a group with a second binary operation

“meet”” A which is idempotent (i.e., ana=a), commutative, associative and
satisfies the distributive laws:

a(bac)=abnac, (@anb)c=acabc?).

Throughout we denote by 1 the identity of G. We write a=b when anb=5;
evidently, the relation = is a partial order in G.
Lemma 1. For every a, b; x, y€G, there exist a*, b*cG such that a* Ab* =1
and
axnby=(and)(a*xAb*vy).

Proof. a*=(anb)a, b*=(anbd)1h. q.ed.

A normal subgroup N of G is called convex5) if xc N and aab=1 imply
anbxeN. By an order-homomorphism of an l-group G into an l-group G*
is meant a group homomorphism ¢ which preserves meets, i.e., ?(anb)=

9 (a)Ad () for all a, beG. If # is a one-to-one correspondence, we shall say
that G and G* are isomorphic.

The following lemmas 2—3 are fundamental to the theory of l-groups.

Lemma 29). If N is a convex normal subgroup of an l-group G, then the
factor group G|N is an l-group with respect to meet

aNAbN=(anb)N,

4) Cf. [1], Ex. 3, Ch. XIV, p. 215.

%) We follow the terminology in [6]. Several authors have used the terms “I/-ideal”
[1], “isolated subgroup” [2], [5], [9]. More general concept of convexity has been defined
in an analogous form in the theory of v-groups [6).

6) This is a special case of Th. 2 [6].
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and the canonical mapping: x—xN is an order-homomorphism of G onto GIN.
Conversely, if 9 is an order-homomorphism of G onto an l-group G*, then all
the elements x such that 9 (x) is equal to the identity of G* form a convex normal
subgroup N of G, and the factor group G|N is isomorphic to G*.

Proof. Let a,bcG and x, yeN. Then, by lemma 1 and definition of
convexity, we have

axnby = (anb) (a* xab* y) = (anb) (a*Ab*(y x7Y)) x€ (and) N.

This shows that the definition of meet in G/N is legitimate. Conversely, if
9 (x) is the identity of G*, and if aab=1, then

P (anbx)=">9(a) A (D) 9 (x) =17 (a) Ad (b) =7 (and)
=9 (1) =identity of G*.

Hence N is convex. The rest can be verified easily. q.e.d.

By lemma 2, we see that the congruence relations on an /-group G are
the partitions of G into the coset of its different convex normal subgroups.
Therefore, the following lemma is nothing but a restatement of theorem 10
[1] (Ch. XIV, p. 222).

Lemma 3. The convex normal subgroups of any l-group form a distributive
lattice with respect to join Ny Ny and meet N\nN, of its elements Ny, N,.

§ 2. Proof of theorem N

Lemma 4. Let N;, N,, ..., N, be a sequence of normal subgroups of a group G.

Then the compatibility axioms hold in the systems {G;N;, N, ..., N} (j=
1,2, ..., k), if and only if the distributive laws

(MAN~ ... AN, ) N;=NyN,A Ny N ... aN;_y N,

7

hold.

Proof. Distributive laws = Compatibility axioms: The assertion is trivial
when 2=1. We shall employ the induction on k. Let a4, a,,...,a, be a
compatible sequence of the elements in G. Assume that there exists an
element b¢G such that b =a;(mod N,) for i =1, 2, ..., k—1. Since N;CN;N,,
b=a,=a,(mod N;N,); this means that 57'a,ecN;N,. From the assumption,
it follows that b1a,c (N; Ny~ ... ~N,_y)N, so that we can find an element
ceN;AN,~ ...~N,_, such that b7'a,=c(mod N,). Setting a=bc, we have
a=a,(mod N,) and a=b=a;(mod N,) for all 1<k.

Compatibility axioms = Distributive laws: By one-sided distributive law,
it suffices to prove that (NynNyn ... AN;_j) N;> N\N;nN,N;~ ... nN;_;N; for
every j<k. If x is contained in the latter intersection of the products of
groups, then the sequence ¢y =a,=:--=a, =1, 4,= x is compatible. There-
fore, we can find an element y such that y=1(mod N,) for all +<j and
y=2x(mod N;). These mean that yeN;nN,~...nN;_; and x=yz for some
zeN;. q.ed.
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Since the distributive law for £=2 is irrelevant, we obtain

Corollary. The compatibility axiom holds in every system comsisting of a
group and its any two normal subgroups.

Lemma 5. Let Ny, N, be two normal subgroups of a group G, and let G|N,
be an l-group. If N\N,IN, is convex in G|Ny, then G|IN\N, is also an I-group
such that the canonical mapping: xN,—xNyN, is an order-homomorphism of
G|N; onto G|N,N,.

Proof. Define, for every pair a, beG,

aN,NyAbN,N,= (aN,AbN,) N,.

It suffices to prove that the meet can be determined uniquely by any choice
of a, b in each coset mod N, N,. Assume that a,=a,, b, =b, (mod N,N,). By
the corollary above, we can find a, b¢G such that a=a,, b=0b, (mod N,);
a=a,, b=0b, (mod N,). The former implies a N;AbN,=c, N,Ab,N,, while the
latter implies ay=ax, by,=by with some x, ycN,. By lemma1 and con-
vexity, we have

ayNiAby Ny =a x N aby Ny = (a N, AbN,) (a* x Nyab* y N,)
where a* N;Ab*N,=N,, and
(@* x N AD* y N,) = (a* Ny ab*(y x ) N,) (¥ Np) € Ny N[N, .
Hence,
(ag Ny AbyN)) Ny = (a NyAbNy) Ny = (a, Ny ab N;)N,. q.ed.
Now, we shall prove the theorem N.

(I) = (IT): By lemma 5, it is enough to show that N;N,/N; is a convex
subgroup of I;=G/N;. Assume that x€N;and aN,AbN,=N;. SetaNAbN=cN
and aNAbxN=yN. From the assumption on the canonical mappings, it
follows that aNAbN;=cN;=N;, aN,AbN;=cN,;, aN;aAbxN;=yN; and
aN,AbxN;=aN;AbN;=yN,. Therefore we have yN;N;=yN,N;=cN,N,=
¢N;N;=N;N;, whence ycN,N, proving the convexity. Next, by lemma 2,
the groups 4;=N;/N are convex in I By lemma 3, we have

(AlmAzm cee mA,_l)A7=A1AYmA2A7ﬁ cee mA]—lA/
for all j<%. These imply immediately,
(MANp ... AN, ) N;=N,N;nN,N,~ ... nN;_; N;

so that, by lemma 4, the compatibility axiom holds in the system {G; N;, N,,
..., NJ. qed.
(II) = (I): We put ¢,N;=aN,;AbN; for ¢ =1, 2, ..., k. From the assump-
tion on the canonical mappings, it follows that
aN;N;AbN;N;= (aN;AbN;) N, = c;N;N;
=(@N;AbN;)N;=c;N;N;

1777
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this means that the sequence {c;} is compatible. Therefore, we can find an
element ceG such that c=c; (mod N,), and so aN,AbN,=cN; for all i1<k.
Since ¢ is determined uniquely mod N, we may conclude that G/N is an
l-group with respect to meet aNAbN=cN. q.e.d.

§ 3. On Krull’s problem

A convex normal subgroup N of an /-group G is called prime if anbeN
implies either acN or beN. Using Zorn’s lemma, it is easy to see that, for
any prime subgroup N, there exists a minimal one contained in N.

Lemma 6. The factor group G|N s simply ordered if and only if N 1is
prime.

Proof. Assume that N is prime. For every pair a, b€G, there exist a*, b*
such that a*Ab*=1 by lemma 1. Since a*Ab*cN, either a* or b* must be
contained in N. If the former arises, then a* N=N and so aNAbN = (anb) N =
(anb)a* N=aN so that aN<bN; similarly, the alternative implies a N=0N.
Conversely, assume that G/N is simply ordered. Let anbcN. We may assume
aN=bN. Then bN=aNAbN=(anb)N=N, whence bcN. q.ed.

Lemma 7. Let Ny, N, be two convex normal subgroups of an l-group G.
If N, is prime, then so is Ny IN,.

Proof. If anb=xy with xeN,, yeN,, then ayabyl=xcN, implies
either ay1eN, or by 1lcN, and so either ac NN, or beN,N,. q.ed.

The following propositions (1)—(4) are written, without proof, for those
who are familiar with the terminologies due to LORENZEN?).

(1) If S is a “‘vollstindige invariante Unterhalbgruppe’, then N(S)=
{xy™1; x, ye S} is a convex normal subgroup. Conversely, if N is a convex
normal subgroup, then S(N)={(xA1)7!; xcN} is a vollstindige invariante
Unterhalbgruppe.

(2) N(S(N)) =N, S(N(S))=S.

(3) N(S1Sy) =N(S)) N(S), S(N1Np) = S(MN) S(Ny).

(4) N is prime if and only if S(N) is “‘prim”’.

The original Krull’s problem can be stated as follows:

Let G be a commutative /-group which contains only a finite®) number
of minimal prime convex subgroups N, Nj, ..., N,. We denote by I} the
factor group G/N;, by I}, the factor group G/N;N;. By lemmas 6—7, these
groups are simply ordered. We may define the canonical mappings 7,;:
xN;—xN;N; of I, onto I};. An element («, &, ..., &) in the direct product
I xIyx --- x I is called “‘restgebunden’’®) if #, ; (a;) =1, ,(«;) for every pair 7, j.
Krull had conjectured that if (e, s, ..., ®;) is restgebunden, then there
exists an element a€G such that a;=aN;, for all 1< k.

7) Cf. [4], pp. 500 and 501.
8) Finiteness assumption implies an isomorphism of G into Iy X Iy X ++- xI',. Cf. [4],
[4].

9) This is equivalent to the original, somewhat complicated definition given in [5].
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Setting a;N,=a; with a,cG, the condition of ‘“‘restgebunden’ is equivalent
to assert that the sequence {a;} is compatible. Therefore, theorem K, evident-
ly an immediate consequence of theorem N and equivalent to lemma 3, gives
an affirmative answer to the problem.

§ 4. Applications to the valuation theory

Lemma 8. Let v,, v, be any two valuations of a field F with valuation
rings Ry, Ry and unitgroups E,, E, vespectively. Then F*|(E\nE,) is an I-group
and F*|E\ E, is an simply ordered group. Furthermore, the mappingv: x—>xE,E,
of F* onto F*|E\E, is a valuation of F, and R\ R, is the valuation ring of v
with unitgroup E\E,.

Proof. Put I;=F*|E,, I,=F*|E,. We may identify I, I, with the value
groups of v;, v, (resp.). We may also identify the group F*/(E,nE,) with the
subgroup {(v, (%), v;(%)); xF*} of the direct product /] xI,. We shall prove
that, for every pair a, beF*, there exists an element ccF* such that

min (7)1 (), 21(8)) =24 (c), min ('”2 (@), vy (b)) =1,(¢),

i.e., F*|(E,nE,)is a sublattice of the lattice I7 x I}. If v, (a) =, (b), v,(a) =2, (b),
then clearly ¢=b; similarly, the alternative case. The remaining cases are
either

vi(a) >0 (B), vy(a) <vp(b) or vy (a) <u(b), vy(a)>v,().

In any case, we may put c=a-b.

Using theorem N, we see that F*/E,E, is an /-group such that the mapp-
ing: ¥E;,—xE,E, is an order-homomorphism of I onto F*/E,E,. Since I
is simply ordered, so is F*/E; E,. Now, we shall prove that v is a valuation
on F. Evidently, v(a)v(b)=wv(ab). Since v,(a+ b)=(a+ b)E,=min (v, (a),
v, (b)) =aE,AbE,, we obtain

v(a+b) = (a+b) EyEy = (a E,AbEy) Ey = a By E,ab Ey Ey — min (v(a), v(0)),

proving the strong triangle inequality.

Finally, we shall prove that R,R, is the valuation ring of ». Assume
v(a)=1, ie., aE,E,=2E,E,. Setting aE,AE,=0bE,, we have bE E,=
(aE\AE))Ey=aE,E,AE,E,=EE, so that b=dc for some dcE,, ccE,. It
follows that v, (a)=aE;=bE,=cE,=v,(c), whence accR,; or acRjc(RE,
CR,R,. Conversely, if acR,, then aE\E,AE\E,=(aE\AE)E,=E\E,, ie.,
v(a) =1; similarly, for R,. q.ed.

We shall prove theorems R—Y as follows.

Ribenboim’s theorem = Theorem Y : By the dual of theorem 2 [I] (Ch.XIV,
p- 215), it suffices to prove that, for every acF*, there exists an element
beF* such that

min (v;(a), 1) =v;(b)
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fori=1,2,..., k. Let C be the centre of F. Then we can apply Ribenboim’s
theorem to the restrictions of v;’s to the subfield C(a). Combining theorem N
with lemma 8, we see that the above relations are satisfied by an element
beCla)*.

Theorem Y = Theorem R: Evidently, theorem Y asserts that the system
{F*;E,, E,, ..., E;} satisfies condition (I) of theorem N so that the compati-
bility axiom holds in the system. q.e.d.

Remarks. (1) Incidentally, we have R,R,=R,E,=E R, in the lemma 8.

(2) Using theorem Y and theorem 4 [9], Satz 22 [§] is also valid for non-
commutative valuations without ‘““Unvergleichbarkeit’” restriction.
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Semi-categorical algebras. I
Semi-primal algebras
By
ALFRED L.FOSTER and ALDEN PIXLEY

1. Introduction

The general theory of primal algebras — that is, finite algebras in which
each map is expressible in terms of the primitive operations of the algebra —
has formed the nucleus of a considerable number of recent investigations
(see [I]—[6] and the accompanying bibliography). In one direction this
theory subsumes, in much generalized form, the classical Boolean theory as
well as that of p-rings, Post algebras, etc., while in another direction the
theory approaches and extends various aspects of classical field theory —
within a realm of more general structures.

Among the basic results of primal theory is the

Theorem 1 (First structure theorem): A primal algebra is categorical.

In the present communication we present a more general structure theory,
for the substantially larger class of ‘‘semi-primal’’ algebras, in terms of the
notion of ‘‘semi-categoricity’”’. Several new classes of semi-primals are ex-
hibited?).

2. Some preliminaries .

Definition 2.1. Let A= (A4, 01, 05, ...) be an algebra and let S=(n;, n,, ...)
be its species. (Here o, is an n-ary primitive operation, 7;=0.%))

(2.1a) A map f(&,9,...,¢) from 4,4, ..., 4 into 4 is “‘expressible’’ if
there exists an “‘S-expression”” @(&, 9, ..., ) such that f=® forall§, 7, ...,5cd.
Here an ““S-expression’ is either an indeterminate symbol &, 7, etc., or else
some (finite) composition of such symbols via the primitive operations ;.

(2.4b) A map f(&,,...,L) is “‘conservative” if for each subalgebra U;
(A;SA) and for each sequence «, B, ... of elements of U,

B, ... all eU;=f(e, B,...)eU,.

Otherwise expressed: if f(x, B, ...)€((a, B, ...)) = subalgebra generated by
% SR

Definition 2.2. (2.2a) An algebra P is “‘primal’’ if it is finite, with at
least two elements, and if every map f(&,#,...,{) in B is expressible.

1) In part II, to be offered shortly, a still broader class of semi-categorical algebras
will be investigated, employing a quite different approach — involving relations between
the identities and the lattice of congruence relations of the algebras in question.

%) A “0-ary” operation (n,=0) is a constant: .0,(§) =.0;(n) for all § ne.
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(2.2b) An algebra ® is ‘“‘semi-primal’ if it is finite, with at least two
elements, and if every conservative map f(§,#,...) in B is expressible.

Definition 2.3. (2.3a) An algebra B is “‘categorical’’ if it is finite, with at
least two elements, and if every ‘“B-algebra’ is isomorphic with a subdirect
power of B; here

(2.3a’) A ““B-algebra’ is an algebra (of the same species as B) which
satisfies all (global) identities of B.

(2.3b) An algebra B is called ‘‘semi-categorical’’ if it is finite, with at
least two elements, and if every 8B-algebra is isomorphic with a subalgebra
of a direct power of B, or, equivalently, if each $B-algebra is isomorphic
with a subdirect product of algebras 8B;, where each B, is (isomorphic with)
a subalgebra, B;< 8.

Basic results on categorical algebras may be found in [/], [3]. The notion
of semi-categorical algebras was initially broached in [3].

3. Elementary results

Theorem 3.0. A semi-primal algebra B with no subalgebra W' (£ W) is
primal, and conversely.

The proof is trivial.

Clearly a semi-primal ¥ possesses at least one ‘‘minimal’’ subalgebra 8*
(EW), i.e., one having no proper subalgebra. Theorem 3.0 is then a special
case of the evident

Theorem 3.1. In a semi-primal algebra T each minimal subalgebra is
either primal or else is a one-element subalgebra. If W possesses more than
one minimal subalgebra, any two such are disjoint.

Theorem 3.2. A semi-primal algebra B is simple. Also any subalgebra
of B (different from a one-element algebra) is again semi-primal (and hence
also simple).

Proof. That a (non one-element) subalgebra is again semi-primal follows
at once from the definition. Consider simplicity. Suppose ¥ is semi-primal
and non-simple. Then T contains at least three elements «, f,y (since a
two-element algebra is always simple) and a congruence relation @ in 8
such that « =8(0), « £y (). Consider the map f in 2B,

H& m)=¢,

except
How y)=»-

This is clearly conservative and therefore expressible by some expression
D, 7). Then

a=p, Pay)=y, PBy)=4 pEy (mModo).

This contradicts our assumption that @ is a congruence relation, and the
theorem follows.
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Theorem 3.3. A semi-primal algebra possesses nmo non-identical automor-
phism.

Proof. Let T be a semi-primal and suppose & —#% (&) to be a non-identical
automorphism. Then for some ac¥: ad=f=~h(x). Let 2(f)=p". Then
(3.1) ap, pB=Fp.

The map f(£, ) in W defined by

HE n)=E, except f[(a, f)=p

is clearly conservative and hence expressible in %, say by ®(&, ), whence

3.2) D(E,n)=£, except Bla, f)=p.
Since we have an automorphism,
P, ) =p = P(h(x), h(8) =1 (p)
= OB, 8)=4"
But this is absurd in view of (3.1) and (3.2), from which the theorem follows.

Theorem 3.4. A semi-primal algebra is functionally complete.?)

Proof. Let W=(W, ¢4, ...) be a semi-primal, let S be its species and »
its order, and let its elements be written

W={w,, w,, ..., 0,}.

By definition of semi-primality, n=2. If  is constantive — i.e., if each
w; is S-expressible — the theorem follows at once since in this event ® is
primal (Theorem 3.1) and a-fortiors functionally complete.

So, assuming % not constantive, let S’ denote the species S augmented
by n 0-ary (= constant) primitive operations g, (&), ..., 0, (&),

(3-3) 0;0)=w,;(EcW; i=1,2,...,n),

and let ®W'=(W, 01, ..., 04, 05, ---, 0,) be the corresponding conversion of 8
into an S’-algebra. (Here 28 and ' have precisely the same elements, W.)
The theorem will clearly follow if we show that ' is primal.

To prove 8’ primal it is sufficient to show that each map f(&,75) — of
two arguments — in W is S’-expressible. (See [2].) Suppose then f(&,7)
is an arbitrary but fixed map in W and let

8(&, &y, - &0 &)
be a map in W, of » + 2 arguments, which is partially defined by the condition
(3.4) glog, wy, ..., w,, & n)=F&n) (for all & neW).

3) An algebra ¥ = {a, ...} is “functionally complete” if each map (& 7, ...,{) in U
may be written as an U-function, i.e., as a primitive combination of indeterminates
& 7, ... and/or constants «, 8, ... €. Thus, for instance, (Fp, +, X), the prime field,
is functionally complete but not piimal; (Fp, +, X, 1) is primal.

Mathematische Zeitschrift. Bd. 83 11
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Since the subalgebra ((w, ..., ®,)) S-generated by the w, is of course W
itself, (3.4) is seen to be a conservative condition. Let then g(w,, ..., w,, & )
be conservatively completed in . Since 2 is semi-primal, this g is then
S-expressible, say by I'(§, &,,...,&,, & n): g=I. From this we get the
S’-expression I"
I, n)=def=T"(g, (&), 02(£), .- -, €4 (£), & 1)
and because of (3.4)
"€ m)=f&mn)  (for all & neW).

Thus an arbitrary map f(§, ) in W is S’-expressible, from which the theorem
follows as indicated above.

Remark. While a semi-primal is necessarily functionally complete, we
shall see (Th. 11.3) that the converse is generally false.

We shall need the useful

Lemma 3.5. Let B be a semi-primal, of species S, let py, po, ..., Uy be a
sequence of (mot mecessarily distinct) elements of L and let I'(&, &,, ..., &)
be an S-expression. Then the following map f (&, &,, ..., &) in W is expressible
by some S-expression

Plers - s BV =Tl -0 &)
Here

Ftao s o ) =Tt iz, o 1),
FEys Bgs s Bp) =6 (for all other &, in ).

Proof. We need merely observe that in any case the value of f lies in the
subalgebra of generated by the corresponding argument values.

4. The fundamental structure
Theorem 4.1 (Semi-primal structure theorem). A semi-primal algebra is
semi-categorical.
The proof will be based in part on the following result of AsTRoMOFF [1],
and in part on Theorem 4.2 below.

Theorem 4A. Let B be a finite algebra, with at least two elements and
let B be “‘finitely-semi-categorical’’, i.e., let each finite V-algebra (Def.2.3a)
be isomorphic with a subalgebra of a direct power of B. Then B is semi-
categorical.*)

Theorem 4.2. Let (1) W be a semi-primal algebra, (i1) iy (=B™M) be a
divect power of B (of arbitrary cardinality RN), (1i1) W be a finite subalgebra
of B, and (tv) A be a homomorphic image of BW. Then N is isomorphic with
a subalgebra of a direct power of W.

4) In his study of categorical algebras and clusters, [I1], ASTROMOFF establishes
Theorem 4 A only for the categorical case, i.e., he proves: If 8 is “finitely categorical”
— that is, if each finite B-algebra is isomorphic with a subdirect power of &, — then B
is categorical. The proof in [I] is, however, easily seen to extend to the more general
semi-categorical case, as stated in Theorem 4 A.



Semi-categorical algebras. 1 151

Before turning to the proof of Theorem 4.2 we observe that the latter,
together with Theorem 4 A, readily yield Theorem 4.1. For, by Theorem 4A,
it is (1°) sufficient to show that each finite ¥-algebra is isomorphic with
a subalgebra W of some direct power ® of W. Now, (2°) each -algebra
is a homomorphic image of J (%), the free W-algebra of sufficiently many
generators, in particular, (3°) each finite W-algebra is a homomorphic image
of a finite free W-algebra, J)(W). [Here we recall: For any algebra 9,
3k (W), the free-B-algebra of k generators, is always finite if % is finite and
if B is a finite algebra.] On the other hand it is known (BIRKHOFF [7]) that,
(4°) for any algebra B and any cardinal, IR, Jyp (B), the free B-algebra of
IR generators, is isomorphic with a subalgebra of some direct power of B.
Hence, combined with (3°), we have: (5°) the finite free 22-algebra 4, (%)
is isomorphic with a (finite) subalgebra of a suitable direct power B of V.
From (5°), (3°) and Theorem 4.2 we immediately obtain (1°), and with it
Theorem 4.1.

Thus the proof of the fundamental Theorem 4.1 follows from Theorem 4.2,
to which we now turn our attention. We require a number of lemmas. The
proof of Theorem 4.2 is completed in § 6.

Proof of Theorem 4.2. In the proof we shall be largely concerned (see
Definition 2.3 b) with the “‘subdirect product of subalgebras’ version of semi-
primality rather than the (equivalent) ‘‘subalgebra of a direct power’’ formula-
tion. We then have the following equivalent version of Theorem 4.2,

Theorem 4.2'. Let B be a semi-primal algebra and let B be (a) a subdirect
product of algebras B;, each W, being an isomorphic copy of a subalgebra (< W)
of W, and where W is (b) a finite algebra. Then each homorphic image, N,
of B is of type (a) — and of course also of type (b).

Notation. Throughout B, W,, W, A shall retain their above meanings. Let
(4.1) VO, W@, ..., W™ (=W) — also written W, W, ...
denote the m (=1) distinct subalgebras (< ) of .

The (finite number of) elements of W
(4.2) a, B, ..., 7 also written e, &), ..., O
are (subdirect) ‘“‘vectors”’,

(4.3) o= (oty, g, «ovs By ees)s  B=(B1, Pas vows Byses)s one

where, for each fixed index,

(4.4) o B ..., T,€B; and W, = one of the m subalgebras (4.1) of W)
Also, since we have a subdirect product of subalgebras:

(4.5)  each element of 2, occurs at least once in the set {«;, f;, ..., 7,;}.
We refer to the ¢ simply as (subdirect) “indices’’.

5) As remarked in Theorem 4.2, the number of subdirect “factors” %, ..., B, ...
may be of arbitrary cardinality.

14%*
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Let © be the kernel of the homomorphism

(4.6) WA, BWO=A.

The elements (finite in number)

(4.7) ab, .., d

are then identifiable as the various congruence classes of # mod 6,
(4.8) o={o, o' a" ..}, b={B, 8. .. }....a={58,..}.

We say a,a’, ... are ““in”’ @, or <a, etc.

Definition 4.1. Let an index ¢ and an a<¥ be given. We say ‘'z is a firm
index for (or in) @, or simply ‘i is firm in @’ if the i components of all
vectors in @ are the same, that is,

"

(4.9) O === = v,

An index 7 which is not firm in a is called “free in a@”, i.e.:
’ n
tll-, a,-, ocj, .
contains at least two different elements of 28.

Lemma 4.3. If 7 is firm in some ac¥ then 1 is firm in each xc¥.

Proof. By hypothesis (4.9) holds. Let b be any other element of %, and
assume 7 to be free in b. Then there exist vectors @, B’ in b with distinct
i-components, B,=4=p;. Hence Bf==a;, where B is an appropriate one of
the elements B, f;. From the semi-primality of 28, there exists an expression
D&, 7, L) such that

{ ¢(ﬂi’ﬂ;: o) =ﬂf,

(4.10) .
D&, n,C)=C for all other & #,{ in B.

Applying the expression @- (componentwise) to the algebra ¥ we have

2B, B, a)=a
which implies — since @ is a congruence relation,
(4.11) DB, R, a)ca.

But by (4.10) @(B, B’, @) is a vector having B¥ as its s™ component, and
B¥=4a;, in contradiction with (4.9) and (4.11). This contradiction proves
the lemma.

Definition 4.2. By the ““firm index set of a”’,

N(@)={iy, iy, ...}

we mean the totality of subdirect indices 4, 75, ... which are firm in a.
Similarly for the “‘free-index set of @”,

N™(@)={j1,fz, -}
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From Lemma 4.3 we have the

Corollary 4.4. N(x)=N(y); N"(x)=N"(y), for ail =, yc¥.

We may thus speak of

Definition 4.3. N(¥), the “firm-index set of the algebra ¥”’, and N™(),
the “free-index set of A”.

5. Proof (continued)

For a free index we have the following improvement of (4.5),

Lemma 5.1. Let j be a free index of N, let ac¥ and let w; be any element
of the subalgebra B;. Then at least one vector in @ has w; as its i component.

Proof. For given w;c W, there exists a v and a vev such that v has
; as its /™ component (by (4.5)),

’

v={V=_(..,0;,...),V =(.,%,..),...}, #=Fw, since j is free),
a:{az(al,...,ai,...),a',...}.
As in an earlier argument, consider the map /(&, , £) in W defined by
fw;, v, o) =o;,
f(&,m,8) =C for all other arguments in 8.
This is a conservative map, and hence is expressible, say by (&, 7,0),
{ P(w;, v, o) =w;,

5.1
B4 Y(&,n,L) =C¢ for all other arguments in W.

Then
Yiv,v,a)=a,. P v a=a,. PV, q)ea.
But the j** component of the vector ¥(v, v/, @) is w;, and the lemma is proved.
Definition 5.1. Corresponding to the m subalgebras %', ", ... of BW
(see (4.1)), we have m ‘“‘free-index classes”

G) =1, o o) ') = (s G2r - s e () = (G, 587, ).

Here (j’) consists of all those free indices of ¥ which “correspond”’ to T,
i.e., such that

%I;%i;—zﬁj;—; Rt
and similarly for (j”), .... (Of course some (or indeed all) of these free index

classes may be empty.)

Lemma 5.2. Let ' be a fixed subalgebra (< W) of W, let G =11, 72> ---
be the corresponding free-index class and let ' be a fixed ¢T'. Then in each
acN there exists at least ome vector & such that

a“:a];: cee :w"
Proof. Let ac¥ be given. It consists of a finite class of vectors

a={ag), &), > W}
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Consider the map f(&, &,, ..., &,) in W where

=’ if at least one argument = o’
f(él) 520 L '!Ef)

=§, otherwise.
This is conservative and hence is expressible by some expression £,

=’ if at least one argument =w’

(52) 9(51»52"":§r)

Now in particular

=¢, otherwise.

Q(f; 5} 16819, E):Ei
whence, applied to the components, we have
Q(a(l), a(l) y ey a(l)) = a(l) .

Since @ is a congruence relation it follows that

Qa,a,.. 6 a)=a
and hence that
a=def=Q(a, ag), ..., &, ca.

But by Lemma 5.1 applied separately to each of the free indices 77,73, ...
we have: at least one of the vectors ay), &), ..., &) has @’ as its j; component ;
at least one of the vectors @y, ..., &, has @’ as its j, component, etc. Hence,
from (5.2) we have

aca; o =0; =+ =®

and the proof is complete.

Lemma 5.3. Let W', W', ... be any subalgebras (< W) having an element

w wn common, and let ('), (j”), ... be the corresponding free index classes (Defi-
nition 5.1). Then in each ac™ there exists at least one & such that

w:mi;:aj;= :a].;,zai,’,_—-_ cee = s

Proof. Using Lemma 5.2 successively, there exist vectors &’ = (oc,'~;, Wy oo
a’’, ... ca such that
K=y ==+ =M,

”

"
W =oip= - =,

As before (because of the conservative nature of the mapping (5.3) in )
there exists an expression I'(£’, £”,...) such that

= if at least one of the arguments =w,

(5-3) re,é,...)
And again

=¢&'  otherwise.

r'ecé,..)=¢

whence

’

r'e,o,a,..)=a, ~I'@aaa..)=a . a=def=I"(a',a",...)ca.
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But because of (5.3),

0)=0(i;=0(7»;: KO0 :ai;;:m].;,: cee = v

which establishes the lemma.

6. Proof (concluded)

Corresponding to the m distinct subalgebras of 2: %', W, ..., W™ and
the corresponding free index classes (j'), (), ... (Definition 5.1), each vector
o= (), %, ...)¢ W may, with rearranged and redesignated components, also
be written

(6.1) o= (0, Ky, 0n; K

’l’a-,

jar e

, &

G Kgaraeeey e
where 1, 7,, ... are the firm indices of %, where i1, s, ... are the free indices

of A corresponding to W', where 7y, {3, ... are the free indices of % correspond-
ing to W', etc. We further write (6.1) in the form

(6.1) o=[o;,0,...] <o, 0ir, . on s Rjrr, Bjer, ony oD

as the “sum’’ of a “‘firm-vector” [..., «;, ...] — called the “firm-component”
of @ — and a “free-vector’” (..., a;,...» — called the “free-component”
of a.

Lemma 6.1. If the set of free-indices of W is not empty, there exists a free-
vector ..., 7;, ...y which (1°) is absolute, that is, independent of the choice
of acN, and where (2°) in each ac¥ there exists an aca having {..., m;, ...)
as its free-component,

(6.2) 0= [[o.0.05 0 wvio] o v sy Ty o)

Proof. A subalgebra W* (<) is called “‘primitive’ if it has no sub-
algebra (== W*). W contains at least one primitive subalgebra, and any two
such are necessarily disjoint. Suppose there are ¢ (=1) primitive subalgebras
of W. By a “primitive subset’” of T we mean a set of ¢ elements of B,

(6-3) Ty s Wy« Tops

one in each primitive subalgebra. Each subalgebra of 28 then contains at
least one of the x;.

Consider the m different subalgebras of ¥ arranged in a row. Under
each subalgebra (=1 st row) write m; or nothing at all, according as the sub-
algebra contains 7; or not. Again (=2nd row), under each subalgebra write
7, or nothing, according as the subalgebra contains m, or not; and so on
for each m; of (6.3). We then have the following type of scheme,

W WY VLA [ A ?m(m)(: %)
7 51 T

(6.4)

Ty Ty T,

T, m 7.
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To avoid excessively involved notation we shall construct the proof in
terms of a specific table (with m=6, t=3). It will be evident from this how
the construction goes for the general case.

w W W %(4) %(5) %(6)(:%)

TT T T
(6 5) 1 1 1
Tty Ty Ty
T3 Tty Tg.

We assume ¥ to possess at least one free-index. Let ac¥ be given. By
a 3-fold (in general, a ¢-fold) application of Lemma 5.3 there exist 3 vectors
a®, a®, a® all in @, such that

1
7 —oc“) —oc(l) —a§;)= _Ot,((A)—Ot;m)) —a§<g):a§;§>=~‘.
2
(6.6) T —oc() _a(z) e =oc§»(1},=a};})=~-- =0t,((e))=ot§(e))=~-,
3 3 3
n _a() —a(a) = :a;gﬁ)):a’;gz): s —a;(g)_a}(ﬁ))

Consider the following function f(&,, &,, &) (in general, f(&,, &4, ..., &))
defined for all arguments in ® and ‘‘corresponding’’ to (6.5):

(to) F(&s, &, &) =& except as below (corresponding to the columns of
(6.5), left to right).

(1) f(s) & m) =m if &, & Fm5,m, (respectively)
(o) F(s 70, &) =7, if &5, & Fm5, 7,

(ta) (73, &, &) =73 if &, & Fm,,m,

() [ mm)=m if &my

(%) f(ms, &, &) =75 if &, &% m,, m,

(1) [(mwg, 703, ) = 5.

(In each of (i;)— (i) the value of f (for the sake of definiteness) is taken
as the topmost value in the corresponding column.) The function / is well
defined since the table (6.5) — or in general (6.4) — is constructed in terms
of subalgebras of ¥, and the inclusion (or non-inclusion) of the primitive
elements m,, ..., m,. (The conditions on f may be partly redundant, — for
instance in our example, i, 7, 75, % are seen to be redundant.)

It is further readily seen that f, defined as above, is a conservative map
in W and hence is expressible, say by an expression I'(&,, &, &) (— in general

(‘Etv&t 3 FL R ’51) )
We note the identity
I'E ¢ &)=¢.

From this follows:

I'(@®,a®,a®) =a®, - I'(a,a,a) =a, .. ['(@®,a®, aV)ca
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If we designate
(6.7) a=del=1"(a®, a®, av)

on use of (6.6) and (i,) — (is) above we readily verify that

“l{: aié =2 :(xl.;‘t):a/.‘(;): e :aj(ls):a’..(zﬂ): e ::[1’
aii’: a_il,l; = e :nz,
(x,j,l,, :a’.;; — e :“i§5’:°‘f‘25> = =71,

The free component of a (given by (6.7)) is thus seen to be a free-vector
..., @, ...> in which each z; is one of the 3 (in general ¢) elements of the
initially chosen primitive set in 8. Moreover since the construction of
{...,m,...) depends only on the primitive set and on the subalgebras of
B, (..., Tjy vien) is seen to be “‘absolute’”’, that is independent of the choice
of @a<A. This completes Lemma 6.1.

Lemma 6.2. If in A all indices are firm, U=BW. If in N all indices are
free, N = one-element algebra.

Proof. 1If each index is firm then clearly each ac contains precisely
one vector,

a={o}= (o, 0ty, ..., %;, .-.).

For b={B} =@ and b =a it follows that a =, since @ and b — gua distinct
conjugate classes of  mod @ — can contain no common element (= vector).
Hence A=MW.

On the other hand, if each index is free, no ac ® has a firm component.
In this case Lemma 6.1 asserts: there exists a vector e 8 which is in each
xcW. Thisimplies 2=y for all &, ycA — i.e., that A is a one-element algebra —
since otherwise, as before, 7 would appear in distinct congruence classes of
W, mod @, which is impossible. This proves the lemma.

Let 4,, 75, ... again be the totality of firm-indices of . Returning to the
opening remarks of this section we recall that: for given ac<®, all vectors
a, ... €@ have precisely the same firm-component [«; , «; , ...] which we now
simply call the “‘firm-component of a”.

Definition 6.1. By the ‘‘firm-projection”” of % we mean the correspondence
(6.8) &[0 0, <o)
which associates with each ac¥ its firm component [ 7. Ty

Finally we have the

Lemma 6.3. If N has at least one firm-index, the firm projection of N is
an isomorphism between W and a subdivect product of the algebras B, , B

Proof. That (6.8) is a homomorphism from % onto a subdirect product
of W, , W, , ... is immediate since for each expression ¥(&,7,...),

a—>[o;,...], b=>[fi,...]

ggr weis e
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obviously implies
P(a, b, ...) > [Pl By s eno Wlog, Bi v oeods ou]-

We have then only to establish that the correspondence (6.8) is 1—1, i.e.,
that @==b implies [a;,o;,...]=5=[B;, B, -]
Suppose @==b and suppose @, b have the same firm-components

a0, .51,
b—>[o;, 2, ...].

Then by Lemma 6.1 there exists an aca and also a Beb such that @ and B
have the same free-component (..., Tjsoma P Then

a=[oc,~l,oc,-’, ---]+<~--’7¢/»--->=p-

This is impossible since, as before, @ and b (qua distinct residue classes of
B mod ©) can have no common elements. This contradiction establishes
the lemma.

The proof of Theorem 4.2’, and with it also the fundamental structure
Theorem 4.1, is now seen to be an immediate combination of Lemmas 6.3
and 6.29).

7. Finite W-algebras

For the case of finite -algebras the general subdirect structure theorem

becomes direct, according to

Theorem 7.1. Let W be a semi-primal algebra and let B be a finite W-algebra.
Then % is isomorphic with the direct product of algebras W;, where each L; is
an isomorphic copy of a subalgebra of .

Proof. With ', W, ..., %‘"”(:QB) as the distinct subalgebras of 28,

by the general structure Theorem 4.1, ® is here isomorphic with a subdirect
product of suitable finite subdirect powers of ', W", ..., W™,

(7'1) %%%’s‘o QB"SSO.,_OQB(M)SM’
where
(7.2) 75— o W o0 T, etc.,

and where each o refers to a suitable subdirect product,
0=s,<o0 (t=1,2,...,m).

Definition 7.1. A subdirect power 8™ ={(a, «y, ..., aw), (Br, ---, Ba)s -}
of an algebra B is called ‘“‘redundant” if some pair of indices ¢, " (¢ 5=1')
are “linked”” in B

o=y, ﬂ‘-=ﬂ‘v, cee s
If B® possesses no pair of linked indices it is called ‘‘irredundant”’.

%) In applying Lemma 6.2, we recall that a one-element algebra is identified as the
oth direct power of .
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We note a familiar elementary

Lemma 7.2. A subdirect power of B is isomorphic with an trredundant
subdirect power of B.
Proof. 1f 4, i" are linked in B, delete all 5’ components, thereby getting
“BM=1"and where obviously
ROV ~ A1)

If B* Y is not irredundant, repeat this deletion of one index of a linked
pair, etc. Eventually we arrive at an irredundant subdirect power of B
isomorphic with 8™,

Lemma 7.3. Let B be a semi-primal algebra and let B be a finite W-algebra.
Then (a) B is subdirectly representable in the form (7.1) and where each of
the subdirect powers W'*, W', ..., Wsm is jrredundant. (b) In such an ir-
redundant representation (7.1), all factors occurring are already dirvect (= X), i.e.,

W=TW XWX -+ XBW' XWX o X ooe XWX W ..

We note that Lemma 7.3 clearly covers Theorem 7.1.

Proof. Part (a) of Lemma 7.3 has already been established above. Con-
sider then part (b). Let the finite algebra  consist of ¢ elements &, B, ..., ¥
subdirectly given by (7.1),

o= (o, g, ...,a;l,oc;', o, ...,oc;:, I oz‘z"",...,aﬁ’;,")
’ ’ /7
pay | BB B B
Y:(y{,‘yé,...,‘yll’,...,...,yi:)).

If ((u, 7, ...)) denotes the set of distinct elements in the sequence u, 9, ...,
then, since we have a subdirect power

(O Brr oo V) =T (7 =1,2,...,5)

(7.4) (@, By ooy yin)) =B (17 =1,2,...,5,)
((oci?’.i.’,,ﬂﬁ{',‘,.’,, ...,yﬁ{’,‘,},)) =W (1M =1,2,...,s,).
Let
W1, Wy, ..., 0 be any given sequence of
(not necessarily distinct) elements of %’
w), Wy, ..., 0 be any given sequence of
(7.5) ] (not necessarily distinct) elements of "’

o, 0", ...,o™ be any given sequence of

(not necessarily distinct) elements of I8,

With ¢ as the number of elements (7.3) in ¥, consider the function
f(&1, &, ..., &) defined in %, where f is partially defined — corresponding
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to the columns of the “matrix’’ (7.3) — as follows:

F(othys Brys - -0 V) =, (i =1,2,...,5)
(76) f(m;e,,: ?y;a:) Zw;ll, (k2:1: 2: "'!52)

Fe®, v =) (k=1,2,...,5,)-

Now because of (7.4) coupled with the hypothecated irredundancy of the
representation (7.1), it is readily seen that the conditions (7.6) are both con-
sistent and conservative in 8. Hence if the definition of f(&,...,§) is
completed (for all arguments in 28) in any conservative way, this f will then
be expressible, say by I'(§;, &,, ..., &), and I" will have properties correspond-
ing to (7.6).

Since W is an algebra it follows that:

(7.7) w=def=0(a,B, ..., y)e®W.

On the other hand if we compute w by use of (7.6) — with I"in place of { —,
we find

’ ’ ’ ” " " m
(7.8) w=(w1,w2,...,wsl,wl,...,wSE,...,wg ’,...,wgm’).
Since the sequence wy, ..., w; is arbitrarily chosen in B'; oy, wy, e, o,

arbitrarily chosen in 2", etc., part (b) of Lemma 7.3 follows. This com-
pletes Lemma 7.3 and with it also Theorem 7.1.

8. Subprimals. Centroid, frames, etc.

As noted elsewhere, the primal algebras — a most extensive class — are
subsumed by the broader class of semi-primals. We now delineate a notable
subclass of semi-primals and — for convenience — simultaneously expressly
exclude the primals, via the

Definition 8.1. By a “‘subprimal’’ algebra we mean a semi-primal, ¥, which
possesses precisely one subalgebra, 8* (3=2), called the “core’” of 8. % is
called “‘regular’” if B8* contains at least two elements, and otherwise ‘‘singular”
(= one-element core).

In §§11, 12 we shall exhibit several classes of subprimals.

For subprimals, Theorems 4.1 and 7.1 reduce to

Theorem 8.1. Let B be a subprimal with core B*. Then each V-algebra
is isomorphic with a subdivect product of algebras B;, all isomorphic either
with B or with B*; in particular, a finite B-algebra is isomorphic with a direct
product of such algebras B;. If B is singular it is categorical.

From Theorem 3.4 we have

Theorem 8.2. If in a subprimal algebra B a given non-core element, Ay,
1s accepted (as a constant primitive operation ), the resulting algebra B is primal.
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The centroid.

Definition 8.2. Let UAbe an algebra and S its species. By the ““centroid”’ € ()
of % — see [2] — we mean the class of all expressible elements of UA: ac@ (V)
if and only if there exists an S-expression g, (§) such that g, (§) =« for all £c.

From [2] we have the

Lemma 8.3. The centroid €(U) of an algebra U, if not empty, is (1°) a

subalgebra of A, (2°) €(N) ¢s a subalgebra of each subalgebra of U, and hence
(3°) €(U) contains no proper subalgebra.

Theorem 8.4. If B is a subprimal its centroid € (V) is non-empty and is
identical with its core V*, €(V)=V*. The centroid of X is a primal aigebra,
or else a one-element algebra.

Proof. Let fcB*. Since B has no subalgebra except ¥*, the map f(&)=p
(for all £eB) is conservative, and hence f is expressible. Thus () is not
empty and moreover ¥* C#(L). But by Lemma 8.3, € (L) C B*, i.e., B*=F (V).
On application of Theorem 3.1 the proof is complete.

Frames and couplings.

Definition 8.3. Let A= (4, o,...) be an algebra and S its species. We say

that U possesses a ‘‘frame”
[0,1, x,7,7]

if there exist two elements 0,1¢A4, (0==1), and operations X (binary), ~
(unary) and ~ (unary) such that

(1°) 0 and 1 are expressible (i.e., ¢#(U) = centroid).

(2°) Exn, &7, & are all expressible.

(3°) " and £ are permutations of A, with & the inverse of &~ and where

(4°) OXn=nx0=0, 1 Xn=nx1=n (for all ncA), and where 0" =1.

Definition 8.4. An algebra % is said to possess a ‘‘coupling”’

[0,1, X, T]

if it possesses elements 0, 1 (0 ==1) and operations X, T (both binary) such that

(i) 0 and 1 are expressible.

(ii) &xn, £Ty are expressible.

(ili) 0Xy=nXx0=0; 1 Xn=nx1=n; 0Ty=yT0=n  (for all ncd).

Definition 8.5. An algebra U is said to possess a ‘‘singular-coupling”’

[0, %, T; 4,17]

if 0,1, X, T have the properties of a coupling, except that

(i’) 0 (but not necessarily 1) is expressible
and furthermore

(iv) There exists an element 1~ in % such that

1T1-=1"T1=0.
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Lemma 8.5. In (iv) of Definition 8.5, 1-==0.

Proof. 1-=0 implies 1T1-=0=1T0=1, a contradiction, since 0==1.

Lemma 8.6. If U possesses a frame it also possesses a coupling.

Proof. In a frame [0,1, X, ", 7] set

ETp=def=(&"x7")".

It is then easily verified that [0,1, X, T] is a coupling in A.

Lemma 8.7. A subprimal B which is

(@) regular, possesses at least one frame and at least one coupling;

(0) singular, possesses at least one singular-coupling.

Proof. In case (b) let 0 be chosen as the (one-element) centroid, and let
1 (%= 0) be chosen as any fixed element of 8. Since 0T0=0, 0X0=0, etc.
are conservative conditions, from semi-primality it follows that: for each
fixed choice of 17 (=0, by Lemma 8.4), T and X are expressible to yield
a singular-coupling [0, X, T; 1, 17]. In the regular case (a), with 0, 1 (03=1)
arbitrarily fixed in the centroid, 0T0=0, 0X0=0, 0" =1, 0X1=0, etc. are

again conservative conditions and hence both a frame [0,1, X, ~, ¥] and a
coupling [0, 1, X, T] are guaranteed as in case (b).

9. A characterization of regular subprimals

Theorem 9.1. For an algebra B=(V, o, ...) (species S) to be a non-singular
subprimal it is necessary and sufficient that

(1°) B be a finite algebra of at least three elements.
(2°) B possess precisely one subalgebra, B* (== ).
(3°) B possess a frame — or alternatively
(3°)" B possess a coupling.
(4°) For each pcB the characteristic function 6,(£) is expressible; here
=1 if &=p

d £e ).
b0 o er €€

(5°) There exists a A ¢ B* which is “‘ex-expressible”’, i.e.: for a suitable
S-expression g; (&)

01,()=2y (for all £¢B*).

Proof. Necessity. If B is a non-singular subprimal the 8* of (2°) is the
core and (3°) — or (3°)" — is satisfied, by Lemma 8.7. Finally (5°) is a con-
servative condition and is therefore satisfiable. Indeed, in (5°) each A¢B*
is seen to be ex-expressible.

Sufficiency. Assume now that 9 satisfies (1°)—(5°). (Here we may ignore

(3°) in favor of the weaker (3°)', by Lemma 8.6.) We must show that %
is subprimal and non-singular.
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From (2°) and (3°), 0 and 1 are two elements of the centroid € (%), hence
the latter is non-empty. From (2°) and Lemma 8.3 it then follows that:

Lemma 9.2. B* = centroid of B; 0,1cB*; each element of B* is expres-
stble; mo A is expressible if ¢ B*.

While no A¢8* is expressible, we have the stronger form of (5°).

Lemma 9.3. Each A¢B* is ex-expressible: for a suitable S-expression g, (&),
0,(8)=24 for all £¢B*.

Proof. By (2°), each A¢B* is a generator of B, in particular 4, of (5°)
is such. Hence for a given A¢8* and a suitable S-expression @, (£) we have:
D, (A)=A. Then

0:(5)=D; (05, (§)) =2 (for all £¢T*).
The Lemma is thus established.

Lemma 9.4 (Normal expansion). Let (&, &,, ..., &,) be any conservative
map from V,V,...,V into V. Then

T
©1)  fEnd, .0 8) = %m/(ﬂlrﬂz' co ) O (81) 0, (5) - - O, (E2) -
Hy
-

Here in the “T-sum”, Y, the ‘terms” f(uy, ...) %8, (&)X -+ X8, (£,) are con-
nected by T; the p; independently run through B and the right of (9.1) becomes
an S-expression, as indicated below?).

Proof. Each coefficient f(u,, ..., u,) — written f(-u-) for short — is a
fixed €B. If such a coefficient is €B* (as it must be, for instance, when
all u,; are €B*, because of conservation) we substitute the S-expression

Fo i) =0y (&) (valid for all &eR).

If f(- p-)¢B* then, since f is conservative, at least one of the u; is not in
B* — say u,¢B*. In this case we substitute the S-expression

F(- 1) =04y (En) (valid for all &,¢23*).

Via these substitutions and condition (4°), the right of (9.1) becomes an
S-expression ¥(&,,&,, ..., &, ...,&,). From the last part of (iii) (Definition
8.4) it is seen that for any uy, s, ..., #,€3,

O (1) 1f f(-pm-)eB*
Or(uy () 1 f(-p-) € B*

But in either eventuality, these latter are both f(y,, ..., #,), and the Lemma
is proved.

The proof of “‘sufficiency’’ in Theorem 9.1 is an immediate corollary of
the foregoing Lemma, and Theorem 9.1 is established.

s pras oo i) =¥Ppy, .., ) = {

7) For definiteness, in (9.1) we assume all ‘‘x-products” and also all “T-sums’
associated from left to right. However, because of the special role of 0 and 1, it is readily
seen that any other association leads to the same result.
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From the proof above one readily has the further

Theorem 9.5. If an algebra ¥ satisfies the conditions (1°)—(5°) of Theo-
rem 9.1 with a particular [0,1, X, T] — or alternatively with a particular
(0,1, X, 7, 7] — and a particular 2y (in (5°)), then B satisfies (1°)—(5°) with
any choice of coupling (respectively frame) and any choice of Ay (A, B*).

This may be put negatively as

Theorem 9.5.1. If an algebra R fails to satisfy (1°)—(5°) for a particular
coupling (or frame) and a particular choice of A, (4 B*), then B is not a regular
subprimal.

It is further noted: In a regular suprimal, ¥, any coupling (or frame)
in the core may be continued in at least one way to a coupling (or frame)
in B. And of course conversely, any coupling in  is automatically a coupling
in B*.

Finally since Theorem 9.1 is a characterization, from the conservation
condition one has

Theorem 9.6. If B satisfies (1°)—(5°) of Theorem 9.1, then for each Aé¢B*
and for each integer n=1 there exists an expression g,(&, ..., &,)=2A (for ail
&, ..., E,€8, not all of which are ¢ B*).

10. Characterization of singular subprimals

Theorem 10.1. Let B (of species S) be an algebra. The following are
necessary and sufficient conditions for B to be a singular subprimal.

(1°) B is a finste algebra of at least two elements.

o

B possesses a one-element subalgebra B* and no other subalgebra.

o

(2°)
(3°) B possesses a singular coupling [0, X, T;1,17].
(4°)

For each pcB* the characteristic function 9,(E) is expressible:

5,(8) :{1 if E=p

i (for all EcB; for each fixed uqB*).
0 if &Fu !

(5°) There exists a Ayt X* which is ex-expressible: g, (£) =4,
(for all £¢V*).
Proof. Necessity. If % is a singular subprimal and if its (one-element)

core is written: ¥*={0}=0, then the satisfaction of (1°)—(5°) follows from
conservation considerations, as in the previous case. We omit the details.

Sufficiency. Suppose ¥ is an algebra satisfying (1°)—(5°). We shall
show % to be a singular subprimal. Similarly to the proof of Lemma 9.2
we readily have

Lemma 10.2. B* is the centroid of B — write V* :{0} =0; 0 s expressible
and no other element of R is expressible. Each A==0 is ex-expressible.
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Lemma 10.3. Let u==0 and let
1 if £=0 and n=u

i o, (&) =def =
( ) ou (&) {o otherwise in B.

Then 6y, (&, m) is expressible.
Proof. Consider

(10.2) 00, (§, ) = def =06, () X [01-(6) T8, (n)].

Employing Lemma 8.5 and (10.2) and recalling that ®(0)=0 for any ex-
pression @(&) (since 0 is a subalgebra), it is readily verified that (10.2) has
the desired property (10.1).

Lemma 10.4. Let =0, v==0 and let

1 if E=p and n=v
96 =
Then 6,,(&, n) is expressible.
Proof. Using property (4°) of Theorem 10.1 it is verified that

04 (€ 1) = 0,(§) X 0, (n) .

Lemma 10.5. If u;, s, ..., p,, (m=1) are any given elements of B such
that not all u; are 0, then

6#1#,-..;:,"(51"52: sieyEg) =def = {

1S expressible.
Proof. For m =1 this follows ((4°) of Theorem 10.1). For m >1 we note

6!‘1!‘:!‘:-"[4:'1 (51’ 52' 53’ ceee 5"') = 6":!‘1!‘:»--/‘1»(62’ 51’ 53’ e E"‘)

and similarly for any permutation of the indices u; with a corresponding
permutation of the indices £;. So it clearly suffices to prove the Lemma
under the assumption that u, +0. But for u, =40 we readily verify the
identity in B,

6;41[1,.../1";(51: 52’ iy Sm) = 6;4“4,,.(51’ Em) X 6,".!11;: (52’ Em) X e X 6ﬂm—1m(£m—l: Sm) .

Each of the ““factors” on the right is expressible, by Lemma 10.4 or else
by Lemma 10.3, and the proof is complete?).

0 otherwise.

1 df Ei=u; (i=1,...,m)

0 otherwise in B

Lemma 10.6 (Normal representation). If f(&, ..., &,) s any conservative
map 1n B, f is expressible, in the ‘‘normal form”

T
(10.3) T bn) =2 F s s ) Oy €1, €20 -1 £

T
where in the T-sum ), the u; independently run through all elements of B and
where the right side becomes an S-expression as indicated below.

8) Here, and again in Lemma 10.6, the same remarks on association apply as in the
footnote to Lemma 9.4.
Mathematische Zeitschrift. Bd. 83 12
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Proof. Because f(0,0,...,0)=0 (by conservation) and because 0Txn=
nTO=»n, we may omit the term u;=p,=---=u,=0. In any other term,

f(:ull ""lum) 6[11...;4,"(51: L Em)’
at least one of the u;=0, say u;,==0. Then 6, . (&1, ..., &) 1S to be
replaced by a corresponding expression via Lemma 10.5. The coefficient
flity, -+, ty) is € B (and in particular may be 0). We replace f (i, .-, tas -+ -5 fon)
by 01(u,,...,um (6) Via Lemma 10.2. Thus our term becomes

f(lul' 8® nu’m) é/t,...,u,,,(&l» ve sy Em) = Of (s, tm) (Eh) X 6;41,...,;4".(‘51’ Q) Em) .
For all argument insertions for the &;, the right is 0 except when &,=u;
(1=1,...,m),in which case we have ;. ..., 4. (). Since u;=F0 this is simply
fluy, - i), by Lemma 10.2.
In the above manner the entire right of (10.3) is replaced by an S-expression
which is seen to globally express f(&, ..., &,). This proves Lemma 10.6 and
with it also Theorem 10.1.

11. Special classes of singular subprimals; double groups, fields

Definition 11.1. A finite algebra &= (G, +, X), of species (2.2), is called a
“double group’’, of order n (n=2) if (1°) (G, +) is the cyclic group of order »:
(write 0 for the identity of +, let ¢ be a fixed generator of (G, +) and let
G' denote G with 0 deleted), (2°) (G', X) is any fixed group of order n —1
and having e as its identity, (3°) 0x&=£Xx0=0 for all £¢G.

Theorem 11.1. A double group is a singular subprimal.

Proof. Clearly 0 is the core (= centroid) of ® since 0 is expressible
—0=né=E+&+ --- +& — and moreover {0} is the only subalgebra since:
for ac®, a==0 it follows that « generates &, since o 1=¢ and e generates &.
Secondly, there exists an element of &, — namely ¢ — which is ex-expressible:

e)=¢8"=e (£0).
From this it follows that each a==0 is ex-expressible,
et+e=a,, etete=uag,...
2, (§)=e.(6) +e. (), ete.
Again, [0, +, X ; e, —e] is obviously a singular coupling in ®. Finally for

each u=0, 6,(&) is expressible (and hence a-fortiori ex-expressible), as is
easily verified:
8. (8)={(6 — 0s, () (£ — 05, (8)) --- (6 — Caun (EN)}"
6«. (E) = 6: (E S Qon—1 (E))
8y, () =0, (6 + Guns (€))
An application of Theorem 10.1 then completes Theorem 11.1.
From Theorem 11.1 and 8.2 we have the

Corollary 11.2. (E,, +, X), the prime field of characteristic p, is a singular
subprimal, and (F,, +, X, 1) is primal.
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We have seen (Theorem 3.4) that a semi-primal algebra — and a-fortiors
a subprimal — is necessarily functionally complete. The failure of the con-
verse is related to the above corollary by

Theorem 11.3. For k>1 the finite field (Bge, +, X) — and even
(Bpr, +, X, 1) — though functionally complete, is not semi-primal.

Proof. It is obviously sufficient to argue the second case. The functional
completeness follows from the well known result: (B, 4+, X, @) is primal
if @ is a fixed generator. Again, if £>>1 and if @ is a generator, there exists
a O,cEy, where 0, is a conjugate of @ (@=6,). Thus (Ex, +, X, 1) has
a non-identical automorphism, in which ®—@,. By Theorem 3.3 it follows
that (F, +, X, 1) is not semi-primal.

We consider next a certain “hybrid”’ algebra — involving both a group
and also the ““min’’ operation typical of Post-algebras.

Theorem 11.4. Let p be a prime and let
Sbf’:(HPl +y >.<)
be the algebra of p elements 0,1, ..., p —1 in which & +n is ordinary addition
mod p, and & Xn=min (&, n) in the ordering
0,2,%...,0—1,1.
Then $, is a singular subprimal.
Proof. Tt is easily checked that {0} = centroid = core. Also the element 2
is ex-expressible — and hence each p==0 is ex-expressible,
0 (§)=EX2EX3EX - X (p—1)E& (26=&+E, etc.).
This is clear since for each fixed &,==0 the factors in g, (&) run through all
residues, mod p, except 0. Also [0, X, +;1, —1] is a singular coupling.
Finally for each =0, d,(&) is expressible (for all £c9,):
02(8) =[x 0s(£) + 0p—3(€)] + 02 ([EX 0s(&) + 9;0—3(5)])'
Here for £=2, the [ ] in d,(&) reduces to p —1 and g, (p —1) =2, s0 6,(2) =
And for =2, [ ] reduces to 0 and g,(0)=0, so 8,(£)=0. We further have
61 (E) == (E + 0 (5))
=0, (E +os( )
p 2(5 62(5+Q4(5)

On appealing to Theorem 10.1 the proof is complete.

For » arbitrary, related to Theorem 11.4 we have

Theorem 11.5. Let n be an arbitrary integer (n=2) and let (H,, +, %,")
be the algebra of n elements 0,1,...,n—1 where &-+n=addition mod #,
EXn=min (£, n) in the ordering 0,2,3,...,n—1,1 and £":0" =0, 1" =2,
2"=3,...,(n—1)"=1. Then (H,, +, X,") is a singular subprimal.

The proof is similar to that of Theorem 11.4 and will be omitted.
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12. A class of regular subprimals, with Post-core

’

For each integer #n (n=2) we recall the ‘“‘basic-Post-algebra (order #)
(see [2], [3]):
Z,=(B, x,"); B=0,8, 5, Bus - P2 fr, 1

in which £x#n=min(£,#) in the above ordering, and &7:07 =1, 17 =4,
By =Ps, .-, Bu—a=0. It is well known that &, is primal. For n=2, %, is
isomorphic with the 2-element Boolean algebra.

In the following theorem we exhibit a class of subprimals “‘over” £,.

Theorem 12.1. Let the basic- Post-algebra #,=PF,: 0,8, _9,Bn—3,---» B2, P11
be given, let k be an integer (k=1) and let

P = (P %, ")
be the algebra of species (2.1) and order n—+ k, where
(12.1) P'=0,B, 2,8u-3: B2 Brs A1, Ay oy Bgn, Aes 1

and where: £ X0, E” are taken as in P, whenever &, are both in P, and where
otherwise:

A=Ay, A =hg; o5y =ds by =y (5,7 =1,2,..., k)
AiAi(= A X 4) = dningjy o 1T
=1
A;& =& A; = arbitrarily defined in P’ in all other cases, except
AX0=0xXA4=01x4=4X1=A4,.

Then P, is a subprimal algebra with core = 2,,.

Proof. Since 2, is primal, for each fc2,, d4(&) is expressible for all £€Z,,
and in particular dy() is so expressible. We lean on this to show:

1 if —
(12.1) for each uc?, 6,/() is expressible (Eeg”; 8, (&) = { it £ ‘,u )
0 otherwise

Here we readily verify the validity of the identities:
H(E =00(E):  HEO=8E):  HE=HED); .
6:11;(5) == (5 Xfm XEA’X sreis xf”n—l)zx [5(55,‘)]’\ o
6;.;-—1(5) :6;*(5”); 5;*_2(5) __:é;*(gr\a); o

It is also clear that 2, is the only subalgebra of £, , and that 2, is indeed
the centroid. Thus for f¢Z, we easily check:

0= 00 (&) =0 (£) 01 (&)

)
Bi=0p,(8)= (0o (&))™* (for all £cZ').
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Further, 4, 4,, ..., 4, are ex-expressible:

M=03, (E)=EXE" X .- XE*
Ay=03,()=(03,(8))"  (for £42,).

Finally we note that [0,1, X, "] is a frame in %, ;. From the above the
Theorem follows on application of Theorem 9.1.

13. Implication tree

We conclude with a tree partially diagramming various concepts con-
sidered in the foregoing. (X below and connected with Y signifies X implies Y.)

£

o’ Y
Fig. 1

0 primal; 0" subprimal; @ no subalgebra; & essentially no subalgebra;
A’ semi-primal; A categorical; B semi-categorical; C functionally complete;
D no automorphism; E simple.
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The Jacobi identity in groups

By
SEYMOUR BACHMUTH and JACQUES LEWIN *

1. Introduction

Let M be the free metabelian group on # free generators x,, %,, ..., %,,.
Then denoting commutators by square brackets and conjugation by expo-
nentiation, a convenient set of generators for the commutator subgroup M’
of M is given by all commutators of the form

(1) L5, 2

where ¢<j and the %;s are arbitrary integers. Although this set is not a
free set of generators for M’, recently BACcHMUTH [I] has shown that modulo
the Jacobi law

(2) [ 9, 2][y, 2, ][z, % y]=1, ([ 3 2]=[[%y] 2])

the set (1) is a free set. That is, any non-trivial relation among the elements
of (1) is a product of transforms of the Jacobi product. This result indicates
that the Jacobi identity is a basic identity for metabelian groups and moti-
vates the following question. What is the variety of groups defined by the
Jacobi law? It is well known that this variety cannot be the metabelian
variety since B. H. NEUMANN [2] has shown that the metabelian variety
cannot be defined by a law involving less than four variables. However, we
shall prove

Theorem 1. The wvariety of groups which satisfy the Jacobi identity co-
incides with the variety ¢ of groups whose 3-generator subgroups are metabelian.

It is perhaps worthwhile to remark that an examination of our proof
shows that the Jacobi law is equivalent to the law

[[x ¥), [%, 2]] =1.

This variety # has been studied by MAcpONALD [3]. A slight extension
of one of his theorems gives the following:

Let J be the free group of rank # in the variety # and let M be the free
metabelian group of rank #.

Theorem 2. [J/]"=M and ]J'" is tn the center of J. Moreover, J" is of
exponent 2 and order 2C%.

* Both authors were supported by a National Science Foundation grant GP-27.
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Here, as usual, /'’ denotes the second commutator subgroup of J and
C#% is the binomial coefficient, where it is understood that C3=0 if n<4.

Our explicit knowledge of the center of J enables us to prove

Theorem 3. Every free group in the variety § is residually a finite 2-group.
The same techniques enable us to prove

Theorem 4. The free groups of the variety [x, y]2=1 are residually finite
2-groups.

We prove Theorem 1 in Section 3. Theorems 2, 3, and 4 are proved in
Section 4.

2. Notation and preliminaries

We will use the notation x<>y to mean that x commutes with y when x
and y denote elements in a group G. Similarly if 4 and B are sets of elements
of G, then 4« B means every element in A commutes with every element
in B. % will denote the normal closure of x in G. [%, y] denotes x1yxy
and x” denotes ylxy. Also we will write [x, y, z] for [[«, ¥], z].

If H and K are subgroups of G, then the subgroup generated by the
commutators [k, k] for all ke H and k€K is denoted by [H, K]. The terms
G, of the lower central series of G are defined inductively by

Glz G ’ Gn: [G’ Gn—l] .

The second commutator subgroup of G is defined by G" =[G’, G'].
The following standard commutator identities will be used:

(2.1) { [xy, 2] =[#, 2[5, 2]
[%, y2]=[x 2] [* y]"

In addition we will use the following obvious fact:
(2.2) If an element commutes with a product of two elements and also
commutes with one of the factors, then it commutes with the other factor.

Let P be a property pertaining to groups. Then G is said to be residually
a P-group if for every x€G, x==1, there exists a group H, with the property
P and an epimorphism ¢: G—H, such that x@=1.

3. Proof of Theorem 1

Let G be a group generated by elements a, b, ¢ and such that the Jacobi
law holds in G. We must show that G’«<>G’. Now G’ is generated by the
set of elements B consisting of [, ¥]%, [, 1%, and [d’, ¢]*" for arbitrary
integers 4, §, k. Theorem 1 is proved by means of the following three lemmas,

Lemma 1. [a, b]<> B, [a, c]< B, [b, c]«> B implies that GG,
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Proof. Since B generates G’, it follows immediately that [a, b]<G’,
[a, c]<>G’, and that [b, c]<>~G’. Since G’ is normal in G, conjugation by
an element x¢G induces an automorphism of G’. Hence

[a, b]*« (G)*=G".

Thus [, b]<> G’ and likewise [a, c]<>G’ and [b, ¢c]<>G’. But G’ is generated
by [a, b], [a. c], and [b, ¢]. This proves lemma 1.

To prove the theorem we will only prove that [b,¢]<>B. The other
relations in lemma 1 follow by symmetry. First we prove

Lemma 2. [z, u]< [u, x][%, 2] for any elements x, u, z in G.
Proof. A straightforward computation shows that for x, y, 2¢€G,

[%, 3, 21 [ 2 %] [z, %, y]=[[z x7y7]"7, [y, %] [z, *]']
and hence by our hypothesis that the Jacobi identity is valid in G,
(3-1) [z a7y Yo [y, 2] [z 2]
for any elements %, y, zin G. (3.1) may be rewritten as

[z, £y 1]*7 <> ([, 7] [27, 2])*”
or equivalently

(3.2) [z, 1y e [y 2] [x7L, 2].
By letting w=x"1y and using (2.1), (3.2) can be rewritten as
(3-3) [z, u] < [u, x7] [27, 2]

where ¥, %, z are still arbitrary elements in G. Hence by relabeling the letters
in (3.3), lemma 2 is established.

Lemma 3. [b,c] < B.
Proof. By lemma 2, we have

(3.4) [b, c]<> [c, a][a, b].

Since (3.4) holds for arbitrary elements of G, replace b by ¢"b and use (2.1)
to expand the resulting commutators. Then (3.4) becomes

(3.5) (8, c]<>[c, a][a, b][a, "’
This together with (3.4) and (2.2) yields
(3.6) [6, c]<> [a, "]

Since 4 is arbitrary, we may replace (3.6) by

(3.7) [b, c]<> [d/, "]
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Now replace b by ~1. Then (3.7) becomes
(3.8) [0 - b1, c]<> [, c* 7"
Expanding the left hand side of (3.8) and using (2.2) after noticing that
[, )" <> ([, ") =[dl, "

yields
(3-9) (67, c]< [@, 7
Since b is arbitrary and m is any integer, we finally conclude that
(3.10) [b, c]<> [d/, )"
for arbitrary integers 7, n, 7.

Now interchanging & and ¢ in (3.10) yields

[b, ] <> [d, B"]"

and therefore, for arbitrary 7, n, 7
(3.11) [b, c]<> [, b"]".

Note that in (3.10) and (3.11), @’ may be replaced by an arbitrary element
of G. In particular, taking »=0, we may conclude that

(3.12) [, c]< 0", x], x2€G.

To conclude the proof of lemma 3, we need only show
(3.13) [0, c]<> [, ")
Using (2.1), the right hand side of (3.13) can be written as

(¥, " =[a", b [, c*a"].
Now
[b, c]< [, b']
by (3.11) and
[b, c]<> [V, c"a’]

by (3.12). This establishes (3.13) and completes the proof of lemma 3 and
hence of theorem 1.

4. The free groups of ¢

Our investigation is based upon the following fundamental result due to
I. D. MacDONALD [3]: Let Ge¢ #. Then G is of exponent 2, and is contained
in the center of G. Furthermore, [G;, Go]=1.

For the remainder of this paper, J denotes the free group of rank # in ¢.
Since J/J" is free metabelian, it is clear that J" is exactly the center of J.
With these facts in mind, we set about proving theorem 2.
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Let A be a subset of J. We say that [[ay, 5], [43, a,]] is a “double
commutator on A’ whenever the ;s belong to 4. Let S={x,, x,, ..., %,}
be a set of free generators for J. Let S;, i =1, 2, ..., C} be the distinct sub-
sets of S that consist of four elements, and let C; be the set of double com-
mutators on S;.

We first observe that for arbitrary w,, w,cJ
[[xi: "f]w': E7S xl]w'] = [[xi- Xis w] [%;, x,-], (%5, %] [%> %1, wz]]-

Since J; is in the center of J,, it follows that

(4.1) ([, 2,07, [, %)) = [[%:, %), (%, 2]
Now it is well known (P. HALL [4]) that the set of elements
[[%, %1, (%, %,]™], X;» %j, Xy, HES, Wy, We€ ]
generate /. Hence by (4.1) the C, generate J''. Therefore to prove theorem 2,
we need only show
(a) each C; consists of a single element ¢;, and

(b) the ¢;'s generate their direct product.

To prove (a), we first note that since J'’ is of exponent 2 and J" is in the
center of J,

(4.2) (%, %1%, [, 20)%]% = [ (%, %;]% [%2, %,]%] g==+1.

Let S,={x, v,z w}. By virtue of (4.2) and the fact that [, v]={v, u],
the proof of (a) reduces to showing that

(43) [[%, ¥], [z w]]=[[x, 2], [y, w]]=[[x, ], [ ¥]].

From the fact that the 3-generator subgroups of J are metabelian, and "’
is contained in the center of J, we have

1=[[x, yz], [y2 »]]
=[x, 2][x, y1[x, 3, 2], [y, @] [y, w, 2] [z, ]
=[[x 21, [y, w]] [[%, ], [ w]].

[[% ¥], [z w]]=[[x, 2], [y, »]]

since J” is of exponent 2. The second identity in (4.3) is proved in a similar
manner and thus (a) is proved.

Before proving (b) we need the following observation. Let H be the
free # group on 4 generators a, b, c,d. Then H"={1,[[a, b], [¢,d]]}. H"
is not trivial since B. H. NEUMANN [] constructed a finite 4 generator 2-group
T that belongs to #, but such that T is not metabelian.

Thus
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To prove (b), let x¢ J' and assume

(44) x:Cil Ciz... C;

m?

4G <ig< - <1, m=Cp.

Let N be the normal subgroup generated by the set K=S—3S,;. Clearly
JIN=H. Let » be the natural epimorphism »: J—H. Then S; v={a, b, ¢, d}
and Kv={1}. Since K~ S;=@ for j>1, it follows that

c-v:{ [[a, 8], [c,d]] if j=1
% 1 if j=1
and hence x v={[[a, b], [¢c, d]]=1. Hence x==1. This shows that every element
of J can be expressed uniquely in the form (4.4). Since the ¢;’s generate
J'" and J” is of exponent 2, it is clear that any element x€ J’’ can be expressed
in the form (4.4). This proves (b) and hence theorem 2.

We can now easily obtain our last results.

Theorem 3. [ is residually a finite 2-group.

We first prove the theorem for H. Let xcH, x==1. If x=[[a, b], [¢, d]],
then since T is a factor group of H, there exists an epimorphism ¢:H—T.
Since T is not metabelian, x@==1. If x#[[a, b], [e, d]], let uw:H—~>H[H"
be the natural homomorphism. Then by our above results, x¢ H" and there-
fore xu==1. Since HJ/H'"=M, the free metabelian group on 4 generators,
and since M is residually a finite 2-group (GRUENBERG [§]), we conclude
that H is residually a finite 2-group.

Now let xeJ, x==1. If xc]J", then
=G4 venCiys 184, <t < -+ <1, S CY

and, as in the proof of (b) above, there exists an epimorphism »: J —H such
that xv==1. If x¢J"”, let u:J—J/J" be the natural epimorphism. Then
xpu==1. Since J/]J""=M, the free metabelian group on % generators, and
since M and H are both residually a finite 2-group, the proof is complete.

Let ¥ be the variety defined by [«, y]2=1. Then MacpDoNALD [3] has
shown that 7~ is a subvariety of ¢ and that the group 7 mentioned above
isin 7. Let V be the ¥ free group of rank ». Then it follows from the same
arguments used to prove Theorem 2 that V'’ is canonically isomorphic to J"'.
Let F be the absolutely free group of rank #. Then, it is clear that V/V"'=
F/(F")2. G. BAUMSLAG [7] has shown that F/(F’)?is residually a finite 2-group.
Now, an exact replica of the proof of Theorem 3 replacing J by V and M
by F/(F’)2 shows that V is residually a finite 2-group. Thus we have proved
Theorem 4.

Of course, if #»>3, then J and V contain elements of order 2 and hence
cannot be residually a finite p-group for any prime p==2.

It may be worth noting that since M and F/(F’)?* are both residually
2 generator groups (G.BaumsLaG, B. H. NEuMANN, H. NEUMANN, and P.
NEUMANN [6]), we have also shown that J and V are residually 4 generator
groups.
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