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Uber einige Klassen
meromorpher schlichter Funktionen
Von
CHRISTIAN POMMERENKE

Sei
He) =2+ g+ ay gt -

eine in |z|>1 meromorphe schlichte Funktion. Wenn es eine sternférmige
Funktion g(z) =€"fz+4by+b,z1+-.- gibt, so daB Re [2f'(2)/g(2)]>0 fiir
2] >1 ist, so soll f(z) nahezu konvex in |z|>1 heiBen*). Fiir in |¢| < 1 regulire
schlichte Funktionen ist der Begriff nahezu konvex von KapLAN [5] einge-
fithrt worden.
Es wird zuerst eine Charakterisierung der nahezu konvexen Funktionen
gegeben (Satz 1). Fiir jede schlichte nahezu konvexe Funktion wird dann
la,| < 21/5

¥

gezeigt (Satz 2), wihrend fiir nicht-schlichte nahezu konvexe Funktionen
| @,| <21%7! bewiesen wird (Satz 3). Fiir die Linge L(#) des Bildes von |z| =7gilt

L(r)=0 (log 1 )

1—y1

(Satz 8), und es ist |arg f'(z)| <3 x/2 (Satz 7).
Die sternformigen Funktionen bilden die wichtigste Unterklasse der nahe-
zu konvexen Funktionen. Wenn f(z) sternférmig ist, so gilt (Satz 4)

|a,| =2/(n+1).
Dies wurde zuerst von CLUNIE [2] fiir den Fall a,=0 bewiesen. Man kann

aber Clunies Methode ohne weiteres auf den allgemeinen Fall iibertragen.

Es gilt :
S &l lim na,=0,
7—> 00

wenn die monotone Funktion arg f (¢*%) absolut stetig ist. Weiter werden die (stern-
o]
f6rmigen) Funktionen f(2) =2+ a,274 --- untersucht, fiir die X} |a,| <1 ist.
Fiir jede in |z|>1 konvexe Funktion wird !
fle) = flz) _ 4
%y

— 2

< 1

= aznl

(lzo] > 1, |25] > 1)

bewiesen (Satz 5). Insbesondere ist Re f'(2)>0. Satz6 gibt eine gewisse
Verallgemeinerung dieser Aussage auf beliebige meromorphe schlichte Funk-
tionen. Weiter wird gezeigt, daB L(r) fiir konvexe Funktionen kleiner oder

*) Zusatz bei der Korvektur. Inzwischen ist eine Arbeit von LiBERA und ROBERTSON

[Meromorphic close-to-convex functions. Michigan Math. J. 8 167—175 (1961)] er-
schienen, in der dieselbe Definition gegeben und ebenfalls Satz 1 und 2 bewiesen wird.
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gleich dem Umfang der Ellipse mit den Halbachsen 747! und » —#1 ist
(Satz 9). Fiir =1 ergibt sich ein neuer Beweis fiir die von PoéLyA und
SCHIFFER [9] stammende Ungleichung L(1)=<38.

SchlieBlich wird noch
2n .
f |f(e“’)| dd < 8,04
0

bewiesen, wobei f(z) eine beliebige meromorphe schlichte Funktion mit a,=0
und f(2) =0 ist.
1. Nahezu konvexe Funktionen

Eine in |{ | <1 regulire Funktion ¢ ({) ={ +a,(?+ - - - heiBt nach KAPLAN [§]
nahezu konvex, wenn es eine in |{|<1 konvexe Funktion y ({) =y, + - gibt,
so daf3

() Re ¢'(€)/x'(€) >0

in |{| <1 gilt. Jede nahezu konvexe Funktion ist schlicht. Da die Funktion
y()=Cx'(0) genau dann sternférmig ist, wenn y({) konvex ist, kann man
Bedingung (1) auch schreiben in der Form

@) Rel ¢'(€)/y(€) > 0.

Diese Definition soll nun auf meromorphe schlichte Funktionen tibertragen
werden, die in |z|>1 definiert sind. Eine in |2|>1 meromorphe schlichte
Funktion

fz)=z24ay+a, 2714 ---

soll nahezu konvex in |z| >1 heiBen?), wenn es eine in |z| > 1 bez. 0 sternférmige
Funktion

gi) =it bt bt (—Z<p<)
gibt, so daB
(3) Re[z2f'(2)/g(:)] >0
fiir |z|>1 ist. Dabei heiBt g(z) in |z|>1 sternformig bez. 0, wenn |z|>1
durch w=g(2) konform und schlicht auf ein Gebiet abgebildet wird, dessen
Komplement beziiglich des Punktes 0 sternférmig ist. Bekanntlich ist ein

in 1 <|z| < oo regulire Funktion der Form g(z) =¢"?z+-- genau dann schlicht
und sternformig, wenn

(4) Rezg'(z)/g(z) >0
in |z|>1 ist.

BEMERKUNGEN. 1. Wihrend fiir nahezu konvexe Funktionen in || <1 die
Schlichtheit bereits aus Bedingung (1) oder (2) folgt, ergibt sich aus Bedingung
(3) nicht, daB f(z) schlicht ist. Vielmehr muB die Schlichtheit ausdriicklich
vorausgesetzt werden. Denn die durch

@) =(— 24yt =1—2024

1) Entsprechend definiert man natiirlich nahezu konvex in |z| > R.
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definierte Funktion f,(2) =24-2271+ .. ist reguldr in 1<|z|<oo und erfiillt
(3) (mit g(2)=z), ist aber nicht schlicht, da der Koeffizient von 2! groBer
als 1 ist.
2. Man kann nicht Bedingung (3) durch die Bedingung ersetzen, daB
Ref'(2)/W'(2) >0

mit einer in |z|>1 konvexen Funktion %(z) gelten soll. Denn wenn sich
g(z)=e*24-by+ bzt 4. in der Form g(z)=zh'(z) darstellen lassen soll, so
muB b,=0 sein. Umgekehrt sicht man leicht, daB zu jeder in |z|>1 stern-
formigen Funktion g(z)=ez+4b,271+4-.. eine konvexe Funktion %(z) mit
g(2) =2zh'(2) existiert.

Jede sternformige Funktion ist nahezu konvex. Denn wenn f(z) stern-
férmig ist, so wihle man g(z) =f(z), und Bedingung (3) ist nach (4) erfiillt.
Daher ist auch jede konvexe Funktion nahezu konvex. Eine weitere Klasse
von nahezu konvexen Funktionen bilden die Funktionen, die konvex in
Richtung der imaginiren Achse sind. (Fiir |{|<1 wurden diese Funktionen
von ROBERTSON [12] betrachtet.) Das bedeutet, daB der Durchschnitt des
Komplementes des Bildgebietes mit jeder Geraden parallel zur imaginiren
Achse leer oder ein Segment ist. Man kann zeigen, daB man dann in (3)

iR, A=A s (A2 1
glr)=1ie b4 21c03—2 +ie z

wihlen kann, wo 4, und 2, gewisse reelle Zahlen sind.

Die nahezu konvexen Funktionen in |z|>1 koénnen ganz entsprechend
charakterisiert werden wie im Fall || <1 [5].

Sa1z1. Sei f(z)=z+ag+ayz'+--- meromorph und schlicht in |z|>1.
Genau dann st f(z) nahezu konvex, wenn fiir r>1 und 9, <9, gilt

arg[e'hf (v %)) — arg[¢% f (r &%) > — o,

BEWEIs. 1. Sei f(z) nahezu konvex. Nach Definition existiert eine stern-
formige Funktion g(z) mit

|arg[zf'(z)] — arg g (2)| < mv/2.
Da arg g(re'?) fiir festes #>>1 monoton mit ¢ wichst, folgt
arg[e'® f'(r ¢™)] — arg [ f'(r ¢%)] > arg g (v ¢™) — arg g (r €%) — 2> — .
2. Sei umgekehrt fiir p>1 und 9, <,

(5) arg[e™ f'(o &™)] — arg [ f (o €™)] > — .
Wenn man
. it g i _ T
(9, o) =maxarg[e”f(ge")] — 3
setzt, so wichst o ($}, 0) monoton mit ¢, und es gilt

o, 0) Z arg[¢* f' (e )] — 2.



266 CHRISTIAN POMMERENKE :

Wenn #* < so gewihlt wird, daB o (&,0) =arg[e'® f'(0e'?")] — = ist, so folgt
aus (5) 2

o(d,0) —arg[¢®f(ee'?)] < % .
Insgesamt gilt also

©) |0(0,¢) — arg [ (e < T .
Sei fiir |z|>p
+n
_ i 2+ geit .
g(z, g)—zexpﬁf z—g_ei_'(a(t’ o) —t)dt.

—n

Da ¢ (¢, p) —¢ die Periode 2z hat, ergibt sich (mit 7=¢—9) fir r>p

+n

X 2_ 2
argg(re’o,g):ﬁﬁ—;;f rz—z:gcogst—f—gz (o(r—i—ﬁ,g)——r——'ﬂ)d‘r
(7) o

+n

1 ri—¢ o(t+9 0)dr
2a ) r2—2vgcost + o? ’ ’
-z

Weil ¢ (¢, p) monoton in ¢ wichst, ist auch argg(re*®, o) monoton wachsend
in 9. Also ist g(z, p) sternférmig in |z|>p. Da o(r+, o) stetig in 7 ist,
ergibt sich aus (7) und (6)

lim |argg (re®, ) —argré® f'(ré)]| =| o (9, 0) —argloef (0] = =

r—>o+0
und also

zf'(2)
8) Re o =0 (Iz] = 0)-

Wenn g, eine passend gewihlte Folge ist, fiir die g,>1 und g,—1 gilt,
so konvergiert z7'g(z p,) in |z|=7 fiir jedes feste r>1 gleichmaBig gegen
eine Funktion z71g(z), und g(z) hat die Form e#z+4by+b,z7+--- und ist
sternformig in |z|>1. Aus (8) folgt

Rezf'(2)/g(2) = 0

fiir |z| >1, und das Gleichheitszeichen kann fiir irgend ein z nur stehen, wenn
2f'(2)/g (z) konstant ist. Dann ist zf'(z) sternférmig und f(z) konvex, also
nahezu konvex.

Aus Satz 1 kann man eine geometrische Charakterisierung der nahezu
konvexen Funktionen erhalten. Sei

C={w(@): 0=t<2n}

mit w ({-+2x) =w (¢) eine positiv orientierte einfach geschlossene glatte Kurve,
und sei @(¢) der Winkel, den die duBere Normale in w (f) mit der positiv-reellen
Achse bildet. Wenn fiir ¢ <, immer O(t,) —O(t,) = — = gilt, so soll € nahezu
konvex heiBen.
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FOLGERUNG 1. Sei f(2) =z+--- meromorph und schlicht in |z|>1. Genau
dann ist f(z) nahezu konvex, wenn alle Bildkurven G (v) von |z| =7 (r>1) nahezu
konvex sind.

Die Behauptung ergibt sich sofort aus Satz 1, da die duBere Normale in
f(re'®) an €(r) den Winkel arg[¢®f (re'®)] hat.

FOLGERUNG 2. Sei € eine einfach geschlossene glatte Kurve. Seien @ ()
und f(z)=z+--- schlichte Funktionen, die |{|<1 bzw. |z| >1 konform auf das
Innengebiet bzw. das AuPengebiet von € abbilden. Dann sind G, ¢ (L) und f(2)
immer gleichzeitig nahezu konvex oder micht.

Bewkrs. Da € eine glatte Kurve ist, so sind arg ¢'({) und arg f'(z) sogar
noch in |{|<1 bzw. |z|=1 stetig [4, S.372]. Nach Satz1 ist daher f(z)
genau dann nahezu konvex, wenn dies fiir € gilt, und aus einem Satz von
KarLAN [5, S.177] folgt, daB € und ¢ () gleichzeitig nahezu konvex sind
oder nicht.

Lewanpowski [8] hat folgenden interessanten Satz ausgesprochen: Eine in
IC | <1 reguldre schlichte Funktion ist genau dann nahezu konvex, wenn das
Bildgebiet linear erreichbar ist, d.h. das Komplement des Bildgebietes liBt
sich darstellen als Vereinigung von abgeschlossenen Halbgeraden, die keine
inneren Punkte gemeinsam haben. (Die Halbgeraden kénnen parallel sein,
und der Endpunkt einer Halbgeraden kann einer anderen angehéren.)

Es ist sehr wahrscheinlich, daB folgendes Analogon gilt: Sei f(z)=z+ -
in |2| >1 meromorph und schlicht. Genau dann ist f(z) nahezu konvex, wenn
das Bildgebiet & von |z|>1 sich als Vereinigung des Punktes oo und einer
Familie offener punktfremder Halbgeraden darstellen liBt. Wenn der Rand
von @ eine glatte Kurve ist, so ergibt sich dies iibrigens sofort aus Folgerung 2
und dem Satz von Lewandowski.

SchlieBlich soll noch eine Abschitzung fiir die ,,Nahezu-Konvexitits-
Schranke* gegeben werden: _

Wenn f(z)=z+--- meromorph und schlicht in |z|>1 ist, dann ist f(2)
nahezu konvex in |z|>(1—e %) "t 1,124,

Bewers. Fir |z|>1 gilt [4, S. 112]

|log £'(2)| < log -——

1— a2
fiir |2|>r,=(1—e "*)~% also |arg f'(z)|<m/2. Daher ist Ref(z)>0 fiir
|2| >7,, und f(z) erfiillt (3) mit g(z) ==

2. Koeffizientenabschitzungen
Sei

f@)=z+2a,27"

eine in |z|>1 meromorphe schlichte Funktion. Nach dem Flichensatz ist
a,=o0(n4). CLUNIE [1] hat andererseits gezeigt, daB es eine Funktion gibt,
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deren Koeffizienten |a,|>»"*" fiir unendlich viele » erfiillen. Wenn da-
gegen f(z) nahezu konvex ist, so gilt |a,,]<2[/§n‘1. Um diese Abschitzung
zu beweisen, soll erst ein Hilfssatz hergeleitet werden, der auf einer Methode
von CLUNIE [2] beruht.

HILFSSATZ 1. Seien [(2)=z+ > a,z " und g(2)=e"Pz-++ X b, 2" vegulir in
1<|z|<oo. Fiir |z|>1 gelte ~ "=° n=0

Re zf'(2)/g(2) > 0.
Dann ist fiilr n=0

n—1
|na,+ e *b,|2< 4cos?B — 4cos B - 2 vRea,b,.
r=1

BeEweis. Wegen Re zf'(2)/g(2)>0 und zf(z)=24--, g(2) =Pz 4. ist

_zf()fgls) — B
@) =2 pe ) +

reguldr in |z| >1 und erfiillt |G ()| =<1. Man erhilt
2f'(2) — e P g(2) = (f'(2) + €P 22 g(2)) G (2),

also

y=0

— io: wa,+e b))z = [(1 40y 4 % (—va,+€Pb) 2 ("+1)} G(2).
»=0

Fiir n=0 ergibt sich daher

- Z (1, a, + e—iﬁ bv) 277 — Z ('V a, + e—iﬁ bv) £ = Z (_ va, 4 giﬁ bv) Z_(v+1) G(Z)
=0 rv=n+1 y=n

n—1
=[(14 ) + X (—va,+¢#b) 2 "V G(2).
»=0

Da die letzten beiden Summen auf der linken Seite nur Potenzen z~* mit

k=mn-1 enthalten, folgt fiir r>1

Ylva,+e*Be,2r 2

y=0

.1 2n o . Y ‘ ' .
< [IGE e+ + 3 (—va,+¢75,) ()~ " ap.
»=0
0

Wegen |G (z)| =<1 ergibt sich fiir r—>1

” 3 X n—1 .
Zlva,+ e Ph2< 142+ X —va, + 78,2
=0 =0

also
1

|na,+e b, < 4cos?f — 2 i vRe[a,b, (¢ + ¢7F)]

0

n—1
= 4cos?f — 4cosf- Y vRea,b,.
»=0
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oo o0
Satz 2. Seien f(2)=z+ D, a,z7" und g(2)=¢ePz2+ Y b, 27" meromorph und
n=0 n=0
schlicht in |z|>1. Wenn Re zf'(2)[g (2) >0 fiir |z|>1 ist, so gilt fiir n=1
2)/2
Jon] < 212
und
|a,| < 2 (cos B+ cos?B)} + .
n nt

Diese Ungleichungen gelten also insbesondere, wenn f(z) nahezu konvex ist.
Beweis. Aus Hilfssatz 1 folgt
s

. 1 -—
n?|a,|*+ 2nRe[a,b,e?] +|b,|2 < 4cos?f — 4cosB- X ,v Re a, b,
v=0

also

n—1
n?*a,2<4+42v|a||b|+2n|a,]|d,|
v=0

n—1 n
=4+z§0]/v|a,| v b, +2§0Vv|a,,| Prlb-
oo
Da f(z) und g(z) schlicht sind, gilt nach dem Flichensatz }»|a,|?<1 und
o 1
2.7|b,|2<1. Daher ist nach der Schwarzschen Ungleichung
1

n—1 ”
nla,2<4+2(Tvla)2) +2(2|a )
v=0 =1
<442(1—nla,?)i+2

§6+(2_‘”|anlz)’
also

Pt lals 2o <2l

RETCEE =SYein -
Aus Hilfssatz 1 folgt ebenso
lan] < 1B+ (400528 + 4c05 Sl a, 8]
< |b,| + 2(cos?B + cos )3, -
und wegen §v|b,|2§1 ist |b,|<nt.

Nun soll gezeigt werden, daB unter einer zusitzlichen Voraussetzung fiir
eine nahezu konvexe Funktion sogar a,=o0(n") gilt. Man benétigt die fol-
genden beiden Hilfssdtze.

HivLrssatz 2. Unter den Voraussetzunmgen von Hilfssatz1 gilt, wenn
U(z) =Rezf'(2)/g(2) gesetzt wird, fiir r>1, n=0

2n
reum =t 2 [ en(Saipin—gecn)ao
0

Mathematische Zeitschrift. Bd. 78 18
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Beweis. Es werde

@) g S -k
) i = +k§1Ckz

gesetzt. Dann ist
oo . oo . Cacd
z2—Ykayz k= (e”’z +X0b z"’) (e"‘ﬂ + D¢ z_") :
k=1 k=0 k=1
also fiir n=0
n—1
—na,=ePc, + Db, ,+e b,
v=0

Aus (9) ergibt sich bekanntlich
) 2n
_ () iy ikD -
ck—?fU(re ) erPdy  (h=1),
0

so daB gilt

2n
; 1 [ . . . . n—1 ;
—na, — e—zﬁ b” — ;‘/ U(T 8'0) (etﬁ rn-f-l et(n+1)ﬂ+ Z b,, Y ew(n—v)ﬂ) dd
=0
0

2n
. . ”_1 .
= if U(re'®) 1" e (e”s e+ 3 b,(r e“’)_") ad
” =0
0

2n
= ';"f Ulr %) e (g (r %) —gﬂby (r e"")“") dd.
0
HiLFssATZ 3. Sei F(z) regulir in |z|>1 und ReF(z)>0. Dann existiert
(10) V(ﬁ):}i_)n} ImL’f(F(C) *F(w))f'ldi} + & Re F(oo)
fiir jedes . Die Funktion V() ist monoton wachsend, und es gilt
Fl2) =i Im F(o0) + ﬁf”jf_zf avi).

0

Bewers. Da ReF(z)>0 ist, existiert eine monoton wachsende Funktion
«(¢), so daB o
. 1 z + ¢it
(11) F(z) =i Im F(c0) -|-~Efmdoc(t)
0
ist. Dann ist

A= Re F(o) =217fdoc(t).

Mankann () so wahlen, da fiir jedes ¢ die Gleichung « () =4 (« (¢ — 0) +a (£-+0))
gilt, «(f) —¢ die Periode 27 hat und da8

2n

J(x@®) —Af)dt=0

0
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ist. Aus (11) folgt deshalb durch partielle Integration

2n X
f o)) erdl =1 [ 2 (a) - 2t)ar
also ” ’
ret? 2n
2 __
Iml [ o))" ldC] fyz_zy:os(f;_ 57 (@) — 1) at.
(1}

Fiir jedes 4 ergibt sich fiir » -1 40 als Grenzwerta () — 9. Also ist V() =a (1)
und monoton wachsend, und man kann in (11) «(f) durch V(#) ersetzen.

Satz 3. Sei f(2) —z+2a 27" regulir in 1<|z|<oo und g(z)=ePz+ -

mevomorph, schlicht und :f:O in |z|>1. Sei F(z)=2zf'(2)/g(2) und ReF(z)>0
Dann ist

|a,| < 21nL.

Wenn weiter die durch (10) erklirte monotone Funktion V(9) absolut stetig ist,
so gilt lim na,=0.
n—> 0o

BEMERKUNG. Es wird nicht vorausgesetzt, daB f(z) schlicht ist. Daher
zeigt der Satz, daB @,=O(n7) auch fiir nichtschlichte nahezu konvexe
Funktionen gilt, d.h. fiir Funktionen, die nur die Bedingung (3) erfiillen.

Beweis. Es ist U(z)=ReF(z) >0 und
2n
iﬂf Ulr %) d9 = 2U(o0) = 2cos f < 2.
0
Aus Hilfssatz 2 folgt daher

2n
(12)  n|a,|<|b,|+27" D] |5, T f U(re'?) g(r ') e“'"dﬁ‘.
v=n b

e}

Es werde &)= >v|b,|? gesetzt. Nach dem Flichensatz ist ¢,<1 und ¢,—>0.
vy=n

Die Schwarzsche Ungleichung liefert

or Systrr<on(Solnf(3 L)

(13) v=n v=n 1 _v:
§2£n(n(1 —7)) .
Da g(z) schlicht und =0 ist, gilt weiter |g(re'®)|<7+3.
Wegen |b,|<1, ¢,=1 und U(re'®)=0 folgt daher aus (12) und (13)

1

nla,| <1+ 2(n(1 —7))“"+ 2(r +3) 7

18*
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Fiir #=>2 setze man 7= (1 — %)_a. Dann erhilt man

n
nla|<t+249-(1—7) T2
n
Fiir n=1 ergibt sich |4,|<18, indem man r=ﬁ wihlt.
Sei nun V(#) absolut stetig. Dann folgt aus Hilfssatz 3 (mit ¢=9+17)
2n
ioy 1 2 —1 -
(14) Ulre )—Eme(ﬂ+T)dT.
0
Fiir 1<r<2 ist |g(re'®)| <5, es existiert also g(e*®)=lim g(re'?) fiir fast
alle #. Daher ist Tt

fj"U(r 0 g(r ) ér0ad| < }’I glre®) — g(e%)| V'(9) dd +
(1 S) 2n ° 2n
+[1glr UG &%) — V@) ad -+ | [ o) v'(9) ¢ ad].

Das erste Integral strebt nach dem Satz von Lebesgue —0, wenn 7 —1 strebt.
Das zweite Integral ist nach (14)
2n 2n

5 f_’z—1—(f|V’(0+r) - V’(ﬂ)|d19)d-r.

IA

2n 2 —27rcosT+ 1
0

Der Ausdruck in der Klammer ist eine stetige Funktion von 7, die fiir 7=0
verschwindet. Fiir » —1 strebt daher auch das zweite Integral in (15) gegen 0.
Das dritte Integral schlieBlich ist von » unabhingig und strebt nach dem
Satz von Riemann-Lebesgue —0 fiir #—>occ. Es folgt daher, daB fiir -1,
n—>oco gilt

2n
(16) of U(re?) g(re®) e"?dd —0.
Man setze r=rn=( — %)-‘. Fiir #—o0 streben dann 7, -1, #*—1 und

2s,,-(n(1 —ri:))—*zzl/e—,,—w.

Wegen b,—0 ergibt sich dann aus (12), (13) und (16), daB #a,—0 strebt.

3. Sternférmige Funktionen
Sei f(z)=z+--- sternformig bez. 0 in |z|>1. Wenn man F(z) =zf'(2)/f ()
setzt, so ist ReF(2)>0, F(o0)=1 und

z

[ 0 — Bl tar = [ (L8~ 22t —10g 1.

Nach Hilfssatz 3 existiert daher
V(9) =limargf(r ')
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fiir jedes ¥ und ist monoton. Weiter ist %log |f(re*®)| =r"Re F(re*®)>o.

Da f(z) in 1< |z| =<2 beschrinkt ist, existiert also lin} |/ (re'?)| und damit auch
fe¥) =lim f(r ¢'%).

00
SaT1z 4. Sei [(2)=2z+ X a,z" in |z|>1 sternformig bez. 0. Dann ist
n=0

|a,,|§-n—+—1— (n=0,1,...)
und

hnn_ljglpn[a,,l <2

Wenn die monotone Funktion V(9) = lirr{ arg f(re*®) absolut stetig ist oder wenn
das Komplement des Bildgebietes den Flicheninhalt O hat, so ist

nan.}o na,=0.

BEMERKUNG. Die Ungleichung |a,|<2(n+ 1) ist zuerst von CLUNIE [2]
bewiesen worden, allerdings nur unter der zusétzlichen Voraussetzung a,=0.
Der Beweis, der hier gegeben wird, benutzt genau dieselbe Idee wie der Beweis
von CLUNIE. Die Abschétzung ist fiir jedes » die bestmogliche, wie das Beispiel
der sternférmigen Funktion

2

z(1+ z—("+1))2/(”+1) =z+ e

z " + -
zeigt.

Bewers. Wenn man g(z) =f(2) in Hilfssatz 1 setzt, so ist =0, a,=b,,
und es folgt

n—1
(n+1)2] 2,2 < 4(1— X v|a]2),
y=1
also (n4-1) |a,|<2. Weiter ergibt sich aus dieser Ungleichung
o
(17) limsup(n+1)2|a,,|2§4(1—Zv[av|2).
n— 00 1

Der letzte Ausdruck ist <4, auBer wenn a,=0 fiir v=1, 2, ... ist. Daher
gilt immer lim sup #|a,|<2. Da der Flicheninhalt des Komplementes des
n—00

00
Bildgebietes A:n(1~ Zv|a,|2) ist, folgt fir A=0 aus (17)
1

"l_lbrrolo na,=0.
Daf} diese Gleichung auch gilt, wenn V() absolut stetig ist, ergibt sich un-
mittelbar aus Satz 3.

Es soll nun gezeigt werden, daB a4, = o (» ) die bestmégliche Abschétzung fiir
die Koeffizienten einer sternférmigen Funktion mit absolut stetigem V() ist.
Dazu soll eine einfache Klasse von sternférmigen Funktionen mit absolut
stetigem V() eingefithrt werden, die auch an sich von Interesse ist.
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HiLFssaTZ 4. Sei f(2) =2+ D a, 2"

n=0
a) Wenn §n|a"|R'”_l§1 und ay=0 gilt, so ist f(z) in |z| >R stern-
formig bez. 0. '
b) Wenn §n2|aﬂ|R“”—1§1 gilt, so ist f(z) in |z|>R konvex.
Beweis. a) Es mul3

floy 1 ,
“Fa T ZIE Re[z/(2) /(z)] >0

bewiesen werden. Dazu geniigt es, z=7>R anzunehmen. Man hat

Re[rf(r) f(_r)] = Re [(1 — g na, r—”) (r -+ ?a,, r‘”)]

(o] o0
=72—7r) (n—1)Rea,-r"— Re [Zna”r‘"-ZEnr"”]
1 1 1

o0 o0

2r—r(n—1)|a,|r™"—Xnla,|r ™" 3 |a,|r™
1 1
(o] (o<} !
:(y+2|an|r_”)(r—2n|an|r‘">,
T 1

und nach Voraussetzung ist der zweite Faktor >0 fiir »>R.
b) Die Funktion

zf’(z):z—gnanz_”

erfilllt 2 n|na,|R™"7'<1, ist also sternférmig bez. 0, und f(z) ist konvex
1
in |z|>R.
Die Klasse der Funktionen f(z) =z-+

$n|an|

erfiillen, werde mit U bezeichnet?). Nach Hilfssatz 4 ist jede Funktion aus %
in |z| > 1 sternformig, und f'(z) ist stetig in |2| = 1. Fiir | a,| =1istf (2) = 2+, 27
Im Falle |a,| <1 sieht man leicht, daB das Bild von |z|=1 eine geschlossene
Jordan-Kurve ist und daB f(e'®) 40 und V() =arg f(¢'®) stetig differenzier-
bar ist. Fiir f(z) aus Aist a,=o0(n1). Umgekehrt kann man zu einer gegebenen
Folge 1, —0 immer eine Funktion aus % wihlen, so daB |a,|=n, fir un-
endlich viele # gilt. Daraus folgt, daB a,=o (#1) die bestmégliche Abschitzung
fir die Koeffizienten einer sternformigen Funktion mit absolut stetigem V()
ist, wie vorhin behauptet wurde.

a, 2" (|z|>1), die

HMB

1

I\

oo oo
?) Die entsprechende Klasse der Funktionen ¢ () =+ X &, 0" (|¢] <1) mit X n o, | <1
ist von LEWANDOWSKI [7] untersucht worden. 2 2
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Es sollen noch einige weitere Resultate iiber Funktionen der Klasse U
bewiesen werden.

(o]
Eine in 1<|z| < oo regulire Funktion f(z)=z+ 2 a,z~" mit reellen nicht-
1

negativen Koeffizienten ist genaw dann schlicht in |z| >1, wenn [(2) zu U gechort.

Denn wenn f(z) schlicht ist, so wichst f(x) fiir reelle x>1 monoton, es
ist also

und fiir x—1 folgt hieraus > na, <1.
1

Eine Funktion f(2) aus U ist konvex in |z|> 44~ 1,319, aber nicht immer
in |z|>r fiir r<<4t

Zum Beweise wird Teil b von Hilfssatz 4 angewendet. Sei R=4*% Dann ist
(e o] o0
(18) Y n2|a,|RT"< Y n|a,| -max (nR™"7Y).
n=1 1 nz1

Da die Folge # R™"~! erst monoton wichst und dann monoton abnimmt und
da sich fiir n=3, 4, 5 die Werte
3-47t<1, 4.471=1, 5-47F<1

o0

ergeben, ist mza)li(nR_”_l):L Wegen > n|a,|<1 folgt also aus (18), daB
nz 1

/() in |z| >R konvex ist. Die Funktion f,(z)=2z—47z"* gehort zu U, ist
aber nicht in |z| >7 fiir 7< R konvex. Denn sonst wire z f(z) =z+27* stern-

férmig, also _}Z- zfs(2) =1—42z753=01in |2| = R, was fiir z= R nicht der Fall ist.
Wenn f(2)=z+ 2 anz™" und fy(z)=z-+ 2 alz™" in |z|>1 schlicht sind,
1 1

so gehort
(o)

1) =2+ apa, 2"
1
2 U, ist also wieder schlicht.

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist namlich
S o (a2, 2\
Y nld,d)| < (X nlal) (X nla)2)
1 1 1

und die Faktoren sind nach dem Flichensatz 1.

P6LyYA und SCHOENBERG [10] haben folgende Vermutung aufgestellt: Wenn
0o o0
2 o, & und ) o, £* den Kreis || <1 schlicht auf ein konvexes Gebiet ab-
1 1 oo

bilden, so gilt das gleiche von ) oo, " Diese Vermutung ist noch nicht
1
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bewiesen. Dagegen 1aBt sich leicht das Analogon fiir Abbildungen von |z] >1
behandeln:

[o.0) (o)
Wenn f,(2)=z+ X a,2™" schlicht und fy(2)=z+ X a2~ konvex in |z|>1
1st, so 1ist #=0 0

o ! § "

=
wieder konvex in |z| >1.

Aus der Konvexitit von f,(z) folgt namlich, daB zf; (2) sternfoérmig, also
schlicht ist. Daher ist nach der Schwarzschen Ungleichung

Sn|aua] < (S nlaly (Salna|f<1,
1 1 1
und die Behauptung folgt aus Hilfssatz 4.

4. Konvexe Funktionen und Drehungssitze
Sa1z 5. Sei f(2) =24+ komvex in |z|>1. Dann gilt

e R G E T A

o RETA
und das Gleichheitszeichen steht genaw dann, wenn f(2) =2+ a,+ a, 271 (|a]=1)
ist.

BEMERKUNG. Fiir 2 =2z,=2z geht die Ungleichung in | f'(z) — 1| <|z| 2 iiber.
Dieser Spezialfall ist identisch mit der von GOLUSIN bewiesenen Ungleichung
(19), aus der Satz 5 gefolgert wird.

BewErs. Fir jede sternférmige Funktion der Form g(2) =z b,z 1+
gilt [3, Th. 6]

(19) HOEE SR

Sei zuerst |z,| =|%|=7>1, zy%2,. Da |z] =R (R>1) durch w=/(z) auf eine
konvexe Kurve abgebildet wird, wichst arg[f (z,7 2 R¢'%) — f (2,71 Re*?)] (R>1)
monoton mit #. Daher bildet die in 1<|z|< oo regulire Funktion

flagr™22) — flzyrie) _ r
2y — 2 =S a'lzlzg

g(s):r 214 ...

jeden Kreis |z| =R auf eine beztiglich 0 sternformige Kurve ab. Also ist
g(2) sternférmig, und nach (19) (mit z=7) ist

fle) — (z) 1
(20) }_.5“1 =2,

14 -
Sei nun etwa |2,|=|z|=7>1. Die Funktion

h(z): f(2) — f(z) iy

z—g
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ist reguldr in |z|=7 und erfiillt 4 (o0)=0. Da nach (20)

max | 4 (z)| <t

|zl =7 r”

ist, folgt aus dem Schwarzschen Lemma
< 4
|A(2)| = B

fiir |z|=7. Fiir 2=z, ergibt sich dann die behauptete Ungleichung. Wenn
fir ein Paar 2,2, mit |z|=|z|=r das Gleichheitszeichen steht, so ist
|7 (z2)] = (| 22| 7) %, also A (z) =cz? (|c|=77). Daraus folgt

I =z+fln)—n+c—cyzl (cz|=1).
FOLGERUNG 3. Sei f(z)=2z+--- konvex. Fiir |z,|>1, |zy|>1 gilt dann
Re f(ze) — f(z1) 0.

43—4
Wenn man die Kapazitit der Minkowskischen Summe von Kontinuen
untersucht [11], so trifft man auf Summen 3 4,/,(2) (4,>0) von schlichten
Funktionen f,(2)=2z+---. Im allgemeinen stellt eine solche Summe nicht
wieder eine schlichte Funktion dar. Dies ist aber der Fall, wenn alle Funk-
tionen (also die Kontinuen) konvex sind:

FOLGERUNG 4. Seien f, (2) =24+ in |z| >1 konvexe Funktionen und 3,>0
(k=1, ..., m). Dann ist

@) =24 fe(2)
E=1
schlicht und nahezu konvex in |z|>1.

BewEls. Fir |z5|>1, |7|>1 ist

]

Re 1) = 1) _ i 1. Re fr(a) = fa(2)
Z,— 2 & k P
und nach Folgerung 3 sind alle Summanden positiv, also auch die Summe.
Daher muB fiir 2 4= 2, auch f(z) 4=/ (2,) sein, d.h. f(z) ist schlicht. Fiir z; =z, — 2
ergibt sich Ref'(z) >0. Also ist f(z) nahezu konvex.
Fiir eine konvexe Funktion f(z)=z+-.. lautet die Golusinsche Unglei-
chung (19)
|7 ~1 S g

Hieraus folgt Ref'(z)>0, und diese Ungleichung reicht aus, um Folgerung 3
zu beweisen. Es soll nun ein anderer, mehr geometrischer Beweis fiir die
Ungleichung Ref'(z)>0 gegeben werden, wobei sich eine gewisse Verall-
gemeinerung auf beliebige meromorphe schlichte Funktionen ergeben wird.

Sei f(z) =2+ ay+a; 271 4--- eine in |z| >1 meromorphe schlichte Funktion.
Sei @ das Bildgebiet von |z|>1 und € das kompakte Komplement von ®.
Sei &(#) der schmalste abgeschlossene Geradenstreifen, der € enthilt und
den Winkel 9 mit der reellen Achse bildet. Durch € wird & () in mindestens
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zwei nichtleere Komponenten zerlegt. Sei T () diejenige Komponente von
& (9)®, die in Richtung ¢'? ins Unendliche geht, d.h. die Punkte der Form
te*® -+ ¢ mit beliebig groBem #>0 enthilt (¢ komplex und fest).

SaTz 6. Unter den eben gemachten Voraussetzungen gilt fiir jedes & und r>1
fre?)eT(®).

Bewels. Man kann annehmen, daB $#=0 ist. Sei etwa &(0)={w:
y<Imw=<v,}. Es ist

(21) fy=r+ay+ari4-... (r>1)
mit 27
' ao=217ff(Re"’)d0 (R>1).

Wenn man R—1 streben laBt, folgt wegen €C &(0), daB v;<Ima,<v, ist.
Daher ist nach (21)

(22) lim sup Im /(r) < v,.

Aus € &(0) ergibt sich ebenfalls
(23) lir'n sup Im f(r) < v,.

Angenommen, die Kurve &={f(r): 1<7< oo} wire nicht in &(0) enthalten.
Dann gilt etwa
max Imw > v,,
weL
und nach (22) und (23) wird daher das Maximum angenommen, etwa in
wo=Ff(r,). Die Tangente in w, an ¥ ist parallel zur reellen Achse und schneidet
daher nicht & (0) und also auch nicht die konvexe Hiille von €. Diese Tangente
ist identisch mit der Normalen in w, an die Niveaulinie € (ry)={f(ro¢'?):
0<9=2s}. Dasist aber ein Widerspruch zu einem Satz von WaLsH [14, S. 8],
der aussagt, daB jede (innere) Normale an eine Niveaulinie € (7) die konvexe
Hiille von € schneidet. Also gilt L &(0). Nach GI. (21) gehort die Kurve
LC&(0)n® zur Komponente T (0) von &(0)nS.
FOLGERUNG 5. Sei R(r) der Rand der konvexen Hiille von € (r)={f(ré'®):
0<#?=2z}. Dann gilt Ref (z)>0 fiir alle z=re'® mit f(z) ER (7).
BEMERKUNG. Wenn f(2) konvex ist, so ist auch € () konvex, also® (r) =€ (7).
Damit erhdlt man wieder, daB fiir konvexes f(z) iiberall Ref'(z)>0 gilt.

BEwEis. Sei w={(re'®) € R(r). Dann sind die Normalen in % an €(r)
und ®(7) identisch. Der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und
der #uBeren Normalen ist @) =9+argf (re'?). Da jeder der beiden Be-
grenzungsgeraden von & () Punkte aus € enthilt und da € durch die konvexe
Kurve ® () umschlossen wird, schneidet jeder dieser beiden Geraden die Kurve
®(r) in zwei verschiedenen Punkten. Nach Satz 6 ist w €T (#). Daher ist
offenbar |@(#) —#| <z/2 und

|arg f'(r €°)| = |(8 + arg (v 7)) | — F| < /2.
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Satz 7. Sei f(z)=2+--- nahezu konvex in |z|>1. Dann gilt?)
|arg f'(2)| < 37/2.
Wenn es sogar eine sternformige Funktion der Form g(z)=z-4b,z714-.. gibt,
so dafi Rezf'(2)/g(z)>0 ist?), so gilt
|arg f'(2)| < .

BEMERKUNG. Diese Ungleichungen gelten insbesondere fiir sternférmige
Funktionen bzw. fiir sternférmige Funktionen, die a,=0 erfiillen. Man kann
zeigen, daB die Konstanten 3xz/2 und & nicht verkleinert werden kénnen,
indem man die sternférmigen Funktionen betrachtet, die den Kontinuen

[—4,0]u[—p€?%0] bzw. [—2,+2]u[—pe'% pe']
entsprechen, wobei p und ¢ kleine positive Zahlen sind.

Bewels. 1. Es geniigt, die Behauptung fiir z=7>>1 zu beweisen. Seien
wy=1f(re'”) und wy=f(re'*) (—a<d <z, —n<B,=<=) die Punkte auf € (r)
mit maximalem bzw. minimalem Imaginirteil. Sei ©;(p) =arg[e'%f (9e'%)]
(=1, 2) der Winkel der positiven Tangente an ¢;={f(ge'"): r<p< oo} im
Punkte f(pe®%). Dann ist @l(r)zg +2mk,, @2(r)=—g+znk2 (k, und
ky, ganz). Nach dem vorhin erwidhnten Satz von WAaLsH [14] schneiden die
Tangenten an & die konvexe Hiille von €. Zusammen mit der Definition

von w; ergibt dies, daB €; keine Tangente parallel zur reellen Achse hat (auch
nicht im Unendlichen), d.h. es gilt ©;,(g) 4=0, 4+, ... . Wegen linc}o O;(0) =19,
e—

7
folgt —n<@;(r)<m, also O (r)=n/2, Oy(r)=—n/2 und somit 0< &<z,
—n<9,<0. Nach Satz 1 ist daher

2 —0,() = arg [/ (r )] > — m+arg £ (7),

also arg f'(r) <3 /2, und entsprechend arg f () > — 3 /2.

2. Sei g(2)=z+byz14---. Aus der Golusinschen Ungleichung (19) oder
aus Folgerung 3 ergibt sich Reg(z)/2>0. Da Rezf'(z)/g(2) >0 ist, folgt

|arg f'(2)| =|arg [z f'(2)/g (2)] + arg[g (2)/2]| < .

5. Liangenabschitzungen

Sei f(z) =z+--- meromorph und schlicht in |z|>1 und L(r) die Linge
des Bildes € (7) von |z| =7 (r>1). Dann gilt

L(r)= 0(1/]/1 —r,

wie leicht aus dem Flichensatz folgt. Fiir nahezu konvexe Funktionen soll

Lirny=0 (log 1_1’_1) bewiesen werden. Dazu bendétigt man einige Resultate

liber Subordinierung. Wenn 4(f) und H({) in |{|<1 reguldr sind, so heiBt
%) Hierbei bedeutet arg f’(z) den Imaginirteil des Zweiges der in |z| >1 reguliren

Funktion log /' (2), der in co den Wert 0 hat.
%) Es soll also =0, b,= 0 in (3) sein.



280 CHRISTIAN POMMERENKE:

h(€) subordiniert zu H({), wenn es eine in |{|<1 regulire Funktion ¢ (£) mit
@ (0)=0und | ¢ (£)| <1 gibt, so daB & (() =H (g (¢)) ist. Dannist also 4 (0) = H(0).
Es gilt (man vgl. z.B. [4, S.323])

2n 2n
(24) [|h(RED)|PAI< [|HR )29 (R<1,1>0).
0 o

HiLrssaTz 5. Sei h(8) =co+¢,8" + Cpyn 8"+ - veguliir in |E| <1 und sub-
ordiniert zu H(L), und sei H'(0) ==0. Fiir jedes o<1 ist dann h(ol) subordiniert
w H(Q"L) in |T| <1, und es gilt

2n 2n
(25) R0 ew)l"dﬁgf]H(g”ei")Pdﬁ.
0 0

Bewels. Wegen H'(0)==0 gibt es ein gy>0, so daB w=H() in |{|< g,
eine eindeutige Umkehrfunktion ¥(w)=H'(0)(w —c,) +--- hat. Aus A(l)=
H(gp(t)) folgt daher (£)=Y(h()) fir |¢]|<pg,. Also gilt

) =c, H' (01" +---.

Da |@(0)]<1 ist, ergibt das Schwarzsche Lemma |p@)|=¢" fiir [|<p. Mit
P*(C*)=0"@(eL*) ist dann |@*(*)| =1 fiir |{*|<1 und

h(el*) =H (0" p*(C*)),
woraus sich die erste Behauptung ergibt. Die Ungleichung (25) folgt sofort

aus (24), wenn man A({) durch A(pl*) und H() durch H(p"{*) ersetzt und
dann R—>1 streben 148t.

Satz 8. Seien f(z)=z+--- und g(2)=¢'Pz+4--- meromorph und schlicht in
|2| >1. Es gelte g(z) +0 und Re[zf'(2)/g(2)]>0. Dann ist

1
1—y1°

Lir)y=2nmr+ A+ 16cosp - log

wobei A eine absolute Konstante ist. Insbesondere gilt diese Abschiitzung also
fiir nahezu konvexe Funktionen.

BEMERKUNG. KOEGH [6] hat fiir Funktionen, die |{|<1 schlicht auf ein
beschrinktes sternférmiges Gebiet abbilden, eine entsprechende Ungleichung
bewiesen.

Beweis. Die Funktion
e
h(l)=211> 1
© g(¢™)
ist reguldr in || <1 und erfiillt Re%(l)>0, #(0)=e~'’. Daher ist A () sub-

ordiniert zu —iB o )
H({) = e sﬁ+e"C=e—lﬁ+ 12f cos B.

1—¢ ¢
Aus (24) folgt daher (mit R=7r71, r>1,A=1)
2n 2n
f'(re=i9) —ip . 2rtdd
fr FTI=N dﬁgf’e +Wcosﬁ ad.
0 0
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Da g(z) schlicht und =0 ist, gilt |g(re=*?)|<7+3. Also ist

2n 2
L) =7 [Irre a0 s+3) (st aricosp. [ Lo )
= 0

ad

lcos® + »2

2n
§2nr+6n+2(1+37‘1)cosﬁ-f —
(1]

Das letzte Integral ist =4K(r') (man vgl. z.B. [13, S. 156]), wo K das
vollstdndige elliptische Integral erster Gattung bezeichnet. Daher hat man

Lir)<2mr+6n+ 32cos - K(r ),

und fiir r >1 gilt [13, S. 271]
1

—+o0).

Kt =log—* _+0o(1—ry)= =

]/1 —r2
Sei & ein konvexes Kontinuum der Kapazitit 1, und sei f(z) =z+ ag+---
die konvexe Funktion, die |z|>1 konform auf das AuBengebiet von ® ab-
bildet. Wenn L der Umfang von & ist, so gilt L <8, wie zuerst von PéLya
und SCHIFFER [9] bewiesen wurde. Der Beweis benutzt eine elementare
Variationsmethode. Ein anderer Beweis, der die Minkowskische Addition von
Mengen anwendet, wurde von mir gegeben [11]. Ich will jetzt einen Satz
beweisen, der u.a. die Abschitzung L <8 enthilt.

SATz 9. Sei
(26) f@)=z+ay+ 8,2 "+ a2 "1 4... (m=1)
konvex in |z|>1. Dann gilt fiir die Linge L(r) des Bildes von |z|=r

1
= log

2n
(27) L) <7 [ (1427~ "D cos§ -y 2t D)t g9 (>4,
0

Insbesondere ist L(r) immer kleiner oder gleich dem Umfang der Ellipse mait
den Halbachsen r+r und r—r=. Fiir die Funktionen, die regelmifigen
(m~+1)-Ecken (fiir m=2) bzw. Segmenten (fiir m=1) entsprechen, steht das
Gleichheitszeichen.

BEMERKUNG. Der Beweis wird zeigen, daB (27) mit m=1 auch fiir die
Funktionen der Klasse U gilt, da diese ebenso wie die konvexen Funktionen
die Ungleichung |f'(z) —1| <1 erfiillen. Daher hat der Rand des Bildgebietes
eine Linge L<8.

FOLGERUNG 6. Unter allen konvexen Kontinuen der Kapazitiit 1, die n-fach
symmetrisch zum Nullpunkt sind, hat das regelméfige n-Eck den griften Umfang.
Es ist also

(28) ng”%l/ﬁr(% + %}I’(1+%)_l.

Fiir n=13 ergibt sich L< 7,114, fiir n=4 ist L<6,778.
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Diese Folgerung ergibt sich unmittelbar aus Satz 9 fiir r=1, m=n—1.
Denn wenn & n-fach symmetrisch ist, so hat f(z) die Form

A = 24 g 7D gy, @Y

Ubrigens kann man Folgerung 6 auch aus der expliziten Darstellung von f(z)
(man vgl. z.B. [9]) ableiten, ohne die tieferliegenden Resultate von GOLUSIN
heranzuziehen. Aber Satz 9 zeigt ja, daB die Giiltigkeit von (28) nur darauf
beruht, daB f(z) die Form z4-a, 2~ * Y 44,z7"+ ... hat.

BEWEIS voN SaTz 9. Die Funktion g (2) =zf'(2) =z —ma,,z~ ™+ - - - ist stern-
formig in |z|>1. Daher ist

S | E— mi2

sternférmig in |{|<1. Nach einem Satz von GoLusIN [3, Th. 5] folgt daraus
mt1
Re[(c1p@) " | 24
Wegen f'({) =Cg (™) =Ly () ist also

m+1

Relf(E)™ % |24,
d.h.
m+1
ren T —1] =1,

m+1
Wenn man ¢(@)=f(?) 2 —1 setzt, gilt also ¢ (0)=0 und |@()|=1 fir
|¢]<1, d.h. f/(£7) ist subordiniert zu (1 +£)¥m 0, Da f/(¢1) die Entwicklung
1—ma, ™+ ... hat, ist nach Hilfssatz § fiir »>1

2n 2n .
Liy=r[|fre )| dd <r [ |14 D L2200 gy
0 0
2n

=7 [ (14 2r " cos § 4 2T+ g9
0
und die Abschitzung fiir L=L(1) ergibt sich hieraus durch Grenziibergang.
Da jede konvexe Funktion die Form (26) mit m=1 hat, gilt immer (27)
mit m=1. Das Integral stellt dann den Umfang der Ellipse mit den Halb-
achsen 7477 und » — ! dar, wie man sieht, wenn man speziell f, (z) =2+27}
wihlt.
Die Funktionen f, (z) bzw.

fo() = [ (14 s~ g5 (= 9
1

bilden |z|>1 auf das AuBengebiet eines Segmentes bzw. eines regelmiBigen
(m-+1)-Ecks ab, und fiir sie steht das Gleichheitszeichen in (27).

Wenn f(z) konvex ist, so ist zf'(z) schlicht und Z=0. Man kann sich fragen,
ob die Ungleichung -
L:}i_r»r}roflf’(re“’)| da¢ <8
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fir jede Funktion gilt, fiir die g(z)=2f(z) =2z—a,27 1+ -.- schlicht und =+0
ist. Ich kann nur eine schwichere Abschitzung beweisen.

SATZ 10. Sei g(z)=z-+byz 1+ meromorph, schlicht und +0 in |z| >1.
Dann gilt 27

[1g(e?)] a9 <8,04.
0

Beweis. Das Integral hat einen Sinn, da g(z) in 1< |z| < 2 beschrinkt ist
und also g (¢’ )—hm g(re'®) fast iberall existiert und beschriinkt ist. Wegen

g(2)=£0 ist A(z ]/g z%) =2z+4---- ebenfalls meromorph und schlicht in |z| >1.
Es ist

B(E) = (2 by a2 4 byt 4
=z(1 +blz‘4—|—b2z‘“—|—baz‘8+b4z-10+...)5
=24+ 502704 §by 28+ (b, — )2_7‘1“(%64—%171172)2‘9‘*‘"‘-
Wenn
h(z) =z +k§162k+1 R

gesetzt wird, so ist also

(29) cg=3b, cs=3%b;y, c;=4%b;— 38}, Co=1%by— 10y by.
Nach dem Flichensatz ist

(30) k§1(2k+ 1) [gpia|2=1.

Es gilt

2n 2n
%f|g(re"")|dﬁ:;—nflg(re“"ﬂdﬁ
0
___f|h [/re“’|2d0

=t Z [Capsa]?7 ™"
k=1
Fiir -1 folgt

2n o0
_ 1 i — 2
—Eof|g(5 )ldﬂ—1+k;|02k+1] .

Daher ist nach (30) und (29)
J= 14l + s + [ea]2 + ol + 4 (1 — 3| cal — 5] s]2 — 7] cs[2 — 9] co|?)
=1 11_1(8|C3|2+6|55|2+4|C1|2+2["9'2)
1+ 1 (20012 + § 022 + | b — 361 (2 + 2| $b, — 26, 5,]%)
S+ 10(2000[2 + 3Bl + |02+ 3 55]2 || + 55 |62+ § | 542
+ & [0u][02] [a] + 5] 04[2| 5:]%).

I

e
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Nun ist | |<1 und

1 b |2 — b, |4 b, |2
Tlalinl =2 25 5l = B 4 sjnjr< o+ sae

1 1 1 1 1
5101l 18] [Ba] =20 - [Ba] - - [ba] = [ By * + - | B

Also folgt

T +1(2]8]2 + 305>+ [8]2 4 55| 0|2+ 5] 8a]2 + 55 | 4|2+
+ 302+ 3] 0a]2+ 3| 042+ 35
=B+ 5 (240 0|2 +% 0|2+ 6] b2+ 3| 54]7).

Nach dem Flichensatz ist aber | by |24 2| b2 |2+ 3| b5]2+ 4| b,]2=1, also

jsrg1 @24 2) =§2§< 1,2796,

und daher 27 ] < 8,04.

(1]
(2]
(3]

(4]
(]

(6]
[7]

(8]
(9
[10]
(11]
[12]
[13]

(14]
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