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Uber Kanile vom Dichtetypus

Von
KONRAD J ACOBS

Einleitung

In zwei bemerkenswerten Noten [1], [2] hat RoSENBLATT-ROTH Quellen
und Kanile vom Dichtetypus untersucht und ein Coding Theorem (Funda-
mentallemma von FEINSTEIN) bewiesen. Bekanntlich ist ein Coding Theorem
allein nicht befriedigend; man muB auch seine Umkehrung zu beweisen suchen.
Bei dem Versuch, die Umkehrung des Coding Theorem von ROSENBLATT-ROTH
zu beweisen, fiel mir folgendes auf: Die DurchlaBkapazitdt wurde von ROSEN-
BLATT-ROTH in einer Weise definiert, die gegen die Abdnderung des betrach-
teten Kanals auf gewissen Nullmengen tnvariant ist; die von ihm gewdhlte
Definition des e-Code (der e-unterscheidbaren Familie) ist jedoch gegen solche
Abinderungen nicht invariant ; vielmehr kann man durch solche Abdnderungen
u. U. beliebig lange Codes schaffen; die von ROSENBLATT-ROTH gegebene untere
Abschitzung der Code-Lingen mittels der DurchlaBkapazitit ist zwar richtig,
aber sicher nicht optimal, wie es die Umkehrung eines Coding Theorem be-
sagen wiirde. Ich mochte daher die von RoSENBLATT-ROTH angegebene Defi-
nition des e-Code in einer Weise einengen, daBl a) zumindest die Code-Ldngen
invariant gegen Abinderungen vom obgenannten Typus werden, b) die Ab-
schitzung nach unten bestehen bleibt und c) die schwache Umkehrung?) des
Coding Theorem fiir eine verniinftige Klasse von Kanilen (ndmlich stationére
Kanile mit endlichem Gedichtnis [letzteres nicht nur im Sinne einer MeB-
barkeits-, sondern auch im Sinne einer Unabhingigkeitsforderung (U) (§3)
zu verstehen], abzdhlbar-erzeugtem Borel-Kérper des Ausgangs-Alphabets
[diese Annahme kann im Fall von ROSENBLATT-ROTH (abzéhlbares Eingangs-
alphabet) iibrigens stets erzwungen werden], und gewissen Eigenschaften (/)
(§ 3), die zwar, wie ein Beispiel in § 4 zeigt, nicht notwendig sind, aber doch
verniinftig erscheinen: Es ist zu erwarten, daB ein Kanal, der trotz kontinuier-
licher Alphabete nur endliche e-Codes besitzt, auch gewisse Kompaktheits-
eigenschaften hat) bewiesen werden kann. Die Tatsache, daB das Coding
Theorem in [2] nur fiir Kanile mit hochstens abzdhlbarem Eingangsalphabet
aufgestellt wird, 148t vermuten, daB ROSENBLATT-ROTH das eben erorterte
Problem gesehen hat; in diesem Falle gibt es ndmlich eine groBte Nullmenge
im Eingangsalphabet, und man kann die Schwierigkeit mit einigen normie-
renden Vorschriften umgehen. — Um gewisse Konvergenzschwierigkeiten zu
vermeiden, habe ich auch die Definition der DurchlaBkapazitit gegeniiber [2]
ein wenig verindert: es wird nicht mehr verlangt, daB die Zeitrdume am

1) Vgl. WoLrowirrz [4].
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Ausgang des Kanals stets ein zusammenhangendes Intervall bilden, vielmehr
diirfen zeitweilig kurze Zeiten ohne Beobachtung verstreichen. Es entsteht
eine DurchlaBkapazitit, die a) nicht kleiner als die in [2] definierte ist,
b) die bequeme Handhabung gewisser periodischer Eingangsquellen gestattet,
und c), wie die Umkehrung des Coding Theorem zeigt, maximal ist, sowie
d) bereits durch Betrachtung gewisser periodischer Eingangsquellen mit un-
abhdngigen Zeichen-Blocks ermittelt werden kann*).

§ 1. Zur Struktur der Kanile vom Dichtetypus
1. Grundbegriffe

Unter einem Alphabet verstehen wir ein Paar (4, C), wo A eine nicht-
leere Menge und C ein Borel-Kérper in 4 ist. Aus einem Alphabet 4,0
bildet man den Produktraum

.Q:sz Adi={o=(w)=(..,0_1,00,,...)|0,c4}
te
mit A,=A ({€I'). Hierbei bedeutet I" die Menge der ganzen Zahlen. Natiir-

lich kann man auch fiir jedes nichtleere J CI" den Produktraum QN=]1*4,

te]
bilden. Man hat eine natiirliche Abbildung ¢ ;7 von 2 auf 0(]) vermoge

pw=n mit g,=e, (¢€ J). Wir bilden die Produkt-Borel-Kérper C(J)= []*C,

teJ
(Ci=C) und setzen B(J)=g¢7'C(J), B(I''=B. B wird von dem Mengen-

korper 5 Lc{r hB (J) erzeugt. Fiir B(<s, ¢)) schreiben wir auch B(s, #).
endlic.

Nun erfolgt eine Festsetzung, die alle weiteren Betrachtungen entscheidend
einengt: Wir wéhlen ein normiertes MaB #,auf C und setzenm =[] * n, (ny=my).
terl’

m ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV) auf B. Dies m wird ein fiir
allemal festgehalten.

Sei p eine beliebige WV auf B. Wir sagen, p sei vom (m-)Dichtetypus,
wenn p auf jedem B(]) mit endlichem ] totalstetig beziiglich m ist, in Zeichen:
p<m (B(])), d.h. aus E€ B(J), m(E)=0 folgt stets ?(E)=0. Hieraus folgt
keineswegs p<m (B), vielmehr sind z.B. verschiedene ergodische MaBe stets

tragerfremd; gewinnt man speziell 4 in der Form p= []* ¢, mit auf C vor-
tel’

gegebenem g,=g=Fn,, so tritt dieser Fall ein; ist g<#, (C), so ist  nichts-
destoweniger vom Dichtetypus.

Wir geben uns nun einen weiteren normierten MaBraum (4’, C’, #’) vor
und bilden in gleicher Weise wie oben 2’ mit den Borel-Kérpern B'(]), B’,
sowie die Produkt-WV #'. Wir haben damit auch den Begriff der WV vom
(m'-) Dichtetypus auf B’.

Unter einem Kanal verstehen wir eine fiir w €Q, E’' € B’ erklirte Funktion
P(w, E') mit folgenden Eigenschaften:

a) Fiir jedes w €R ist P(w, .) eine WV auf B'.

b) Fiir jedes E'€ B’ ist P(., E’) eine B-meBbare Funktion auf Q.

*) Zusatz wihvend der Korvektur. Diese Idee findet sich bereits in einer Abhandlung
von WoLrowirz, vgl. [5].
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Wir sagen, der Kanal P sei vom (m'-) Dichtetypus, wenn die WV P(w, .)
fiir jedes w €£2 vom Dichtetypus ist. Zwei Kanile P, Q heiBen (m-) dquivalent,
wenn fiir jedes E’ E] enEdJlichB'(]) die Funktionen P(., E’) und Q(., E’) m-fast-
iiberall tibereinstimmen. Der Kanal P heiBt vorgriffsfrei mit dem endlichen
Gedichtnis g= 0 (kurz: ein g-Kanal), wenn die Funktion P(., E’) fiir E' € B'(s, )
stets B (s —g, {)-meBbar ist. Wir werden im weiteren nur mehr g-Kandle vom
Dichtetypus mit fixiertem g=0 betrachten.

Wir betrachten jetzt den Produktraum @=0 x£’ mit den Produkt-Borel-
Korpern B(]) x B'(J') (speziell B= B x B’) und dem ProduktmaB 7 =m x m’.

Fiir ein beliebiges endliches nichtleeres JCI, in welchem s das kleinste
und ¢ das groBte Element ist, bezeichnen wir {(s—g, ¢> mit J und setzen
B(J)xB'(J)=B(J). Eine Funktion fr(@, @) =0 auf @=0 xQ' heibt eine
Kanaldichte fir den Kanal P und den endlichen Zeitraum J I, wenn folgendes
gilt:

a) f7(w, ®") ist B(J) X B’(])-meBbar, also insbesondere bei festem w B’(])-
meBbar in @', und bei festem o’ B (J)-meBbar in w.

b) fm(dw)P(w,Ew):ff,(w,w');n‘(dw,dw') (EcB(])

Hierbei bezeichnet E,= {o'| (0, @) EE~} den w-Schnitt von E.

o [Hlwo)mdw)=1 (0€Q).

Fir f s schreiben wir auch f,.

Da die linke Seite von b) offenbar eine beziiglich # totalstetige WV
auf B (]) definiert, ist die Kanaldichte f 7nach dem Satz von RADON-NIKODYM
stets vorhanden (die Bedingung c) 1iBt sich durch Abdnderung auf einer
Nullmenge aus B(J) erzwingen). Sie ist bis auf #-Nullmengen eindeutig
bestimmt. Aquivalente Kanile liefern dieselben Kanaldichten.

Ist P ein Kanal und p eine WV auf B, so ist durch
p(E)=/p(do) Pw,E)  ([E€B)

eine WV 5 auf B gegeben. FaBt man B und B’ in iiblicher Weise als Unter-
Borel-Kérper von B auf, so entsteht durch Einschrinkung von

a) auf B die WV

b) auf B’ eine WV, die wir mit p’ bezeichnen.

Die WV 2’ ist stets vom Dichtetypus, wenn der Kanal es ist. Ist auch
# vom Dichtetypus, so ist stets p<m (B(])).

Durch (Tw),;=w,,, ist eine eineindeutige Abbildung 7" von £ auf sich
gegeben, die T B (J)= B (] — 1) erfiillt und somit samt allen ihren Potenzen T*

((€I') B-meBbar ist. Die entsprechenden Abbildungen in £’ und 0 bezeichnen
wir ebenfalls mit 7. Aus einer WV p erhilt man die WVen

b D(E)=p(T7'E) (E€EB),
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aus einem Kanal P erhilt man die Kanile
F: B(w,E')=P(T'w, T'E") (w€eR, E'cB).

p bzw. P heiBt periodisch mit der Periode d==0, wenn p,,=p bzw. B,,= P
(k€T gilt; bei der Periode 1 spricht man von Stationaritit?). Sind p und P
periodisch bzw. stationir, so ist auch p, und damit auch p’, periodisch bzw.
stationar.

Wir erwidhnen noch, wie man stationire g-Kanile vom Dichtetypus nach
einem Verfahren von Worrowirz [3], [4], [5] konstruieren kann. Sei
fE_g ..., &; &) =0 eine auf Q(—g, 0) x4’ erklirte C(—g, 0) xC'-meBbare
Funktion mit

fi(s—gx>50:£6)n'(d§6)=1 (E—g,---,f()EA).
Wir setzen

s/t(w: wl) = Hf(wu—g: ceey Wy, w;)

PY(w, E') = [ fy(w,0") m'(dw’)  (E'€B'(t 1))
2
P, )= 1% P"w,.).
tel’

Dann ist P ein Kanal der verlangten Bauart mit den Kanaldichten ,f,. Andert
man f auf einer Nullmenge ab, so entsteht ein dquivalenter Kanal.

2. Die Entropie-Metrik in L},

Sei (£, By, m') ein beliebiger normierter MaBraum und L}, der Raum
der m/'-integrablen Bj-meBbaren Funktionen ' mit der Norm |f'|= [|f'| dm.
Die Funktion z(x)=xlogx ist fiir x=0 erklidrt und konvex (nach oben

hohl), fir 0= x< Lefiillt sie von 0 bis — 17, um dann monoton ad infinitum,

mit z(1)=0, zu steigen. Wir bilden jetzt

(1) U'={g|g'€Lm, §20, z(g') €Ly}
und fithren in U’ die neue Metrik (Entropie-Metrik)

(2) 17 e1 =1 — &1+ () — (&
ein.

Sat1z 1.4. Ist L}, separabel, so ist auch U’, versehen mit der Entropiemetrik,
separabel.

BEWEIS. Sei f; eine in z(U’) normdicht liegende Folge und g€ U’ so
gewihlt, daB z(gy) =/ gilt. Wir setzen V,'k={g’| Iz (&) —z(gx)] < %} und be-
stimmen in ¥} eine normdicht liegende Folge g;4;. Ist g€ U’, £>0 beliebig,

so bestimme man 7 mit ri < &,sodann & mit g’ €V, und dann mit g’ — g7/ <%.

?) Die entsprechenden Begriffe erhilt man fiir WVen p’, § iiber B’, B.
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Dann gilt
|grain &' = e (gra) — 2 (@0 + e (6) — 2 + lgrni — gl < 2 <.

Nun beweisen wir einen allgemeinen Satz iiber separable pseudo-metrische
Raume.

SATZ 1.2. Ser U’ ein separabler pseudo-metrischer Raum und D' der von
der Pseudo-Metrik, d.h. von den Mengen der Bauart

Us@@)={11el’, |f, gl <8}
erzeugte Borel-Korper. Sei w' eine WV auf D'. Ein Punkt g’ CU’ heifle dicht,
wenn w'(Uy (g')) >0 (6> 0) ist. Dann gilt: w'-fastalle Punkte aus U’ sind dicht.
BeEwers. Sei N'={g’|g’€U’, g nicht-dicht}. Zu jedem g’€N’ gibt es
ein maximales =9 (g') mit 0<d=1 und w’(Us(g')) =0. Sei g€ N’ eine in
N’ pseudo-metrisch dichte Folge. Ist |gx, g'| <34(g'), so folgt

Uy s(e) (1) S Us e (&)

und somit w’(Uys)(gx)) =0, also 6(g)=70(¢"), also g'€ Uy (¢). Hieraus
folgt
N'C Y Us(ep ()

und damit »'(N’)=0, wie behauptet.

Im folgenden werden wir unter (', By, m') stets einen der Riume
(.Q’, B, (]), m’) mit endlichem JCI7, wie sie in Nr. 1 erklirt wurden, ver-
stehen, und U’ gemaB (1), die Metrik gemiB (2) einfiihren.

3. Kandle und mefbare Abbildungen

Bezeichnet man mit R(B’) die Gesamtheit aller endlichen o-additiven
reellen Funktionen auf B’, so kann man einen Kanal P(w, E’) als eine Ab-
bildung y: 2 —+R(B’) mit ywo= P(w,.) auffassen. Ist JCI', so liefert ein
Kanal natiirlich auch eine Abbildung y;: 2—R(B'(])). Bezeichnet man mit
E die Einschrankungsabbildung von R (B’) auf R (B'(])), so gilt trivialerweise

y=E;p.

Ist ¢’ — und damit auch B’, ebenso jedes B'(J) — abzihlbar erzeugt,
so bewirkt der Ubergang zu einem 4quivalenten Kanal Q fiir jedes J die
Abinderung von y; auf einer m-Nullmenge. Ist namlich K'C U B'(]) ein

=] endlich
abzéhlbarer B’ erzeugender Mengenkorper, und setzt man

N(E') = {w| Q(w, E') &= P(w, E")},
so ist N =E,EJK,N (E") eine m-Nullmenge und es gilt

Q(w,E") = P(w, E') (E'eB),
falls nur w ¢ N ist.
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Nun wollen wir diesen simplen Sachverhalt in die Sprache der Dichten
iibertragen. Wieder beschrinken wir uns auf g-Kanile vom Dichtetypus.
Mit L’(]J) bezeichnen wir die Gesamtheit aller B’(])-meBbaren Funktionen
aus L}, mit U'(J) den entsprechend (1) erklirten Unterbereich von L'(]).
Zwischen den g'€ R(B'(])) mit g’<m’ (B'(J)) und den g’'€L'(]J) besteht
nach RADON-N1KoDYM eine Isomorphie, so daB wir zugeordnete Elemente in
der Bezeichnung gar nicht unterscheiden wollen: L’(J) kann als Teilraum
von R(B’(])) aufgefaBt werden und y; als Abbildung in L'(J]).

Fiir die weitere Untersuchung machen wir die

ANNAHME (A). 1. C’ ist abzihibar erzeugt. 2. Die Kandle, die wir betrachten,
erfiillen p; QCU'(]), es existiert also stets

H;(w) = [z(y;o0)mdo’).
Ferner wollen wir die Existenz von [ Hj(w)m(dw) voraussetzen.

Nr.1 hat zur Folge, daB auch die B’(J) (J endlich) abzdhlbar erzeugt
sind (ebenso B’). Damit sind nach Satz 1.1 auch die U’(J) mit der Entropie-
metrik separabel. Nr.2 hat zur Folge, daB die y; stets als Abbildungen in
die U’(]) aufzufassen sind. Wir wollen jetzt gewisse MeBbarkeitseigenschaften
der Abbildungen y; und E; nachweisen. Den von der Entropiemetrik in U’(J])
erzeugten Borel-Kérper wollen wir mit D’(]) bezeichnen.

Satz1.3. Sind I, JCI' endlich mit J<I, so gilt E;U'(I)CU'(]). Als
Abbildung von U'(I) in U'(]) aufgefapt, ist E; stetig beziiglich der Entropie-
metrik, also gewif D'(I)-D'(])-mefbar.

Beweis. Hier wird von der Annahme (A) noch kein Gebrauch gemacht.
Jedenfalls ist E;L'(I)=L’(]), und diese Abbildung E; ist nichts anderes als
die bedingte Erwartung beziiglich B’(J) und m’. Somit gilt nach der Jensen-
schen Ungleichung z(E;g')<E;(z(¢g')). Da z nach unten beschrinkt ist, hat
dies E;U(I)CU'(]) zur Folge. Seinun g, g € U'(I) und |g;, g'| =0. Dann
ist z(gy) normkonvergent. Die Folge E;(z(g)) hat dieselbe Eigenschaft, ist
also gleichgradig-integrabel, die von ihr majorisierte Folge z(E(gz)) also auch.
Aus g, —g’ (m'-stochastisch) folgt z(E;(g;)) —z(E;(g)) (m'-stochastisch), also
l2(E;(gr)) — 2(E;(g")|—0, was mit |E; gy — E; g'| 0 zusammen die Konver-
genz in der Entropiemetrik zur Folge hat. Also ist E; stetig beziiglich der
Entropiemetrik.

SATZ 1.4. Zu jedem endlichen wichtleeren ] gibt es eine B (J)-D’(])-mep-
bare Abbildung 9y von 2 in U'(]) mit

Yo =y;0 (m-fastiberall),
genauer: Ist f;(w, w') eine Kanaldichte, so gibt es esne Nullmenge N € B (J) mit
3) Plw, E) =E[ fr@,0)m'(do)  (@g¢N)
und man kann etwa

) s — {fj(w, .), falls dies zu U'(]) gehort
0 =

1 sonst
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setzen. Hueraus folgt noch: Sind P und Q dquivalent, so gibt es eine Nullmenge

N, € B(]) mit
Pw,E)=Q(,E) (0N, E'€B'(])).

BeEwEIs. Nun niitzen wir die Annahme (A) voll aus. Aus der Bedingung b)
in der Definition der Kanaldichte folgt: Zu jedem E’€ B'(]) gibt es eine
m-Nullmenge N(E’) € B(]) mit (3) fir o § N(E’). Sei K’ ein B'(J) erzeugender
abzidhlbarer Mengenkérper und N :E'LEJK’N (E"), also N€ B(]), m(N)=0. Die
Gesamtheit aller E’'€ B'(]), die (3) fiir w¢ N erfiillen, ist eine K’ umfassende
monotone Klasse, also =B’(J). Um die MeBbarkeit der durch (4) gegebenen
Abbildung ¥; nachzuweisen, geniigt es, fiir jedes g’ € U’(J) und 6>0

P Us(g) € B(])
zu zeigen. Nun ist die Funktion
h(w, o) =z (f; (@, o) — 2(g'(@))] +|1;(@, o) — @)
B(J)-meBbar, also die durch

Jh(w,0)m'(do’), falls dies existiert
11, &' sonst

h(w) = {
gegebene Funktion B(J)-meBbar. Es ist aber
97" (Us (8) = {o| h(w) < 6}.

Wir machen uns jetzt folgenden allgemeinen Gedanken zunutze: Ist
(2, B, m) irgendein normierter MaBraum, D’ ein Borel-Korper in einer Menge
U’' und p eine B-D’-meBbare Abbildung von £ in U’, so ist durch @' =%m
(ndmlich »'(E')=m (p1E’) (E’€D’)) ein normiertes MaB %’ auf D’ gegeben.
Andert man ¥ auf einer m'-Nullmenge ab, so bleibt w’ ungeéndert.

Nun wihlen wir speziell (2, B(]), m), U'=U’(]), D'=D’(]) wie bisher.
Einem Kanal sind auf dem Wege iiber die Kanaldichten zahlreiche B (J)-D’(])-
meBbare Abbildungen von £ in U’(]) zugeordnet; je zwei dieser Abbildungen
unterscheiden sich nur auf einer m-Nullmenge. Aquivalenten Kanilen sind
dieselben Abbildungen zugeordnet. Wir erhalten daher den

Sa1z1.5. 1. Zu jedem Kanal P gibt es genau eine WV w; auf D'(]) derart,

dap fiir jede gemdfp Satz 1.4 (z. B. vermige (4)) P zugeordnete Abbildung i die
Bezichung

wy=p;m
gilt. Aquivalente Kandle liefern dieselben w].
2. Sind I, J I nichtleer und endlich, mit J<I, so ist

’
W}:E]wl.

(die vechte Seite ist wegen Satz 1.3 sinnvoll).
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3. Fiir wi-fastalle g € U'(]) gilt
(5) wy(Us(g)) >0  (6>0).

Bewers zu Nr. 2. Sind 9, %; gemiB Satz 1.4 irgendwie bestimmt, so
gilt m-fastiiberall
'w o = E i EICU .
Als handliches Ergebnis erhalten wir den

STz 1.6. Ist V' € D'(]) derart, daP w'; (V') >0 gilt, so gibt es zu jeder Kanal-
dichte f;(w, ') mindestens ein w mit f;(w,.)EV'.

4. e-Codes. Erkldrung von N(s, ¢, €)

Sei M;(P)={g'|g' € U'(]), (5) gilt}.

DErINITION 1. 1. Unter einem e-Schema fiir den Zeitraum ] versteht man
eine Serie {E'(v)|v=1, ..., N}CB'(]) von paarweise disjunkten Mengen wmit
folgender Eigenschaft: Zu jedem v gibt es ein g, € M;(P) mit
(6) Jeadm >1—e.

E'(v)

2. N(], €) bezeichnet die maximale Linge N eines e-Schemas fiir den Zeit-

raum J. Statt N(<s,t), €) schreibt man auch N(s, ¢, ).

3. Set f;(w, ') eine Kanaldichte. Unter einem e-Code zu f;(w, ') und dem
Zeitraum ] versteht man eine Serie von Paaren {(w (), E'(v))|v=1, ..., N} mit
folgenden Eigenschaften :

a) Die E'(v) bilden ein ¢-Schema fiir den Zeitraum J.

b) Setzt man g,(.)=1;(w (v),.), so ist g, eine Wahrscheinlichkeitsdichte, und es
glt (6).

Es ist nun a priori klar, daB e-Schemata in ihrer Eigenschaft als solche
unberiihrt bleiben, wenn man zu dquivalenten Kanilen iibergeht; auch N(J, ¢)
ist invariant gegen solche Anderungen. w) bleibt ja unverindert. Dagegen
kann man einen ¢-Code u.U. durch Abinderung der Kanaldichte auf einer
Nullmenge zunichte machen. Wir zeigen jetzt, daB man dann aber sogleich
einen e-Code gleicher Linge wiedergewinnen kann, indem man die w (v) durch
in gewissem Sinne benachbarte Punkte ersetzt.

Satz1.7. 1. Jedes e-Schema {E(v)|v=1,..., N} kann bei vorgegebener
Kanaldichte f;(w, w') durch passende Wahl der Punkte w(v) zu einem e-Code
erganzt werden.

2. N(J, €) ist die maximale Linge eines e-Codes fiir den Zeitraum J.

BEwEIs. Nr. 2 folgt aus Nr. 1. Seien g, €M;(P) so gewihlt, daB (6) gilt.
Fiir hinreichend kleines 6>0 und /,cUj (g)) gilt immer noch
[ fdm' >1—¢.
E’(v)
Wegen w] (Us (g,)) >0 gibt es Punkte e (v) mit f;(e (»),.) € Us(g,). Nach Satz 1.4
(3) kann man erreichen, daB f(w (»),.) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
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Sa1z1.8. Sind I, JCI endlich und nichtleer mit J &1, so ist jedes e-Schema
fitr J auch ein e-Schema fiir 1. Insbesondere ist N (I, e)=N(], ¢).

BeweEls. Sei {E'()|»=1, ..., N} ein &-Schema fiir /. Wegen B'(J)<B'(I)
ist es auch in B’(I) enthalten. Man kann g, € M 7(P) und 6> 0 so bestimmen,
daB fiir f,€ U'(J), € Us(gl) = U, stets

Jhdam >1—¢
E'(v)
gilt. Wegen w)=Ew; und w}(U,)>0 ist w} (E7*U;)>0 und daher E7' U} n
M;(P)=£0. Wahlt man 4, aus dieser Menge, so ist
[hydm' = [ Ejhydm' >1—¢.

E’(v) E'(v)

§ 2. Das Coding Theorem

Bei der Untersuchung von N(J, &) fiir gewisse endliche Zeitriume J kann
man sich fiir stationire g-Kanile stets auf den Fall beschrinken, daB 0 das
kleinste Element von J (und somit —g das kleinste Element von J) ist;
denn e-Schemata bleiben e-Schemata, wenn man eine Verschiebung T* auf
sie ausiibt. Wir befassen uns im weiteren nur mehr mit dem genannten Fall
und untersuchen jetzt strikt monoton wachsende Folgen §={J,} von Zeit-
rdumen. Ansonsten wird innerhalb dieses Paragraphen kein Gebrauch von

Stationaritdtsannahmen gemacht. Bezeichnet allgemein |J| die Méachtigkeit
von [ und setzt man =] —{—g, ..., — 1} (d.i. das kleinste J, umfassende
Intervall), so folgt |I;| —oo, | J,| =c0. Offenbar ist

d(3) = lim inf %!
®) LA

ein verniinftiges MaB fiir die Dichte der Menge l,;J Ji. auf der positiven Halb-
achse. Stets ist 0=<d () <1.

Wie schon in §1, Nr. 1 bemerkt wurde, ist fiir jede WV p auf B die zuge-
hérige WV p’ auf B’ vom m-Dichtetypus. Ist 17(@')=0 eine m’-Dichte von
7’ beziiglich B'(]), sowie f; (o, ') eine Kanaldichte, so bezeichnen wir die
B (J)-meBbare Funktion

fr@.e) g fr(@) >0
fw,0) =3 i) !
1 sonst
als Aposteriori-Kanaldichte zu f 7 und f;. Ist p vom m-Dichtetypus, so ist p’
gegen den Ubergang zu dquivalenten Kanilen invariant; f 7 hat dann dieselbe

Eigenschaft und ist #-fasteindeutig durch p und P bestimmt, kann also auch
sinnvoll als Aposteriori-Kanaldichte zu p und P bezeichnet werden.

DEFINITION 2. Eine reelle Zahl S= — oo heift zuldssig, wenn es zu jedem
>0 eine WV p vom Dichtetypus auf B und eine Folge F={];} mit d (F) >1—9
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und beschrinkten | jk+,| —| ];I, sowie
im 5 (! Nt 1oef ’ —
(1) h;njb(l(w,w )| WA log f7, (0, ®") >S}) 1

gibt. Offenbar ist S= — oo tmmer zuldssig. Die Zahl
L=supS

tiber alle zuldssigen S wird als die Durchlafkapazitit des Kanals P bezeichnet.

Da f; -, also auch p-fasteindeutig durch die Aquivalenzklasse von P
sowie durch p bestimmt ist [wegen p< @ (B(J))], hingt die Zulassigkeit
einer Zahl S nur von der Aquivalenzklasse von P ab. Aquivalente Kanile
haben somit die gleiche DurchlaBkapazitit.

Satz 2.1 (CopiNG THEOREM). Sei P ein stationdrer g-Kanal vom Dichte-
typus sowie L seine Durchlafkapazitit. Dann gibt es zu beliebigen >0, U<L
ein t,>0 derart, daff

NO,t—1,e)>eV (t=¢)
gult.

Bewegrs. Offenbar ist der Satz nur fir L>U>0 von Interesse. Wir
behandeln nur den Fall L<<oco. Der Fall L= geht vollig analog. Sei 6
durch U=L — § definiert. Man kann N(0, /—1, &) < co annehmen.

Wir wihlen eine zuldssige Zahl S> L — ¢ und >0 derart, daBB auch noch

2) (s—ﬁ)(1—20)>L_§

gilt. Sodann wihlen wir p und eine Folge §={J,} derart, daB d(g)>1—1,
S}elp(lfk+1‘ —|Ji|)< oo und (1) gilt. Die Kanaldichten f;,=f, und f;,=f, sowie

die Dichten f7,=f; denken wir uns irgendwie fixiert. Die Menge
B (k) = {(@, )| 77 log Fu(@, @) > S}
| Je|

gehort zu E( J,) und erfiillt

p(M(R)) —1.
Setzt man also
) ME)={o| [ fwo)m@de)>1- 1},

(k)

so ist M (k)€ B(J,) und

p(M(k)—1.
Wir denken uns nun fiir einen Augenblick irgendein % festgehalten und wihlen
einen ¢-Code {(w(»), E'(%))|v=1, ..., N} fiir den Zeitraum J,, mit

) w@)EME),  E@)SM(E)ow,

der unter allen méglichen &-Codes mit dieser Eigenschaft (4) die maximale
Linge N besitzt (wegen N(J,, £)<oo gibt es eine solche). Erinnern wir uns
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an die Menge M, (P) CU’(],), die bei der Definition des e-Codes eine Haupt-
rolle spielte: Es ist f,(w (»), .) €M, (P) und

(5) m({ofi (@, ) & My, (P)}) =0.
Ist f,(w, .) €M, (P), w € M(k), so folgt, daB die Menge
E'= glE’(v)

v

die Relation
[ o, 0) m'(do’) = £

B 2

erfilllt. Fiir o= (v) ist das wegen ¢<1 selbstverstindlich; hdtte man hier
<% fiir ein w3=w (»), so wire fir E'(N+1)=M(k),—E’ wegen o€ M(k)
und (3) die Beziehung

[ hoo)mde)>1—¢
E'(N+1)

erfiillt, und man kénnte den e-Code um das Glied (w(N+1), E'(N+1)) mit
® (N+1)=w verlingern. Damit erhalten wir die Abschdtzung

p(E)=] [E[/k (@, @) m' (deo’) | p (dw)

= [ [fuloo, ) m'(d0)]| p (de)
M) {o|fk(w.,)EMy (P} E

= £ p(M(b),

wenn wir noch (5) beriicksichtigen. — Andererseits haben wir fiir (w, »') € M (k)

log fy (@, ') >| Jil| S,

fe(o, ") > elJ¥lS fi (')
also fiir »=1, ..., N

[ 1 (@ @), o) m'(da) > H1S [ fi (') m'(do’) = el 15 7 (E'()) -

E'(v) A0)
Summation ergibt — man verschenkt offenbarnicht viel beidieser Abschatzung —
N > el kIS p'(E")
[JklS &
= gl = (M (k)

_ s+ a7 o8 (5 p een))
Wegen p(M(k))—>1 bleibt log (_zip(M (k))) (<o) fiir hinreichend groBe %

beschrinkt. Wir wihlen nun %, so groB, daB fiir k=%, folgende Relationen
Mathematische Zeitschrift. Bd. 78 11
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gelten:

| Jel
ITzl>1—zﬁ IJI log( p(M(k)))>—19.

Wegen (2) hat man dann
1 Tkl (L— i)
N(J.,e)=N>e 2
also erst recht, wegen Satz 1.8
~ ]
NG 6= S (z-5) '
Um nun auf N(0, £—1, &) zu kommen, niitzen wir die Endlichkeit der GroBe
G=s}:1p([]k+1|— | Jx|) aus. Zu jedem ¢ mit <0, £)2 J; gibt es genau ein % mit
Je€40,t = 1> C s

also 0=t — |];| < G, woraus sich |];| :t# >t (1 — g) ergibt. Nun wihle
man #, derart, daB fiir £=4, <0, ¢)2 ]';. nebst der Relation

(=)= 5)>2 -0

gilt. Wir haben dann 2= %y und somit

N(O,t—1,8) = N(J,, &) = &L= (t=1,),
wie behauptet.

§ 3. Schwache Umkehrung des Coding Theorem

Wir fixieren zunichst einen endlichen Zeitraum [, eine Kanaldichte
f7(®, ) und endlich viele Punkte (1), ..., @ (N) €2 mit f(w (), .) EM;(P).
Auf B(J) betrachten wir zwei WVen:

1. Gleichverteilung g, tiber die Punkte w (v):

wB= Y +~  (E€B().

o(v)EE

2. Wir wihlen 9> 0 beliebig, setzen U'(») =Uj; (f; (0 @), .))={g'| g’ €U’ (]),
lg', F1(w@),.)| <9} Up)={o|f;(, .)€ U'(»)}. VoraussetzungsgemaB ist dann
— mit den Bezeichnungen von §1 Nr 3

m (U®)) =m (97" U'(y)) =w; (U'() >0

W
Dann ist f; die m-Dichte einer WV p, auf B(]).

Wir setzen

) X ().
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Wir vergleichen nun zwei GroBen, die schon in ihrem Aufbau eine gewisse
Verwandtschaft zeigen, ndmlich:
N

1. Sei H(gy) = — glz (q0 ({o (v)})) =log N.
Wir bilden

dies ist die m'-Dichte einer WV ¢o auf B’(]); nun bilden wir fiir jedes o’
mit g7 (w’)>0 die (Aposteriori-)WV 9o(-|®"), die durch

7

70 ({0 ()} @) =Ll\(,&g<;(>w_a;) w=1,...,N)

gegeben ist, ferner den Ausdruck
Hj(go| @) = — 2 2(g0 ({0 (»)}| ") .
Diese Funktion von @’ ist immerhin gg-fastiiberall erklirt, so daB die Bildung

H(go| q0) = J Hj(go] ') g0 (dv’)

sinnvoll ist. Man berechnet

Hy(anl 49 == 22150 ), 1) m(d)

+ [ 2(g) (")) m'(dw’) +log N.

Unser Interesse gilt dem Ausdruck

Hyla) — Hylaola) =3 3 [ (/60 0),.09) m'de) — [2(gj ) ' (do).
2. Sei Rj(pg)=— [z ( ) (dw). Die Funktion
=[1( 1) f; (o, o) mdo)
ist die m’-Dichte einer WV po auf B’(J). Mit den Abkiirzungen
1
S, () _m_(mvf)hdm

(v

hy (@) =S, (z(fJ(.,w')))
berechnen wir die GroBe
Ry(pol ) == [ | [ 27522 m (o i dor).
11*
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Das innere Integral ist zwar nur fiir f7(w’)>0 erklirt. Dies geniigt aber
zur Berechnung eines pg-Integrals. Zunichst ist fiir f;(w’)>0

_ 1y (@) fj (0, ') d
fz( 77(@) )’”( @)
f’f V(@0 100 1 (de) —

17 (@) 17 (@)
~f ﬁ‘ﬂ,}l{ (-2 1og (1 (@) £ (@, ) m(do)
= log fj (@) —
= Tty & Sy | ~ e o) mide) -
gy j fr(n ) 2 (f; @) m(do)
= log {7 (o) T Z By (i

f,—(ilﬁff](w,w’)z(f](w))m(dw).

Hieraus ergibt sich nach FuBInI

Ry (o) po) :fz(f’,(w')) m'(dew) — %th;dm’—fz(f](w))m(dw)

und deshalb
_ 1 fh am' — f 1) dm’

R! (Po) — RJ (Po| ?
Wir wollen jetzt ¢, durch p, approximieren, indem wir ¢ gegen O streben
lassen, und die untenstehende Relation (1) erreichen. Hierzu benétigen wir die

ANNABRME (J). Man kann die Kanaldichte f;(w, ') stets so wihlen, daf
die Menge
¢ {z(t/(@, ) |0€Q}< Ly,

gleichgradig m'-integrabel wird.

Hinreichend hiefiir ist z.B., daB man die Kanaldichte f;(w, w’) als be-
schrinkte Funktion wihlen kann. In §4 wird gezeigt, daB schon diese Klasse
von Kanilen Kanile mit beliebig hohen DurchlaBkapazitdten enthélt. Gleich-
bedeutend mit der Annahme (J) ist die gleichgradige m'-Integrabilitit der
Menge z (M;(P)).

SA1z 3.1. Gilt die Annahme (]J), so ist

() Jlim (R (b)) — Ry (pol £0)) = Hy (q0) — Hy (qo] 4
Beweis. a) Beachtet man, daB fiir w € U(»)
Iz (fy(@, ) — 2 (f;(@0), V= |fs (@, ). 15 (@6), )

<?



Uber Kanile vom Dichtetypus 165

gilt, so folgt durch Mitteln
(f;@®),.) —m)|<® (@=1,...,N)

. 1 ’ ;1 ’
021;)110 T 2 fh,,dm =+ 2 fz(/](w(v), ))dm'.
b) Dieselbe Methode liefert

Jm |y — gl =0,

und damit

also gewil
&21011 of =28 (m'-stochastisch).
Hieraus folgt
. li{)r}r K (f)) =z2(&7)  (m'-stochastisch),

und dies hat wegen der Annahme (J)
lim [z(f)) — z(g))| =0

#—040
und somit

i [z(f) dm' = [ z(g7) dm

zur Folge. Damit ist alles gezeigt.

Der wesentliche Gedanke beim Beweis des nachstehenden Satzes 3.2 be-
steht darin, daB die Fixierung von g, dieselbe Situation schafft wie bei einem
Kanal mit einem endlichen Eingangsalphabet der Linge N. Wir prizisieren
dies zunichst folgendermaBen.

Hat man eine WV p, auf B(]), und ist |J|=d, so gibt es genau eine
WYV p der Periode d, die auf B(J) mit p, iibereinstimmt und folgende Eigen-
schaft hat: Sind %, ..., k, verschiedene ganze Zahlen, so sind die Borel-
Kérper B(J + k,d) = B, unter p unabhingig, d.h. es gilt

P(0E)=IT#(E)  (EEB).

Genau so gewinnt man q aus g,. Fiir das weitere wird jetzt folgende Annahme
von Bedeutung:

ANNAHME (U). Es gibt eine Zahl g,=0 mit folgender Eigenschaft: Sind
J, (=1, ...,7) ganzzahlige Intervalle, die paarweise mindestens den Abstand
go-+1 haben, so sind fiir m-fastalle w € Q2 -die Borel-Korper B'(],) unabhingrg
unter P(w, .).

Man kann g,=g annehmen, indem man eine der beiden Zahlen notfalls
vergroBert. Wir wollen dies im folgenden stets tun. Die Bedingung (U) ist
invariant gegen den Ubergang zu #dquivalenten Kanilen; sie ist gleichbe-
deutend mit der Auffindbarkeit von Kanaldichten fk; I f I mit

f\;]gzlg'f]@'
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Die am SchluB von 1 Nr.1 konstruierten Kanile erfiillen stets (U) mit
80=0. Sind die dort verwendeten Funktionen f (6—g, ..., &; .) gemeinsam be-
schrankt, oder sind auch nur die 2(f(E_g, .on, & .)) gleichgradig #'-integrabel,
so gilt auch die Annahme (J) fiir jedes J.

er denken uns jetzt J immer noch festgehalten, setzen d= |/ ‘ und
]k_ U (J+7d) (k=1,2,...). Die Borel-Kérper B(J,) und B'(J,) kann man

sich 1m Falle, daB [ ein Intervall mit dem linken Endpunkt 0 ist, bequem
mittels des folgenden Schemas vorstellen. Wir bilden wie in §2die GréBen fy, (o),

g d-g
A,
BJ) B(J+d) B(J+2d
8(J) 5’(J+>>\ 8(J+27)
a

Fig.1

T (w, ®’), ausgehend von der obengenannten WV p, die sich auf die in Nr. 2
konstruierte WV p, stiitzt und von einer Kanaldichte f, (w, »"). Gestiitzt auf
die Annahme (U) und die Konstruktion von p weist man sofort die Bezie-

hungen
k-1

flw,0) =[] T} (0,0 (m-fastiiberall)
i~0
H T (w (m'-fastiiberall)

i=0

ke
-

7o, ) = f] T}, (,0")  (p-fastiiberall),

7=0

sowie die Unabhingigkeit der B( J+7d) unter p nach. Hierbei wurde, wie
iiblich, T"g(w, ') =g (T w, T“w’) gesetzt. Ferner berechnet man

flog;,dp ff, ) f7(o, ') log 1 ()ﬁ(dw dw')

= [ (= miden]| ) )
—ffj fjww)logfj( ) m(dew) m’ (dw’)
:RJ(?O) —Rj(i’olpo)-

Damit ergibt sich aus dem schwachen Gesetz der groBen Zahl fiir unabhingige
Zufallsvariable: Ist So<Rj(p,) — Rj(po| po), so ist

2) lim 3 ({(w,m’) |ﬁ log7, (o, »') > 157"'}) =1,
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Man hat hierbei nur die Beziehungen

Uk| = k|]|
- k—l . -
log /= ZOT“’(IOg 1)
=

zu beachten. Nun erinnern wir uns, da8 in all diesen Bildungen noch folgende
Parameter stecken: $#>0 und die Punkte o (¥) mit f;(w(»), .) €M(P). Wir
wollen nun annehmen, die o (#) seien einem e-Code {(w (v), E'(»))|v=1, ..., N}
fiir den Zeitraum J entnommen.

Satz 3.2. Es gibt ein ¢>0 mit
(3)  Ry(po) — Ry (polpé) >log N — (elog(N — 1) — z(¢) — z(1 —¢)).
Bewels. Wegen Satz 3.1 und H;(g,) =logN geniigt es,
H; (g0| go) < elog(N — 1) — z(e) —z(1 — ¢)

nachzuweisen. Dies aber folgt aus dem im Anhang bewiesenen Satz, wenn
man dort "
K'=B(]), pp=100)=f(00) ),

QW E) = Ef f, o) m'(do’)
setzt.

SATZ 3.3 (SCHWACHE UMKEHRUNG DES CODING THEOREM). Ser P ein
stationiirer g-Kanal vom Dichtetypus, der der Bedingung (U) und fiir jedes
nichtleere endliche J CI' auch der Bedingung (J) gewiigt. Sei L seine Durchlap-
kapazitit. Dann ist L=0, und es gibt zu jedem 0>>0 ein >0 und ein t,>> 0 mit

N@O,t—1,&) <0 (t=4y).
Bewegrs. Wir halten >0 zunichst fest und setzen J=<0,¢#—1). Dann
wihlen wir zu einem zunichst beliebigen £¢>0 mit e< % und einer der An-

nahme (J) entsprechenden Kanaldichte f;(w, ') einen &-Code {(w (), E'W))|
y=1,...,N } fiir den Zeitraum J, mit N=N(0,¢—1, &). Sodann bestimmen
wir gemiB Satz3.1 ein #>0 derart, daB fiir das nunmehr festliegende p,
die Relation (3) gilt. Aus (2) folgt dann

lim 4 ({(@, )] T log T, 0) >
> % [log N — (elog(N — 1) — z(e) — z(1 — s)]})
=1.
Offenbar gilt fiir die Folge §={J,} die Beziehung
|fk+1| - |jk| =i+ 8

sowie
A z1—5.
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Offenbar ist jedes
S< limtsup% [log N(0,t—1,¢) — (elog (N (0, — 1, &) — 1) — z(e) — z(1—¢))]

zuldssig im Sinne der Definition 2. Fiir lign N(0, £—1, &) < oo ist hier die rechte
Seite =0 und Satz 3.3 ist bewiesen (nach Satz 2.1 kann L>0 nicht in Frage
kommen). Fiir li§n N(0, t—1, &) =oo ist offenbar

lim sup - [log N(0,t—1,¢6) — (elog(N(0,£ — 1, ¢) — 1) — z() — 2(1 — e))J

s 1 . .zl —z(1—¢)
_llmtsup[~t—logN(O,t 1,8)”1 € —logN(O,t—Le)]

=(1—c¢) limtsup —:~log N(0,t—1,¢)
und wir erhalten
L=(1—%¢) limtsup%logN(O, t—1,¢).

Fir L=oo ist nichts zu beweisen. Ist aber L< oo, und 6> 0 vorgegeben, so
bestimme man ¢€ (0, ie) derart, daf3

L
1— ¢

+2<L+0
gilt und sodann #,>0 derart, daB fiir £=¢,
%logN(O,t—— 1,¢) < limssup%logN(O, s—1,¢) + %
gilt. Man hat dann insgesamt fiir £>¢, die behauptete Abschitzung.

§ 4. Beispiele
Es bleibt nachzuweisen, daB die durch die Bedingungen (U) und (J)
(J £T') gekennzeichnete Klasse von Kanilen hinreichend umfangreich ist, also
etwa nicht-pathologische Kanile mit beliebig groBer DurchlaBkapazitit ent-
hélt. Zur Konstruktion solcher Kanile verwenden wir das am SchluB von
§1, Nr.1 angegebene Verfahren.

N N

Sei N>1 beliebig und seien 2(—g, 0)=20Q,, A’'=2 A, disjunkte Zer-

legungen mit r=1 =1

(1) {Qvec(— & 0)7 n0g+1(gv)>0

A,€C',  my'(4;)>0.

Solche Zerlegungen gibt es sicher, wenn 4 und A’ etwa Intervalle mit dem

Lebesgue-MaB n, bzw. »n’ darauf sind. Seien f,(&')=0 auf A’ erklirte Funk-
tionen mit

Jhan' =1,  [z(f)dn <o und f(E)=0 (£4¢4).
Dann ist durch

f(é—g:yfo;sé):f:(é‘l)) ((E—g;---:EO) EQII)
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ein Kanal gegeben, der allen Forderungen geniigt und offenbar N(0,¢ —1, &) =N'
(t>0) erfillt. Nach Satz 3.3 ist hier L=1logN.

DaB die Bedingungen (J) (J<[I) fiir die Giiltigkeit der Aussage von Satz 3.3
nicht notwendig ist, kann man zeigen, indem man das Beispiel folgender-

maBen modifiziert: Man wihlt abzihlbare Zerlegungen Q(—g, 0)= > 2, und
o0 v=1
A’=73 A, mit den Eigenschaften (1) und erhilt offenbar zu jedem &>0

y=1
beliebig lange ¢-Codes in jedem Zeitraum. Nun wihle man ein N>1 und

N N
fithre die Uberlegungen des §3 unter Beschrinkung auf >, 0, bzw. > 4,
y=1 v=1
durch. Man bemerkt, daB z.B. das, was man von der Annahme (J) braucht,
um Satz 3.1 zu beweisen, auch hier erfiillt ist: fiir $<<1 ist sogar f;=gj.

Man erhidlt L=o0, d.h. die Aussage des Satz 3.3 ist wiederum erfiillt.

Anhang. Verallgemeinerung von FANO’S Lemma
Sei £2' eine beliebige Menge und K’ ein Borel-Kérper in 2. Q(»,.) (v=1,
.., N) seien WVen auf K’. Sei m' eine WV auf K’, beziiglich welcher alle

Q(v,.) totalstetig sind (eine solche gibt es stets, z.B. m'= 7’:7 Z Q, )) Sei

f(v, ') eine m'-Dichte von Q(»,.). Mit irgendwelchen Zahlen $,=0, die
> p,=1 erfiillen, bilden wir
’ p()=2000.)

g)=2pfr o),

mit der m/'-Dichte

sowie

n_ Py @)
g, ) = PLR0

H=—{ (Zz (g, w'))) p(dw’).

Dann gilt folgende Verallgemeinerung eines bekannten Lemmas von Fano:
Satz. Sei 0<e< %, es gebe N paarweise disjunkte Mengen E,C K’ mit

QW E)=[f»o)m{@dw)>1—e  (»=1,...,N).
Ey

Dann gilt
H<elog(N—1)—z(e) —z(1 —¢).

Bewels. Man kann ), E,=£’ annehmen. Setzt man

h;(w’)zzlq(v,w') (=1, ..o, N),
v
so wird

Z ) o) =2 X [p,/@0)m(de)

AE}' A vl E'}.

=Z ZﬁvQ(v:E;-) :vaQ(‘p,Q'—E;) <E§&,

v Ay
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sowie

2 e o) p w')=;p;Q(Z,E;)>1—e.

/IE;.

Nimmt man bekannte Abschitzungen (die fast alle auf der Konvexitidt von
z(x) beruhen) zu Hilfe, so bekommt man

2_25[( +§A ) p'(d)
== VB gy [ 2 lalh o) pdo) -

Ej
—¥ [ (h; (') v%z (%))p (do’) —
— X HED) iy [ (@) de) <
<—Dp(E)z (m f g (4 ) p’(dw')) 4

+zjh1 #'(do’) log (N — 1) —

A

=2 p' : z(mé[ #y(@') ?’(dw')) <

g—z(zfgzw jb(dw))—}—elog( —1) —

A

(thl ))<
<—z(1—¢€)+elog(N—1) —z(e).
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