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Das Anfangswertproblem im GroBlen fiir eine Klasse
nichtlinearer Wellengleichungen

Herrn FRIEDRICH KARL SCHMIDT zum 60. Geburtstag am 22. 9. 1961 gewidmet
Von

KONRAD JORGENS

Einleitung

In einer fritheren Arbeit [3] wurden nichtlineare Wellengleichungen be-
trachtet, die als Feldgleichungen einer nichtlinearen klassischen Mesonen-
theorie in Betracht kommen. Unter diesen wurde eine ausgezeichnete Klasse
durch Bedingungen charakterisiert, die fiir die Losbarkeit des Anfangswert-
problems im Grofen notwendig sind. Auf die umgekehrte Frage, ob fiir die
so ausgezeichneten Wellengleichungen und zu beliebigen Anfangswerten stets
eine Lésung im GroBen existiert, wurde nur eine recht unvollstindige Antwort
gegeben, wobei die wesentliche Einschrinkung die auf den Fall einer Raum-
variablen war.

Die vorliegende Arbeit enthilt einen weiteren Beitrag zu diesem Problem.
Es werden die semilinearen Wellengleichungen der Form
y— Au+F'(|u|?) u=0

in drei Raumvariablen betrachtet und es wird gezeigt, daB zu beliebigen
Anfangswerten, die den iiblichen Differenzierbarkeitsbedingungen geniigen,
stets eine wohlbestimmte, zweimal stetig differenzierbare Losung im GroBen
existiert, falls die Funktion F(s), die durch F(0) =0 normiert sei, den Bedin-
gungen A +F(s)>0 und
|F(s)] < a4 +F(5)]"

mit geeigneten positiven Konstanten a, 4 und o< £ geniigt. Dies ist im wesent-
lichen eine Wachstumsbeschrinkung fiir F (s), denn es folgt daraus

—A<F(E)<{A"*+a(l—a)s)? — 4
mit $ :1,.1_0( <3. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist F(s) = u2s +- % n2s;
die zugehorige Wellengleichung
tyy— A+ p2u +n2|u|2u =0
ist die Mesonengleichung von ScHIFF [5].

Es liegt nahe, ausgehend von den gewonnenen Losungen, durch Grenz-
libergang allgemeinere Losungen zu konstruieren. Dies ergibt sich ganz von
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selbst, wenn man eine Topologie gefunden hat derart, daB die Losungen im
Sinne dieser Topologie stetig von ihren Anfangswerten abhingen. Die verall-
gemeinerten Losungen geniigen dann auch sog. fortsetzbaren Anfangsbedin-
gungen im Sinne von FRIEDRICHS und LEwy [2]. Es zeigt sich nun, daB
man verallgemeinerte Losungen zu beliebigen Anfangswerten finden kann,
die den allgemeinsten in [2] fiir die lineare Wellengleichung formulierten
Bedingungen geniigen, d.h. Losungen, die samt ihren ersten Ableitungen fiir
jedes feste ¢ lokal quadratisch beziiglich der Raumvariablen integrierbar sind.
Allerdings muB dazu von der Funktion F(s) zusitzlich F(s)=0 und |F"'(s)|<b
mit einer geeigneten Konstanten b verlangt werden. Auch diese Bedingungen
sind fiir die Mesonengleichung von ScHIFF offenbar erfiillt.

Alle Beweise stiitzen sich auf den Energiesatz, der aus der Wellengleichung
folgt; die verschiedenen Bedingungen fiir F(s) hingen eng mit dieser Methode
zusammen, und es wird keinerlei Aussage dariiber gewonnen, ob sie notwendig
sind. Fiir den Fall esner Raumvariablen wurden in [3], §5 analoge Existenz-
sdtze bewiesen, wobei F(s) keinerlei Wachstumsbeschrinkungen unterworfen
wurde. Fiir mehr als drei Raumvariable versagt die Methode der vorliegenden
Arbeit. :

§ 1. Das Anfangswertproblem im Kleinen

Es sei F(s) reellwertig und F(s) € C3[0, o0)!); auBerdem sei F durch die
Vorschrift F(0) =0 normiert, was fiir die Differentialgleichung ohne Bedeutung
ist. Gesucht ist eine komplexwertige Losung u (x, t) =u (%, %, %3, ¢) der Dif-
ferentialgleichung

tyy— Au+F'(|u|?)u=0
fiir £> 0, welche fiir /=0 den Anfangsbedingungen

u(%0) =),  wu(x0) =y

geniigt, wo ¢ (x), p(x) gegebene komplexwertige Funktionen sind.

Zur Orientierung wird das entsprechende Problem fiir die lineare Wellen-
gleichung v,, — Av=0 betrachtet. Dariiber ist unter anderem folgendes be-
kannt?): '

(1) Ist @(x) €C3, p(x) €C?, so gibt es genau eine zweimal stetig differen-

zierbare Losung, ndmlich
0
v(x,?) = [t M{p|x; t}] + ¢ M{yp|x; i},
worin
o
M{f|x; t}—4—nff(x+t§) dg
[§1=1

das sphirische Mittel von f, genommen iiber die Oberfliche der Kugel K, (x)
vom Radius ¢ mit Mittelpunkt x, bezeichnet. Aus der Losungsformel sieht

1) Das heiBt dreimal stetig differenzierbar im Intervall 0<s< oo.
%) Vgl. z.B. [1], Kap. VI, §5.
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man, daf} die Werte der Lésung in dem Bereich

B(K, (%)) ={x ¢t =0, |x — %, +t<g}

nur von den Werten von ¢ und y in K, (x,) abhingen; man nennt B daher
den Bestimmtheitsbereich zum Gebiet K, (%y). Ist G CR?® eine beliebige offene
Menge, so ist der Bestimmtheitsbereich B (G) die Vereinigung aller B (K) mit
KG.

(2) Sei f(x,?)€C?; dann ist
w(x, 1) =v(x,1) +ft(t — 1) M{f[ % Tt — r}dr
0

die einzige zweimal stetig differenzierbare Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung w,, — Aw=/(x, t) mit den vorgeschriebenen Anfangswerten.
Darin bedeutet

M{f|x,7; g}:%ff(erQE,r)dé.

1él=1

Hieraus folgt unmittelbar, daB das Anfangswertproblem fiir die nichtlineare
Wellengleichung der Integralgleichung

t

u(x,t) =v(x,8) — [ (¢ — ) M{F'(|u|?) u| x,7; ¢ — 7}d7

dquivalent ist in dem Sinne, daB jede zweimal stetig differenzierbare Losung
des einen Problems auch Lésung des anderen Problems ist. Gibt es zu be-
liebigen Anfangswerten @€ (3, y€C? genau eine Losung #€C2, so hédngen
die Werte von # in jedem B (K) nur von den Werten von @ und p in K ab,
da dies fiir die Lésung der Integralgleichung richtig ist. Die Bestimmtheits-
bereiche B (G) der linearen Wellengleichung sind also zugleich auch Bestimmt-
heitsbereiche der nichtlinearen Wellengleichung. Nun wird aber, wie einfache
Beispiele zeigen, die Lésung des nichtlinearen Problems im allgemeinen nicht
in ganz B(G), sondern nur in einer gewissen Nachbarschaft der Anfangs-
mannigfaltigkeit, d.h. fiir hinreichend kleine ¢ existieren. Die Frage nach
solchen Losungen wird das Anfangswertproblem im Kleinen genannt; im vor-
liegenden Fall wird sie durch den folgenden Satz beantwortet.

Satz 1. Es set G ein Gebiet des R® und es seien Anfangswerte o (x) €EC3(G),
¥(x) €C2(G) mit

lel=c, |gradg|=<c, [|p[=c fir x€G

gegeben. Dann gibt es eine nur von ¢ und von F(s) abhingige Zahl T >0 derart,
daf das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung
ty— Au+F'(|u®)u=0

in dem Teilbereich t<T von B(G) genau eine zweimal stetig differenzierbare
Liosung besitzt.

21*
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BeEwEers. Man erhilt die gesuchte Losung durch Anwendung des Iterations-
verfahrens auf die dquivalente Integralgleichung, d.h. man setzt #"(x, #)=
v(x, ¢) und

t

w" V) (g, 8) =v(x,8) — [ (¢t — ) M{F'(|u"|?) u™| %, 7; ¢ — 7}d7
1]

fir n=1,2,3,.... Offenbar ist ™ (x,#) €C2(B(G)). Als Vorbereitung des
Konvergenzbeweises hat man dann zunichst die gleichméBige Beschrinktheit
der Folge u™ (x, {) nachzuweisen. Es gilt

v(x,t) = M{p|x; t}+71£5f(6’ grad g (v +1£)) d& +t M{y| x; t}
1€]=1

und folglich |v(x, #)| = (1+2f)c. Sei nun

¢ = max |F'(s)|

o=s<act
und
T =min{z, (2¢;)"4}.
Dann gilt |4 (, §)| < 2¢ fiir <7 und fiir n=1,2,3,.... Dies ist namlich

richtig fiir n=1; gilt es fiir #, so folgt aus der Rekursionsformel

t
| (2, )| < |v (%, )| + [ (¢ — o) M{|F'(1"1%) u®)| | x,7; ¢ — 2}d7
0
S(+2)c+tice, = 2c.

Es bleibt nun die Konvergenz der Folge «™ (x, ¢) sowie der Folgen der ersten
und zweiten Ableitungen fiir £< T und die Einzigkeit der Loésung der Integral-
gleichung zu beweisen. Dieser Teil des Beweises ist zwar miithsam, aber voll-
kommen selbstverstindlich und kann daher iibergangen werden.

§2. Das Anfangswertproblem im Groflen

Es soll nun gezeigt werden, daB die in §1 konstruierte Losung des Anfangs-
wertproblems sogar ¢m Grofen, d.h. im ganzen Bestimmtheitsbereich B (G)
existiert, falls iiber die Funktion F(s) weitere Annahmen gemacht werden.
Ist G insbesondere der ganze Raum R3, so ergibt sich die Existenz einer wohl-
bestimmten Lésung im ganzen Halbraum > 0.

Satz 2. Fiir die Funktion F(s) €C3[0, oo) mit F(0)=0 gelte
A+F(s)>0 und |F'(s)| =a[A+F(s)]*

fiir 0= s<< oo mit geeigneten positiven Konstanten a, A und a<%. Fiir jedes
Gebiet GCR3 und zu beliebigen Anfangswerten @ (x) €C3(G), p(x) €C2(G) gibt
es dann genau eine Losung u(x,t) € C?(B (G)) des Anfangswertproblems fiir die
Differentialgleichung

wyy— Au+F'(|u|?) u=0.
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Fiir den Beweis wird ein Hilfssatz bendétigt, der aus dem Energiesatz folgt;
als solchen bezeichnet man die Identitit

%{I“tlz + |grad |2 + F(|u|?)} = 2Re div (i, grad ),

die fiir jede Losung der Differentialgleichung gilt. Hierin bezeichnet Re den
Realteil, grad und div bedeuten die Operationen ,,Gradient‘‘ und ,,Divergenz‘*
beziiglich der Raumvariablen. Ist K=K, (x,) eine Kugel in R® und u(x, t)€
G*(B (K)), so erhilt man aus dem Energiesatz durch Integration iiber B(K)
%f{|u,|2—|— |grad u|? 4 F(|u|?) — 2Re, (n, grad )} dS
g f{|u,[2 + |grad u|? + F(|u|?)}dx.
K

Darin bedeutet M den Kegelmantel |x— x0| +t=1, 0=i< 7, der zusammen
mit K den Rand von B (K) bildet. Die &uBere Normale auf M hat die ¢-Kom-

3
ponente —- und die x;-Komponente Lni, 1=1, 2,3 mit an:i. Das

L= 2 =

Oberflachenelement auf M ist mit dS bezeichnet. Nun ist offenbar

|u;|2 + | grad u|2 — 2Rei, (n, grad u) = 0,
folglich

75 [ F(ul®)as < [{jm]*+|grad ul2 + F(|u[9} ax.
M K
Dies kann man auch in der Form
J (& — i M{F(ju?) [0, 7 — }dt < 4z (f){lwl“rIgrad¢|2+F(|¢lz)}dx
0 T (%o,
schreiben, wenn ¢ und y die Werte von # und u, fiir =0 sind.

Hirrssatz 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 sei K=K,(%,) eine
Kugel und u(x, t) CC2(B(K)) eine Losung der Differentialgleichung

ty— Au~+F'(|u|) u=0
mit Anfangswerten @ (x) € C3(K), y(x) €C2(K).

Behauptung : Es gibt eine nur von den Anfangswerten (und von der Funk-
tion F(s)) abhingige Zahl c derart, daf

|u(x,8)| <c, |gradu|=c, RAEY:
fir (x,1) € B(K) gilt.

Bewkrs. In B(K) ist <p; folglich gibt es eine nur von den Anfangs-
werten abhingige Zahl ¢, mit

|v(x,0)] = cy, |gradv| < c,, |v] ey
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in B(K). Aus der Integralgleichung fiir » folgt damit und nach Voraus-
setzung iiber F(s)

|u(x,8)| < |v(x,8)] +oft(t— 7) M{|F'(1u1?) u|| %, 7; ¢ — 7} d7
§c2+aoft(t— ™) M{[4 +F(]u|2)]“|u||x,r; ¢ —r}dr
§c2+a[6ft(t—'r)2M{A +F(|u|2) |x,1;t—‘t}drrx

1/

X Lf’(t — )P M{|u|? | x, v; t — r}dr] ’

dreifache Integral [ M{...}d7 mit dem Integranden
2 1 2—p

(¢ — 0 [A+ F(|u[)]|u] = ¢ — 07 [A+F(ul2)]” ¢—) * |u]
angewandt. Nach der oben abgeleiteten Ungleichung gilt fiir (x,¢) € B(K)

of' (t — 72 M{F(|u]?)

1= r}d1§4vlz{ ({) {(|w|*+|grad ¢|> + F(|p|?)} 2&

=4 (f){|w|2+|grad¢|2+f4 +F(|p|*)}dé=c5,
folglich o
A4 a b . 1p
|u(x,t)|§cz+a[c,,+~3—t3] I("[(t—t) PM{|u|?|x,7;t — 7}dT

und .
t
|w(x, Of Scotoes [ (¢ — )P M{|u|?|x,7;¢t —7}d7
0
it c.—0P—1ct —op—1,p 4 s]*?
mit ¢,=2""¢§ und ¢;=2""a ca—i—fg . Setzt man nun
#) = max x, 1),
10 = gpax_w(x0)

so ist f(f) nicht groBer als die Losung g(f) der Integralgleichung

t
gt)=ca+ Csof t—*"*g(v)dr.
Mit Hilfe der Laplace-Transformation findet man die Losung

[(2—p)!cst® p)! cgt® P
“"‘Z G-pnl

Daraus folgt die Existenz einer Schranke cg fiir |#(x, £)|? in B(K). Setzt man
nun

e ’ ’
0 = X [F1)| + 26 pax P61,
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so erhdlt man aus der Integralgleichung fiir

|grad u(x,t)| < |grad v (x, #)| +
¢
+ [ (¢ — ©) M{|F'(1u|?) grad u + F"'(|1#|?) u 2Re (it grad u)| | x, 7; ¢ — t}dr
0

t
S+ [(t—1)c;, max |gradu(x, 7)|dt
0 x€Ky 1 (%)

und hieraus |grad u (x, )| < ¢, Cos |Jc,t < cq

fir (x, #) € B(K). Auf dieselbe Weise erhélt man eine Schranke fiir |, (x, #)|
und damit die gewiinschte Konstante c.

BeweEls von SaTtz 2. Es geniigt, zu zeigen, daB genau eine Losung in
B(K) existiert, wenn K eine beliebige Kugel mit K G ist. Nach Satz 1 gibt
es eine Losung in einem Teilbereich ¢< T von B (K), dessen Breite T nur von
einer gemeinsamen oberen Schranke ¢ der Funktionen |¢|, |grad ¢| und |y|
in K abhingt. Man wird nun versuchen, zur Fortsetzung der Lésung ein
neues Anfangswertproblem mit den Anfangswerten

g =ulxT), w(x)=wu@xT)

zur Zeit =T zu stellen, dessen Losung u, (x, ¢) folglich der Integralgleichung
t

uy (%,8) = v (%, 8) — [ (¢ — 7) M{F'(|w|?) wy | %, v; ¢ — v}dv
mit g, (xr,4) =2 [(¢— ) Mgyl %t — TY] + (¢ — T) Mipy 23 — T}

zu geniigen hat. Fiir t=T gilt

v (%, 8) = v(x,¢) —f(t — o) M{F'(|u|?) u|x,7;t — 7}dr.

Man kann diese Identitdt sowohl mit Hilfe der Definition der Funktionen ¢,
und vy, direkt verifizieren, als auch aus allgemeinen Eigenschaften der Lo-
sungen der linearen Wellengleichung ohne Rechnung ableiten. Aus der Iden-
titat folgt, daB v, (x, #) zweimal stetig differenzierbar ist. Also kann man die
Integralgleichung wie im Beweis von Satz 1 durch Iteration 16sen und so eine
zweimal stetig differenzierbare Lésung #, (¥, ¢) in einem Teilbereich T<¢<T+T,
von B(K) berechnen, dessen Breite 7; nur von einer gemeinsamen oberen
Schranke fiir die Funktionen |¢, |, |grad ¢,| und |y,| abhingt. Hierfiir kann
man aber die Konstante ¢ des Hilfssatzes 1 nehmen. Also hingt 7; nur von
den Anfangswerten ¢, p in K ab. Erneute Anwendung des Fortsetzungs-
prozesses liefert eine Losung fiir £<7 +27;. In endlich vielen Schritten erhilt
man die gesuchte Losung in B(K). Gébe es zwei Losungen %, und #,, so miiBte
die Differenz der Ungleichung

¢
|uy (%,8) — uy(x, )| = !of(t — 7) M{F"(|uy|?) uy — F'(|up|?) g | %, 7; ¢ — r}dr{
t

S f(t—7) max |u(x,7) — uy(x, 7)| d7
0 ‘Exo—t(xo)
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geniigen, worin ¢, die im Beweis des Hilfssatzes eingefiihrte Konstante ist.
Daraus folgt u,(x, f)=wu,(x,?) in bekannter Weise, womit der Beweis des
Satzes abgeschlossen ist.

§ 3. Stetige Abhidngigkeit der Lésung von den Anfangswerten

Die in §2 betrachteten Wellengleichungen haben zu beliebigen Anfangs-
werten ¢ (x) € C3(R3), (x) €C2(R?®) genau eine fiir £=0 und fiir alle ¥ zweimal
stetig differenzierbare Losung # (x,¢). Es werden nun insbesondere Anfangs-
werte miut kompaktem Triger betrachtet, d.h. solche, die auBerhalb einer geeig-
neten Kugel K=K, (x,) identisch verschwinden. Die Losung u(x,?) ver-
schwindet dann identisch im Bestimmtheitsbereich des Komplementes von K,
d.h. fiir festes £ auBerhalb der Kugel K, ,(x,). Wegen F(0) =0 existiert das
Energie-Integral

EQ) = [ {{w]* + | grad ufs + F(|u[2)} .

Aus dem Energiesatz folgt durch Integration iiber das Gebiet x€ R3, 0<¢<7
der sog. integrale Energiesatz

E(t)=%[{|ly*+|grad g|* + F(|p|?)} d

fir £=0, d.h. E(f) ist gleich einer nur von den Anfangswerten abhingigen
Konstanten, die im folgenden mit E bezeichnet wird. Ist F(s)=0 fiir 0<s< oo,
so folgt hieraus eine wichtige Abschitzung. Fiir eine Funktion f(x) € C'(R3)
mit kompaktem Tréiger gilt ndmlich nach SoBOLEW?3)

{J 1@ dsP<4[|gradf(»)|2dx.
Auf u(x,?) angewandt ergibt dies die Ungleichung
{[|luxt)*dsP<$E,

die im folgenden gebraucht wird. Eine weitere Ungleichung enthilt

HiLFsSATZ 2. Es seien @ (x) € C3(R®) und y(x) € C2(R®) Funktionen mit kom-
paktem Triger und v(x, t) die Losung der linearen Wellengleichung v,,— Av=0
mit diesen Anfangswerten. Dann gilt

Tlv@x)Pdx<2[{|o®)|*+|yp(x) |} dx.

Bewers. Sei 7 (§, t) die Fourier-Transformierte von v (x, £) beziiglich der
Raumvariablen, ¢ (&) und $(£) die Transformierten von ¢(x) bzw. (x);
dann ist

9(&,8) =@(&) cos|&| t+P (&) _Si’g‘fl t
und folglich

Jlv(xb)|2dx =[]0 (& ¢)|2aé
s2f{|p@P+2[9@E)|}ds =2[{|lo @)+ 2|y ()|} dx.

3) Einen einfachen Beweis findet man bei NIRENBERG [4], S. 128.
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Der Hilfssatz 2 zeigt, zusammen mit dem integralen Energiesatz fiir die
lineare Wellengleichung (F(s) =0), daB8 die Losungen der linearen Wellen-
gleichung im Sinne der Norm

lo @ = [f|vl*+ | grad |2+ | v|2} 2]t
stetig von ihren Anfangswerten abhingen; und zwar ist
le@F=2(1+#) 2

fur jede Lésung v(x, #), also auch fiir die Differenz zweier Losungen. Unter
gewissen Voraussetzungen gilt nun eine analoge Aussage fiir die nichtlinearen
Wellengleichungen:

Satz 3. Aufer den Voraussetzungen von Satz 2 gelte noch
F(s)=0 wund |F"(s)|<b fir 0=<s< oo.

Es seien @;(x) €C3(R®), y;(x) €C*(R?) Anfangswerte mit kompaktem Triger
und mit

E;=%[{jp,|*+|grad ¢;2 + F(|g|")} dx < E
fiir =1, 2. Fiir die zugehirigen Losungen u;(x,t) gilt dann
loa (6) — ua (OF < 5 (1 +22) exp [R (1 + 241 4, (0) — wo (0)|

mit einer nur von E (und von der Funktion F(s)) abhingigen Zahl k.

BEMERKUNG. Ersetzt man die Bedingung F(s)=0 durch die friihere
A+F(s) >0, so erhilt man eine dhnliche Ungleichung; jedoch hingt die darin
auftretende Konstante auch von 4 und von dem Durchmesser des Trigers
der Anfangswerte ab.

BEwEIs DES SATzEs. Aus den Voraussetzungen iiber F(s) folgt |F'(s)| <
|F’(0)| + s und daraus

[F'(|22]2) 22 — F(|28]?) 2] < B0 (1 4 [ ]2 + |2]%) |22 — ]
fiir beliebige komplexe Zahlen 2, z, mit einer positiven Konstante ,4). Die

Losungen u;(x, ¢) sind zugleich Losungen der Integralgleichungen

t

u(%,8) =v;(x,8) — [ (¢ — 7) M{F'(|%;|?) ;| x,7; ¢t — 7}d7,

worin v;(x, #) die Losung der linearen Wellengleichung mit den Anfangswerten
@i, y;ist. Setzt man w (x, £) =u, (%, £) — u,(x, #) so folgt

| (%, 8)] < | o (%,8) — vg(x,8)] +
12

+b16[(t—T)M{(1+IM1I2+I‘%2|2)|WIIx,r;t~-t}dt

%) An Stelle von |F”’(s)| < b kénnte man auch diese Ungleichung in die Voraussetzungen
des Satzes aufnehmen.
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und weiter

[[]w(x,t)2dx] < [[ |0 (%, 8) — va(x, 8)|2d %]t +

(=) [ (14 D+ oo, D) (5, ] de
= 2/{lr— @l* + 221 — pa|} 4]} +
0t o ) 2aalh+ [ (o [l [ (9 e
< 201+ 2]t )] +
0t ([ w(w, )Pt + 3E @GP grado (x, )21} de
< 20+ 1 o O]+ bt f o (] v

mit einer nur von E (und von b,) abhingigen Zahl b,. Dabei wurde Hilfs-
satz 2, die zu Anfang des Paragraphen abgeleitete Ungleichung und die Un-
gleichung von SoBOLEW angewandt. SchlieBlich erhédlt man

t
[lw(my]2dx< 41+ ) wOF + 2088 | () dr.
[1]
Andererseits folgt aus der Wellengleichung

w, — Aw + F'(|uy|?) uy — F'(|ug|?) u, =0
und daraus

*:—,{th’—i- |grad w|?} — 2Re div (@, grad w)
= — 2Re @, [F'(|uy|?) uy — F'(Juy|?) uy].

Integration iiber das Gebiet x €R3, 0<¢=¢, liefert
J{lw: (%, 80) > + |grad w(x, to) [P} d x — [{|p — p,[|* + | grad (¢, — @2) [P} d x
— zRej]w,[F'(|ul|2) wy — F'(|ug]?) wg] d x it
< 26, [ ] (1 |2+ []¥) ] d 52

< 20, [ |l d [ (1-+ [+ | ]2 w]d )bt

Das Integral in der zweiten eckigen Klammer ist schon einmal in diesem Beweis
vorgekommen ; indem man dieselbe Abschitzung wie dort anwendet, erhilt
man

t
J {lm 5,2+ | grad v 3, D5 dx S [ O+ 28, T (O 4
und durch Addition der Ungleichung fiir [|w (x, #)|2d »

[ < 514 lw O + 20+ 5 o (e d.
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Hieraus folgt
lw@F < 5(1+#) exp [k (14 #4)] | (O)?

mit einer nur von b,, d.h. nur von E abhingigen Zahl %, q.e.d.

Aus Satz 3 folgt fast unmittelbar die stetige Abhingigkeit der Losungen
von den Anfangswerten im Sinne der Norm, zunichst fiir Lésungen, deren
Anfangswerte kompakten Triger haben. Sei ¢,, v, eine Folge solcher An-
fangswerte, die im Sinne der Norm konvergiert. Es sei also

im [ {y, — |2+ | grad (g, — @)+ | 90 — @2} d
= lim [u,(0) — u, (0)[*=0.
m—> 00

"’1

Aus Satz 3 folgt dann fiir die Losungen #«,, (x, )

lim |u, () — u, ()] =0

"1

gleichmiBig in jedem Intervall 0=¢<{,, falls nur die Folge der Energie-
Konstanten E, beschrankt ist. Nun ist nach Voraussetzung

|F(s)| < |F7(0)| s + 3B 52 < by(s + 59

und daher nach der Ungleichung von SOBOLEW
E, 51 [ (vt lgrad gl + bl gl 5[} v
1+ b 1 4\3 >
<A OF + 30 (3] ImOF<E, ged

Fir Losungen in B(G), G eine offene Menge in R3, gilt folgendes: Sei
@, (%) €C3(G), v, (x) €C%(G) eine Folge von Anfangswerten und konvergent in
dem Sinne, daB

lim Kf{lwn — Y| + | 8r2d (@) — @u)|2 + | @n — @[} dx

n, m—> 0o
= 1im°°||u,, (0) — u, (O)k =0
fiir jede Kugel K=K, (%,) mit KCG. Dann gilt fiir die Losungen

Jim s () — s Olhcgr o0 =0

fiir jede solche Kugel gleichmiBig beziiglich ¢ im Intervall [0, p]. Zum Beweis
wiéhlt man ein ¢>0, so daB auch noch K, () CG ist, und eine Funktion
7 (x) €C*(R®) mit Trager in K,,,(x,), welche in K, (x,) identisch gleich 1 ist.
Damit bildet man Anfangswerte g,=%@,, ¥,=7y, mit kompaktem Triger
und die zugehorigen Losungen u,(x,f). Nach Voraussetzung ist dann

m_ e, (0) — 4, (0)] =0

und die Folge u,(x,#) konvergiert daher im Sinne der Norm gleichmiBig
beziiglich #. Da nun aber u,(x,#)=u,(x,) in B(K,(x,)) ist, so folgt die
Behauptung unmittelbar.
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§ 4. Verallgemeinerte Lésungen

Die Paare {g,y} von Funktionen ¢ (x)¢cC3(R?), y(x)€C?(R? mit kom-
paktem Trédger bilden einen linearen Raum $,. Die vollstindige Hiille von
9, beziiglich der Norm

lo. vl =/ {lw|*+ |grad o[> + [ |*} d ]

ist ein Hilbert-Raum $. Die Elemente {p, y} von $ sollen verallgemeinerte
Anfangswerte genannt werden; diese kann man auch beschreiben als Paare
komplexwertiger Funktionen ¢ (x), g (x), definiert und quadratisch integrierbar
iiber R® mitsamt den ersten Ableitungen von ¢ (x) im Sinne der Distributions-
theorie.

Fiir {, p} €9, ist das Energie-Integral

E{p,y} =% [{|v|*+ |grad o[>+ F(|p|*)} dx

definiert; nach einer Abschitzung in §3 ist

< 1+tb
Efp,y}=—

7.9l + 3= billg. vl

unter den Voraussetzungen von Satz 3 iiber F(s)smit einer nur von F(s) ab-
hingigen Konstante b,. Ist nun {p, y}€9 und {g,,y,} eine Cauchy-Folge
in §,, welche gegen {g, y} strebt, so konvergiert die Folge der Lésungen #,, (, ?)
des Anfangswertproblems nach Satz 3 im Sinne der Norm

e @), 9 (O] = [S {||* + [ grad u|* + | u|*} d 5]}

gleichmiBig in jedem Intervall 0=¢<¢, und definiert eine fiir /=0 stetig
von ¢ abhingende Schar von Elementen {u (t), u, (t)}e 9, die als verallgemeinerte
Liosung des Anfangswertproblems mit den Anfangswerten {g,y} bezeichnet
werden soll. Diese Definition ist sinnvoll, da die Schar {u(f), ()} durch
{g, v} eindeutig bestimmt ist. Die Anfangswerte {p, y}€ 9 erfiillen die all-
gemeinsten der in [2] von FrIEDRICHS und LEwy fiir die lineare Wellenglei-
chung angegebenen fortsetzbaren Anfangsbedingungen. Das obige Ergebnis
zeigt, daB dies auch fiir die nichtlineare Wellengleichung fortsetzbare Anfangs-
bedingungen sind. Man kann noch bessere Ubereinstimmung mit [2] erzielen,
indem man auch fiir die nichtlineare Wellengleichung verallgemeinerte Lo-
sungen in beliebigen Bestimmtheitsbereichen B(G) definiert, die Methode
hierzu ist am Ende des §3 schon angegeben worden.

Zur Definition des Energie-Integrals fiir verallgemeinerte Losungen beniitzt
man den folgenden

HiLFssATZ 3. F(s) gendige den Voraussetzungen von Satz 3. Dann ist E{¢p, y}
eine stetige Funktion von {g, v} tm Sinne der Norm.

BEWEIS. Aus |F"(s)|<b folgt

|F(|2]2) — F(|22|2) | < 8 (14 |2]2 + |2[?) (|| + |22]) |22 — 2|
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und damit fiir {;, ;} €9,

[J{E(lpa]?) — F(lga|?)} d ]
= b4[f(1+ | |2+ |‘P2|2)2(|‘Pl| + ]%l)“dx]*[fl%— @a|2dx]t
< baflor— @2 w1 — wal{lJ (lon] + [ @al)2d ]t + [2] (]2 + | o] )2 @ 2]8}
§b4”‘P1—‘Pz:"/’1“"l’2|‘{"%v'/’1"+"%’%”+Vg(%)a(||¢’1:?l’1|13+||¢P2,1p2||3)}-

Insgesamt hat man

IE{%’%} - E{‘Pz,’l’z}|

5 —(a\d
< los—2, v —vl{ L2 (low, vl + 192 wal) V2 (£) 04 (low v P+l 9o wal)
2 3

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Sa1z 4. Fiir eine verallgemeinerte Losung {u(t), u,(t)} existieren die Integrale

E=7%[{|u|*+|grad u|* + F(|u|2)}dx
R = — [ Re(#,grad u) dx
Q=—[Im(w,u)dx

(Energre, Impuls und Ladung) fiir t=0 und sind von ¢ unabhingig. Die
Lésung {u(t), u, (1)} sowie die obigen Integrale hingen stetig im Sinne der Norm
von den Anfangswerten ab. Satz 3 gilt unverindert fiir verallgemeinerte Losungen.

BEWEIS. Sei u, (x, t) eine Folge von eigentlichen Losungen, deren Anfangs-
werte kompakten Triger haben und gegen die Anfangswerte {p, y} der ver-
allgemeinerten Losung streben. Da u, (x, f) bei festem ¢ fiir hinreichend groBe
x verschwindet, existieren die entsprechenden Integrale E,, ®,, Q,. Durch
Differentiation nach ¢ unter dem Integralzeichen und mit Benutzung der
Differentialgleichung verifiziert man leicht, daB die Integrale von ¢ nicht ab-
héngen. Die Behauptung folgt nun durch Grenziibergang, da E nach Hilfs-
satz 3 stetig im Sinne der Norm von # abhingt und da dies fiir ® und fiir Q
offenbar auch der Fall ist. Die Ungleichung von Satz 3 geht durch Grenz-
iibergang iiber in

"“1 (#) — ua (2), uy, (8) — ”21(‘)“2 =S+ ) exp [k(1419)] "‘PL — P2, Y1 — '/’z"2

mit einer nur von max [E{e,, v}, E{p,, w,}] abhingigen Zahl k. Daraus folgt
die stetige Abhidngigkeit der Lésungen von den Anfangswerten.

Der Satz zeigt, daB die verallgemeinerten Loésungen alle physikalisch wich-
tigen Eigenschaften besitzen; zugleich ist klar, daB man den Raum § der
Anfangswerte nicht wesentlich erweitern kann, ohne die Existenz des Energie-
Integrals aufzugeben. Fiir manche Funktionen F(s), so z.B. fiir die zur
Mesonengleichung von ScHIFF gehorende Funktion F(s) =u2s -+ g2%s?, ist sogar
$ identisch mit der Klasse der Anfangswerte mit endlichem Energie-Integral.
Ohne Zweifel sind daher die hier konstruierten verallgemeinerten Losungen
die allgemeinsten Lésungen mit physikalischer Bedeutung. Wihrend nun die
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Theorie in dieser Hinsicht wenig zu wiinschen iibrig 148t, bleibt hinsichtlich
der Klasse der betrachteten Wellengleichungen manche Frage offen. Ins-
besondere wire es niitzlich, zu wissen, ob es Funktionen F(s) von stirkerem
Wachstum gibt, fiir die das Anfangswertproblem im GroBen in dhnlicher
Allgemeinheit l6sbar ist.

Zusatz bei dev Korrektur am 28. 9. 61. J. L. LioNs hat dem Verf. im Juni 1961 noch
unversffentlichte weitergehende Resultate in bezug auf die verallgemeinerten Losungen
mitgeteilt. Seine Methode liefert direkt die verallgemeinerte Losung der entsprechenden
inhomogenen Differentialgleichung in beliebig vielen (z) Raumvariablen unter Voraus-
setzungen, die fiir » =3 mit denen von Satz 3 iibereinstimmen, und erlaubt auBerdem
die Losung gemischter Rand-Anfangswert-Probleme fiir dieselbe Gleichung.
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