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Topologische projektive Ebenen

Von
HELMUT SALZMANN

Einleitung

Unter einer topologischen projektiven Ebene verstehen wir eine projektive
Ebene, deren Punkt- und Geradenmenge topologische Riume sind derart,
daB Verbinden und Schneiden stetige Operationen sind. Solche Ebenen haben
eine Reihe iiberraschender topologischer Eigenschaften; z.B. sind die zu-
gehorigen topologischen Riume reguldr. Dariiber hinaus kénnen wir in Be-
antwortung einer von FREUDENTHAL [1956] gestellten Frage zeigen, daB3 eine
lokalkompakte projektive Ebene das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt. Die
Geraden wie auch die punktierten Geraden einer zusammenhidngenden lokal-
kompakten Ebene erweisen sich als kurvenweise zusammenhéngend und lokal
kurvenweise zusammenhingend.

Soweit gelten die Sitze in einer beliebigen topologischen projektiven Ebene,
ohne daB irgendwelche SchlieBungssitze vorausgesetzt werden. Unter der
Voraussetzung gewisser einfacher SchlieBungssitze 148t sich fiir die Topologie
der Ebene noch mehr folgern: Gilt der desarguessche Satz fiir eine feste Achse
und ein festes nicht auf ihr gelegenes Zentrum, so ist eine lokalkompakte
projektive Ebene sogar kompakt. Dasselbe gilt iibrigens auch, wenn die
Topologie durch eine Anordnung der Ebene hervorgerufen wird. (SKORNJAKOV
hatte frither [1954] bewiesen, daB man in einer zusammenhéngenden projek-
tiven Ebene von der lokalen Kompaktheit auf die Kompaktheit der ganzen
Ebene schlieBen kann.) Ist fiir ein Parallelgewebe in der Ebene die Thomson-
Bedingung erfiillt (das bedeutet, daB die zu dem Gewebe gehérige Loop eine
kommutative Gruppe ist), so sind die Geraden der Ebene homéomorph zu einer
Sphire; insbesondere hat die Ebene dann eine endliche topologische Dimen-
sion. Nebenbei ergibt sich bei dem Beweis, daB in einer zusammenhingenden
kompakten Ebene nicht jedes vollstandige Viereck kollineare Diagonalpunkte
haben kann.

Der letzte Teil der Arbeit widmet sich den projektiven Ebenen, die zur
gewohnlichen reellen Ebene homéomorph sind. Wir zeigen zunichst, daB in
einer solchen Ebene auch die Geraden homéomorph zur reellen Geraden
sind. Man wird nicht erwarten kénnen, daB die topologische Voraussetzung
der Homgomorphie zur reellen Ebene allein die allgemeine Giiltigkeit irgend-
eines SchlieBungssatzes zur Folge hat. Tatsichlich erweist es sich, wie in
einer spiteren Arbeit gezeigt werden soll, daB in der [1902] von MouLrToN
konstruierten nichtdesarguesschen Ebene mit der gewdhnlichen reellen Topo-
logie kein SchlieBungssatz allgemein giiltig ist. Jedoch bestehen in einer zur
reellen Ebene homéomorphen projektiven Ebene viel engere Beziehungen
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zwischen SchlieBungssitzen, als ohne die topologische Voraussetzung. So ist
etwa eine solche Ebene, in welcher der desarguessche Satz fiir eine feste
Achse und jedes auf ihr gelegene Zentrum gilt (Translationsebene), sogar gleich
der reellen Ebene. Erstaunlich ist neben diesem Resultat die Existenz einer
projektiven Ebene mit der Topologie der reellen Ebene, in welcher der
desarguessche Satz genau fiir die drei Ecken eines festen Dreiecks als Zentren
und die Gegenseiten als zugehérigen Achsen gilt. Als Koordinatenbereich
hat diese Ebene einen (echten, planaren, kommutativen) Neokorper mit
kiirzbarer Addition, womit die von PickERT [1956] aufgeworfene Frage nach
der Existenz solcher Neokorper beantwortet ist.

In einem angehingten Paragraphen wird die Frage, ob ein topologischer
Ternirkorper Koordinatenbereich einer topologischen projektiven Ebene ist,
fiir Alternativkorper bejahend beantwortet.

Den Herren R. BAER und G. PickerrT fiihle ich mich fiir ihre vielen und
wertvollen Anregungen zu groBem Dank verpflichtet.

§ 1. Definitionen

Eine projektive Ebene besteht aus zwei Mengen von Dingen, die Punkte
und Geraden genannt werden, und einer als Enthaltensein bezeichneten
Relation zwischen Punkten und Geraden, die den folgenden drei Bedingungen
geniigt:

(I) Zu zwei verschiedenen Punkten p, ¢ gibt es genau eine Gerade G=pug,
in der die beiden Punkte enthalten sind, p€G und ¢€G. G heiBt die Ver-
bindungsgerade von p und ¢.

(IT) Dual dazu gibt es zu zwei verschiedenen Geraden G, H genau einen
,,Schnittpunkt” p=GnH, der in beiden Geraden enthalten ist, p€G und
pEH. ‘

(III) Es gibt vier verschiedene Punkte, von denen keine drei in ein und
derselben Geraden enthalten sind.

Statt ,,p ist in der Geraden G enthalten’ sagt man auch: p liegt auf G,
G geht durch p, der Punkt p gehort der Geraden G an, G enthdlt 4. Man
kann eine Gerade G mit der Menge der in ihr enthaltenen Punkte identifi-
zieren. Bei dieser Auffassung ist also jede Gerade eine Teilmenge der Ge-
samtheit P aller Punkte. ® sei die Menge aller Geraden?). Eine Menge P
wird zu einem topologischen Raum, wenn man gewisse Teilmengen von P
als offene Mengen auszeichnet, derart, daB jede Vereinigung von offenen Mengen
wieder offen ist (auch die leere Menge § als , leere Vereinigung*) und ebenso
jeder Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen (darunter auch der
ganze Raum P als , leerer Durchschnitt”). Die Komplemente offener Mengen
heiBen abgeschlossen. Umgebung eines Punktes p heiBt jede Menge V, die
eine offene Menge O enthilt, welcher der Punkt p noch angehort. L (p) sei die
Gesamtheit der Umgebungen von p. Eine Untermenge A eines topologischen

1) Die Bezeichnungen, die sich auf projektive Ebenen beziehen, lehnen sich an PICKERT
[1955] an, die topologischen Bezeichnungen an BOURBAKI [1951].
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Raumes P wird in natiirlicher Weise zu einem topologischen Raum, wenn
man die Spuren der offenen Mengen von P auf A als offene Mengen von
A nimmt. Die Produktmenge zweier topologischer Riume wird mit den
Produkten offener Mengen und deren Vereinigungen als offenen Mengen
ein topologischer Raum. Eine Abbildung eines topologischen Raumes in
einen anderen heiBt stetig, wenn das volle Urbild jeder offenen Menge des
Bildraumes eine offene Menge des Urbildraumes ist. Sind bei einer projektiven
Ebene der Raum P der Punkte und der Raum ® der Geraden topologische
Réume, so ist damit erklirt, was es heiBt, die Bildung der Verbindungs-
geraden (also die Abbildung des Raumes der Paare verschiedener Punkte auf
ihre Verbindungsgeraden) sei stetig, und dual auch die Stetigkeit der Bildung
des Schnittpunktes. Eine projektive Ebene soll topologisch heiBen, wenn die
Bildung von Verbindungsgerader und Schnittpunkt in diesem Sinne stetig
ist und es nicht leere, echte, offene Teilmengen von P gibt, aber nicht alle
Teilmengen von P offen sind. Die letzte Festsetzung dient nur zur Vermei-
dung unbequemer Sonderfille. Ist G eine Gerade und P ein nicht auf ihr
gelegener Punkt, so bezeichne G ~p die »»perspektive’ Abbildung x—xup
der Menge der Punkte auf G auf die Menge der Geraden durch p. Die durch
Hintereinander-Ausfiihrung von Perspektivititen entstehenden Selbstabbil-
dungen einer Geraden heiBen Projektivititen. Sie bilden bekanntlich eine
dreifach transitive Gruppe auf der Geraden. In einer topologischen Ebene
ist jede Perspektivitit und damit auch jede Projektivitidt ein Homdomor-
phismus.

§ 2. Koordinaten und topologische Ternidrkérper
Wihlt man vier Punkte 0, ¢, %, v mit der in (III) genannten Eigenschaft
und nimmt man die Gerade #uv und alle auf ihr liegenden Punkte aus der
projektiven Ebene heraus, so erhilt man eine affine Ebene. Zwei Geraden
der affinen Ebene, die entweder zusammenfallen oder sich nicht schneiden,
heiBen parallel. Durch die Festsetzung

(%) { %= (((pov)n (0ve) vu) (0u)
Yp= (put)~(0uD)

werden die Punkte p der affinen Ebene umkehrbar eindeutig den Paaren
(%5, ¥,) von , Koordinaten“, d.h. Elementen der Menge T der von v ver-
schiedenen Punkte auf Ouwv zugeordnet. y, wird mit 1 bezeichnet. Als
7(s, %, {) erkldrt man dasjenige Element y, fiir welches (%, ) auf der Parallelen
u (0,0)u(1,s) durch (0, #) liegt. 7 wird zusammen mit der terniren Ver-
kniipfung 7 zu einer als Ternirkérper bezeichneten algebraischen Struktur,
in der sich alle geometrischen Beziehungen wiederfinden. Die Ubersetzung
der Eigenschaften (I), (II) liefert fiir den Ternarkérper:

(1) Zu s, x, y gibt es genau ein # mit y=1(s, %, #).

(2) Zu x %%, und ,, y, gibt es genau ein Paar s,t mit y,=1(s, x;, #)
fiir 7=1, 2. R

(3) Zu s;%s, und 4, ¢, gibt es genau ein x mit T(s1, %, &) =7 (s3, %, £,).
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In einem Ternirkoérper fithrt man die beiden folgenden, als Addition und
Multiplikation bezeichneten bindren Verkniipfungen ein:

x+t=1(1,4x,4), sx=1(s, %,0).

Die Menge T bildet zusammen mit der Addition eine Loop mit dem neutralen
Element 0, die Menge 7*= T —0 zusammen mit der Multiplikation eine
Loop mit dem neutralen Element 1. [In einer desarguesschen projektiven
Ebene gilt v(s, #,f)=sx+¢ und T ist zusammen mit der Addition und
Multiplikation ein Schiefkérper.]

Liegt eine topologische projektive Ebene vor, so wird die affine Ebene
durch die Darstellung (*) topologisches Produkt der affinen Geraden 7T mit
sich selbst (SKORNJAKOV [1954], SaLzMANN [1955]). (7, 7) wird ein topologi-
scher Ternirkorper, das soll heiBen, 7(s, %,#) hingt stetig von allen drei
Verinderlichen (gleichzeitig) ab und jede der in (1), (2), (3) geforderten Um-
kehrungen ist stetig in allen iibrigen Verinderlichen. Umgekehrt ist es aber
nicht gelungen allgemein zu beweisen, daB ein topologischer Ternérkdrper
wieder zu einer topologischen projektiven Ebene fithrt. In einem topologischen
Ternirkérper T bildet 7' zusammen mit der Addition eine topologische Loop,
d.h. die Addition sowie ihre rechte und linke Umkehrung sind stetige Funk-
tionen. Die Abbildung x—7 (s, #, #) stellt fiir s5=0 einen Hom6omorphismus
von T dar; denn z(s, x,7) =7 (0, %, y) =y ist bei festem s, ¢ (s 4= 0) stetig nach
x auflésbar. Die Menge dieser Abbildungen ist nach (2) wegen 7(0, %, ) =¢
zweifach transitiv auf 7.

Ein Terndrkorper einer topologischen projektiven Ebeme ist ein reguldrer
topologischer Rauwm. Hieraus folgt, daP auch jede projektive Ebene als topologi-
scher Rawm reguldr ist (SKORNJAKOV [1954], SALZMANN [1955]).

§ 3. Abzihlbarkeitseigenschaften in lokalkompakten projektiven Ebenen
und Ternirkérpern

Ein topologischer Raum heiit kompakt, wenn sich aus jeder Uberdeckung
mit offenen Mengen eine Uberdeckung mit endlich vielen dieser offenen
Mengen auswihlen 14Bt; er heiBt lokalkompakt, wenn es zu jedem Punkt
eine Umgebung gibt, die als Unterraum des Gesamtraumes kompakt ist.
Man sagt, ein topologischer Raum habe eine abzihlbare Basis (oder: er erfiille
das zweite Abzihlbarkeitsaxiom), wenn es abzéhlbar viele offene Mengen gibt,
so daB sich jede offene Menge als Vereinigung von einigen dieser offenen
Mengen darstellen 14Bt; man sagt, er sei lokal von abzihlbarer Basis, wenn
es zu jedem Punkt abzihlbar viele Umgebungen V,, gibt, so daf3 jede Umgebung
des Punktes eine Umgebung ¥, enthilt. In diesem Abschnitt wird gezeigt:

Jede lokalkompakte projektive Ebene ist von abzihlbarer Basis.

Dazu beweist man zuerst:
Ein lokalkompakter Terndrkirper ist lokal von abzihlbarer Basis.
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Um das einzusehen, beachtet man zunichst, daB der Ternidrkérper als
nicht diskret vorausgesetzt war, also nicht alle Punkte offene Mengen sind,
und wegen der Homogenitit sogar kein Punkt offen ist. Beriicksichtigt man
noch (7;) und die Tatsache, daB der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen
wieder eine Umgebung ist, so folgt, daB jede Umgebung unendlich viele
Elemente enthilt. Man betrachtet nun eine kompakte Umgebung irgend-
eines Punktes und in ihr eine Folge {a,}u-1 verschiedener Punkte a,. Diese
Folge muB auf Grund der Kompaktheit der sie enthaltenden Menge einen
Haufungspunkt haben, d.h. einen solchen Punkt a, daB jede Umgebung
von a wenigstens ein a, enthilt. Durch Anwendung eines Homéomorphismus
kann man sich @ in 0 iiberfithrt denken, so daB man also eine Folge {a,}7>;
finden kann, die 0 zum Héufungspunkt hat. Wihlt man noch eine kompakte
Umgebung W von 0, so bilden die V,=a,W die geforderte abzihlbare Um-
gebungsbasis von 0; denn sei V irgendeine Umgebung von 0, w ein Punkt
aus W. Dann gibt es wegen 0w =0 eine Umgebung ¥, von 0 und eine Um-
gebung W, von w mit V,W,CV. Jetzt kann man W mit endlich vielen
Weo ..., W,, der W, iiberdecken. Fiir W="V,n-nV, gilt ,W<IV. Nun
enthélt aber V) ein a,, so daB also insbesondere V, in V enthalten ist. Infolge
der Homogenitit von T iibertrigt sich die abzihlbare Umgebungsbasis auch
auf jeden anderen Punkt x von 7.

Ist der Ternirkérper einer topologischen projektiven Ebene lokalkompakt,
so ist auch die projektive Ebene lokalkompakt; dénn die affine Ebene ist
es als Produkt eines lokalkompakten Raumes mit sich selbst, und dann ist
es wegen der Abgeschlossenheit der Geraden auch die projektive Ebene.

Ein Terndrkorper einer lokalkompakien projektiven Ebene ist a-kompakt.

Das bedeutet, er ist Vereinigung von héchstens abzihlbar vielen kom-
pakten Mengen. Beim Beweis wird wesentlich von der Einbettung des Ternir-
korpers in eine topologische projektive Ebene Gebrauch gemacht. Aus einer
sich gegen 0 hiufenden Folge von Elementen =0 werde eine gegen 0 kon-
vergente Teilfolge {a,};>, ausgewihlt, lim a,=0. Das ist moglich, da der

n—> 00

Raum lokal von abzihlbarer Basis ist. Ferner sei @ ein von 0 verschiedenes
Element. Nach der multiplikativen Loopeigenschaft von T bestimmt man s,
mit s,a,=a. Wihlt man nun noch eine kompakte Umgebung W von 0,
so ist jedes Element & von T in einem s, W enthalten, d.h. aber nichts anderes

als T= Uls,, W, und jedes s, W ist homéomorph zu W, also kompakt. Schreibt
n= '

man ndmlich fir ¥y =z auch x=z/y oder y=2x\z und setzt man b=s,b,,
wobei man sich auf &0 beschrinken kann, so ist b, = (a/a,)\b und es bleibt
noch zu zeigen, daB mit a,, auch die b, gegen 0 konvergieren, also schlieBlich
in W liegen. Hierzu muB man auf die geometrische, Definition der Multi-
plikation zuriickgehen. Die Abbildung x— (a/x)\b wird fiir a 40, b0 durch
eine Projektivitit der Geraden Ouw gegeben, und zwar bildet man Ouv
perspektiv auf das Geradenbiischel in % ab, 0uv~ # und weiter

u>~0ve~v>auu~0~buu~y~Que~u~QLy.
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Sie stellt also einen Hom&éomorphismus von Ouw dar. Dabei geht, wie man
nachrechnet, 0 in sich iiber, also jede gegen 0 konvergente Folge wieder in

eine solche.
/

v

o

oo
/

Aus den beiden eben bewiesenen Sitzen folgt:

Eine lokalkompakte projektive Ebene ist lokal vom abzihlbarer Basis und
o-kompakt.

Denn beide Eigenschaften iibertragen sich von den Faktoren auf das
Produkt zweier topologischer Raume, also von dem Ternidrkorper auf die
affine Ebene. Die abzihlbare Umgebungsbasis ist dann natiirlich auch in
der projektiven Ebene vorhanden. Ferner ist die projektive Gerade ¢-kom-
pakt, also auch die projektive Ebene als Vereinigung zweier o-kompakter
Riume, nimlich der affinen Ebene und der ,,uneigentlichen’ Geraden uuv.

Jetzt wird die Existenz einer abzihlbaren Basis gezeigt. Der Beweis
wird zuerst fiir eine kompakte Teilmenge K eines zu der Ebene gehérigen
Ternirkorpers T gefithrt. Er beruht auf den folgenden Gedanken: Bei einem
kompakten Raum K erzeugen die Umgebungen der Diagonale D von KX K
[die offenen Mengen von K x K, welche die Menge D der Paare xXx (x € K)
enthalten] eine uniforme Struktur, und zwar die einzige, welche mit der
Topologie von K vertriglich ist (Boursakt [1951], Top. gén. II § 4, Th. 1).

Diese Umgebungen von D sollen als ,Bander bezeichnet werden. Gibt
es nun eine abzihlbare Basis fiir den Filter der Biander und gilt auBerdem
fiir den topologischen Raum die Lindeléfsche Uberdeckungseigenschaft, die
besagt, daB sich aus jeder Uberdeckung mit offenen Mengen abzéhlbar viele
dieser offenen Mengen auswihlen lassen, die den Raum auch schon iiber-
decken, so hat der Raum eine abzihlbare Basis. Es wird sich nun zeigen, da3
man die Binder der uniformen Struktur von K auf die folgende Weise er-
halten kann: Man nimmt die Menge aller Punkte, die auf irgendeiner von den
Geraden liegen, die zu einer Umgebung der Geraden Oue (in der Topologie
des Raumes ® aller Geraden) gehoren und schrinkt diese Menge auf K X K
ein. Nun zeigt man zunichst, daB zugleich mit P auch der Raum & lokal
von abzihlbarer Basis ist. Damit hat man dann eine abzdhlbare Basis fiir
den Bandfilter der uniformen Struktur von K gefunden. Die Lindel6fsche
Uberdeckungseigenschaft ergibt sich als Abschwichung der Kompaktheit
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von K. Mit Hilfe der o-Kompaktheit von T kann man dann eine abzihlbare
Basis fiir T angeben. Die Konstruktion einer solchen fiir P macht hierauf
keine Schwierigkeiten mehr.

Durchfiihrung des Beweises. Es werde der SchluB vorweggenommen, daf3
aus dem Vorhandensein einer abzihlbaren Basis fiir den Bandfilter und der
Lindel6fschen Uberdeckungseigenschaft die Existenz einer abzihlbaren Basis
folgt. Nach den definierenden Eigenschaften einer uniformen Struktur von K
kann man bei Vorhandensein einer abzihlbaren Basis fiir den Filter der Biander
induktiv eine Folge {B,}®®, von Bindern angeben, die den folgenden Be-
dingungen geniigen: Die B; bilden eine Basis fiir die uniforme Struktur,
jedes B; ist eine offene Menge in KxK, B}, {B,= B! (¢=1, 2, ...). Dabei
bedeutet B! die Menge der Paare yXx mit xXy€ B und B? die Menge der
Paare x X 2, fiir die es ein y gibt mit xxXy€ B und yxz€ B. Ferner werde
mit V(x, B) die Menge der y bezeichnet, fiir die xxy€ B. Die V(x, B;)
bilden dann eine Umgebungsbasis fiir den Punkt «. LaBt man x alle Punkte
des Raumes K durchlaufen, so erhilt man eine Basis fir das System der
offenen Mengen von K.

Hieraus muB nun eine passende abzihlbare Teilmenge ausgesucht werden,
die auch noch eine Basis fiir die offenen Mengen bildet. Nach der Lindelst-
schen Uberdeckungseigenschaft kann man K fiir jedes feste 7 mit abzihlbar
vielen V(x;,, B;,,) iiberdecken. Wenn man jetzt zeigen kann, daB jedes
V(x, B)) ein V(x;,, B;,,) enthilt, das seinerseits noch Umgebung von x ist,
dann ist damit bewiesen, daB die Gesamtheit der V%, Biyy) (6, k=1, 2, -
eine abzdhlbare Basis der gewiinschten Art ist. Da nun die V (%, B;,,)
den ganzen Raum iiberdecken, gibt es ein x;, mit x¢€ V(%;4, B;yy), d.h.
%pX%€ By, oder xxx,€B,,,. Gilt jetzt noch x;,xy¢€ B; ., also
YEV (%4, B;y,), so folgt xxy€EB,, y€ V(x, B;), und daher x € V(x,,, B; )<
V(x, B)).

Um nun zu zeigen, daB die Binder von K in der angegebenen Weise er-
halten werden kénnen, geht man so vor: Es sei B (M, N) die Menge der
Paare xxy¢€ KxK mit yet(M, x, N), wo (M, X, N) entsprechend der
Komplexmultiplikation in der Gruppentheorie zu verstehen ist. &8t man
jetzt M eine abzihlbare Basis von Umgebungen der 1 in der Topologie von
T durchlaufen und N eine abzihlbare Basis von Umgebuugen der 0 (man
kann sich hierbei auf offene Mengen M, N beschrinken), so erhilt man in
der Gesamtheit der B (M, N) eine abzihlbare Basis fiir den Filter der Binder
von K. Dazu muB man nur noch nachweisen, daB die B (M, N) den Band-
filter erzeugen, der zu der Topologie von K gehort. Zum Nachweis der Band-
filtereigenschaft ist nur zu zeigen, daB es zu gegebenem M, N Mengen M’, N’
mit B-(M’, N')oB(M’, N') CB(M, N) gibt. B! ist wie vorher erklirt, BoC
ist das relationstheoretische Produkt von B und C , also die Menge der xxz,
fiir die es ein y gibt mit xxy€ B und yXxz€C. Sind M, N offene Mengen
von T, so ist B(M, N) eine offene Menge von K x K, wie sich folgendermaBen
ergibt: Die Menge der Geraden der Form y=t(m, x,n) mit mcM, ncN
bildet eine offene Umgebung & von 0ue. Betrachtet man eine solche Gerade
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als Verbindungsgerade von (¥, y) mit einem zweiten Punkt (x', 7(m, x', n))
auf ihr, so folgt aus den Stetigkeitsforderungen, daB es eine Umgebung V
von (x, ¥) und eine Umgebung V'’ des zweiten Punktes so gibt, daB die Ver-
bindungsgerade eines Punktes aus 7 mit.einem Punkt aus V' stets zu &
gehért. Dann liegt V' in der Vereinigung [&] aller als Punktmengen auf-
gefaBten Geraden S aus &, d.h. [€] ist offen, B(M, N)=[&]~nKX K. Fir
x€K ist xxT(1, %, 0)=2xXxEB(M, N). Wegen der Stetigkeit von 7 gibt
es offene Umgebungen M,, N,, O, von 1,0, x, so daB

©(M,,0,,N,) xt(M,,0,,N)nKx KCB(M,N).
Man kann die kompakte Menge K mit endlich vielen O, , ..., 0, der O, iiber-
decken. Setzt man M'= -n1M N'= _r_]le‘, so ist

E78]
B(M',N')oB(M',N') = U v(M', x, N) x *(M', , N)nK X K,

also wirklich in B(M, N) enthalten. Fiir offene M, N bilden daher die
B (M, N) eine Basis von offenen Bindern, erzeugen also auf K eine Topologie,
die héchstens grober ist, als die auf K vorgegebene. Nun ist aber der Durch-
schnitt der B (M, N), wenn man M, N das System der Umgebungen von 1, 0
durchlaufen 148t, nichts anderes als die Diagonale D von K (wegen der Stetig-
keit von 7). Daher ist die von den B (M, N) erzeugte Topologie reguldr. Nun
kann eine kompakte Topologie nicht echt feiner sein, als irgendeine andere
regulire Topologie auf demselben Raum; denn ist E’ ein Hausdorff-Raum,
E dieselbe Punktmenge mit einer kompakten Topologie, die feiner oder gleich
der von E’ ist, dann ist die identische Abbildung von E auf E’ stetig, fiihrt
also die abgeschlossenen Mengen von E, die ja in E kompakt sind, in kom-
pakte Mengen von E’ iiber, und kompakte Mengen eines Hausdorff-Raumes
sind wieder abgeschlossen: Die Topologie von E’ ist auch feiner oder gleich
der von E, d.h. die beiden Topologien sind gleich. Also muB die von den
B(M, N) erzeugte Topologie mit der gegebenen auf K iibereinstimmen.
Hiermit ist bewiesen: Jede kompakte Teilmenge K von T hat eine abzahl-
bare Basis fiir die Topologie. Nun stellt man, was nach dem Beweis fiir die
o-Kompaktheit von T moglich ist, T dar als Vereinigung von abzédhlbar
vielen offenen Mengen Q,, so daB jedes Q, in einer kompakten Menge ent-
halten ist. Dann hat jedes Q, eine abzédhlbare Basis. Nimmt man alle diese
zusammen, so erhilt man eine abzdhlbare Basis von 7. Mit T hat auch
Tx T und damit jede affine Ebene eine abzdhlbare Basis. Uberdeckt man
jetzt P mit drei offenen Mengen, von denen jede eine ganze Gerade nicht
enthilt, und nimmt man die abzihlbaren Basen fiir diese offenen Mengen
zusammen, so erhilt man schlieBlich auch die abzihlbare Basis fiir P.

§ 4. Kompaktheit der projektiven Ebene
Die reelle affine Ebene ist lokalkompakt, die reelle projektive Ebene ist
sogar kompakt. Das legt die Frage nahe, ob oder unter welchen Voraus-
setzungen aus der lokalen Kompaktheit einer topologischen projektiven Ebene
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ihre Kompaktheit folgt. Ein erstes Ergebnis in dieser Richtung, das wegen
seiner schlechten Zuginglichkeit hier mit Beweis wiedergegeben werden soll,
stammt von SKORNJAKOV [1954]:

Eine topologische projektive Ebene, deven Geraden kompakt sind, ist selbst
kompakt.

Damit ist die gestellte Frage darauf zuriickgefithrt, wann die Geraden
einer lokalkompakten Ebene kompakt sind; denn sind die Geraden kompakt,
so ist die Ebene lokalkompakt, und ist die projektive Ebene kompakt, so
auch die projektiven Geraden als abgeschlossene Punktmengen in der Ebene.
Der Hauptschritt des Beweises ist nun der folgende: Sind die Geraden einer
projektiven Ebene kompakt und ist € eine kompakte Menge im Raum &
aller Geraden, so daB die Menge [8] der Punkte, die auf irgendeiner Geraden
aus £ liegen (d.h. die Vereinigung aller als Punktmengen aufgefaBten Ge-
raden L aus Q) nicht der ganze Raum P ist, so ist [¢] kompakt. Um das
einzusehen, bedient sich SKORNJAKOV eines Kompaktheitskriteriums, das
iiberabzihlbare absteigende Folgen abgeschlossener Mengen verwendet. Wegen
der bewiesenen Existenz einer abzihlbaren Basis kommt man aber mit ab-
zéhlbaren Folgen aus und kann das iibliche Kriterium benutzen. Um fiir
eine Folge nicht leerer abgeschlossener Mengen A4, <[] zu beweisen, daB
sie nicht leeren Durchschnitt hat, wahlt man einen Punkt p, der nicht in
[2] liegt und eine nicht durch p gehende Gerade G, und zeigt zunichst, daBl
jede abgeschlossene Menge 4 C[2] bei der Projektion aus p auf G, d.h. der
Abbildung x—(¥up)~G von A auf eine Menge B in G, wieder in eine abge-
schlossene Menge iibergeht. Hierbei geht wesentlich die Kompaktheit von
ein, und zwar so: Jedem Punkt x aus B ordnet man irgendeine Gerade L,
aus & zu, die durch irgendeinen Urbildpunkt von x hindurchgeht. Diese
Auswahl der L, werde jetzt festgehalten. Hiuft sich eine Menge von Punkten
% aus B gegen einen Punkt z, der dann natiirlich auch auf G liegt, so kann
man eine Gerade L aus ¢ finden, gegen die sich die entsprechenden L, hiufen,
genauer gesagt, eine Gerade L, so daB es in jeder beliebigen Umgebung von L
Geraden L, mit x beliebig nahe bei z gibt. Wire das nimlich nicht der Fall,
so gibe es zu jeder Geraden L aus  eine Umgebung & und dazu eine Um-
gebung V von z, so daB L,4 & fiir alle x€ VA B gilt. Nun kénnte Q mit
endlich vielen der & iiberdeckt werden, und dann wire der Durchschnitt der
entsprechenden endlich vielen V frei von Punkten x aus B im Widerspruch
dazu, daB sich die x gegen z hdufen. Fir die so gefundene Gerade L ist
y=Ln~(puz) Hiufungspunkt von 4: denn in einer beliebigen Umgebung
von y findet sich ein Punkt L,~(pux), d.h. ein nach Definition zu A4 ge-
hériger Urbildpunkt von x. Da A abgeschlossen war, gehért y zu 4. Bei
der Projektion geht y in den Punkt z iiber, der somit zu B gehért, d.h. B ist
abgeschlossen. Die A, gehen also bei der Projektion in eine absteigende
Folge nicht leerer abgeschlossener Mengen B, CG iiber. Da G kompakt ist,
haben alle B, wenigstens einen Punkt g gemeinsam. Die Gerade H=pug
hat nun mit allen 4, einen nicht leeren Durchschnitt. Da auch H kompakt
ist, muB der Durchschnitt der A, mit H noch Punkte gemeinsam haben,
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und damit ist die Behauptung iiber die Kompaktheit von [2] bewiesen. Um
jetzt zur Kompaktheit von ganz P zu gelangen, sucht man P zu iiberdecken
mit einer Menge [¢] der eben betrachteten Art und einer kompakten Um-
gebung eines nicht zu [2] gehorigen Punktes. Das gelingt auf folgende Weise:
Es seien p, p;, p, nicht kollineare Punkte. Auf der Geraden pup; wihlt man
nun kompakte Mengen U,,V,, deren Vereinigung die ganze Gerade pup;
selbst ist, und zwar so, daB p,¢ U; und p ¢ V;. Dann ist die zu U, X U, homéoo-
morphe Menge K= (U,up,)~(Uyup,) kompakt. Ebenso ist die zu ¥} xV,
homéomorphe Geradenmenge ¥; UV, eine kompakte Menge in ®. Nach dem
ersten Beweisschritt ist also [VjuV,] kompakt. Wegen $,€V; iiberdeckt
[V1wV,] aber P— K. Dabher ist P als Vereinigung von zwei kompakten Mengen
kompakt.

SKORNJAKOV schlieBt nun irrtiimlicherweise, daB man die Geraden einer
lokalkompakten topologischen projektiven Ebene durch Projektion einer
kompakten Umgebung eines Punktes aus diesem Punkt als Projektionszentrum
als stetiges Bild einer kompakten Menge erhalten kénne, und daB sie somit
selbst kompakt seien. Dabei iibersieht er, daB die Projektion im Zentrum
selbst nicht erklart ist und dort auch nicht stetig erginzt werden kann, und
daB die um das Zentrum verminderte Umgebung im allgemeinen nicht mehr
kompakt sein wird. Das Versagen seiner SchluBweise zeigt sich schon an
der diskreten Ebene, die SKORNJAKOV nicht ausschlieBt. In ihr ist jeder
Punkt eine kompakte Umgebung von sich selbst; also ist sie lokalkompakt.
Kompakt ist sie aber nur, wenn sie endlich ist. Weitere Beispiele lokalkom-
pakter, aber nicht kompakter topologischer projektiver Ebenen sind nicht
bekannt.

Es gibt nun aber einige, in ihrem Wesen ganz verschiedene, Zusatzvoraus-
setzungen, unter denen der SchluB von der lokalen Kompaktheit der Ebene
auf die ,,globale’ Kompaktheit gezogen werden kann. Die erste ist rein topo-
logischer Art und besagt den Zusammenhang der topologischen Ebene; die
zweite setzt die topologische Struktur der Ebene in nihere Beziehung zur
geometrischen, und zwar soll die Topologie durch die Anordnung der Ebene
hervorgerufen werden; die dritte schlieBlich ist von rein geometrischer, oder
man kann auch sagen, algebraischer Natur, indem sie gewisse Spezialfille
des SchlieBungssatzes von DESARGUEs fordert, die bei Ubersetzung in die
Sprache des Ternarkorpers zu bestimmten schwachen Assoziativititsgesetzen
fiir die Multiplikation fithren. Auf alle diese Dinge wird an spiteren Stellen
eingegangen werden.

§ 5. Zusammenhangsverhdiltnisse in lokalkompakten Ebenen

Ein topologischer Raum heit zusammenhingend, wenn er nicht in die
Summe zweier nicht leerer offener Mengen zerlegt werden kann. (Dabei soll
unter ,,Summe’ die Vereinigung paarweise disjunkter Mengen verstanden
werden.) Da das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist, be-
deutet Zusammenhang nichts anderes, als daB es in dem Raum keine zugleich
offenen und abgeschlossenen Mengen gibt auBer der leeren Menge und dem
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ganzen Raum selbst. Unter der zusammenhéngenden Komponente eines
Punktes « in einem topologischen Raum versteht man die groBte, den Punkt x
enthaltende zusammenhingende Menge in dem Raum. Sie ergibt sich als
Vereinigung aller den Punkt enthaltenden zusammenhéingenden Mengen und
ist immer vorhanden. Ein Raum, in dem die zusammenhingende Kom-
ponente jedes Punktes nur aus dem Punkt selbst besteht, heiBt véllig unzu-
sammenhédngend. Als den Rand 7d A einer Menge A bezeichnet man die
Differenz zwischen der kleinsten abgeschlossenen Menge, welche A umfaft,
und der groBten offenen Menge, die in A enthalten ist. Genau die zugleich
offenen und abgeschlossenen Mengen haben also keinen Rand. Hat ein Punkt
eine randlose Umgebung, so muB die Komponente des Punktes in dieser
enthalten sein; denn sonst ergiibe sich eine Zerlegung der Komponente in
die Summe zweier abgeschlossener Mengen. Der Durchschnitt aller rand-
losen Umgebungen eines Punktes x heiBt die Quasikomponente von x und
umfaBt nach dem eben Gesagten die zusammenhéngende Komponente von x.
Bestehen alle Quasikomponenten in einem Raum nur aus einzelnen Punkten,
so heiBt der Raum nirgends zusammenhdngend. Gibt es sogar zu jedem
Punkt beliebig kleine randlose Umgebungen, mit anderen Worten, bilden die
randlosen Umgebungen eines Punktes eine Basis fiir seinen Umgebungsfilter,
so heit der Raum nulldimensional.

Fiir beliebige topologische projektive Ebenen war frither bewiesen worden
(SALzMANN [1955]) :

Nimmt man aus einer zusammenhdngenden projektiven Ebene einen Punkt oder
eine ganze Gerade heraus, so ist die verbleibende Punktmenge auch noch zusammen-
hingend. Die Geraden einer zusammenhingenden projektiven oder affinen Ebene
sind zusammenhingend. Ist die projektive Ebene nicht usammenhingend, so
ist sie sogar mirgends zusammenhingend (und mit ihr natiirlich auch alle
Untermengen).

Fir lokalkompakte projektive Ebenen lassen sich diese Aussagen wesent-
lich einfacher beweisen, als im allgemeinen Fall, und auch noch verschirfen.
Die wichtigste Verschirfung ist die, daB eine lokalkompakte zusammen-
hiangende projektive Ebene auch lokalzusammenhingend ist; das bedeutet,
daB es zu jedem Punkt beliebig kleine zusammenhéngende Umgebungen gibt.
Zuerst ergibt sich ankniipfend an den Beweis fiir die Existenz einer abzihl-
baren Umgebungsbasis in einem lokalkompakten Ternirkérper:

Ein lokalkompakter topologischer Terndrkirper (und insbesondere eine Ge-
rade einer lokalkompakten affinen Ebene) ist entweder nulldimensional oder
zusammenhingend und lokalzusammenhingend.

Die Hom&omorphismen eines topologischen Raumes, die einen Punkt x
festlassen, fithren nimlich auch die zusammenhéngende Komponente von x
in sich iiber. Bei einem topologischen Terndrkérper bilden diese Homéo-
morphismen aber wegen der zweifachen Transitivitit der Gruppe aller Homéo-
morphismen eine Gruppe, die auf den von x verschiedenen Punkten noch
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einfach transitiv ist. Enthilt also die zusammenhéingende Komponente eines
Punktes noch einen weiteren Punkt, so enthilt sie sogar alle Punkte. Daher
ist ein topologischer Terndrkérper entweder vollig unzusammenhéngend oder
zusammenhingend. Man kann diesen selben SchluB auch mit der Quasi-
komponente durchfithren und erhilt dann etwas stirker: Ein topologischer
Ternirkorper ist entweder nirgends zusammenhidngend oder zusammen-
hiingend. Nun sei W eine kompakte Umgebung von 0. Im ersten Fall besteht
dann die Quasikomponente von 0 in dem kompakten Raum W erst recht
nur aus dem Element 0 allein. Um hieraus die Nulldimensionalitit zu be-
weisen, muB man zu einer beliebig kleinen, ganz in W enthaltenen, offenen
Umgebung U von 0 eine randlose Umgebung von 0 angeben kénnen, die in U
enthalten ist. Die Menge W — U ist abgeschlossen und daher kompakt. Fiir
jeden Punkt x aus W — U kann man, da ja der Durchschnitt aller randlosen
Umgebungen von 0 nur aus dem Element 0 selbst besteht, eine randlose
Umgebung V, von 0 finden, die den Punkt x nicht enthdlt. W —7, ist eine
Umgebung von # in dem Raum W. Die kompakte Menge W — U kann mit
endlich vielen W—7V,, ..., W—V,, dieser Umgebungen iiberdeckt werden,

n

dann ist der Durchschnitt .ﬂle‘ in U enthalten, und er ist eine randlose
=

Umgebung von 0.

Im zweiten Fall, wo der Ternirkérper zusammenhingend ist, kann also
auch die in einer kompakten Umgebung W von 0 gebildete Quasikomponente
C von 0 nicht nur aus dem Element 0 allein bestehen. C ist als Durchschnitt
abgeschlossener Mengen abgeschlossen und daher kompakt. Darum gibt es,
wie in §3 bewiesen, eine Umgebung ¥V von 0 mit VC CW. (Hierbei ist VC
das Komplexprodukt in der multiplikativen Loop des Ternidrkorpers.) Sieht
man VC an als die Vereinigung der Mengen vC, wo v die Menge V' durch-
lauft, so zeigt sich, daB VC als Vereinigung von zusammenhéngenden Mengen
mit paarweise nicht leerem Durchschnitt (0 ist enthalten in vC) selbst zu-
sammenhéingend ist; sieht man VC an als die Vereinigung der Mengen Ve,
wo ¢ die Menge C durchlduft, so ergibt sich weiter, daB VC eine ganze Um-
gebung von 0 enthalt und damit selbst Umgebung von 0 ist. Die abgeschlossene
Hiille VC von VC ist zusammenhingend und als Untermenge von W kompakt.
Fiir eine gegen 0 konvergente Folge a, bilden also die a,VC, wie in §3 be-
wiesen, eine Basis von Umgebungen der 0. Jede Menge a,VC ist homdomorph
zu VC und somit zusammenhingend. Fiir jeden anderen Punkt des Terndr-
kérpers gilt Entsprechendes. Damit ist in diesem Fall der lokale Zusammen-
hang des Ternirkorpers bewiesen. Ist nun eine Gerade einer affinen Ebene
nulldimensional, so auch die affine Ebene selbst als topologisches Produkt
zweier Geraden, aber dann ist auch die projektive Ebene nulldimensional und
folglich nicht zusammenhéngend. Umgekehrt iibertrigt sich auch Zusammen-
hang und lokaler Zusammenhang von der affinen Geraden auf die affine
Ebene und weiter auf die projektive Ebene, die ja die abgeschlossene Hiille
der affinen Ebene ist. (Die abgeschlossene Hiille einer zusammenhéingenden
Menge ist immer zusammenhéngend.) Damit hat man:

30*
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Eine lokalkompakte projektive Ebene ist entweder nulldimensional oder
z2usammenhdingend und lokalzusammenhiingend. Diese Eigenschaften kommen
gleichzeitig mit der Ebene auch ihren Geraden 2u.

Nun ergibt sich ganz einfach:
Eine zusammenhingende lokalkompakte projektive Ebene ist kompakt.

Nach dem frither Bewiesenen hat man dazu nur noch zu zeigen: Die
Geraden einer zusammenhingenden lokalkompakten projektiven Ebene sind
kompakt. Dazu betrachtet man eine kompakte Umgebung V eines Punktes b,
die eine ganze Gerade G nicht trifft. Der Rand 7d von V ist als abgeschlos-
sene Teilmenge von V kompakt, und er enthilt nicht den Punkt . Nun
wird behauptet: Projiziert man 74V aus p auf die (nicht durch p gehende)
Gerade G, so erhilt man als Bild die ganze Gerade G. Es sei x ein beliebiger
Punkt von G; dann muB also gezeigt werden, daB die Gerade pux mit vdV
wenigstens einen Punkt gemeinsam hat, der bei der Projektion in x iibergeht.
Nun schneiden die ,,ebenen‘ Umgebungen von p aus einer Geraden durch P
die , linearen* Umgebungen von # in der Topologie der Geraden aus. Hitte
der Rand von V mit pux keinen Punkt gemeinsam, so bedeutete das, daf
es in der linearen Topologie auf pux eine randlose Umgebung von P gibe,
die aber nicht die ganze Gerade pwx wire. Dann wire aber pux nicht
zusammenhéngend im Widerspruch zu dem vorherigen Satz. Also ist G und
damit jede Gerade als stetiges Bild einer kompakten Menge kompakt.

§ 6. Kompaktheit angeordneter Ebenen

Eine Ebene heiBt angeordnet, wenn auf ihren Geraden eine Trennbeziehung
erkldrt ist, die bei Projektionen erhalten bleibt. Dabei ist eine Trennbeziehung
eine symmetrische Relation ab] cd zwischen Paaren a, b und ¢, d von Punkten
auf einer Geraden, die erklirt ist, wenn je zwei der vier Punkte verschieden
sind, und die den folgenden Bedingungen geniigt: Es gilt genau eine der drei
Beziehungen ab|cd, belad, ca|bd; aus ab|cd folgt ba|cd; aus ablcd und
be|de folgt cd|ea. In einer angeordneten projektiven Ebene macht man
einen Ternidrkorper zu einer angeordneten Menge, indem man, mit der Be-
zeichnung oo fiir den Punkt v, festsetzt: ‘

@ <0 genau fiir 1a[0o00; 0<a fiir a0 sonst ;
falls 0<a, sei a<b genau fiir ()b]aoo; b<a fiir b==a sonst:
falls a <0, sei b<a genau fiir 0b|a co; a <b fiir b=+a sonst.

Eine geordnete Menge wird zu einem topologischen Raunt, wenn man als
Umgebungen eines Punktes x die offenen Intervalle (a, b)) nimmt, die den
Punkt x enthalten, also die Mengen der z mit a<z<b, wenn a< x<5. Fiihrt
man in einer angeordneten projektiven Ebene auf diese Weise eine Topologie
ein, so wird die Ebene dadurch zu einer topologischen projektiven Ebene
im hier gebrauchten Sinne. Dazu muB man iiber das bei PickErT [1955],
S. 269 Bewiesene hinaus nur noch zeigen, daB es sich nicht um die diskrete
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Topologie handeln kann. Wire nimlich der Terndrkérper durch die Anord-
nung diskret topologisiert, so gibe es ein Intervall (a, b), das nur das Element 0
enthielte. Das kann aber nicht sein; denn (s. z.B. PICKERT [1955], S. 234)
es gibt in einer angeordneten Ebene zwischen je zwei Punkten einen (und
damit sogar unendlich viele) weitere.

Mit Hilfe der Invarianz der Trennbeziehung gegeniiber Projektionen kann
man Monotoniegesetze fiir die multiplikative Loop herleiten und zwar gilt
ac<bc und ca<cb genau dann, wenn 0<c¢ und a<b oder wenn ¢<<0 und
b<a ist. Beweis. Die Multiplikation von rechts- bzw. von links mit einem
festen Element w==0, oo ist eine Projektivitit der Geraden 0uv und 1dBt
also die Trennbeziehung ungeindert, d.h. xy|zoco ist gleichwertig mit
xw yw|zw co und ebenso mit wx wy|wzoco. Im Fall c<0<a<b gilt 1¢[0 oo
und 0b|a co. Hieraus folgt a ac|0oco und 0bc|acco. Nun ist aber (s. z.B.
PICKERT [1955], S. 226) p¢|0 oo dasselbe wie p<<0< g oder g<<0<p. Wegen
0<a ist also ac<0 und damit bc<<ac. Die anderen Fille erledigen sich voll-
kommen analog, da die Negation der Trennbeziehung ebenso wie diese selbst
invariant gegeniiber Projektivitdten ist.

Fiir einen Ternirkorper einer topologischen projektiven Ebene ist die
Abbildung x—>x'= x\1, erginzt durch die Festsetzungen 0'= oo (=v), 0o'=0,
als die durch die Hintereinanderausfiihrung der Projektionen der Geraden
Ouv aus # auf die Gerade euw, dieser aus 0 auf die Gerade euu, weiter aus v
auf die Gerade Oue und schlieBlich aus # zuriick auf 0uv entstehende Pro-
jektivitit ein Homdomorphismus von Ouv. Man kann also die Umgebungen
von oo mit Hilfe dieser Abbildung aus denen von 0 gewinnen. Um nun zu
beweisen, daB aus der lokalen Kompaktheit der angeordneten Ebene (in der
Ordnungstopologie) ihre Kompaktheit folgt, konstruiert man unter Aus-
nutzung der Monotonieeigenschaften der Multiplikation eine kompakte Um-
gebung von oo und eine solche von 0, die zusammen den um den Punkt oo
vermehrten Terndrkorper iiberdecken. Dazu nimmt man eine Umgebung
(a, b) von 0, deren abgeschlossene Hiille kompakt ist. Diese abgeschlossene
Hiille besteht aus dem abgeschlossenen Intervall [a, b], d.h. aus (, b) und
den hinzugenommenen Endpunkten 4, b, da ja nach dem vorher Bemerkten
der Ternirkorper dicht geordnet ist, also zwischen je zwei Elementen noch
weitere liegen. Mit [a, b] ist aber auch jedes Intervall [ca, cb] fiir 0<<c eine
kompakte Umgebung von 0. Andererseits geht [a,b] bei der Abbildung
x—>x' in eine kompakte Umgebung von oo iiber. Aus 0<x<b wird dabei
b’ < «’; denn ' ist definiert durch x x’'=1, deswegen bedeutet b’ < x’ dasselbe
wie xb’<1=>bb'. Dabei ist 0<b’; denn b’<<0 hitte b6'=1<<0 zur Folge.
Also ist xb’'<<1 weiter gleichwertig mit x <b. Entsprechend wird a<<x<0
zu x'<a'. Es gibt also eine kompakte Umgebung von oo in der Form der
Menge aller z mit z< a’ oder &’ < z. Es gilt, nun noch ein Element ¢ zu finden,
so daB (a’,b")<[ca,cb]. Dazu wihlt man zuerst ein Hilfselement d mit
0<d, so daB da gleich einem beliebigen Element s <a’ wird und dann ¢
mit d<c¢, so daB b’ <cb. Damit hat man die Kompaktheit der Geraden 0uv
bewiesen und es hat sich ergeben:
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Ist eine angeordnete projektive Ebene lokalkompakt in der Ordnungstopologie,
S0 st sie kompakt.

Weiter folgt in diesem Fall noch:

Ist eine angeordnete projektive Ebene lokalkompakt in der Ordnungstopologie,
S0 ist sie archimedisch angeordnet.

Hierfiir ist zu zeigen, daB die additive Loop jedes Ternirkérpers der Ebene
archimedisch angeordnet ist, daB also fiir beliebige Elemente a, b aus 0<a<d
oder b<<a<0 die Existenz einer natiirlichen Zahl # folgt, fiir die b<a -#
bzw. a - n<b gilt, wobei a - % rekursiv definiert istdurcha-1=gq,a- (n4+1)=
a-n+a. Imersten Fall 0<a<d ergibt sich die Existenz einer solchen Zahl %
so: Wiire niemals b<<a -#, so wire a-n¢ [0, 8] fiir jedes #. Nun ist [0, b]
aber kompakt, wie vorher fiir ein beliebiges abgeschlossenes Intervall gezeigt
wurde. Also hitte die Folge a - # einen Héaufungspunkt c in [0, 4]. AuBerdem
ist die Folge a - n (wegen der Monotoniegesetze der Addition) monoton, und
daher hitte man dann sogar die Konvergenz lim a - #n=¢. Daraus folgte

n—00

limag-#n-+4a=1lim a-(n+1)=c+a. Die Folgen a-% und a - (n-1) miissen
7n—00

7 —>00

aber den gleichen Grenzwert haben. Dann miiBte c=c+a sein und a=0.
Das ist ein Widerspruch. Im zweiten Fall schlieBt man analog.

Im bisherigen ersten Teil der Arbeit wurden an den Ternarkérper nur
topologische oder allenfalls ordnungstheoretische Forderungen gestellt, aber
keinerlei besondere algebraische Rechenregeln fiir die ternire Verkniipfung
verlangt, die sich geometrisch durch gewisse SchlieBungssitze ausdriicken.
Das soll nun im zweiten Teil der Arbeit geschehen, und zwar werden diese
geometrischen SchlieBungssitze der einfacheren Formulierung halber meist
in ihrer algebraischen Form fiir einen Ternarkoérper ausgesprochen. Die Uber-
setzung in die geometrische Redeweise findet man bei PICKERT [1955]. Man
kann dann einmal fragen, inwieweit sich bei hinreichender ,,Anstindigkeit*
des Ternidrkorpers weitere Folgerungsbeziehungen zwischen topologischen
Eigenschaften der Ebene ergeben. Ein Beispiel hierfiir bietet die Frage nach
der Kompaktheit lokalkompakter Ebenen und nach ihren moglichen topologi-
schen Dimensionen. Zum anderen kann man auch unter topologischen Vor-
aussetzungen nach engeren Abhingigkeiten der Rechenregeln voneinander
fragen, als sie fiir Ternirkérper ohne Topologie bestehen. Besonders starke
derartige Verbindungen werden sich ergeben, wenn die Geraden der Ebene
homéomorph zu einer reellen projektiven Geraden sind. SchlieBlich liBt sich
auch noch die Frage nach der Einbettbarkeit topologischer Terndrkérper in
topologische projektive Ebenen, d.h. nach der Existenz solcher Ebenen, die
einen zu dem gegebenen topologischen Ternirkorper stetig isomorphen Ter-
nirkorper haben, weiter fordern. Bisher kannte man die Antwort darauf in
zwei Extremfillen, nimlich fiir die (algebraisch besonders ,,anstandigen®)
Schiefkérper und fiir die (topologisch ,,ansténdigen*) zusammenhingenden
lokalkompakten Ternérkorper: Jeder topologische Schiefkérper 14Bt sich als
Ternirkorper einer eindeutig bestimmten topologischen (desarguesschen)
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projektiven Ebene auffassen (s. z. B. PICKERT [1955], S.2065). Jeder zusammen-
hingende lokalkompakte Ternidrkérper gehort ebenso zu einer eindeutig be-
stimmten topologischen projektiven Ebene (SKORNJAKOV [1954]).

§ 7. Kompaktheit spezieller lokalkompakter Ebenen

Um in einer lokalkompakten projektiven Ebene die Kompaktheit der
Geraden (und damit auch der Ebene) beweisen zu konnen, muBl man eine
Moglichkeit haben, gentigend groBe kompakte Mengen angeben zu kénnen, man
muB also etwa die kompakten Umgebungen eines Punktes hinreichend stark
,,aufblihen® kénnen. Das legt den folgenden Ansatz nahe: Man betrachtet fiir
einen Punkt p, der nicht auf der Geraden G liegt, die Gruppe der (p, G)-
Kollineationen. Kollineation soll eine eineindeutige Selbstabbildung der
Ebene heiBen, welche auch die Gesamtheit der Geraden (aufgefaBt als Punkt-
mengen) umkehrbar eindeutig in sich iiberfiihrt, (p, G)-Kollineation eine solche,
die jede Gerade durch p und jeden Punkt auf G einzeln festliBt. Fiir die
Gruppe der (p, G)-Kollineationen soll verlangt werden, daB sie auf den von p
verschiedenen und nicht auf G liegenden Punkten einer jeden Geraden durch p
transitiv sei. Diese (p, G)-Transitivitit der Ebene bedeutet genau die Giiltig-
keit des desarguesschen SchlieBungssatzes mit Zentrum p und Achse G
(s. z.B. Pickert [1955], S. 76). Wihlt man p=0 und G=wuwv, so hat die
(p, G)-Transitivitit der Ebene die Assoziativitit der Multiplikation eines zu
0, u, v gehorigen Terndrkérpers zur Folge (PICKERT [1955], S.104). Es zeigt
sich, daB man fiir den Beweis der Kompaktheit von Ouw mit einer viel
schwicheren Voraussetzung auskommt: Die multiplikative Loop eines Ter-
nirkorpers soll eine Alternativloop sein, d.h. je zwei Elemente der Loop
sollen in einer assoziativen Unterloop (einer Untergruppe der Loop) liegen.
Dann kann man sich wieder der Abbildung x—x'=x\1 bedienen, um den
um das Element co = v vermehrten Ternidrkérper mit zwei kompakten Mengen
zu iiberdecken. Man geht dabei aus von einer kompakten Umgebung W von 0.
Diese liefert bei dem Homé&omorphismus x—>x’ eine kompakte Umgebung
W' von oco. Um jetzt die kompakte Menge W durch Multiplikation mit irgend-
einem Element so zu strecken, daB sie das Komplement von W’ umfaBt,
sucht man erst einmal ein Element a mit der Eigenschaft, daB W echt in
aW enthalten ist. Das besagt aber nichts anderes, als daBl a*W echt in W
enthalten sein soll; denn aus w =av folgt, daB w der von 4 und v erzeugten
Loop angehért, also mit @ und v zusammen in einer Gruppe liegt. Daher ist
w=av gleichwertig mit alw=v und W CaW gleichwertig mit a W CW.
Ein a, das diese Forderung erfiillt, kann man aber leicht finden, da es ja,
wie schon in § 3 bewiesen, zu jeder beliebig kleinen Umgebung U von 0 eine
Umgebung V von 0 mit VWCU gibt. Man braucht dann fir UCW nur
a =" fiir ein von 0 verschiedenes Element v von V zu setzen. Jetzt ergibt
sich durch eine Induktion, daB die Mengen a" W eine aufsteigende Folge von
kompakten Umgebungen von 0 bilden. Da nimlich a(a"W) die Gesamtheit
der Elemente a (a"w) = a"t'w mit w in W ist, gilt a(a”W)=a""'W und aus
W C aW folgt durch wiederholte Multiplikation mit @ von links a" W Ca"+' W
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fiir jedes n. Als homéomorphes Bild von W sind alle Mengen a* W kompakt.
In der Folge dieser Mengen gibt es eine, die das Komplement von W’ umfagt ;
denn wire das nicht der Fall, so kénnte man fiir jedes n ein Element b, finden,
welches weder in @ W noch in W' lige. Fiir die zweite Bedingung kann man
auch b;1¢ W schreiben, sie hitte also zur Folge, daB sich die b, nicht gegen 0
hdufen kénnten. Unter Beriicksichtigung der Gruppeneigenschaft der von 4
und einem &, erzeugten Loop bedeutet b,4 oW dasselbe wie a="p, ¢ W.
Nun hat aber die iiber gemachte Voraussetzung die Konvergenz von g
gegen 0 zur Folge. Es ist nimlich a”"W CW fiir alle #, insbesondere liegen
also alle a=* in der kompakten Menge Ww, wenn man fiir w irgendein von 0
verschiedenes Element aus W nimmt. Daher miissen die g—* einen Hiufungs-

1—>00 1— 00
auch gegen 1. Dann hiuften sich aber die a="w fiir jedes w aus W in w und

jedes solche w lige als Haufungspunkt von Punkten aus der abgeschlossenen

Menge a'W selbst in alW im Widerspruch dazu, daB a1W eine echte

Teilmenge von W sein sollte. Jetzt kann man aus der ersten Bedingung iiber

die b, folgern, daB doch lim b;'=0 gelten miiBte und damit ist dann gezeigt,
”

—> 00

daB es solche b, tiberhaupt nicht geben kann. Fiir jedes feste # ist nidmlich
lim a=?p,=0; fiir hinreichend groBe ? liegt also a=?b, in W. Es sej Do

- 00

(qie kleinste Zahl, fiir die das der Fall ist. Nach Konstruktion ist P >mn,
und a~#»p, kann nicht zu g1 W gehoren, weil sonst p, nicht minimal wire,
Daher liegen die a~?np, alle in der Menge W—a1W, deren abgeschlossene
Hiille K kompakt ist und den Punkt 0 nicht enthalt (@a1W ist ja eine
Umgebung von 0). Bei dem Ubergang von x zu #'— x7 geht also K in die
kompakte Teilmenge K’ des Ternirkérpers T iiber. Es ist b€ K’a~#n und
diese Mengen liegen schlieBlich in beliebig kleinen Umgebungen von 0, da
K’ kompakt und lim a~™P=0 ist, also die K’g—#n nach dem Beweis in §3

7—>00

einen gegen 0 konvergenten Filter bilden. Damit hat man bewiesen:

Ist die multiplikative Loop eines T erndrkorpers einer lokalkompakten pro-
jektiven Ebene eine Alternativioop oder ist insbesondere die Ebene () G)-transitiv
fiir ein nicht wnzidentes Paar 2, G, so ist die Ebene kompakt.

§ 8. Topologisches Lemma

Fiir das Folgende wird ein topologisches Lemma gebraucht. Es bezeichne
R den Raum der reellen Zahlen, S den Raum der reellen Zahlen modulo 1,
also die eindimensionale Sphére,  eine natiirliche Zahl und ¢ eine natiirliche
Zahl oder co; T=R"x S sei das topologische Produkt von # Faktoren R
und ¢ Faktoren S.

Dann ist die Kompaktifizierung T + oo von T durch einen Punkt oo nicht
homogen.
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Beweis. T ist lokalkompakt, aber wegen #>1 nicht kompakt. Daher
148t es sich auf genau eine Weise durch einen Punkt co kompakt abschlieBen,
und zwar so, daB man die Komplemente der kompakten Teilmengen von T
in T+ oo als Basis fiir den Umgebungsfilter in co nimmt (BourBaki [1951],
Top. gén. I, §10, Th.3). Jede kompakte Menge in R" ist fiir ein geeignetes
positives % in einer #-dimensionalen Kugel K, (k) vom Radius % enthalten,
also jede kompakte Menge in T in einer geeigneten Menge K, (k) X S?. Das
Komplement von K, (k) in R" hat die Form (k, o0) X S, _,, wobei (&, co) das
offene Intervall aller reellen Zahlen >#% bedeutet und S,_; die (#—1)-
dimensionale Sphire. Die Mengen

Up= (k, 00) X S,y X ST+ 00 (kz1)

bilden also eine Basis fiir den Umgebungsfilter von oo bei der kompakten
AbschlieBung von T durch co. Um die Inhomogenitit nachzuweisen, ver-
gleicht man die Umgebungsfilter in 0=0"x0? und o. Die Gesamtheit der
Mengen

V=T =(—t)""*xS (0<i<}, pz1, p+r=y9

bildet eine Basis fiir den Umgebungsfilter in 0. Die Homogenitit von T 4 oo
wiirde insbesondere die Existenz eines Homdomorphismus ¢ bedeuten, der
0 in oo iiberfithrt. Dann muB es eine geeignete Menge V' mit V°C U, geben
und eine Zahl £ mit U,CV°. Wegen 0°= oo gilt dann auch noch zwischen
den punktierten Mengen die Einschachtelung

Uy — 00 S (V — 0)7= V7 — oo ST — co.

Hieraus ergibt sich bei Betrachtung der Homotopieverhiltnisse ein Wider-
spruch: Es sei ¢c>k£. Dann ist die Abbildung

x—>x"=cX xX0?

eine topologische Abbildung der (» —1)-Sphire S, ; in U, — co. Das Bild
S?_4 ist in U; — oo nicht zusammenziehbar; denn eine Abbildung in einen
Produktraum liefert genau dann ein zusammenziehbares Bild, wenn die
Projektionen auf die Komponenten des Produktraumes zusammenziehbar
sind. Die Projektion der Abbildung y auf die Komponente S, _; von U; — oo
ist aber die identische Abbildung und eine Sphire ist in sich nicht zusammen-
ziehbar (KuraTowskr [1952], S.277; ALEXANDROFF-HoPF [1935], S. 513).
Dagegen kann man S}_; in der vollen Umgebung U, auf den Punkt oo zu-
sammenziehen. Sei ndmlich 7 =csX xX0? (s=1). Dann hingt *© stetig
von x und s ab, und fiir s— oo liegt S?) schlieBlich in jeder Umgebung U,
von oo, Daher ist S’_; erst recht in der gréBeren Menge V° zusammen-
ziehbar. Nun hat aber die zu R"*? X S” homéomorphe Menge V° die Eigen-
schaft, daB jede in ihr gelegene zusammenziehbare (» — 1)-Sphire zusammen-
ziehbar bleibt, wenn man aus V° einen nicht auf ihr gelegenen Punkt
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herausnimmt. Sei nimlich ¢ die topologische Abbildung von S,_1in R*+2 % S7
und 0"*?0"=0x0 der herauszunehmende Punkt; y sei die Projektion von
@ auf den Faktor R*?, 3 die Projektion auf S”. Da 0x0 nicht auf S 1
liegen soll, ist x*==0 oder 2¥==0 fiir jeden Punkt x von S,—1. Wegen der
Umkehrbarkeit von @ ist auBerdem x*== y* oder 2¥==y¥ fiir je zwei verschie-
dene Punkte x, y von S,_1. Daher wird die Teilmenge N aller Punkte x von
S,y mit x¥=0 durch % umkehrbar eindeutig und stetig in R ab-
gebildet. N¥ ist eine héchstens (n — 1)-dimensionale kompakte Teilmenge des
punktierten mindestens (% -+ 1)-dimensionalen euklidischen Raumes R*+#__
laBt sich also dort auf einen Punkt zusammenziehen (ALEXANDROFF-HOPF
[1935], S. 399, 405). Mit I als Bezeichnung fiir das abgeschlossene Intervall
der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 wird diese Zusammenziehung beschrieben
durch eine stetige Abbildung « von N x I in R*+#_ 0, die auf N x 0 in natiir-
licher Weise mit y iibereinstimmt und auf N X1 den Wert a==0 annimmt.
o 14Bt sich zu einer stetigen Abbildung # von S, | x I in R*+? fortsetzen, die
noch auf S,_;x0 die Abbildung y darstellt. Zieht man nun weiter die kom-
pakte Menge (S,_,x1)# im Raum R**+? unter Festhalten des Punktes a stetig
auf a zusammen, so hat man insgesamt die Menge S*_, in R#+? stetig in den
Punkt a ibergefithrt, ohne daB dabei ein Punkt aus N* durch 0 hindurch-
gegangen wire. AnschlieBend kann man wegen der vorausgesetzten Zusam-
menziehbarkeit der Sphire S%-1 ihre Projektion SY_, im Raum S’ stetig in
einen Punkt 4 iiberfiihren. Diese beiden Deformationen hintereinander ergeben
eine Zusammenziehung von Sy—1 auf den Punkt ax 3, die ganz in dem punk-
tierten Raum R*+?x S"— 0% 0 vor sich geht.

Damit ist die Bemerkung iiber die Zusammenziehbarkeit der (m—1)-
Sphiren in V° bewiesen, d. h. Sh—1 ist zusammenziehbar in ¥°— co und
hieraus wiirde erst recht die Zusammenziehbarkeit in der umfassenderen
Menge U, — oo folgen. Dieser Widerspruch beweist die Inhomogenitit von
T+ co.

Bemerkung. In dem Sonderfall #»—1 4Gt sich dieser Beweis viel ein-
facher fiihren. Dann besteht nimlich S,—1=3S, aus einem Punktepaar. Die
Mengen U, — co haben daher genau zwei zusammenhingende Komponenten
und jede Komponente von U, — o enthilt eine Komponente von U, — oo,
Andererseits ist (V— 0)? zusammenhingend, also ganz in einer Komponente
von U, — oo enthalten. Diese beiden Tatsachen zusammen widersprechen der
Einschachtelung U, — oo S(V—0)1°<U, — .

§ 9. Die topologische Dimension lokalkompakter projektiver Ebenen

Das topologische Lemma soll nun ausgenutzt werden, um Aussagen iiber
die topologische Dimension gewisser lokalkompakter projektiver Ebenen und
tiber die Struktur ihrer additiven Loop zu machen. Fiir einen reguldren Raum
mit abzdhlbarer Basis (und ein solcher liegt ja bei einer lokalkompakten
Ebene vor) wird die topologische Dimension rekursiv erklirt. Genau die
leere Menge soll (— 1)-dimensional sein, und ein Raum soll die Dimension #»
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haben, wenn jeder seiner Punkte eine Basis von Umgebungen mit (n —1)-
dimensionalem Rand hat, aber nicht jeder Punkt eine solche mit (n —2)-
dimensionalem Rand. Die anderen geliufigen Definitionen fiir eine topologi-
sche Dimension stimmen bei der betrachteten Raumklasse mit der hier ge-
gebenen iiberein (HUREWICZ-WALLMANN [1948]). Fiir die nicht zusammen-
hingenden lokalkompakten Ebenen war in §5 gezeigt worden, daB sie die
Dimension 0 haben. Betrachtung der bekannten zusammenhéngenden lokal-
kompakten Ebenen (etwa mit dem reellen oder komplexen Zahlkérper als
Terndrkoérper) 1iBt die Vermutung aufkommen, daB die Dimension dieser
Ebenen eine endliche gerade Zahl sein muB. Da es beispielsweise einen ein-
dimensionalen topologischen Raum gibt, dessen Produkt mit sich selbst
wieder die Dimension 1 hat (ErpOs [1940]), ist es auch bei endlicher
Dimension einer topologischen Ebene nicht selbstverstindlich, daB ihre
Dimension gerade ist. Fiir beliebige lokalkompakte Ebenen ist die Vermutung
noch nicht bestétigt, wohl aber gelingt das unter der Zusatzvoraussetzung,
dafB} die Ebene einen Ternirkorper hat, dessen additive Loop eine kommu-
tative Gruppe ist. Es handelt sich dann also um eine lokalkompakte kom-
mutative Gruppe, die nach dem in § 5 und § 3 Bewiesenen zusammenhidngend
und lokalzusammenhingend ist und eine abzihlbare Basis besitzt. Die Struk-
tur dieser Gruppen ist vollstindig bekannt (PONTRJAGIN [1946]). Mit R
als der additiven Gruppe der reellen Zahlen und S als der additiven Gruppe
der reellen Zahlen modulo 1 ist die additive Gruppe des Terndrkérpers das
direkte Produkt von endlich vielen Faktoren R und héchstens abzdhlbar
vielen Faktoren S, d.h. T=R"x S?% Hierbei ist zunichst 0< ¢< wy und »
eine natiirliche Zahl; denn wire # =0, so entfiele der erste Bestandteil des
direkten Produktes und T wire als das Produkt der kompakten Mengen S
selbst kompakt. Das kann aber nicht sein, da sonst der Punkt oo, der T
zur projektiven Geraden erginzt, als Komplement einer kompakten und
daher abgeschlossenen Menge offen wire und somit die projektive Gerade in
einem und daher in allen Punkten diskret, was von vornherein ausgeschlossen
war. Nun ist aber die projektive Gerade T -+ oo ein homogener topologischer
Raum, also kann nach dem topologischen Lemma nicht auch 0<g sein,
d.h. es folgt ¢=0. Damit ist bewiesen:

Ist die additive Loop eines Terndrkirpers einer lokalkompakten zusammen-
hingenden projektiven Ebene eine kommutative Gruppe, so ist sie fiir eine ge-
eignete natiirliche Zahl n das n-fache direkte Produkt der additiven Gruppe der
reellen Zahlen. Die projektive Ebene hat dann die topologische Dimension 2n.

Insbesondere gibt es also dann in der additiven Gruppe auBer der 0 keine
Elemente endlicher Ordnung und das ergibt eine Folgerung iiber Antifano-
ebenen, das sind solche Ebenen, in denen jedes vollstindige Viereck kollineare
Diagonalpunkte hat. In einer solchen Ebene erfiillt jedes Element x der
additiven Loop die Gleichung x4 x=0 und hieraus folgt das kommutative
und assoziative Gesetz fiir die Addition (PICKERT [1955], S. 60). Also:

Eine lokalkompakte Antifanoebene ist notwendig nulldimensional.
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§ 10. Projektive Ebenen, die zur reellen projektiven Ebene homéomorph sind

Die erste Frage, die sich bei zur reellen Ebene homdomorphen projektiven
Ebene erhebt, ist die, ob ihre Geraden auch zur reellen Geraden hom&omorph
sind. Diese Frage ist zu bejahen. Beweis. Zunichst wei man aus § 5, daB
die projektiven Geraden einer zur reellen Ebene hom&omorphen Ebene zu-
sammenhidngende und lokalzusammenhingende Mengen sind, denen als ab-
geschlossenen Teilmengen eines kompakten Raumes mit abzihlbarer Basis
dieselben Eigenschaften zukommen. Von einem solchen Raum weil man
(Kuratowskr [1952], S.184), daB er sogar lokal kurvenmiBig zusammen-
héngend ist, d.h. es gibt (beliebig kleine) Umgebungen eines Punktes x, so
daB jeder Punkt y einer solchen Umgebung mit x durch eine zu dem reellen
Intervall 7= [0, 1] homéomorphe Menge (d.i. eine einfache Kurve) in dieser
Umgebung verbunden ist. Die doppelte Transitivitit der Homéomorphismen-
gruppe der affinen Geraden ergibt daraus sofort, daB in der affinen Geraden
je zwei Punkte durch eine einfache Kurve verbunden sind. Es wird sich
jetzt sogar zeigen, daB diese einfache Kurve eindeutig bestimmt ist. Gibe
es namlich zwei verschiedene einfache Kurven, die zwei Punkte miteinander
verbinden, so erhielte man nach Weglassen geeigneter Kurvenstiicke eine
einfache geschlossene Kurve, d.h. eine Jordan-Kurve in der affinen Geraden.
Diese Jordan-Kurve 148t sich nun innerhalb der affinen Geraden auf einen
Punkt zusammenziehen, und zwar durch eine Schar von (bis auf den SchluB)
hom6omorphen Abbildungen. Sei ndmlich die Jordan-Kurve dargestellt
durch a(s) (s€S) und eine die Punkte 0 und 1 verbindende einfache Kurve
durch b(#) ((€I) mit 5(0)=1 und 5(1) =0. Dann ist ¢,(s)=a(s)b(f) stetig
in s, ¢t und ¢y (s) =a(s), ¢;(s) =0. Da nun die betrachtete Ebene lokaleuklidisch
ist, liegt eine hinreichend kleine Jordan-Kurve der affinen Geraden ganz in
einer offenen euklidischen Kreisscheibe, teilt diese also in ein Inneres und
ein AuBeres. Wegen der Zusammenziehbarkeit der Jordan-Kurve in der
affinen Geraden muB das Innere der Jordan-Kurve ganz der affinen Geraden
angehoren, dann wire aber die Gerade zweidimensional und die Ebene vier-
dimensional, ein Widerspruch.

Spricht man dieses Zwischenergebnis, daB in der affinen Geraden je zwei
Punkte eindeutig durch eine einfache Kurve verbunden sind, projektiv aus,
so erhdlt man die Aussage: Zu drei (paarweise verschiedenen) Punkten p, g, 7
gibt es in der projektiven Geraden genau eine einfache Kurve K mit den
Endpunkten p, ¢, welche 7 nicht enthilt. Ist 0 irgendein von p und ¢ verschie-
dener Punkt aus K, so gibt es auch genau eine einfache Kurve L mit den
Endpunkten p, ¢, die 0 nicht enthélt. Diese muB dann durch 7 und ebenso
natiirlich durch jeden anderen nicht auf K gelegenen Punkt hindurchgehen.
Die beiden einfachen Kurven K und L fiillen also zusammen die ganze pro-
jektive Gerade aus. Sie haben aber nur die Endpunkte p,¢ gemeinsam;
denn gibe es einen von $, ¢ verschiedenen Punkt x, der zugleich K und L
angehérte, so miiBte die einfache Kurve M, die  mit ¢ verbindet und x nicht
enthélt, sowohl durch 0 wie durch 7 hindurchgehen, da sie ja von K und L
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verschieden ist. Nun gibt es eine Projektivitat, die 0 mit p und 7 mit g ver-
tauscht (man kann sie leicht durch Hintereinander-Ausfithrung von drei
Projektionen angeben). Diese wiirde aus M eine einfache Kurve mit den
Endpunkten 0, 7 machen, die # und ¢ enthielte. Weglassen der Endstiicke
ergibe eine einfache Kurve von p nach g, die weder durch 0 noch durch 7
hindurchginge, also wieder von K und L verschieden wire. Eine solche kann
es aber nicht geben. Damit ist gezeigt, daB die projektive Gerade eine einfache
geschlossene Kurve ist, also:

Die projektiven Geraden einer zur reellen Ebene homoomorphen projektiven
Ebene sind eindimensionale Sphiren, die affinen Geraden sind homdbomorph zur
Menge der reellen Zahlen.

§11. Topologische Loops, die zur reellen Geraden homéomorph sind

Ist ein Ternirkoérper homdomorph zur reellen Geraden, so bestehen zwi-
schen den in ihm moglichen Rechenregeln engere Abhingigkeiten, als bei
anderen lokalkompakten Ternirkorpern. Das wird dadurch bedingt, daB die
von den reellen Zahlen iibertragene Anordnung in gewisser Weise mit den
‘Ternirkorper-Verkniipfungen vertriglich ist. Zunichst werde nur die additive
Loop betrachtet. Von ihr soll vorausgesetzt werden, da} jedes ihrer Elemente
eine assoziative Untergruppe der Loop erzeugt; eine solche Loop nennt man
auch potenzassoziativ (im Gedanken an multiplikativ geschriebene Loops).
In Anlehnung an Boursak1 ([1947], Top. gén. V, §2) ergibt sich, daB eine
solche zur Menge der reellen Zahlen homéomorphe topologische Loop ange-
ordnet und sogar archimedisch angeordnet ist. DaB es sich um eine ange-
ordnete Loop handelt, bedeutet, daBl aus x<y folgt x-+z<y-+z und
7z x<z-+vy. Dabei werde die Beziehung x>0 durch den Homoomorphismus
von den reellen Zahlen her iibertragen und x <y definiert durch y— x>0,
wobei y — x dasjenige Element der Loop sein soll, das (y — x) + x =y erfillt.
Dann ist die durch f(2) = (y +2) — (¥ 4 2) gegebene Abbildung f, da die Loop-
operationen ja stetig sind, eine stetige Funktion. Im Fall x<y ist f(0)>0
und f(2) =0 fiir jedes z, da ja f(2)=0 dasselbe bedeutet wie y4z=x-42
oder y=#. Nun bildet / die (zusammenhingende) Loop auf eine zusammen-
hingende Punktmenge ab, die ein Element >0 enthilt, aber nicht die 0
selbst, also nur aus Elementen >0 besteht. Damit ist die Rechtsmonotonie
der Addition bewiesen. Jetzt folgen nachtriglich auch die Anordnungsgesetze
fiir die Beziechung <. Die Linksmonotonie ergibt sich ganz analog. Fiir eine
natiirliche Zahl # wird a - # induktiv definiert durch a-1=a, a- (n4+1)=
a-n-+a Ist 0<a und 0<b und wire a -n<b fiir jedes #, so konvergierte
die monoton wachsende Folge {a - n};-, gegen ein Element ¢< b und dann
miiBte die Folge {« - (n+ 1)}y sowohl gegen ¢ wie auch gegen c+a kon-
vergieren. Also gibt es Zahlen mit a - n>b. Entsprechendes gilt fiir b<<a <0,
d.h. die Loop ist archimedisch angeordnet.

Jetzt 1aBt sich in Verschirfung des Satzes von PICKERT [1955], S.246
beweisen:
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Eine archimedisch angeordnete potenzassoziative Loop ist isomorph zu einer
Untergruppe der additiven Gruppe der reellen Zahlen.

Der Beweis entspricht dem bei BourBakr [1947], Top. gén.V, §2 fiir
Gruppen gegebenen. Es sind zwei Fille zu unterscheiden. Im ersten Fall
gibt es ein Element ¢, das unmittelbarer Nachfolger von 0 ist. Dann folgt
durch eine naheliegende Induktion, daB e - (# 1) unmittelbarer Nachfolger
von e-n ist fiir jedes ganze » und wegen der archimedischen Anordnung
erschopfen die Elemente e - # die ganze Loop, die also isomorph zur Gruppe
der ganzen Zahlen ist. Im zweiten Fall gibt es keinen unmittelbaren Nach-
folger von 0 und die Loop ist dicht geordnet. Fiir Elemente x>0 und be-
liebige y werde y:x als die groBte (positive und negative) ganze Zahl # mit
x-n <y erklirt. Wiahlt man noch ein festes Element ¢>0, so ist

. a.x
a? = lim
x—>0 e X

fiir jedes Element @ vorhanden und >0 genau fiir a>0, wie eine leichte,
fiir >0 und a< 0 getrennt durchzufithrende Rechnung zeigt, die genau mit
der bei BOURBAKI angegebenen iibereinstimmt. Wegen a:x+b:x< (a+b):x
<a:x+b:x+ 2 ist ¢ ein Homomorphismus der Loop in die additive Gruppe
der reellen Zahlen, und da aus a<<b die Existenz eines Elementes ¢>0 mit
a+c=>b, also a®+c®=10° und a®<<be folgt, ist p sogar ein Isomorphismus.
Weiter gilt:

Eine zur Gruppe der reellen Zahlen homsomorphe potenzassoziative Loop ist
sogar mit ihy isomorph;

denn die Gruppe der reellen Zahlen hat keine zusammenhingende echte
Untergruppe.

§12. Zur reellen Ebene homéomorphe Translationsebenen

Eine Ebene, in der nach Auszeichnung einer uneigentlichen Geraden die
Translationen transitiv sind auf der Menge der eigentlichen Punkte, heifS3t
Translationsebene. Ihr Ternirkorper (T, 7) (mit %, v auf der uneigentlichen
Geraden) ist ein Quasikorper, d.h. auBer den Auflésbarkeitsbedingungen gilt
T(s, #,#) =sx+¢, mit der Addition bildet T eine Gruppe und es ist stets
a(b+c)=ab+ac. Nun gilt:

Eine zur reellen Ebene homdéomorphe Tranmslationsebene ist mit der reellen
Ebene isomorph. ‘

Beweis. Die additive Gruppe des Quasikdrpers stimmt mit der additiven
Gruppe des reellen Korpers iiberein. Kern des Quasikorpers nennt man die
Menge aller Elemente x, die (¢b)x=a(bx) und (a+b)x=ax+bx fiir alle
Paare a4, b erfilllen. Der Kern eines Quasikérpers ist ein Schiefkérper, der
das Element 1 enthélt. Wegen der Stetigkeit der Abbildungen x—>(ab)x—a (bx)
und x—(a+b)x— (ax+bx) ist der Kern eines topologischen Quasikorpers
als Durchschnitt von Urbildern der abgeschlossenen Menge {0} abgeschlossen.
Mit 1 liegt nun der ganze von 1 erzeugte Korper der rationalen Zahlen (die
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Charakteristik ist 0 wegen der Anordnung) im Kern. Diese Menge liegt aber
iiberall dicht in dem Quasikérper, der daher mit seinem Kern iibereinstimmt
und der Korper der reellen Zahlen ist.

§13. Zur reellen Ebene homéomorphe Neokdrperebenen

Nach dem Ergebnis der beiden letzten Paragraphen geniigt [neben der
,,Zerlegbarkeitsbedingung* 7 (s, x, #) = s x 4- ¢] schon die Forderung der Potenz-
assoziativitit der Addition und das eine Distributivgesetz, um fiir einen zum
Korper der reellen Zahlen homdomorphen Ternirkorper zu erzwingen, daf
er mit diesem isomorph ist. Auf die Forderung der Potenzassoziativitit der
Addition kann man dabei auch dann nicht verzichten, wenn man sehr viel
stirkere Bedingungen fiir die Multiplikation voraussetzt, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Es gibt einen zur Menge der reellen Zahlen homdGomorphen echten kommu-
tativen (planaren) Neokorper mit kommutativer und kiirzbarer Addition.

Als Neokorper wird dabei ein Ternédrkorper (7', 7) bezeichnet mit (s, x, 1) =
s x -+ ¢ und assoziativer und beiderseits distributiver Multiplikation. Ein kommu-
tativer Neokorper erfiillt auBerdem noch das kommutative Gesetz der Multi-
plikation. Die Kiirzbarkeit bedeutet bei kommutativer Addition die Giiltig-
keit von (— x)+ (¥+9y) =7v. Mit dem Beispiel ist gleichzeitig die Frage von
PIckERT [1956] nach der Existenz echter Neokorper mit Kiirzungsregel
beantwortet. Das Beispiel ergibt sich durch geeignete Anwendung des Ge-
dankens von MouLToN [1902], die Geraden der gewthnlichen reellen Ebene
durch passende geknickte Linien zu ersetzen. Man erhdlt es dadurch, dal
man die Multiplikation des reellen Korpers beibehdlt und eine neue Addition
@ einfithrt durch die Definition

x@t=x4+21t fir 1x<—3% oder {(Tx=x1
=1lx4¢ fir —2<t1x<
=2x+42¢ fir —3<ilx<—%.

Man sieht sofort, daB die neue N
Addition kommutativ ist und N
rechnet leicht (—1)® (1 ®%) N\
— x nach, woraus mit Hilfe AN
der Distributivitidt, die sich N
unmittelbar aus der Defini- ————
tion ergibt (die Fallunter- < | 7
scheidung richtet sich nur :
nach dem Wert von ¢1x), die -4
Kiirzungsregel folgt. In der
Figur bedeutet die getrof- // N
fene Festsetzung, daB die ge- g N
knickte ,,Gerade die Glei- P 4 N
chung y=x@®1 erhilt. Alle % N\
anderen Geraden auBer den Vi LY
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Achsenparallelen erhdlt man daraus durch Streckung in der x- und y-
Richtung.

DaB man so tatsichlich einen Neokérper erhilt, erfordert den Nachweis
(Pa1cE [1950]), daB fiir s==s’ die Gleichung sx@t=s"x @t eindeutig nach x
auflésbar ist. Hierzu betrachtet man die stetige reelle Funktion f mit f(x)=
(sx®f) — (s"x@?'). Ist s=0 oder s'=0 oder haben s und s’ verschiedenes
Vorzeichen, so ist f eine streng monotone Funktion, deren Ableitung, ab-
gesehen von drei Stellen, iiberall erklart ist und fiir die |f'(x)| =|s—s'|>0
bei geniigend groBem Absolutwert von x gilt. Daher hat f in diesen Fillen
genau eine Nullstelle. In den anderen Fillen kann man durch Wahl der
Bezeichnung erreichen, daB s’ der absolut kleinere der beiden Werte s, s’ ist.
Da die Auflosung der betrachteten Gleichung gleichwertig ist mit der Auf-
16sung der aus ihr durch Multiplikation mit 5" hervorgehenden Gleichung,
kann man sich auf s'=1<s beschrinken. Im Fall #=¢ ist nichts mehr zu
beweisen ; sonst kann man auch noch annehmen, daB < # ist; der gegenteilige
Fall JaBt sich ndmlich durch Wechsel des Vorzeichens von # und Multiplikation
der Gleichung mit (—1) hierauf zuriickfithren. Fiir hinreichend groBen
Absolutwert von x gilt immer der erste Fall der Definition von @ und es
ist f'(x) =s —1>0. Daher existiert mindestens eine Nullstelle von . Mittels
der Monotoniegesetze fiir die Verkniipfung @ folgt wegen der vorausgesetzten
Ungleichungen fiir s, ¢, # aus x < 0 stets f(x) <0. Man kann sich also auf die
Betrachtung der Funktion f im Intervall x> 0 beschrinken. Fiir einen Wert x,

bei dem nicht f'(x) > 521 gilt, bei dem also ein Knick vorliegt oder die
s—1
2

sx @t der zweite Fall vor, aber fiir die Definition von x@®¢# der erste oder
dritte Fall, oder sx@®¢ ist nach dem ersten oder zweiten Fall definiert und
x @t nach dem dritten. Bei jeder dieser Méglichkeiten ergibt sich f(x) <=0,
und zwar so: Sei

(1) 0<¢<?. Dann wire sx< ¢t und x> #. Dies fithrt aber wegen x<<sx
auf einen Widerspruch.

(2) t<0<t. Dann ist sx< —2¢ und x> ¢, also
saDI< (—2@1)t<0<x @Y.
(3) t<¢’<0. Dann ist entweder sx< —%¢ und x> —2¢, also

SADIS(—2PN)EI<(— 2N DY;

Ableitung einen Wert < hat, liegt entweder fiir die Definition von

oder es ist sx= — $¢ und x< — 3¢, also
sxDIZ(—3@1)t>(—3R)t=xDY.

An jeder Nullstelle x der stetigen Funktion f ist also f'(x) vorhanden und
s —1

=
2
daB die angegebene Konstruktion wirklich einen (planaren) Neokérper liefert.

>0. Daher kann f hochstens eine Nullstelle haben. Damit ist gezeigt,
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Kann man also im allgemeinen bei einem zur Menge der reellen Zahlen
homdomorphen Neokérper nichts iiber die Addition aussagen, so gilt doch
wenigstens fiir die Multiplikation:

Die multiplikative Gruppe T* eines zum Korper der reellen Zahlen homdo-
morphen Neokorpers T ist isomorph zur multiplikativen Gruppe R* dieses
Korpers.

Da es nichtkommutative zu R* homdomorphe Gruppen gibt (etwa die
Erweiterung der Gruppe der positiven reellen Zahlen durch den Automor-
phismus x—x71), aber wie sich zeigen wird, alle kommutativen zu R* homd&o-
morphen’ Gruppen mit R* isomorph sind, handelt es sich beim Beweis im
wesentlichen um den Nachweis der Kommutativitit von 7*. Zunichst
ergibt sich aus den bekannten Sitzen iiber topologische Gruppen (BOURBAKI
[1947], Top.gén. V, §2), daB die zusammenhingende Komponente H des
Elementes 1 von T isomorph ist zur Gruppe der positiven reellen Zahlen.
Nun betrachtet man die durch x4 x°*=0 erklirte Abbildung &. Wegen
0°=0 stellt ¢ einen Homé&omorphismus von T* dar, vertauscht also die
beiden zusammenhingenden Komponenten von T oder 148t sie fest. Das
letzte kann aber nicht der Fall sein; denn die additive Loop (7, +) ist nach
§ 11 eine angeordnete Loop und H besteht bei der dort eingefithrten Anord-
nung aus allen Elementen >0, also ist H+ HCH, wihrend H4-H® das
Element 0 enthilt, so daB also H und H® verschieden sind und T*=HuwH®
ist. Wegen (a+a®)b=b(a+a®)=0 gilt ab+atb=ba+ba®. Fir a,bin H
folgt also aus der Kommutativitit von H auch a®b =ba® und mit Hilfe dieser
Beziehung ergibt sich auf dieselbe Weise a®b®=05°a®, so daBl also 7™ kom-
mutativ ist. ’

Um jetzt den Isomorphismus zu den reellen Zahlen von der zusammen-
hingenden Komponente H von 1 auf die ganze Gruppe 1™ auszudehnen,
sucht man ein Element ¢ im Komplement H’ von H in T* mit e2=1. Die
Abbildung x—ax mit einem festen Element a aus H’ ist ein Homdomor-
phismus von T* und fithrt H in eine zusammenhingende Menge iiber, die
das Element a enthilt, sie vertauscht also die beiden zusammenhéngenden
Komponenten H und H’ von T. Daher ist aH'=H und insbesondere a?
ein Element % aus H. In H ist jedes Element ein Quadrat, also 148t sich A
in der Form b2 mit b in H schreiben. Wegen der Kommutativitit von T*
ist jetzt (ab)2=1 und e=ab? liegt in H'. Bezeichnet ¢ die isomorphe
Abbildung von H auf die Gruppe der positiven reellen Zahlen, so setzt die
Abbildung e x — — #° fiir x in H den Isomorphismus auf die ganze Gruppe 7™ fort.

§ 14. Topologische Alternativkorper

Es ist bekannt (s. z.B. PICKERT [1955], S.265), daB jeder topologische
Schiefkorper eine topologische (desarguessche) Ebene definiert. Dieses Er-
gebnis 1iBt sich auf Alternativkorper ausdehnen:

Zu einem topologischen Alternativkorper gibt es bis auf Isomorphie genau
eine topologische projektive Ebene, die den Alternativkirper zum Terndrkorper
hat und in thm die gegebene Topologie induziert.

Mathematische Zeitschrift. Bd. 67 31
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Beweis. Nach dem tiblichen Verfahren wird zu dem Alternativkorper T
eine projektive Ebene konstruiert, indem man alle Paare (v, y) mit x, y€ T
als eigentliche Punkte nimmt, die Mengen [s, #] der Punkte (, y) mit sx + ¢ = y
und die Mengen [r] der Punkte (7, y) mit y€ T als affine Geraden. Dazu
kommen die Punkte (z), die eingefiihrt werden als Schnittpunkte aller Ge-
raden [z, ¢] mit £€ T und der Punkt (oo) als Schnittpunkt der Geraden (7]
mit 7€ T als uneigentliche Punkte, die alle zusammen die uneigentliche
Gerade [oo] bilden.

Wenn es iiberhaupt eine Topologisierung der so gebildeten projektiven
Ebene gibt, die auf 7" die gegebene Topologie hervorruft, so ist diese Topologie
der Ebene eindeutig durch die von T bestimmt, und zwar so, daB die affine
Ebene topologisches Produkt von T mit sich selbst wird. Das bedeutet, daB
die Gesamtheit der Mengen U X V, wo U Umgebung von x und V' Umgebung
von y ist, eine Basis fiir den Umgebungsfilter des Punktes (#, ) bilden muB.
Weiter werden jetzt die Umgebungen fiir die uneigentlichen Punkte und die
Geraden in geeigneter Weise definiert und dann wird nachgerechnet, daB bei
diesen Umgebungsdefinitionen Verbinden und Schneiden wirklich stetige
Operationen werden. Damit sind dann die Umgebungsdefinitionen auch
gerechtfertigt. Fiir den Umgebungsfilter des Punktes (z) nimmt man als
Basis die Gesamtheit der Mengen, die fiir eine Umgebung U von 0 und eine
Umgebung V' von z aus allen Punkten (x, y) mit ¥ 1€ U und yx1€V und
allen Punkten (w) mit w € V bestehen. Fiir den Umgebungsfilter des Punktes
(o0) nimmt man als Basis die Gesamtheit der Mengen, die fiir eine Umgebung
U von 0 aus allen Punkten (¥, y) mit y 1€ U und xy1€ U und allen Punkten
(w) mit w?€U bestehen. Die Umgebungen fiir die Geraden gehen daraus
durch Vertauschen von x mit s und y mit —¢ bei Umkehrung der Multipli-
kationsreihenfolge und Ersetzen der runden Klammern durch eckige hervor,
womit eine Dualitdt zwischen Punkt- und Geradentopologie gegeben ist.
Wenn man die Stetigkeit des Verbindens nachgerechnet hat, ergibt sich mit
Hilfe dieser Dualitit auch die des Schneidens.

Der Nachweis der Stetigkeit muB fiir die verschiedenen Typen von Ver-
bindungsgeraden getrennt gefiihrt werden, verliuft jedoch immer nach dem
gleichen Schema.

(1) Verbindung von (%, y;) und (x,, y,) mit x, == x,.

Die Verbindungsgerade ist vom Typ [s, £] und bestimmt sich durch y; =sx;+ ¢
(t=1,2). Esist s=(y,—¥,) (% — )7, t=9,—s%. Also hiingen s, ¢ wegen
% — %, == 0 stetig von x;, ¥, %,, ¥, ab.

(2) Verbindung von (p,¢;) und (p, ¢,).

Die Verbindungsgerade ist [p]. Eine Umgebung von [p] ist bestimmt durch
Angabe einer Umgebung U von 0 und einer Umgebung ¥V von p und besteht
aus allen Geraden [s, ] mit s1€ U, —s14€V und allen Geraden [7] mit
r€V. Man muB Umgebungen W, von (p, ¢,) finden, so daB alle Verbindungs-
geraden eines Punktes (;, y;) von W, mit einem Punkt (,, y,) von W, in
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einer solchen vorgegebenen Umgebung von [p] liegen. Ist x,3=x, und hat
man W, W,soklein gewihlt, daB stets y, == y, ist, sogilt s71= (¥, — x,) (y; — ¥2) %,
—s1t=1x,—s1y,. Daher kann man durch geeignete Wahl von W, und W,
erreichen, daB s2€ U und —s 1€V, Ist x,=x,=7, so ist [7] die Verbin-
dungsgerade der beiden Punkte, und indem man die W, gegebenenfalls noch
verkleinert, erreicht man auch noch € V.

(3) Verbindung von (p,q) und (2).

Die Verbindungsgerade ist [z, ] mit g=2zp +¢. Zu einer Umgebung U von z
und einer Umgebung V' von —zp + ¢ muB man also eine Umgebung W von
(p, ¢) und eine Umgebung Z von (z) angeben, so daB die Verbindungsgerade
eines Punktes (x, y) aus W mit einem Punkt (%, v) aus Z oder einem Punkt
(w) aus Z von der Form [s, #] mit s€ U, ¢ € V ist. Dal} die Verbindungsgerade
vom Typ [s, #] ist, bedeutet x3=%. Man kann sich W und Z von vornherein
so klein gewihlt denken, daB das stets der Fall ist. Aus y=sx-+¢ und
v=su-¢ folgt dann, wenn man ¢ eliminiert, die Gleichung s — (sx)u 1=
vul—yul. Thre rechte Seite soll mit @ abgekiirzt werden. Weiter erhilt
man hieraus

s=@u—x1=a+ @x)(u—x)1=a+ (ax) (u1(1 — xu?)7)

und, wenn man fiir a seinen Wert einsetzt,
s=vul—yuld (vul—yuY)x) (w1 —xu?)l).

Die Umgebung Z von (z) ist dadurch gegeben, daBl #™! in einer Umgebung
von 0 und v#! in einer Umgebung von z liegen, und Z wird dadurch beliebig
klein, daB man diese Umgebungen beliebig klein wahlt. Nun hidngt s stetig
von «x, ¥y, w1, vul ab, und wenn nur W und Z geniigend klein sind, so ist
s€ U, und man kann auch noch erreichen, daBl t=—sx+y in V liegt.

Die Verbindungsgerade von (x, y) mit (w) hat die Form [w, {], wo w in
einer durch Z bestimmten Umgebung von z liegt und y =wx ¢ ist. Fiir
hinreichend kleines W und Z gilt also w € U und ¢/€ V. Daher kann man W
und Z so klein wihlen, daBl gleichzeitig diese und die vorher gestellten For-
derungen erfiillt werden.

(4) Verbindung von (p,g) und (o).

Die Verbindungsgerade ist []. Eine Umgebung von [p] ist wie in (2) bestimmt.
Man muB eine Umgebung W von (p, ¢) und eine Umgebung Z von (o) finden,
so daB die Verbindungsgeraden vom Typ [s, ¢] eines Punktes (x, y) aus W
mit einem Punkt (%, v) aus Z oder einem Punkt (w) aus Z die Bedingungen
s1E€ U, —s 1€V erfiillen und die Geraden vom Typ [7] die Bedingung » € V.

Ist x==u, so ist die zugehorige Verbindungsgerade vom Typ [s, ¢]. Aus
s=0 folgt y=v. Da aber die Umgebungen von (co) dadurch gekennzeichnet
sind, daB v und #v! in einer Umgebung von 0 liegen, kann man W und Z
von vornherein so klein gewihlt denken, daBl y==v, also s5=0 ist. Die Glei-
chungen y=sx+1 und v = s% ¢ kann man dann umformen zu sy = x + s714

31*
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und st=wuv14 (s1)vt.  Elimination von s7¢ ergibt s1—(s1y)v1i=
uv1—xv7l Eine entsprechende Umformung wie bei (3) fithrt auf die Glei-
chung ‘ '

sT=wuvl— 2o 4 ((wvl—xvY)y) (vI(1 — yo ).

Wegen y==v ist hier 1—yv1=2=0 und daher dieser Ausdruck erklirt. s
hédngt also stetig von %, ¥, v, »v™1 ab und fiir hinreichend kleines W und Z
ist s1€U und —s‘lt—-—s‘ly—l—xEV

Ist x=wu=v7, so ist [r] die zugehorige Verbmdungsgerade und fiir eine
hinreichend kleine Umgebung W. ist r€ V.

Die Verbindungsgerade von (x, y) mit (w) ist von der Form [w,f] mit
y=wx -+t Fir eine hinreichend kleine' Umgebung Z von (oo) liegt @™ in
der betrachteten Umgebung U von 0 und bei passender Wahl von W kann
man auch noch —wlf=—wly+4 x€V erreichen.

(5) Verbindung von (z) und (z,).

Die Verbindungsgerade ist [oo]. Eine Umgebung von [oco] besteht aus allen
Geraden [s, #] mit t1€ U, ¢t1s€ U und allen Geraden [r] mit » 1€ U, wo U
eine Umgebung von 0 ist. Man muB Umgebungen Z; von (z;) finden, so daf3
die Verbindungsgeraden eines Punktes aus Z, mit einem Punkt aus Z, stets
in der gegebenen Umgebung von [oo] liegen. Z; besteht aus den Punkten
(u;,v,), wo %31 in einer Umgebung von 0 und v;%;? in einer Umgebung von z;
liegt, und aus den Punkten (»;) mit w; aus einer Umgebung von z;. Die Ver-
bindungsgerade von (%, v;) mit (%,, v,) ist im Fall #, =u,=7 von der Form
[#] und fiir hinreichend kleine Umgebungen Z; liegt ! in U. Im Fall «, 3 u,
erhilt man aus v;=su;+¢ ({=1, 2) durch Elimination von s die Gleichung
1= (ug'— u3') (vyut —v,%3) ! und weiter #ts=1¢"(v,u7t) —ugl. Fir hin-
reichend kleine Umgebungen Z; liegen ¢ und ¢'s in U. Die Verbindungs-
gerade von (%, v) aus Z; mit (w) aus Z, ist [w, {] mit v=wwu ¢ Hieraus
berechnet sich =% (vu1—w)* und { 1w=¢1(vu ) —u . Fir hinreichend
kleine Z; liegt also wieder die Verbindungsgerade in der gegebenen Umgebung
von [oo].
Die Verbindungsgerade von (w;) €Z; mit (w,) €Z, ist [oo] selbst.

(6) Verbindung von (z) und (o).

Die Verbindungsgerade ist [oo] und eine Umgebung von ihr sei wie in (5)
gegeben. Man muB eine Umgebung Z von (z) und eine Umgebung W' von (oo)
finden, so daB die Verbindungsgerade eines Punktes (x, ¥) aus Z oder eines
Punktes (s) aus Z mit einem Punkt (u, v) aus W oder (w{aus W stets in der
betrachteten Umgebung von [oo] liegt. Ist x =, so ist [#] die Verbindungs-
- gerade von (x, ¥) und (%, v), und es ist #1€ U, wenn man nur Z geniigend
klein gewihlt hat. Fiir =« bestimmt sich die Verbindungsgerade [s, ] aus
y=sx+tund v=su-+4¢ Ist u=0 und sind Z sowie W hinreichend Kklein,
so ist 1€ U und ¢t1ls=¢1(yax) —x1€U. Ist y=v, so ist s=0 und fir
hinreichend kleines Z und W ist wieder t 1€ U, ¢t 1s=0€ U. Ist y=v, so ist
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s==0. Wire t=0, so wire (yx)(»v?1)=1. Man kann Z und W von vorn-
herein so klein gewahlt denken, daB dies nicht der Fall sein kann. Dann
muB also auch ¢2=0 sein. Jetzt kann man y =sx -+ ¢ und v = s« + ¢ umformen
zu t1(yx ) =t1s+ 2 und #1= (¢1s) (wvl) v Daraus ergibt sich durch
Elimination von ¢71s die Gleichung

71— (1 (yaY) (wod) = vt — 27 (o).

Mit den Abkiirzungen a=yx7?, b=wuv?, c=v1—x(uv?) liegen fiir hin-
reichend kleine Umgebungen Z und W die Elemente b, ¢ in einer beliebig
kleinen Umgebung von 0. Da der Fall #=0 schon behandelt ist, kann man
sich auf #==0 beschrinken, also b==0 annehmen. Z und W waren dariiber
hinaus so gewihlt, daB 6134 ist. Nun ergibt sich

t1=(cb)(dr—a)l=c+ (ca)(br—a)rl=c+ (ca) (b 11— ab)‘l) ;

Man kann also durch Wahl von Z und W erreichen, daB {1 € U, und ebenso,
daB f1s=¢1(yx) —x1cU.

Fiir (¥, y) aus Z und (w) aus W bestimmt sich dic Verbindungsgerade [w, £]
aus y =w x +¢. Dabei kann man ¢5=0 annehmen; denn =0 hat ™ (y ™) =1
zur Folge und man kann sich W und Z von vornherein so klein gewahlt denken,
daB dies nicht der Fall ist. Dann ist 1= —x(w1(1— (yx?)w»™)?) und
liegt fiir geniigend kleine Umgebungen W und Z in U. Dasselbe gilt auch
fir tlw=¢1(yx?)—al

Fiir (s) aus Z und («, v) aus W erhilt man die Verbindungsgerade s, ¢]
aus v=su ¢ Fir hinreichend kleine Umgebungen W und Z ist {5=0. Im
Fall u =0 ist (¢1s) (wv?) +ov1=¢1 und t1=v1+4 (v7s) (vul—s)? =
= v (v1s) (wv?) (1—s(uv™?)?). Im Fall u=0 ist {*=v7t. Wahlt man
W und Z hinreichend Kklein, so ist also t1€ U und ¢1s€ U.

Damit ist in jedem der méglichen Fille gezeigt, daB die Verbindungs-
gerade zweier Punkte stetig von den beiden Punkten abhiangt. Nach der
vorausgeschickten Bemerkung gilt auch die duale Aussage. Die angegebene
Konstruktion liefert also wirklich eine topologische projektive Ebene.
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