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Zur Homotopie von Abbildungen eines Polyeders.

Von
DIETER PUPPE.

Einleitung.

Das Homotopieproblem fiir die Abbildungen eines Polyeders K in einen
topologischen Raum Y (der ohne wesentliche Einschrankung als bogenweise
zusammenhingend angenommen werden kann) ist nur unter sehr speziellen
Voraussetzungen iiber die Dimension von K und die Homotopiegruppen von
Y vollstandig gelost. Insbesondere ist fast nichts iiber die Abbildungen von
K in die m-Sphire S™ bekannt, wenn die Dimension # von K erheblich gréBer
als m ist?). Einen Beitrag zur Behandlung dieses Problems zu liefern, ist das
Ziel der vorliegenden Arbeit. Dabei leitet uns vor allem folgende Frage:

K sei eine n-dimensionale geschlossene orientierbare Pseudomannigfaltig-
keit, o, ein #-Simplex einer Zerlegung von K und f,: K—S™ eine Abbildung,
so daB f,|K — g, konstant ist und « €, (S™) durch f,|o, reprisentiert wird;
in welchen Fillen ist f, wesentlich? Aus = 0 folgt die Nullhomotopie von f,.
Wegen 7, (S™)=0 fiir » <m kann man sich also auf #=m beschrinken.
Klar ist ferner der Fall #=m; dann ist f, fiir «==0 immer wesentlich, denn
der Grad von f, verschwindet nicht. Falls m gerade, #=2m —1 und K eine
Mannigfaltigkeit ist, so ist f, wesentlich, wenn die Hopfsche Invariante von «
y(®) =0 ist, denn dann ist auch die Hopfsche Invariante der Abbildung
f.: K—S™ von 0 verschieden. Wir werden zeigen, daB diese Behauptung
richtig bleibt, wenn man die Voraussetzung, daB K eine Mannigfaltigkeit ist,
fallen 14Bt, und ferner, daB damit alle Fille erschopft sind, in denen man
allgemein auf die Wesentlichkeit von f, schlieBen kann; d.h. ist weder n=m
noch m gerade und #=2m —1, so gibt es eine n-dimensionale orientierbare
Pseudomannigfaltigkeit K, fiir die f, immer nullhomotop ist, und wenn
n=2m—1 und m gerade ist, dann gibt es ein K, so daB f, fiir alle « mit
() =0 nullhomotop ist (vgl. Satz 7, wo auch nichtorientierbare Pseudo-
mannigfaltigkeiten beriicksichtigt sind).

Dieses Ergebnis stiitzt sich auf vorhergehende allgemeinere Betrach-
tungen. In den §§1—3 wird die Theorie der ,geriistweisen Fortsetzung' von
Deformationen (begriindet von EILENBERG [3], in sehr allgemeiner Form be-
handelt von OLuM [9]) unter dem besonderen Gesichtspunkt dargestellt, daB
eine Deformation K XI—Y als Abbildung von K in den Raum der Wege
von Y gedeutet werden kann (Satz1 und 2). Wir gelangen dabei in einer
bestimmten Richtung iiber die bekannten Tatsachen hinaus und erhalten eine
notwendige Bedingung fiir die Nullhomotopie einer Abbildung, die mit dem

1) Genauer: wenn % >m+ 2 ist; fiir n <m 42 vgl. [1].
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Hurewiczschen Homomorphismus 4:7, ,(2)—H, _1(£2) fiir den Raum 2 der
geschlossenen Wege in Y mit festem Anfangspunkt zusammenhingt (vgl.
Satz 3 und die anschlieBende Bemerkung 1). In § 4 wird der Fall betrachtet,
daBl K eine Pseudomannigfaltigkeit ist. Hier zeigt sich eine gewisse Umkehr-
barkeit von Satz 3 (vgl. Satz 4), und Satz 5 gibt auf unsere Ausgangsfrage eine
allgemeine Antwort (statt S™ kann ein beliebiger bogenweise zusammen-
héngender Raum Y stehen), in der wieder der Homomorphismus 4:zx,, _; (2) —
H, (%) eine Rolle spielt. Die Untersuchungen von SERRE in [11], [12] iiber
die Homotopie- und Homologiegruppen der Wegerdume von Sphiren (vgl.
Satz 6) gestatten es, in §5 hieraus die bereits oben genannten Ergebnisse fiir
Y = 5" zu folgern (Satz 7).

In [5], [6] hat HopF bewiesen, daB fiir gerades m jede (2m —1)-dimen-
sionale orientierbare Mannigfaltigkeit wesentlich auf die m-Sphire S abge-
bildet werden kann. Er hat die Frage gestellt, ob das auch fiir allgemeinere
Polyeder an Stelle der Mannigfaltigkeiten gilt. Wir kénnen diese Frage be-
jahen (Satz 8), und zwar unter anderem fiir alle (2 — 1)-dimensionalen
Polyeder mit nicht verschwindender Bettischer Zahl der Dimension 2m —1.
Dagegen gibt es fiir jedes # mit m <n <2m—1 oder n=2m—1 und m—
ungerade eine n-dimensionale orientierbare Pseudomannigfaltigkeit, die sich
in keiner Weise wesentlich auf S abbilden 1iBt (Satz 9).

§ 1. Charakterisierung von Abbildungen durch Koketten.

Wir betrachten einen zusammenhéngenden simplizialen Komplex K — er
darf unendlich sein und unendliche Dimension haben — sowie einen belie-
bigen bogenweise zusammenhingenden Raum Y, in dem wir einen Punkt Yo
auszeichnen. Unter der konstanten Abbildung eines Raumes in Y verstehen
wir immer die Abbildung, die alles in y, iiberfithrt. K sei das 7-dimensionale
Geriist von K. Eine Abbildung von K oder eines Teilraumes, die auf K’
konstant ist, heiBe »-konstant. I sei das Einheitsintervall der reellen Zahlen.

Eine Deformation relativ K° der konstanten Abbildung K —y, in sich ist
eine Abbildung F: KxI—Y mit F(KxdI v KoxI)= Yo ?). Ist fiir ein ge-
wisses 7> 1 eine solche Homotopie auf K"~ ! gegeben, F alsoauf K x 0 IUK"~1x [
definiert, so ist sie im allgemeinen nicht auf K* fortsetzbar; sondern notwendig
und hinreichend dafiir ist das Verschwinden der n-dimensionalen Kokette
¢(F) von K, die man erhilt, indem jedem orientierten #-Simplex o von K
das durch F |9 (0 x I) ?) reprisentierte Element von 7, (Y, ¥o) zugeordnet wird.
Dabei sei als Grundpunkt auf der Urbildsphire &(oxI ) irgendeine Ecke
(¢, 0) von ¢ X 0 gewihlt und die Orientierung so, daB die kanonische Abbildung
0—>0X0 orientierungserhaltend ist. Fiir #-einfaches Y ordnet sich diese
Definition dem von EILENBERG [3] eingefiihrten Begriff des Hinderniskozykels
unter. Wir bezeichnen die Menge aller Koketten von K mit Koeffizienten aus

%) Ublicherweise ist @ der Randoperator in einer Kettengruppe. In dieser Arbeit soll
jedoch auch der Rand einer (abgeschlossenen) Zelle z, aufgefaBt als Teilraum von z, mit
0z bezeichnet werden. Ferner werden wir haufig fiir ein Simplex als topologischen Raum
einerseits und als Kette andererseits dasselbe Zeichen verwenden.
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«,(Y), die man in dieser Weise als Hindernisse fiir Deformationen erhilt,
mit C} (K, n,(Y)). Diese Menge wird in § 2 niher untersucht werden. Sie
spielt fiir das Homotopieproblem eine entscheidende Rolle.

Einer (n —1)-konstanten Abbildung f:K"—Y ordnen wir die #-dimen-
sionale Kokette d(f) von K mit Koeffizienten aus =, (Y, y,) zu, deren Wert
auf o durch f|o: (o, 60)—(Y, y,) gegeben ist. Man kann so jede Kokette
erhalten, und die Homotopieklasse von f relativ K"~ 1ist durch d4(f) charak-
terisiert. d(f) ist genau dann ein Kozykel, wenn f auf K”*! fortsetzbar ist;
denn fiir ein (n+1)-Simplex ¢’ wird 6 d(f) (¢') =d(f) (¢¢’) durch f|do" re-
prasentiert®), und die Nullhomotopie dieser Abbildung fiir jedes ¢’ ist gleich-
bedeutend mit der Fortsetzbarkeit von f auf K"*1,

Seien f und g zwei (» — 1)-konstante Abbildungen K”—Y. Nehmen wir an,
daB die Homotopie f~ g rel. K° gilt und durch die Deformation F: K" xXI—>Y
bewirkt wird. Dann ist insbesondere F|d(oxI) fiir jedes #n-Simplex ¢ auf
ganz ¢ X I fortsetzbar, also nullhomotop. Andererseits reprisentiert F|d (o x I)
die Summe dreier Elemente von =z, (Y, y,), die durch folgende Abbildungen
von ¢(oxI)in Y gegeben sind (Grundpunkt und Orientierung wie oben):

_)jf(x) fir t=0
Yo sonst

1. (x,9)

B (x,t)—>{g(x) fir ¢=1
Yo sonst
3. F'|o(oxI), wobei F':KxoluK'"1xI—Y durch
e o
F (%) = F(x,t) fuir x€K
Yo fir £=0 oder 1

definiert ist.
Die erste Abbildung reprisentiert dasselbe Element von z,, (Y, y,) wie f|o,
die zweite bis auf Vorzeichenumkehr (denn die kanonische Abbildung o—
ox1 7 @(oxI) kehrt die Orientierung um) dasselbe wie g|a. Also folgt

a(f) —d(g) +c(F)=0

d(g) —da(f) € C (K, m,(Y)).

Setzen wir umgekehrt von f und g nur die letzte Beziehung voraus -- die
Deformation der konstanten Abbildung auf K"~!, die das entsprechende
Element von C% liefert, moge wieder F' heiBen —, so definieren wir F auf
K""1xIuK"xel durch

d.h.

F'(x,4) fir x€K"1
F(x,t) =14 f(x) fir ¢t=0
g(x) fir ¢=1.
‘;) Das ist ein spezieller Fall des ,,Homotopieadditionssatzes* und folgt (ebenso wie

der allgemeine Satz selbst) unmittelbar aus der Lefschetzschen Definition der Addition
in 7, (Y, »° (vgl. [8], S. 170ff.).



306 DIETER PUPPE:

F|@(ox1I) reprasentiert dann wieder die Summe der Klassen der obigen Ab-
bildungen 1. bis 3., d.h. den Wert von d(f) —d(g) +¢(F’) an der Stelle o.
Da dieser Wert nach Voraussetzung verschwindet, ist F |& (0 x I) nullhomotop,
F JaBt sich also auf ganz K" I erweitern und liefert f ~ g rel. K. Damit
ist gezeigt:

Hilfssatz 1. Zwei Abbildungen f,g: K"—>Y mit f(K"~1)=g(K"~1) =y,
(n>1) sind genau dann homotop relativ K°, wenn d (&) —4(f) €Cy (K, =, (Y)) ist.

In bekannter Weise definiert man Operationen der Elemente von 7, (Y, v,)
auf z, (Y, y,). Etwas Analoges soll hier fiir die Menge der Homotopieklassen
relativ. K"~1 von (n—1)-konstanten Abbildungen f:K"—>Y an Stelle von
7, (Y, y,) durchgefiihrt werden, um auf diesem Wege die freien Deformationen
solcher Abbildungen zu untersuchen. Ist w ein in y, beginnender und endender
Weg in Y, so erkldren wir eine neue Abbildung w - f: K"— Y folgendermaBen:

Fiir jedes #-Simplex ¢ von K und jedes ¢€ /I, sei o, das in ¢ konzentrisch
und &dhnlich gelegene Simplex, dessen Linearausdehnungen sich von denen

von ¢ um den Faktor 1 — % unterscheiden. m, sei der gemeinsame Mittel-

punkt, und die Hilfsabbildungen 4, : 6,0 und ¥, : (6 — 0,) — I seien so erklirt :
1. A, ist die affine Streckung von o, auf ¢.
2. x, bildet den in 0 — g, liegenden Teil jedes von m, ausgehenden Strahls
linear auf das Teilintervall [1 —¢, 1] von I ab, und zwar so, daB} &¢ in 1 —¢
und do, in 1 iibergeht.

Dann wird definiert
A(x) fir x€o
flgy =14l ‘
wy,(x) fir x€o— g,
und

h=w-f.

Daraus folgt unmittelbar, daB f und w - f frei homotop sind, nidmlich
vermége f,. Offenbar ist w-f~w' -/ rel. K"~1, wenn w~w®’ und f~ f
rel. K"~ 1 gilt, also wird tatsichlich eine Operation von 7, (Y, v,) auf die Ab-
bildungsklassen induziert. Nach der Definition der Operation von m, (Y, y,)
auf #, (Y, v,) (LEFscHETZ [§] S. 173f.) ist ferner klar, daB

dw-f) =w-d(f) %)
gilt.

Wir wenden uns nun dem Problem der freien Homotopie von zwei (1 — 1)-
konstanten Abbildungen f, g:K"—Y zu: Sei f~g und F:K"xI—Y die
Deformation. Fiir einen festen Punkt x,€ K° definiert die Abbildung
t—F(x,, ) einen gewissen Weg w in Y. Deformieren wir g weiter in w - g
(wie oben angegeben), so beschreibt x, bei der ganzen Deformation von f in
w - g den aus w und dem Inversen von w zusammengesetzten Weg, also einen
nullhomotopen. Bezeichnen wir mit G:K"xI—Y die ebengenannte Homo-

4) Die Kokette w - d(f) ist definiert durch: (w-d(f)) (0) = Bildelement von d(f) (a)€
7, (Y, % bei der Anwendung von w.
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topie von f in w - g, so kann man G auf K°x I v K"x @I so deformieren, da
es iiber K" x @I unverindert bleibt und die Endabbildung auf K°x I konstant
ist. Diese Deformation 148t sich auf ganz K" X I fortsetzen; denn (K°x I v K" X
0I)xIuK"xIx0 ist Retrakt von K"xIxI. Die Endabbildung ist eine
Homotopie von f in w-g relativ K°?%), nach Hilfssatz 1 gilt also d(w-g)—
a(f)eCy.

Ist umgekehrt diese Relation fiir / und g und einen geeigneten Weg w
vorausgesetzt, so folgt nach Hilfssatz 1 w- g~ frel. K° und wegen w-g ~ g
ist g ~ f. Wir haben also:

Hilfssatz 2. Zwei Abbildungen f,g:K"—Y mit f(K" 1) =g(K" )=y,
(n> 1) sind genau dann frei homotop, wenn es einen Weg w gibt, so daff w - d(g) —
a(f) € Cy (K, m, (Y)) ist.

Ist Y #n-einfach im Sinne von EILENBERG, so wirken die Wege in 7, (Y, ¥,)
als Identitit; dann fillt der Begriff der Homotopie relativ K° mit dem der
freien Homotopie zusammen.

Interessiert man sich nur fiir die Nullhomotopie einer Abbildung £, so ist
der Unterschied zwischen freien Deformationen und solchen relativ K° eben-
falls unwesentlich. Setzt man ndmlich g=1y, konstant, so ist w-d(g)=0
fiir jedes w, und es folgt:

Hilfssatz 3. (K'Y mit f(K" )=y, (n>1) ist genau dann null-
homotop, wenn d(f) € C% (K, m, (Y)) ist.

§ 2. Untersuchung von C%.

Die Hilfssitze 1 bis 3 des vorigen Paragraphen gewinnen dann Bedeutung,
wenn man die Teilmengen C% (K, =, (Y)) der entsprechenden Kokettengruppe
kennt. Um uns diesem Ziel zu nihern, gehen wir zu einer anderen Deutung
von C% iiber. Zunichst einige Vorbereitungen:

Sei 2 der Raum der in y, beginnenden und endenden nullhomotopen
Wege von Y, d.h. die Menge der relativ ¢/ nullhomotopen Abbildungen
w:]—Y mit w(0I) = y,, versehen mit der ,, kompakt-offenen* Topologie; das
ist die grobste Topologie, in der die Menge {w|w (C) C O} fiir jedes kompakte
C I und jedes offene O C Y offen ist. Bei dieser Topologie ist eine Abbildung
@: X >0 genau dann stetig, wenn es die durch F(x, f) = ¢(x) (t) definierte
Abbildung F: X xI—Y ist. In Q ist in natiirlicher Weise eine , Multipli-
kation # v v mit
u(2t), fir 1<%

v o) (t):{v(zt—ﬂ, fir t>3,

ein zu einem gegebenen Element # ,,inverses’ #»~ mit
uw ) =u(1—1

5) Dieser SchluB zeigt allgemein: Fiir 1-konstante Abbildungen eines zusammen-
hingenden Komplexes K ist Homotopie relativ K° mit der Existenz einer Deformation
gleichbedeutend, bei der mindestens eine (und infolgedessen jede) Ecke von K einen null-
homotopen Weg beschreibt.
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und ein ,neutrales Element w, mit
wy () = vy, firalle ¢
definiert. Entsprechend setzen wir fiir zwei Abbildungen Q,p:X—>0
(@ Vvy)(x) =@ vy
¢~ (x) = (p(%)"

und bezeichnen eine Abbildung, die alles in w, iiberfiihrt, ebenfalls mit W

Wie SERRE in [11] S. 477ff. zeigt, ist Q in allen Dimensionen einfach,
d.h. eine Abbildung einer »-Sphire in £ bestimmt eindeutig ein Element
von 7, (£2), ohne daB auf einen festen Grundpunkt Bezug genommen werden
muB. Ferner gilt:

Hilfssatz 4. Sind ¢ und v Reprisentanten von o bzw. f€ 7, (), so wird
a-+ B durch ¢ vy und (—«) durch ¢~ reprisentiert.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
daB ¢ und y Abbildungen von I” in @ sind, die &I” in w, iiberfithren. Die
Addition in 7, (£2) wird dann induziert durch folgende ,,Addition* der Ab-
bildungen:

Q(2%, %5, ..., %,) fir x, <}
Hopis Ky woemi Xy} == .
@) n ) {1/)(2x1—1,x2,...,x,) fir x,>1.

Man bestitigt die folgenden Homotopien relativ 817:

PVY (@t wy) v(woty) =(@Vvw) + (w vy ~p+y,

d.h. ¢ vy reprisentiert tatsichlich o+ f. Insbesondere gilt ¢+ ¢~ ~ oV,
und aus der Bedeutung von ¢ v ¢~ ergibt sich g v ¢~ ~w,, d.h. ¢~ reprisentiert
(—a).

Hilfssatz 5. Fiir r=1 ist n,(Q)=n, (Y, y,), und zwar kann ein Iso-
morphismus dadurch hergestellt werden, daf fiir ein (v +1)-Simplex o, in dem
eine Ecke e ausgezeichnet sei, jeder Abbildung y:00—>Q mit y(e) =w, die
Abbildung G:8(ox1)—Y zugeordnet wird, die durch

Gx ) = y(x) () fir x€oo
T e fir t=0 oder 1

definiert ist. Grundpunkt auf & (o x 1) ist dabei (e, 0) 8).

Beweis. Es ist klar, dal man auf diese Weise jedenfalls eine eindeutige
Abbildung der Homotopieklassen erhilt. DaB sie auch linear ist, folgt sehr
einfach unter Benutzung der LEFscHETZschen Definition der Addition (vgl. [8]
S.170ff.). Sind ndmlich zwei Abbildungen y, y": 8¢ — auf disjunkte ,,Inseln‘
(r-dimensionale Teilvollkugeln von d¢) konzentriert, so sind es auch die zu-

%) Man kann unter Verwendung von Wiirfeln als Urbilder einen Isomorphismus auf
einfachere Weise konstruieren. Wir werden im folgenden aber gerade die angegebene
Definition benutzen miissen.
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gehérigen Abbildungen G, G':0(0 xI)—Y [auf (r 4 1)-dimensionale Teilvoll-
kugeln von &(ax )], und es ist offenbar gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge
man die Zusammensetzung einerseits und den Ubergang von y zu G anderer-
seits vornimmt. Um die eindeutige Umkehrbarkeit zu zeigen, wihlen wir
eine Deformation 4, von d(¢xI) in sich, die den Teilraum ¢x 8l vexI in
sich auf den Punkt (e, 0) zusammenzieht. Aus G ~ Orel. (¢, 0) folgt dann
GA;~ 0rel. e x @I wex I und vermége G A, schlieBlich G ~ Orel. o x 9l vexl,
was mit y ~ 0 rel. e gleichbedeutend ist.

Wir kommen nun zur Umdeutung von C} (K, x,(Y)). Eine Deformation
der konstanten Abbildung von K in Y relativ K° kann als Abbildung von K
in Q aufgefaBBt werden. Das Problem der Fortsetzung einer solchen Defor-
mation entspricht vollig dem der Fortsetzung der zugehérigen Abbildung
in Q. Ist eine Deformation F auf K"~1! gegeben, so gehort zu ihr die durch
@(x)(t)=F(x, 1) definierte Abbildung ¢:K"~1—£Q. Der Fortsetzung von ¢
stellt sich der Hinderniskozykel ¢ (g) € C" (K, 7, 1(82)) (= Kozykelgruppe von
K mit z, ,(Q) als Koeffizientenbereich) entgegen, dessen Wert auf o durch
@| 0o reprisentiert wird. Als Grundpunkt auf d¢ kann dieselbe Ecke e von ¢
wie oben (§1) genommen werden, was wegen der Einfachheit von 2 jedoch
unwesentlich ist. DaB ¢ (@) tatsdchlich ein Kozykel ist, kann man in diesem
Falle aus [3] (10.1) entnehmen. Wird =, (Y, y,) vermoge des in Hilfssatz 5
genannten Isomorphismus mit 7, _, (£2) identifiziert, so ist klar, daB ¢(¢) = ¢ (F)
gilt. Ist umgekehrt @: K" 12 gegeben, so ist ihm eine Deformation F der
konstanten Abbildung auf K" ' durch F(x, )= ¢(x)(¢) fir x€ K*~! [und
F(x,0)=F(x,1) =y, fir alle x] zugeordnet. Im allgemeinen wird zwar F
auf K° nicht konstant sein, aber zu jedem ¢ gibt es ein homotopes ¢’ mit
@'(K® = w,, das zugehorige I’ ist eine Deformation relativ K° und es gilt
c(F')=c(¢')=c(p). Wir fassen dies zusammen:

Hilfssatz 6. Wird 7, (Y, v,) mit ;,_,(Q2) vermoge Hilfssatz 5 identifiziert,
so besteht C? aus allen Elementen der Kozykelgruppe C* (K, nm, ,(Q2)), die als
Hindernisse von Abbildungen @:K"~1—£Q auftreten.

Die hier genannte Identifikation von z, (Y, y,) mit z,_,(£2) soll fiir alles
Weitere festgehalten werden. Es 148t sich folgern:

Hilfssatz 7. Cy ist Untergruppe der Kozykelgruppe C"(K,m,(Y))=
C*(K, 7,1 (R)) und enthiilt alle Korinder.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ergibt sich aus Hilfssatz 6 und
der Beziehung c(@pvy~) =c (@) —c(y), die ihrerseits eine unmittelbare Folge
von Hilfssatz 4 ist. Zum Beweise des zweiten Teils nehmen wir an, ¢=4dc¢’
sei irgendein Korand in C" (K, m,_,(£2)). Offenbar kann man eine Abbildung
@:K"~1—>0 mit folgenden Eigenschaften finden:

1. (K" %) =uw,.

2. @|o’ reprisentiert fiir jedes (n—1)-Simplex ¢’ das Element c¢'(¢’) €
7ln.—l(‘(g)'

Dann ist ¢(@) (o) =c'(00) 3) und weiter ¢'(00) = (d¢') (o) =c (o) fiir jedes
a', folglich ¢=c(g) € C} nach Hilfssatz 6, und das war zu zeigen.
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§ 3. Allgemeine Ergebnisse.

Hilfssatz 7 erlaubt es, von C% zum kanonischen Bild H} in der Kohomo-
logiegruppe H" = H" (K, 7, (Y)) = H" (K, 7,1 (L)) tiberzugehen. In §1 wurde
fir eine (n—1)-konstante Abbildung /:K”—Y die Kokette d(f) definiert;
ihre Kohomologieklasse sei d (f) 7). Zwei Abbildungen K — Y heiBen 7-homotop,
wenn ihre Einschrinkungen auf K” homotop sind. Insbesondere heiBt K=Y
n-nullhomotop, wenn f| K* nullhomotop ist; das ist gleichbedeutend mit der
Existenz einer n-konstanten zu f homotopen Abbildung f': K—Y. Mit diesen
Bezeichnungen geben wir den Ergebnissen von §1 die Form, in der wir sie
im folgenden benutzen werden 8):

Satz 1. Fiir n> 1 ist eine (n — 1)-konstante Abbildung [: K —Y genau dann.
n-nullhomotop, wenn d(f| K*) € H?. ist.

Satz 2. Ist Y m-einfach (n>1), so induziert die Zuordnung f—d (f| K")
eime umhkehrbar eindeutige Abbildung der n-H omotopieklassen von (n—1)-
konstanten Abbildungen f:K—Y in die Faktorgruppe H'[H%. Wenn K hich-
stens (n -+ 1)-dimensional ist, handelt es sich um eine Abbildung auf ganz H"[H" .

Beweis. Satz 1 ist eine Umformulierung von Hilfssatz 3. Der erste Teil
von Satz 2 folgt aus Hilfssatz 2; fiir den zweiten Teil geniigt es, daB jeder
n-Kozykel von K in der Form d(f|K") mit f:K"*15Y, f(K"~1) =4y, dar-
stellbar ist, und das wurde bereits bei der Definition von d (§1) gezeigt.

Fir H} gilt nun:

Satz 3. H} liegt im Kern der durch den Hurewiczschen Homomorphismus
him, 1(2)—>H,_1(Q)°) induzierten Abbildung

h:H"(K, 7, ,(Q)—>H"(K, H, Q).

Beweis. Jedes Element aus H% besitzt als Reprisentanten den Hindernis-
kozykel ¢ (@) einer geeigneten Abbildung @:K""1—Q. Wir miissen zeigen:
Der- Kozykel, der einem #-Simplex ¢ den Wert (c(g) (o)) zuordnet, ist ein
Korand. Sei S,_, () die Gruppe der (n — 1)-dimensionalen singuliren Ketten
von 2 und C,_, (2) die Untergruppe der Zykel. S,—1(8)/C,_,(£) ist isomorph
mit 85, _, (), und diese Gruppe ist als Untergruppe einer freien Gruppe selbst
frei. Daraus folgt, C,_,(f2) besitzt in S,_,(£2) ein Komplement, und es gibt
eine Projektion w:S, ;(2)—>C,_,(2). Jedem (n—1)-Simplex ¢’ von K
kénnen wir nun die Homologieklasse o (p|o’) zuordnen, von der man einen
Reprisentanten dadurch erhilt, daB w auf das singuldre Simplex ¢|o’ an-
gewandt wird. Diese Zuordnung definiert eine (n — 1)-dimensionale Kokette

?) Man beachte, daB 4 (f) nicht aus Kozykeln zu bestehen braucht; das ist jedoch der
Fall, wenn f auf K11 fortsetzbar ist, und dann erhalten wir eine Kohomologieklasse im
iiblichen Sinn.

8) Der Inhalt der Sitze 1 und 2 ist fiir sich betrachtet nicht neu (vgl. z.B. OLumM [9]).
Der entscheidende Fortschritt liegt in der Heranziehung des Wegeraums 2. Dadurch
erhdlt man genauere Aussagen iiber HY (vgl. Satz 3 und 4) und damit Anwendungen der
allgemeinen Theorie (vgl. § 5).

®) H,_,(8) bezeichnet die singulire Homologiegruppe von Q.
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¢’ von K. Fir sie gilt

(6¢') (0) = ¢'(00) = Zw(p|o) = w(p|20) = (p|20) = h(c(g) (0)),

und das beweist die Behauptung.

Die Sitze 1 bis 3 bilden die Grundlage fiir die §§ 4 und 5. Die folgenden
Bemerkungen dienen zur Erlduterung dieser Sdtze und ihres Zusammen-
hangs mit bekannten Tatsachen:

1. Um festzustellen, ob eine gegebene Abbildung f:K-+Y nullhomotop
ist, kann man versuchen, sie geriistweise in die konstante Abbildung K — v,
zu deformieren. Angenommen, man findet (fiir ein %> 1) eine zu f homo-
tope (n—1)-konstante Abbildung f':K—Y, d.h. f ist (» —1)-nullhomotop.
Es ist nicht ohne Weiteres zu entscheiden, ob f dann auch n-nullhomotop ist.
Dieobigen Sitze liefern eine notwendige Bedingung dafiir, ndmlich 4 (/'| K*) € H2
nach Satz 1 und folglich % (d(f'| K") =0 nach Satz 3. Ist also /(d (| K™) =0,
so ist f sicher nicht nullhomotop. Anwendungen dieses Kriteriums enthilt § 5.

2. Sei K=K" ein n-dimensionales Polyeder und #;(Y)=m;_,(2)=0 fiir
alle 1 <n (n>1). Dann ist h:m, ,(2)—H, ,(@2) und folglich auch % in
Satz 3 ein Isomorphismus auf, H% verschwindet also. Ferner ist jede Ab-
bildung K”~!— Y nullhomotop, und daher besitzt jede Homotopieklasse von
Abbildungen K —Y einen (n —1)-konstanten Reprisentanten. Satz 2 liefert
nun die Hopr-WHIiTNEYsche Klassifikation der Abbildungen von K in Y
(vgl. [17]):

Die Homotopieklassen der Abbildungen eines n-dimensionalen Polyeders K
in einen bogenweise zusammenhingenden Raum Y, dessen Homotopiegruppen
von der ersten bis zur (n—1)-ten einschiieflich verschwinden, stehen in umkehr-
bar eindeutiger Beziehung zu den Elementen von H" (K, 7, (Y)).

Ist Y die 2-Sphire S2, so ist auch A:m, (2) - H, (), wie sich in § § heraus-
stellen wird (Satz 6), ein Isomorphismus auf, folglich verschwindet H%, und
aus Satz 2 folgt:

Die Homotopieklassen der Abbildungen eines dreidimensionalen Polyeders
K==K3 in S?% die 2-konstante Reprisentanten besitzen, stehen in wumkehrbar
eindeutiger Beziehung zu den Elementen von H?® (K, my(S?)) = H?(K).

Das ist ein Teil des Ergebnisses von PONTRJAGIN [10].

3. Ist Y 1-einfach, d.h. z;(Y) abelsch, so kénnen wir auch fiir » =1 einer
(n —1)-konstanten Abbildung f:K-—Y in analoger Weise, wie es oben fiir
groBere n geschah, einen Kozykel d(f| K") zuordnen; es ist wieder d(f| K") (o)
dasjenige Element von 7, (Y, y,), das durch f| o représentiert wird. Bekanntlich
(vgl. z.B. [3] S. 240 Homotopy Theorem I) verschwindet die Kohomologie-
klasse d(f|K') genau dann, wenn f|K! nullhomotop ist. Definieren wir
H}, =0, so gilt also Satz 2 auch fiir den zunichst ausgeschlossenen Fall n=1.

4. Sei D die Menge aller Homotopieklassen von Abbildungen K—Y und
®, die Teilmenge bestehend aus den Homotopieklassen mit 7-konstanten
Repriasentanten. Von Y setzen wir Einfachheit in allen Dimensionen voraus.
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Wegen des bogenweisen Zusammenhangs von Y ist D,=9. Fiir alle r> 0

liefert Satz 2 zusammen mit der obigen Bemerkung 3. eine Abbildung
d,:®,_,—H|H,,

bei der alle Elemente von ®, und nur diese in 0 tibergehen. Folglich gilt:

Lapt sich D so mit einer Gruppenstruktur versehen, dap alle D, Untergruppen
und die Abbildungen d, Homomorphismen sind, so ist in der Reihe

'“<®r<®r~l<“.<®1<®0:§D

D, _1[D, mit dem Bild bei d,, also mit einer gewissen Untergruppe von H'|H
isomorph.

r
E3

Die Voraussetzung dieses Klassifikationssatzes ist offenbar erfiillt, wenn
Y eine topologische Gruppe ist; ferner, wenn Y eine m-Sphére und K héch-
stens (2m — 2)-dimensional ist, was man mit Hilfe der BoRrsUK-SPANIERschen
Kohomotopiegruppen (vgl. [13)) zeigen kann. Diese beiden Fille behandelte
Hu [7], erginzt von CHEN [2]. Es sei hier noch bemerkt, daB die Voraus-
setzung auch erfiillt ist, wenn Y der Raum der geschlossenen nullhomotopen
Wege mit festem Anfangspunkt in irgendeinem topologischen Raum ist. Als
Gruppenoperation in ® nehme man die durch (@, ¥) = @ vy induzierte.

§ 4. Pseudomannigfaltigkeit als Urbildraum.

In diesem Paragraphen nehmen wir an, daB K eine n-dimensionale ge-
schlossene Pseudomannigfaltigkeit ist. Soll der Orientierbarkeitscharakter
festgelegt sein, so schreiben wir K, oder K _, je nachdem ob die Pseudomannig-
faltigkeit orientierbar ist oder nicht. Fiir eine beliebige abelsche Gruppe G
ist H*(K,, G) mit G und H"(K _, G) mit G/2-G in natiirlicher Weise iso-
morph — man ordne einem Element g€ G denjenigen Kozykel zu, der auf
einem festen Simplex o, den Wert g hat und sonst verschwindet —, und der
Isomorphismus ist eindeutig bestimmt, wenn man K + und damit ¢, K, als
in bestimmtem Sinn orientiert voraussetzt. Wir identifizieren auf diese Weise
H"(K,,G) mit G und H"(K_, G) mit G[2-G. him, ,(Q)—>H, ,(2) sei
wieder der Hurewiczsche Homomorphismus und %, der induzierte Homo-
morphismus der mod 2 reduzierten Gruppen; dann gilt 5=} fiir orientier-
bares, =k, fiir nichtorientierbares K, und Satz 3 besagt: Jedes Element
aCHY (K, , 7, 1 (2)) 7, () liegt im Kern N von A, jedesa €CHL(K_, 7, , )
Cy1(92)/2 7, 1(2) im Kern N, von h,. Es erhebt sich die Frage, inwie-
weit diese Aussagen umkehrbar sind. Dazu beweisen wir folgendes Ergebnis,
das nachher noch eine Verschirfung erfahren wird:

Satz 4. a) Fiir jedes K, liegt H?, (K., 7, 1(R)) im Kern N von h, und fiir
jedes o € N gibt es eine orientierbare n-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit K .
mit o € Hy (K, , 7, ,(Q)), d.h. es ist

YHL (K, 7, 1(@) = N.
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b) Das Analoge gilt fiir die nichtorientierbaren Pseudomannigfaltigheiten K _
in bezug auf den Kern N, von hy, d.h.

IEJ,H’; (K_,?t”__l(.Q)) :NZ'

Beweis. Jeweils der erste Teil der beiden Behauptungen a) und b) ist
schon vorher als richtig nachgewiesen worden. Fiir die zweiten Teile wird
ein Hilfssatz benotigt:

Hilfssatz 8. Entsteht X dadurch aus dem endlichen Polyeder X mit der
simplizialen Zerlegung L, dafi gewisse Paare von Simplexen aus L durch nicht-
ausgeartete affine Abbildungen identifiziert werden, dann geht die dritte Normal-
untertetlung Ly von L bei der kanonischen Projektion m:X —>X in eine simpli-
ziale Zerlegung Ly von X iiber.

Beweis. Wir stellen zunichst fest: Ist x mittlerer Punkt eines Sim-
plexes o, aus der ersten Normalunterteilung L, von L, so gibt es keinen zweiten
Punkt %€ 0y mit 7(x) =7n (). Bedeutet nimlich o das Simplex niedrigster
Dimension aus L mit 0,0, so wiirde aus 7 (x) =x(x’) folgen: Es gibt eine
nichtausgeartete affine Abbildung / von ¢ mit " =/(x). Eine solche Abbildung
ist aber auf o; entweder die Identitit, oder sie ist keine Selbstabbildung,
d.h. I(x) = x oder I(x) ¢ 0.

Daraus ergibt sich, daB3 zz auf jedem Simplex o, der zweiten Normalunter-
teilung L, topologisch ist, und zwar wie folgt: Sind «, x’ zwei beliebige Punkte
von o, und sind oy, o; die Simplexe kleinster Dimension aus L, mit x € g,
x'€ gy, so ist o, mit o] inzident; denn o, enthilt nur mittlere Punkte von den
Simplexen aus L,;, deren Mittelpunkte die Ecken von g, bilden, und diese
sind alle paarweise inzident. Sei etwa o; Seite von ¢,; dann ist x, '€ ¢, und
x sogar mittlerer Punkt, folglich z(x)==m(x"). L, geht also bei 7 in eine
Zerlegung von X in topologische Simplexe iiber. Fiir die dritte Normal-
unterteilung L, von L gilt dariiber hinaus, daB der Durchschnitt zweier topo-
logischer Simplexe 7 (a,), 7 (03) entweder leer ist oder genau aus einer gemein-
samen Seite besteht. Lg definiert demnach eine simpliziale Zerlegung L, von X.

Nachdem so der Hilfssatz bestitigt ist, wenden wir uns wieder dem Beweis
von Satz 4 zu. Wird « durch y,: @0,—£2 reprisentiert, so bedeutet o« € N, daB
der singulire Zykel (y,, d0,) in £ nullhomolog ist; und daB die Klasse mod 2
a € Ny ist, besagt: (y,, @0,) ist nullhomolog mod 2. Es gibt also eine singulire

r
n-Kette, die wir in der Form —  (y;, ;) mit y;:0;,—£ annehmen, so daB
i=1

ihr Rand gleich (y,, d0,) bzw. kongruent (y,, d0,) mod 2 ist. Wir benutzen
dabei geordnete singulire Simplexe (vgl. [4]), d.h. die Ecken der euklidischen
Urbilder sind geordnet und zwei singuldre Simplexe (y, o) und (', ¢’) sind
genau dann gleich, wenn die ordnungserhaltende Affinitit von ¢ auf o’
x in x' transformiert. Die o; (einschlieBlich o,) kénnen als disjunkte euklidische
Simplexe vorausgesetzt werden. Sei X der aus ihnen durch Vereinigung ent-
stehende Raum und L seine natiirliche simpliziale Zerlegung. : (X — G,) — £
(6o bezeichnet das Innere von o,) wird definiert durch ylo,=v;, p|oo,=1y,.
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Ferner wahlen wir ein #-Simplex o, der dritten Normalunterteilung von g,
und setzen y noch auf X — G, fort. Dann ist auch y|@0, ein Reprisentant

von a. Die singulire Kette ' (y|éo;) ist gleich 0 bzw. kongruent 0 mod 2.
1=0
In beiden Fillen 148t sich die Menge aller (n—1)-Simplexe von L so in dis-
junkte Paare (7, 7') einteilen, daB |7 und p|7’ als singuliire Simplexe gleich
sind; d.h. die ordnungserhaltende affine Abbildung /:7v— 17’ 148t y invariant :
yl=v auf 7. Im ersten Fall (« € N) kann man dariiber hinaus erreichen, da3
die Inzidenzzahlen von 7 und 7’ mit den zugehorigen #-Simplexen entgegen-
gesetzt gleich sind. Wird fiir jedes Paar (r, 7') 7 mit 7’ durch / identifiziert,
so entsteht aus L nach Hilfssatz 8 ein rein #-dimensionaler simplizialer Kom-
plex Z,, in dem jedes (n—1)-Simplex mit genau zwei n-Simplexen inzident
ist. Im Fall « €N sind die n-Simplexe auBerdem kohirent orientierbar.

Nach Konstruktion induziert y eine eindeutige Abbildung @:(fa—é(;) -0,
Die mit &, verbindbaren n-Simplexe von I, (zusammen mit ihren Seiten)
bilden einen Teilkomplex K, der eine Pseudomannigfaltigkeit ist. Fiir
p="7p|K"1 gilt
a fir ¢=g,
C —;
() () {0 sonst.

Im ersten Fall (¢ € N) ist K=K, orientierbar, folglich « € H (K, 7, 1(9Q).
Im zweiten Fall (zx € N,) kann K orientierbar sein oder nicht. Ist es nicht-
orientierbar: K=K _, so gilt & € H” (K_, 7,4 (£2)); anderenfalls gelangen wir
durch eine geringe Abidnderung von K und ¢ zum Ziel: Wir wihlen zwei
von g, verschiedene n-Simplexe o, ¢’ von K mit der Eigenschaft, daB kein
Simplex von K zugleich mit ¢ und mit ¢’ Punkte gemeinsam hat — nétigen-
falls wird vorher eine Unterteilung der simplizialen Zerlegung von K vorge-
nommen — und deformieren 3 in 3’ so, daB3 p'(0) =9y'(0") =w, ist. Entfernt
man nun ¢ und ¢’ aus K und identifiziert d¢ mit d¢’ vermoége einer topo-
logischen und simplizialen Abbildung 00-—2¢’, die die durch K—(6ug’)
induzierte Orientierung erhilt, so entsteht eine nichtorientierbare Pseudo-

mannigfaltigkeit K'. %’ induziert eine Abbildung von K’ —g, in £, und
wenn ¢’ die Einschrinkung auf K"~ bezeichnet, so gilt fiir ¢ (¢’) Entsprechen-
des wie oben fiir ¢(p), also & € Hy (K., 7, 1 (). Damit ist der Beweis voll-
stiandig.

Um Satz 4 noch zu verschirfen, definieren wir eine ,»Addition von Pseudo-
mannigfaltigkeiten: Sind zwei #-dimensionale Pseudomannigfaltigkeiten K, K,
gegeben, die, falls sie orientierbar sind, eine bestimmte Orientierung tragen,
so entfernen wir aus K, (=1, 2) das Innere 0; eines #-Simplexes und identi-
fizieren &g, topologisch, simplizial und fiir orientiertes K, und K, unter Um-
kehrung der induzierten Orientierung mit dg,. Es entsteht eine Pseudo-
mannigfaltigkeit, die mit K, + K, bezeichnet wird. Setzt man voraus, daB o;
in K; eine Vollkugelumgebung besitzt, so ist K, + K, bis auf Homéomorphie
. durch K; und K, eindeutig bestimmt. Fiir unsere Zwecke kommt es jedoch
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darauf nicht an; es geniigt, wenn wir unter K, + K, irgendeine der Pseudo-
mannigfaltigkeiten verstehen, die man in der beschriebenen Weise erhalten
kann. Ist K; und K, orientierbar und folglich nach unserer Vereinbarung
orientiert, so wird K, + K, orientiert, indem man die Orientierung der ein-
zelnen n-Simplexe beibehilt; anderenfalls ist K, + K, nichtorientierbar.

Hilfssatz 9. Sind die n-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeiten K, und
K, entweder beide orientiert oder beide nichtorientierbar, so ist

H (K, + Ky, 7,1 (Q) > Hy (Ky, 7, 4(Q)) + H2 (K3, 7, 1(9)).

[Man beachte H"(K,, G)=G und H"(K_, G)=G[2-G.]

Beweis. Seic;ein beliebiges Element von H% (K, 7,y (£)), ¢; ein Kozykel,
der ¢; reprisentiert, mit c;(c;) =0, wobei o; das bei der Konstruktion von
K, + K, aus K, entfernte Simplex ist. Es ist ¢; € Cy (Ky, 7, -1 (2)), und nach
Hilfssatz 6 gibt es eine Abbildung @K} > 0Q mit c(p;) =c;. @;|00; ist
nullhomotop, man kann also annehmen, daB ®;(00;) =w, ist, denn erfiillt @i
diese Bedingung zunichst nicht, so kann man durch Deformation eine Ab-
bildung der gewiinschten Art erhalten. Wird p: (K 4+ K,)" 11— 0 durch
p| K~ 1= @, definiert, so repriasentiert c(y) das Element ¢, + ¢, von
H" (K, + K, m,_, Q) =mn,_,(Q), folglich ist G+, € Hy (K, + Ky, m,_, ().

Sei E eine endlich erzeugte Untergruppe des Kerns N von him, (92)—
H, (Q),0,a,,...,a, ein Erzeugendensystem von E. Nach Satz 4 gibt es zu
jedem a; eine orientierbare Pseudomannigfaltigkeit K, mit «CHY (K}, 7,1 (Q)).
Setzt man K=K, +K,+ .-+ K,, so enthilt H} (K, 7,—1(£2)) nach Hilfs-
satz 9 die von oy, a, ..., ®, erzeugte Gruppe, also E. Analog schlieBt man fiir
die nichtorientierbaren Pseudomannigfaltigkeiten, und es ergibt sich:

Erginzung zu Satz 4. Zu leder endlich erzeugten Untergruppe E von N
[bzw. Ey von N,] gibt es eine n-dimensionale orientierbare [nichtorientier-
bare] Pseudomannigfaltigkeit K, [bzw. K_], so daf E C H% (K,,m, 4 Q)
[EyCHY (K _, 7, (Q))] ist. Wenn insbesondere 7, _1(82) endlich erzeugt ist, so
gibtesein K und ein K_mit N = H?. (K. 71 (2)) und Ny— H", (K-, 7,_1(9)).

Satz 4 und die vorstehende Erginzung gehen mittels Satz 1 in Aussagen
tiber die Nullhomotopie von Abbildungen f:K—>Y mit [(K*~1) =y, iiber.
Darunter fallen insbesondere die Abbildungen f,, fiir die f,(K — o) =¥, 19)
ist (o, ist ein #-Simplex einer Zerlegung von K) und f, |0, das Element o € 7, (Y)
reprisentiert. Da fiir orientierbares K 4 (fy) =a und fiir nichtorientierbares
d(f) =aE€m,(Y)/2 m, (Y) ist, gilt:

Satz 5. a) Fiir jedes orientierbare K — K + 15t [, hichstens dann nullhomotop,
wenn h(x) =0 ist. Zu jeder endlich erzeugten Untergruppe E Cm,(Y) mit
h(E)=0 gibt es ein K, so daf f, fiir jedes a € E nullhomotop 1st.

1) Die Forderungen HE™* ™) =y, und f(K — o) = Yo sind iibrigens im wesentlichen
dquivalent, denn jede (n—1)-konstante Abbildung ist einer Abbildung, die hochstens
auf g, nicht konstant ist, homotop. Die zweite Forderung hat den Vorteil der groBeren
Anschaulichkeit.

Mathematische Zeitschrift. Bd. 61. 22
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b) Fiir jedes wichtorientierbare K=K _ 1st [, hochstens dann nullhomotop,
wenn h(o) in H,_,(Q) durch 2 teilbar ist. Ist o in 7, (Y) durch 2 teilbar, so ist
.~ 0. Zu jeder endlich erzeugten Untergruppe E Cm, (Y) mit h(E) 2 H,_, ()
gibt es ein K_, so daf {, fiir jedes o € E nullhomotop ist.

Ist insbesondere 7, (Y) endlich erzeugt, so gibt es ein festes (nur von Y und n
abhiingendes) K, mit f,~ O fiir alle « mit verschwindendem h(a) und ein K_
mit f,~ O fiir alle o mit durch 2 teilbarem h(a).

§ 5. Die Sphére als Bildraum.

Wir nehmen jetzt Y= S” an (m>2). In diesem Fall ist der Hurewicz-
sche Homomorphismus %:7, _, (£2) —~H,_, () unter Benutzung der Ergebnisse
von SERRE [11], [12] leicht zu bestimmen:

Nach [11] S. 487 hat der Wegeraum £ von S™ die singuldren Homologie-
gruppen
Z fir <= 0mod(m —1)

H; o~
i) {0 fir 4= O0mod (m —1),

wobei Z die Gruppe der ganzen Zahlen bedeutet. Andererseits ist in derselben
Arbeit [11] S. 498 Prop. 5 gezeigt: Fiir n > m ist , (S™) endlich, auller wenn
m gerade und n=2m —1 ist; in diesem Fall ist 7, (5™) direkte Summe von VA
und einer endlichen Gruppe E,,. Bereits daraus folgt #=0 auBer fir n=m
oder m =gerade, n =2m — 1. Fiir n=m ist 4 bekanntlich ein Isomorphismus
auf (Isomorphiesatz von Hurewicz). Einem Element o € To,m—1(S™) ist nach
(5], [6] die Hopfsche Invariante y(x)€Z zugeordnet. Die Abbildung
YTy pm_1(S™) —Z ist linear. Identifiziert man Ty m—1(S™) nach Hilfssatz 5 mit
Topm—o(Q) und H,,,_,(£2) mit Z, so sind 4 und y Homomorphismen zwischen
denselben Gruppen.

Hilfssatz 10. Bei geeigneter Identifikation von H,,, o(Q) mit Z (m = ge-
rade) stimmen die beiden Homomorphismen

By Typm—1(S™) = Tam—2(2) > Hyp Q) =2
iiberein.
Dieser Hilfssatz wird von SERRE in [12] Chap. IV als Lemme 2 (S. 280
und 2861.) bewiesen. Wir geben im Anhang einen anderen Beweis. Zusammen-
fassend stellen wir fest:

Satz 6. Der Hurewiczsche Homomorphismus fiir den Wegeraum der m-
Sphiire h:m, (S™) =m,_1(2) —>H,_, () ist fiir n=m ein Isomorphismus auf, fiir
m = gerade und n=2m— 1 stimmi er bei geeigneter Identifikation Hyps(2)=2
mit der Hopfschen Abbildung y:my,, _(S™) —Z iiberein, und in allen anderen
Fiéillen ist er die Nullabbildung.

Dieses Ergebnis erlaubt es, aus den allgemeinen Sitzen der fritheren
Paragraphen explizite Resultate fiir den Fall Y = S5" herzuleiten. Zum Bei-
spiel besagt Satz §:

Satz 7. Sei K eine n-dimensionale geschlossene Pseudomannigfaltigket,
0, ein n-Simplex einer Zerlegung von K und f,: K — S™ die bis auf Homotopie
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bestimmte Abbildung, die auf K — o, konstant ist und deren Einschrinkung auf
oo das Element o €7, (S™) reprdsentiert. Dann gilt:

a) Ist n=m und o.5=0 oder n=2m—1, m gerade und y (o) =0, so ist f, fiir
alle orientierbaren K wesentlich. Fiir jedes Paar (n, m) mit n==m gibt es ein
ovientierbares K, so daf} f,~ 0 ist fir jedes a€m,(S™) mit y(a) =0, falls
n=2m—1 und m gerade ist, und anderenfalls fiir alle o.

b) Ist n=m und o nicht durch 2 teilbar oder n=2m—-1, m gerade und
v () ungerade, so ist f, fiir alle nichtorvientierbaren K wesentlich. Ist o durch 2
teilbar, so ist [, tmmer unwesentlich. Fiir jedes Paar (n, m) mit n==m gibt es
ein nichtorientierbares K, so daf f, ~ 0 ist fiir jedes o mit geradem y (), falls
n=2m—1 und m gerade ist, und andevenfalls fiir alle .

Hoprr hat in [6] gezeigt, daB es fiir jedes gerade m ein Element a €7, _; (S™)
mit y («) =2 gibt. Wegen 7, ,(5™) =Z + E,, folgt daraus, daB y () fiir jedes
o mit unendlicher Ordnung (und offenbar nur fiir diese) von 0 verschieden ist.
In Satz 7a) ist demnach enthalten: f, ist genau dann fiir jedes orientierbare K
wesentlich, wenn « in 7, (S™) unendliche Ordnung besitzt. Bemerkenswert
ist, daB3 wir damit unabhingig von der algebraischen Struktur eine topologische
Charakterisierung der Elemente unendlicher Ordnung von =, (S™) gewonnen
haben.

Fiir den Teil b) von Satz 7 wire es interessant zu wissen, fiir welche m
ungerade Hopfsche Invarianten vorkommen. Das ist der Fall fiir m =2, 4, 8,
wie schon HoOPF in [6] zeigte. G. W. WHITEHEAD [15] bewies, dal es nicht
richtig ist fiir m = 2 mod 4 und m <=2, und nach einem Ergebnis von ADEM [I]
ist sogar m = 2* fiir die Existenz von ungeraden Hopfschen Invarianten not-
wendig.

Bereits aus Satz 7a) und der nachfolgenden Bemerkung kann man ent-
nehmen, daB fiir gerades m nicht nur jede (2 — 1)-dimensionale orientierbare
Mannigfaltigkeit (HopF [5], [6]) sondern auch jede orientierbare Pseudo-
mannigfaltigkeit dieser Dimension wesentliche Abbildungen auf die m-Sphire
gestattet. Wir wollen nun die Voraussetzungen noch weiter abschwichen
und zeigen:

Satz 8. Ist m gerade, n=2m—1 und enthdlt die ganzzahlige Kohomologie-
gruppe H" (K) des hochstens (n - 1)-dimensionalen Polyeders K Elemente grofierer
Ordnung als 2, so gibt es wesentliche Abbildungen f:K—S™. Fir diejenigen
Dimensionen m, in denen ungerade Hopfsche Invarianten vorkommen (z. B. 2, 4, 8)
geniigt es sogar, daff H"(K)==0 ist\). Ist die Bettische Zahl der Dimension n
von K von O verschieden, so gibt es unendlich viele Homotopieklassen von Abbil-
dungen K — S™.

1) Mir ist nicht bekannt, ob die Behauptung allgemein richtig bleibt, wenn man nur
H"(K) = 0 voraussetzt. Jedenfalls braucht es dann aber keine (#— 1)-konstanten wesent-
lichen Abbildungen zu geben, um die es sich bei unserem Beweis von Satz § immer handelt.
Fir diejenigen Dimensionen , in denen keine ungeraden Hopfschen Invarianten vor-
kommen (z.B. m =6 nach [15]), gibt es namlich (2m — 1)-dimensionale nichtorientier-
bare Pseudomannigfaltigkeiten, die keine (2m — 2)-konstanten wesentlichen Abbildungen
auf S™ gestatten 's. Satz 7b) und Fufinote10)].

22¥



318 DIETER PUPPE:

Beweis. Wir gehen aus von z, (S™) =Z + E,, und zerlegen H" (K, m, (S™))
entsprechend in H"(K)-+ H"(K, E,). Nach Satz 6 und dem, was wir iiber
die Hopfsche Invariante wissen, bildet 4 die Untergruppe Z C 7, (S™) isomorph
ab, und zwar auf H,_,(f2), wenn es Elemente mit ungerader Hopfscher
Invariante gibt, d.h. wenn y (1) = 4-1 ist, und andernfalls auf die Untergruppe
vom Index 2. Folglich ist & | H" (K) (zur Definition vgl. Satz 3) im ersten Fall
ein Isomorphismus und im zweiten bildet es genau die Elemente der Ord-
nung 2 in 0 ab. Nach Satz 3 enthilt also H% (K, «, (S™)) ~ H" (K) héchstens
Elemente der Ordnung 2 und im Falle y (1) = 4-1 sogar nur die 0. Aus Satz 2
folgt nun die Behauptung.

Wir zeigen zum SchluB, daB die Voraussetzung: m gerade und n=2m —1,
in Satz 8 tatsichlich in der Natur der Sache liegt, indem wir folgendes beweisen :

Satz 9. Ist die Freudenthalsche Einhingung eine Abbildung wvon
7,1 (S"Y) auf m, (S™) und ist n>m, so gibt es eine n-dimensionale orientier-
bare Pseudomannigfaltigkeit, die sich in keiner Weise wesentlich auf die m-
Sphire abbilden ldft.

Da nach den bekannten Freudenthalschen Sitzen (vgl. z.B. [16]) die
Voraussetzung dieses Satzes fiir #» <2m —1 und bei ungeradem m auch fir
n=2m — 1 erfiillt ist, ergibt sich, daB in allen diesen Dimensionen ein Analogon
zu Satz 8 nicht richtig sein kann.

Beweis von Satz 9. In den betrachteten Fillen hat s, (S™) endliche
Ordnung, etwa die Ordnung s. Wir entfernen aus einer #-Sphire s disjunkte
n-dimensionale Vollkugeln V", so daB ein Raum X mit s (#—1)-Sphiren
Sr—1, ..., S*~1als Rindern entsteht. Ferner betrachten wir zu jedem Element
von 7, (5™ ein Urbild bei der Einhdngung a;€m,_,(S”" "), dazu eine repri-
sentierende Abbildung f; von S?*~! auf S”~! und identifizieren in S}~ alle
Punkte, die bei f; denselben Bildpunkt haben. Man bestitigt leicht, daB der
entstehende Raum P ein Polyeder ist, wenn man die Vollkugeln V" in ge-
eigneter Weise als Teilkomplexe einer simplizialen Zerlegung der urspriing-
lichen n-Sphire und die Abbildungen f; simplizial wihlt. Da die (n—1)-
dimensionalen Rinder von X in (m—1)-Sphdren S7~1, ..., S~ also in
Polyeder niedrigerer Dimension iibergehen, ist P eine orientierbare Pseudo-
mannigfaltigkeit. X; entstehe aus X und P, aus P dadurch, daB alle Punkte
von SP1C X bzw. SP~1C P fir jedes j==1 miteinander identifiziert werden.
X; lst eine n-dimensionale Vollkugel mit dem Rand S?~', und die durch f;
gegebene Identifikation S?~1—S7~! liBt X, in P, ubergehen Nimmt man
diese Identifikation nicht nur auf ‘dem Rand S#=1 vor, sondern setzt man sie
,,radienweise’* ins Innere von X, fort, so erhilt man eine m-dimensionale Voll-
kugel X;. Wird in P jedes Sp —1 zu einem Punkt identifiziert, so entsteht
wieder eine n-Sphire S”. Insgesamt ergibt sich folgendes Diagramm von
kanonischen Projektionen
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Da jede Abbildung S»~!—S™ nullhomotop ist, 1dBt sich jede Abblldung
f: P—>S™ so deformieren, daB das Ergebnis der Deformation in der Form fo
darstellbar ist, wobei & die Projektion P—S" und f eine Abbildung von S*
in S™ist. Esist also nur noch zu zeigen: Fiir ein vollsté’mdiges Reprdsentanten-
system / S"—>S" der Elemente von =, (S™) ist f n nullhomotop. Hat
g;: X;—S™ mit g;(S"Y) =y,€ S™ den Grad 1, und ist 7;: P X, die kano-
nische Projektion, so ist g;m; _f s mit einer Abbildung f S*— S™, die die
Freudenthalsche Einhingung von o; repriasentiert. Da g; trivialerweise
nullhomotop ist, folgt 7,7 ~ 0, und nach Wahl der «; erschépfen die Klassen
der f, ganz x,(S™). Damit ist Satz 9 bewiesen.

Die in diesem Beweis durchgefithrten Konstruktionen sind auch im Zu-
sammenhang mit Satz 7 von Interesse. Wihrend dort nur die Existenz von
Pseudomannigfaltigkeiten mit f, ~ 0 (unter den dort genannten Bedingungen)
gezeigt wurde, sind hier fiir gewisse Dimensionen Pseudomannigfaltigkeiten P
direkt angegeben, fiir die jede Abbildung f: P— S™, also auch f, nullhomotop ist.

Anhang.

Beweis von Hilfssatz 10'%). Die Bestimmung von h:m,,, ,(£2)—
H,, _,(£) und seines Zusammenhangs mit y:7,,, _, (S™) —Z geschieht dadurch,
daB wir % durch iibersehbare Zwischenglieder mit dem entsprechenden Homo-
morphismus fiir einen einfacheren Raum, als es £2 ist, in Beziehung bringen.
Wir fithren dazu den Raum V der tangentialen Vektoren an S™ ein. V hat
eine natiirliche Faserraumstruktur iiber S”; die Projektion heiBle p, und die
Faser iiber y,€ S™ sei F. v, sei ein fester Punkt aus F, W der Raum aller
in v, beginnenden Wege von V, ¢:W—V die Abbildung, die jedem Weg
seinem Endpunkt zuordnet und 2 der Teilraum ¢ *(F) von W. # induziert
eine Abbildung p:Q2->Q. Wir betrachten das kommutative Diagramm:

Tam—2(82) <P nzm—z(g) <2 T 1 (W, Q) 2 Aym—1(V, F)
(1) i i

v Y
* e

H2mf2(Q) <" H2m—2(Q) *E’H2m—~l(Wr Q) L.’ H2m—1(V' F)

Da W auf einen Punkt, nimlich den konstanten Weg v,, zusammenziehbar
ist, sind @, und &* wegen der Exaktheit der relativen Homotopie- und Homo-
logiefolge Isomorphismen auf. Auch g, ist ein Isomorphismus auf, denn wie
SERRE ([11] S. 479 Prop. 4) zeigt, gilt fiir g: W —V ebenso wie fiir eine Faser-
raumprojektion der ,zweite Homotopiesatz'* (STEENROD [14] S. 54), und nur
der wird gebraucht, um das entsprechende Ergebnis bei Faserrdumen zu be-
weisen (vgl. [14] S. 90). SchlieBlich sind auch p, und p* Isomorphismen auf,
was man z.B. folgendermaBen einsehen kann.

12) Dieser urspriingliche Beweis des Verfassers ist linger, beruht aber auf elementareren
Hilfsmitteln als der in § 5 zitierte von SERRE [12], der mir erst nachtriglich bekannt
wurde.
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Seien C (2 und C C 2 irgend zwei kompakte Teilriume mit p(C) ¢ C.
Der Injektion #:C—{2 entspricht die durch (w, ) —w (#) definierte Abbildung
CxI—S™. Sie kann als eine Deformation der konstanten Abbildung C —y,
aufgefaBt werden. Nach dem ,,zweiten Homotopiesatz* fiir Faserriume ([14]
S. 54) gibt es eine ,,dariiberliegende’‘ Deformation der Abbildung C —v,, d.h.
eine Abbildung 7:C—% mit por=1i. AuBerdem ist 7o (p|C) der Injektion
1:C — 2 homotop. Ist ndmlich T:C xI2—S™ durch T(@, t, t') = (p @) (f) de-
finiert, so gibt es ein 7:C x 12—V mit

denn das Paar (C x 12, C x (I x @I v0x 1)) ist mit (C x I2,C x 0x I) topologisch
dquivalent und der ,,zweite Homotopiesatz“ wieder anwendbar. Das Dia-
gramm der Homologiegruppen

ist infolgedessen kommutativ. p* ist eine Abbildung auf, denn zu jedem
a€ H,(2) gibt es ein C <2 und ein &’ € H,(C) mit 1*(a’) =a, woraus a=
p*r*(a’) folgt. Ferner ist p* ein Isomorphismus, denn wire a==0 und
p* (@) =0, so gibe es ein CC 2 und ein @' € H,(C) mit 7*(@') =4, sowie ein
CQ2mit p(C)<Cund (p|C)* (@) = 0, woraus sich der Widerspruch #* (p| C)* (@)
=a=0 ergdbe. Der gleiche SchluB gilt fiir die Homotopiegruppen.

Um g¢* in (1) zu untersuchen, wihlen wir eine Folge von niederdimensionalen
,,GroBsphidren‘‘ in S™:

Vo ESOC ST e ¢ S™LC S™,

U” und O seien die beiden abgeschlossenen Halbsphiren, in die S’ durch
S7—1 zerlegt wird. Ist M irgendeine Teilmenge von S™, so schreiben wir fiir
p~' (M) auch Vj; und fir ¢p-1(M) auch Wy; z.B. ist F=V,, 2=W,.
Das Diagramm -

Hm-(—r—l(W s I/Vy.,) s H, ., (Ws, Wy) <L}InH—r—l(I/VU'x Wer-1) z, Hy, s (Wer, I/Vyoj
ol e

Y Y Y Y
T

Hm+r—l (VS': Vh) s Hm+r—l(V§" VO’) < Hm+r—1(VU'» VS'”‘) ¥ Hm-i—r—Z(VS"l: V;,) ’

q‘

in dem ¢*, j* durch die Injektionen und é* durch den Randoperator induziert
'sind, ist bekanntlich kommutativ.
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Ist yo€ N2 M S™ und gibt es eine Deformation der Identitit von ST
die v, festlaBt und zum SchluB M in N abbildet, so gibt es nach dem ,,ersten
Homotopiesatz** fiir Faserrdume (vgl. [14] S. 50) eine Deformation £, von V
mit f,(v,) =v, fiir alle ¢ und f,(Vy) C(Vy. Die durch g, (w) ()=, (w(t)),
wEW, '€ I definierte Deformation ¢, von W zieht dann W, in Wy zusammen.
Wird irgendein Teilraum L  S™ bei der Ausgangsdeformation immer in sich
abgebildet, so gilt auch f,(V;) CV, und ¢, (W) CW, fir alle ¢ Mit Hilfe
dieser Bemerkung kénnen wir zeigen, daB die Abbildungen ¢*,7*, 0* in (3)
in beiden Zeilen Isomorphismen auf sind. Wir beschrinken uns auf die obere
Zeile; fiir die untere schlieft man analog:

1. Da es eine Deformation von S” gibt, die 0" in sich unter Festhaltung
von v, auf v, zusammenzieht, ist auch W, in sich auf W, zusammenziehbar,
folglich H,, (W,,, W,,) =0 fiir alle #, und wegen der Exaktheit der Homologie-
folge von (Ws,, Wy,, W, ) ist i* ein Isomorphismus auf.

2. Ist U’ eine Umgebung von U in S7, so ist Wy» Umgebung von Wy
in Wy, und wegen einer bekannten Eigenschaft der Homologiegruppen
(,,excision property’) induziert die Injektion (Wyr, Wyr o) > (Wsr, W)
einen Isomorphismus auf. U’” kann man so wihlen, daB es eine Deformation
von S™ gibt, die y, festlaBt, U'” auf U’ zusammenzieht und U’ sowie U~ 0"
als Ganzes invariant 14B8t. Eine ,,dariiberliegende Deformation der oben an-
gegebenen Art zeigt: Die Injektion (Wyr, Wsr-1) = (Wyr, Wyr ~or) induziert
einen Isomorphismus auf. Folglich ist auch die zusammengesetzte Abbildung
7* ein Isomorphismus auf.

3. Wie unter 1. zeigt man H, (Wyr, W,,) =0 und folgert aus der exakten
Homologiefolge von (Wyr, Wer, W, ), daB &* ein Isomorphismus auf ist.

Wendet man das Diagramm (3) der Reihe nach fiir v=m, m —1,...,1 an,
so ergibt sich

H2m~1(W: Q) = Hm—l(VVS"’ I/Vyo) Hm—l(‘/Vy.)
(4) [q* 1q* | q*

bd Y Y

Hy, (V,F) =H, (Ves,V,) =H, ,([V}),

IR

wobei y; den zweiten Punkt (neben y,) von S° bezeichnet. Der letzte dieser
Homomorphismen ¢* ist nun leicht zu iibersehen. Aus der Bedeutung von
W, und ¢ entnimmt man: Jeder sphirische Zykel in ¥, der in V null-
homotop ist, reprisentiert ein Bildelement bei der Abbildung ¢*; und jedes
Bild bei ¢* ist in ¥ nullhomolog. Da V,, als Faser von V eine (m — 1)-Sphire
ist und auch fiir ¥ alle Homotopiegruppen z; (V) mit ¢ <m —1 verschwinden,
ist in der Dimension m — 1 jede Homologieklasse von V,, sphérisch, und Null-
homotopie und Nullhomologie in V ist gleichbedeuténd. Folglich stimmt
¢* (H,,_1(W,)) mit dem Kern von H,_,(V,)—H,_ (V) iiberein, und dieser
ist bekanntlich 2-H, ,(V,). Indem wir die vorgenommenen isomorphen
Abbildungen zuriickverfolgen, erhalten wir:

q* :H2m—1(WJ g) —>H2m-1(Vr F)
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hat die Untergruppe vom Index 2 als Bild. (Beide Gruppen sind mit Z
isomorph.)

Damit ist in Diagramm (1) % auf 4’ zuriickgefiihrt, denn alle , horizon-
talen” Homomorphismen sind nun bekannt. %4’ 1Bt sich leicht mit der Hopf-
schen Invariante in Beziehung setzen:

Wir wihlen eine Abbildung f,:S?"-1V, so daB pof, die Hopfsche

Invariante y,=0 besitzt. Das ist méglich, denn in der exakten Homotopie-
folge von V

ot "—>.7'£2,,,_1(V) '_>n2m—1(sm) —>n2m-—2(5m_—1) e

ist 7,,,_o(S™%) endlich, daher treten in Tam_1(S™) gewisse Elemente mit
beliebig hoher Hopfscher Invariante — es gibt solche nach [6] — als Bilder
von Elementen aus m,,, _;(V) auf. Man kann ¥ und $” so simplizial zerlegen,
daB p simplizial wird, und indem man notfalls /o homotop abéndert, voraus-
setzen, daB auch £, simplizial ist. Sei y, mittlerer Punkt eines m-Simplexes
von S™. Dann bestehen $71(y,) und f;! 77 (y,) aus affinen (m — 1)-Simplexen,
die in gewissen (2# — 1)-Simplexen von V bzw. S2m-1 liegen, und lassen sich
bei geeigneter Festsetzung der Orientierung als (singulire) (m — 1)-Zykelauf-
fassen (vgl. [5], [6]). Wird in f;1 p71(y,) eine m-Kette ¢™ von S27-1 einge-
spannt, so ist p f,(c™) ein Zykel in S™, und seine Homologieklasse ist nach
Definition von y das y,-fache eines erzeugenden Elements von H,, (S™). Ist a
der Grad von f,, so ist £, (1‘;1 27 1(%)) =a - p71(y,). Bekanntlich 1Bt sich in
2 p71(y,) eine m-Kette v™ von V einspannen, so daBl P (v™) H,, (S™) erzeugt.
fo(2¢™) —a - v™ ist dann ein m-Zykel in V; wegen H,, (V) =0 ist er und sein
Bild bei p nullhomolog. Folglich gilt Pfo(2¢™) ~a - p(v™) und nach der ge-
nannten Definition der Hopfschen Invariante a — 4+ 29:

Sei nun o, das Element, das durch foin 7y, (V, F) bestimmt wird. Wie
wir eben sahen, ist dann 4'(«y) das 2y,-fache eines erzeugenden Elements
von H,,, ,(V,F)=H,, _,(V); also ist im Diagramm (1) p* ¢* ¢* 1 h'(a;) das
vo-fache einer Erzeugenden von H,, ,(2). Da die Abbildungen p, 00, 0g;!
und p,:7,,,_,(V, F) >y —1(S™) =75,y 5(£2) beide Isomorphismen auf sind,
unterscheidet sich die Hopfsche Invariante von oy= Dy Oy g3 (2) von der
von pof, héchstens durch das Vorzeichen. Folglich gilt fiir dieses spezielle «,
die Behauptung des Hilfssatzes: h(xg) =yo=1(xg) bei geeigneter Identifi-
kation von H,,,_,(£2) mit Z. Da die Abbildungen % und y linear sind, m,,, _+(2)
=Z+E, und y(a) =0 ist, folgt das gleiche fiir alle Elemente von Ty ().
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