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Remaksche Zerlegungen
fiir Gruppen mit Paarungen.

Von

Giinter Pickert in Tiibingen.

Bei einer Gruppe mit Operatoren bewirkt jeder Operator eine
homomorphe Abbildung der Gruppe in sich. Eine Abbildung einer
Menge in sich li4Bt sich nun aber auch auffassen als eine in dieser
Menge erklirte Relation, nidmlich die zwischen einem Element und
seinem Bild bestehende. In naheliegender Weise verallgemeinere ich
daher den Begriff ,Operator® zum Begriff ,Paarung“?) so, daB jede
Paarung in der Gruppe eine Relation hervorruft, welche noch einer
der Homomorphiebedingung entsprechenden Bedingung geniigen mu8.
Die so entstehende Struktur ,Gruppe mit Paarungen® fillt unter den
von mir in einer fritheren Arbeit?) eingefiihrten Strukturbegriff, und
der dafiir definierte Homomorphiebegriff liefert den Paarungshomo-
morphismus als Verallgemeinerung des Operatorhomomorphismus. Fiir
Gruppen mit Paarungen fiihre ich ein direktes Produkt ein, welches
fiir Paarungen, die Operatoren sind, in das direkte Produkt von
Gruppen mit Operatoren iibergeht. Dann zeige ich, wie der iibliche
Beweis %) fiir Existenz und Eindeutigkeit einer REmakschen Zerlegung bei
Gruppen mit Paarungen abgeindert werden mufl. Diese Abinderungen
werden einerseits durch den neuen Homomorphiebegriff, andererseits
durch die neue Definition des direkten Produktes bedingt.

Es sei @ eine multiplikativ geschriebene Gruppe, R eine nichtleere
Menge und 7—> B, (r€R, 0 TP, TG >< ) eine Abbildung von R in
die Menge der nichtleeren Teilmengen von @ ><@&. Jedes Element r
von R ruft also in & eine Relation (g, b) € B, hervor. Ich nenne R
einen Paarungsbereich und seine Elemente Pearungen von &, wenn
aus (@, b) € B, und (', b’) € P, stets (aa'™, b&'™) € B, folgt. & wird dann
als Gruppe mit Paarungen bezeichnet. Insbesondere ist eine Gruppe &

!y Die Anregung dazu sowie den Namen ,Paarung“ verdanke ich der Arbeit
von WIiELANDT: Zur Abgrenzung der selbstadjungierten Eigenwertaufgaben I,
Math. Nachr. 2 (1949), S. 328—339. )

2y PickerT: Bemerkungen zum Homomorphiebegriff, Diese Zeitschr. 53 (1950),
S.375—386. (Im folgenden als H zitiert.) Auf die Bezeichnungserklirungen am
Anfang dieser Arbeit sei auch fir die vorliegende Arbeit verwiesen.

3) Siehe ZAssenmaus: Lehrbueh der Gruppentheorie I (Leipzig 1937) (im
folgenden als & zitiert), S. 78—81.
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mit dem Operatorenbereich R eine solche Gruppe mit Paarungen,
wenn — unter 7-a das Ergebnis der Anwendung von 7€R auf ¢€®
verstanden — als %, die Menge der Paare (@, r-@) genommen wird,
Allgemein bezeichne ich eine Paarung r als einen Operafor, wenn es
zu jedem ¢ € ® genau ein b €@ mit (e, b) € P, gibt; dieses b kann man
dann wieder durch r-a bezeichnen. Eine Paarung r des Paarungs-
bereiches heiBe s-zulissig (s€R), wenn aus (a,b) €%, (a,a’)€Ps,
(b, b') € Ps stets (', b’) € P, folgt. Ist s ein Operator, so bedeutet dies:
Aus (a, b) € B, folgt (s-a, s-b) €P,. Ist auch noch r ein Operator, so
kann man dieser Bedingung sogar die einfache Form r-(s-a) = s-(r- @)
geben. Fiir Operatoren 7, s bedeutet also s-Zuldssigkeit von r dasselbe
wie r-Zuldssigkeit von s, was fiir irgendwelche Paarungen natiirlich
nicht immer richtig ist. Bei ' TR soll R'-Zulissigkeit die s-Zuldssig-
keit fiir alle s €R’ bedeuten. Einen im Paarungsbereich i enthaltenen
Operatorenbereich R, nenne ich ausgeceichnet, falls jede in R —R,
liegende Paarung R -zulissig ist. Macht man dann in der iiblichen
Weise die Menge & >< ® durch die Multiplikation (a, b) (@', b") = (ad', b d’)
und die AuBere Verkniipfung 7-(a, b) = (r-a, r-b) (fir alle 7€R,) zu
einer Gruppe ®* mit dem Operatorenbereich %,, so lassen sich die
an P, gestellten Forderungen so ausdriicken: Fir jedes r€R —R,
ist P, eine bez. R, zuldssige Untergruppe von &*. Hat eine Gruppe & mit
Paarungshereich R eine Untergruppe &', fiir welche ;= F,MNEG' <G>0
ist, so wird @ wieder als Gruppe mit Paarungsbereich % und der
Abbildung r— P; (r €R) aufgefalt.

Eine Gruppe & mit Paarungsbereich % 1i8t sich in folgender Weise
als Struktur®) (®, &) iiber der Menge & beschreiben: o' und o” seien
umkehrbare Abbildungen von R auf die untereinander und zu {1,2,8}
elementefremden Mengen ' bzw. J”; dann wird & definiert als Menge
der Abbildungen g von {1,2,3} UJ UI” in @ mit (u1) (w2)=14u3
und (po'7, uo”7) €R,. Der Homomorphiebegriff®) fiir Strukturen (&, €)
tiithrt nun zu folgender Definition: Als Paarungshomomorphismus einer
Gruppe ® in die Gruppe &' mit gemeinsamem Paarungsbereich : und
den Abbildungen r— B, bzw. r— P; wird ein Homomorphismus 6 von
@ in @ bezeichnet, fiir den 6 R, <P, (r€R) gilt, d.h. aus (a,d)€P,
stets (6a, 6b) € P; folgt. Im Falle @ = &', P, = Pr bezeichnet man
den Paarungshomomorphismus als Paarungsendomorphismus. Ein um-
kehrbarer Paarungshomomorphismus von & auf @& heifit Paarungs-
isomorphismus, wenn seine Umkehrung wieder ein Paarungshomo-
morphismus ist. DaB nicht jeder umkehrbare Paarungshomomorphismus
ein Paarungsisomorphismus ist, zeigt das Beispiel: & = & = {e, a}
mit e als neutralem Element, &t = {1}, B, = {(¢, @), (2, &)}, B, =G <G,
6 die identische Abbildung von . Im Falle & = &', B, = Pr wird

4) Siehe H, 1.1.
5) Siehe H, 1.2.



458 G. Pickert:

ein Paarungsisomorphismus von & auf &' als Paarungsautomorphismus
bezeichnet. Betrachtet man die Untergruppen P, der oben eingefiihrten
Gruppe %, so ruft ein Paarungsendomorphismus ¢ wegen ¢ ((a, b)(«, b))
= 6(a,b)6(a',0’) und 6P, < P, einen Endomorphismus von P, hervor.
Ist der Endomorphismus ¢ von & zudem noch normal, d.h. 6(aba™)
= a(6b)a™ fiir alle a, b€, so ist 6 P, ein Normalteiler von B,; denn
tiir (a, b) und (c, d) aus B, gilt (a, b) (6 ¢,6d) (2, ) = (a(6c)a™, b(6d)b™)
= 6(aca™, bdb™). Zwei Endomorphismen ¢, 7 von & heifien bekanntlich
addierbar, wenn die Abbildung a (6 a) (z @) ebenfalls ein Endomorphismus
ist, der dann mit 6 + 7 bezeichnet wird. Sind nun 6, z sogar Paarungs-
endomorphismen, so gilt im Falle der Addierbarkeit dasselbe fiir 6 + 7;
denn fiir (a, b) € P, ist
(6+7)(a,b) = (60) (ra), (6b)(xb)) = (6a,6b)(va,zb) € P,.

Zum Zwecke spiterer Verwendung beweise ich einen fiir Endo-
morphismen bekannten Tatbestand auch fiir Paarungsendomorphismen:

Satz 1. Ist & eine Gruppe mit Paarungsbereich R und ausge-
zeichnetem Operatorenbereich R,, gilt der Doppelkettensatz fiir die
bez. R, zuldssigen Normalteiler von & sowie fir die von R, (r€R),
sind ¢ und v normale Paarungsendomorphismen von & und ruft ¢
eine Abbildung 6’ von & = ©@® in sich hervor, so ist 6' ein Paarungs-
automorphismus von &', falls 6’ wmkehrbar oder 6 — &' ist.

Beweis. DaB die Umkehrbarkeit von ¢ dasselbe bedeutet wie
6@ = &', zeigt man in bekannter Weise folgendermaBen. Durch Hinzu-
fiigen der simtlichen inneren Automorphismen von & wird aus %, der
Operatorenbereich R, gebildet. 6@’ sowie der Kern® R von ¢ sind
dann zuldssig bez. R,. Im Falle 6@’ = &’ liefert eine bez. R, gebildete
Normalreihe ”) mittels des Isomorphismus 6 &' 22 &'/ eine ebensolche
Normalreihe zwischen & und R, so daB N nur aus dem neutralen
Element bestehen kann, ¢’ also umkehrbar ist. Ist aber 6’ umkehrbar,
so liefert eine bez. R, gebildete Normalreihe von &' eine eben solche
von 6@, so daB 6@ = @' sein muB. Da & >< G = t@* zulissiger
Normalteiler in &* ist, ergeben sich die zu @' gehorigen P! = R, Nz G*
als zulissige Normalteiler in §, und wegen der Normalitit von 6 sind
dann auch die 6%; zulissige Normalteiler in B,. Wie eben folgt aus
der Umkehrbarkeit von ¢’ die Gleichung ¢'; = ;. Damit ist ¢’ als
Paarungsautomorphismus erkannt. Falls B, zuliissiger Normalteiler in
&* ist, kommt man ohne den Doppelkettensatz fiir die zuldssigen
Normalteiler von %, aus; denn der Doppelkettensatz iibertrigt sich von &
auf &*%), und P; sowie ¢%P; sind dann zulissige Normalteiler von G*.

% d.h. die Menge der Elemente von @', welche das neutrale Element als
Bild haben. .

7 Siehe G, 8.52. -

%) Siehe z. B. PicrerT: Zur Ubertragung der Kettensitze, Math. Ann. 121 (1949),
100—102.
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Ist die Gruppe & das direkte Produkt ihrer Untergruppen &, und @,

und wird mit & die aus den Paaren (a,, a,) (€ ®:) mit der Multi-
plikation (e,, e¢) (b,, d,) = (a,b,, a,, b,) bestehende Gruppe bezeichnet,
so ist (a,, @,)— a,a, ein Isomorphismus von & auf ®. Ublicherweise
bezeichnet man @; dann als die ®;-Komponente von ¢,a,. Ist nun zu &
ein Paarungsbereich % mit r - P, gegeben und P = P,NG:><G; >0
(i =1,2), so wird ® durch die Zuordnung r— P> auch Paarungs-
bereich von ®;. Fiir die Gruppen mit Paarungen ©,, &, gibt es nun

entsprechend zu @ die direkte Vereinigung®) der beiden Strukturen.

Man erkennt leicht, daf man diese direkte Vereinigung als die Gruppe ®
mit Paarungsbereich R auffassen kann, wobei dem Element r von R
die Menge der Paare ((a,, a,), (b, b,)) mit (@i, d)€P" (i=1,2) zu-
geordnet wird. Dann ist offenbar (e,, @) @,a, ein Paarungshomo-
morphismus von @ auf @. Er ist genau dann ein Paarungsisomorphismus,
wenn fiir jedes r€R aus (a,q,, b, b,) € P, auch (@i, b)) €Pr (1 = 1,2)
folgt; wegen der Gruppeneigenschaft von P, kann man sich bei dieser
Forderung sogar auf i =1 oder i = 2 beschréinken. Diese Betrachtungen
fiilhren zu folgender Ausdehnung des Begriffs ,direktes Produkt® auf
Gruppen mit Paarungen: Eine Gruppe & mit Paarungsbereich R heifit
R-direktes Produkt &,0®, der Untergruppen &, und &,, falls &
direktes Produkt von &, und &, ist und mit ¢,, b, als &,-Komponenten
von a, b € fiir jedes r € R aus (a, b) € B, stets (a,, b,) € P, folgt. Dann hat
also ®; ebenfalls den Paarungsbereich R mit r — P = BN G ><G; >0
und @ ist paarungsisomorph zur direkten Vereinigung der Gruppen &;
mit Paarungen. Weiter ist der Normalteiler &; von & zulissig bez.
jedes in R enthaltenen Operators r; denn aus a €®; und (a, r-a)€P-
folgt ja, daB r-ae mit seiner &;-Komponente iibereinstimmt und somit
ebenfalls in ®; liegt. Daher umfaBt der Begriff des R-direkten Produktes
auch den Begriff des direkten Produktes fiir Gruppen mit Operatoren.
Folgt aus & = ®,0®,, dab entweder @, oder &, nur aus dem neutralen
Element besteht, so nenne ich &: R-direkt unzerlegbar. Fiir R-direkte
Produkte mit mehreren Faktoren gilt natiirlich die von den direkten
Produkten her bekannte Assoziativitit, so daf Klammern fortgelassen
werden konnen. & = @&, 0--- o @, bedeutet neben der Darstellung von
& als direktes Produkt der Untergruppen ®&; offenbar, daB aus (a, b) € R,
fiir die ®-Komponenten @;, b; von a bzw. b ebenfalls (@, b;) € B, gilt. Der
Endomorphismus von &, welcher jedem Element seine &-Komponente
zuordnet, ist somit ein Paarungsendomorphismus. Ich bezeichne ihn
im folgenden als den zu &; gehdrigen Zerlegungsendomorphismus. Bei
R-direkt unzerlegbaren ®;, die nicht nur das neutrale Element ent-
halten, soll & = ®,0---0@®, wie bei Gruppen ohne Paarungen als
Remarsche Zerlegung bezeichnet werden.

%) Siehe H, 2.1.
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Ich beweise nun drei Sdtze als Vorbereitung auf den Hauptsatz
iiber REMAksche Zerlegungen.

Satz 2. Wenn ein Paarungshomomorphismus 6 der Gruppe & mit
Paarungsbereich R auf die Gruppe $ den Kern &, hat und einen
Paarungsisomorphismus des Normalteilers &, auf § hervorruft, so ist
G =@6,00,.

Beweis. Bekanntlich'’) ist @ das direkte Produkt von &, und @,
und 7'6q die ®,-Komponente von ¢ €®, wenn = der von 6 hervor-
gerufene Paarungsisomorphismus von @, auf § ist. Aus (a, b) € P, folgt
nun auch (v76a, 776b) €P,, d. h. aber, es gilt & = @,0©,.

Satz 3. Besteht die Gruppe & mit Paarungsbereich R wicht nur
aus threm neutralen Element, ist 6 ein Paarungshomomorphismus von
® auf einen Normalteiler & der R-direkt unzerlegbaren Gruppe 9,
7 ein Paarungshomomorphismus von  in J und v-6 ein Paarungs-
isomorphismus von & auf 3, so ist ¢ ein Paarungsisomorphismus von &
auf § und = ein solcher von § auf 3.

Beweis. z ruft offenbar in & einen Paarungshomomorphismus <’
auf J hervor. Da 7'-6 ein Paarungsisomorphismus ist, sind 6 und 7’
ebenfalls Paarungsisomorphismen!) auf & bzw. 3. Da & nicht nur
aus dem neutralen Element besteht, folgt nach Satz 2 schlieBlich noch
G = $ und damit v’ = =.

Satz 4. Gilt in der R-direkt unzerlegbaren Gruppe & mit Paarungs-
bereich R und ausgezeichnetem Operatorenbereich R, sowie in den
B, (r€R) der Doppelkettensatz fir die bez. R, zulissigen Normalteiler,
so folgt daraus, daf, wenn eine Summe addierbarer normaler Paarungs-
endomorphismen ein Paarungsautomorphismus ist, dasselbe fiir einen
der Summanden gilt.

Beweis. Dem iiblichen Beweisgang folgend !?) beschrinkt man sich
auf den Fall zweier normaler Paarungsautomorphismen o,, ,, deren
Summe der identische Automorphismus ist, und weif dann, daB nicht
o} = o} =0 sein kann und daB sich eine natiirliche Zahl » mit
0"® = 0@ (i = 1, 2) bestimmen 1L:iBt. Nach Satz 1 ruft also o? einen
Paarungsautomorphismus von of® hervor. Wegen der R-direkten
Unzerlegbarkeit von & bleiben nach Satz 2 also nur die Moglichkeiten
o7 =0 oder @i® = @. Danach ist aber jedenfalls @, = & oder
©,6 = &, und somit nach Satz 1 o, oder @, ein Paarungsauto-
morphismus.

Nach diesen Vorbereitungen gelingt der Beweis des Hauptsatzes
iiber REMaksche Zerlegungen :

Satz 5. Gilt in der Gruppe & mit Paarungsbereich R und aus-
gezeichnetem Operatorenbereich R, sowie in den R, (r € R) der Doppel-

%) Siehe @, S. 78, Satz 3.
1) Siehe H, 1.3.
2) Siehe G, S.79, Satz 6.
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kettensatz fir die bez. R, zulissigen Normalteiler, so besitzt & eine
Remarsche Zerlegung. Sind fiir eine solche Gruppe & = @, 0---0 @,
= §,0--0Dn 2wei Remarsche Zerlegungen und 6;,v; die dabei zu
®; bzw. zu ; gehorigen Zerlegungsendomorphismen, so gilt n = m;
n
bei passender Numerierung ist ferner 21 7;+ 6; ein normaler Paarungs-
i=
automorphismus von ®, welcher die erste in die zweite Zerlegung
iberfiihrt, und es gilt = H,0---09,08;,,,0--+0G, (k=1,...).
Beweis. Aus dem Existenzbeweis fiir eine ReEmMaksche Zerlegung
der Gruppe @ mit Operatorenbereich i, *®) geht hervor, da man erst
recht eine REmMaksche Zerlegung fiir die Gruppe & mit dem Paarungs-
bereich R angeben kann. Um die Eindeutigkeitsaussagen des Satzes
nachzuweisen, geht man wie beim iiblichen Beweis*?) vor. Die 6, 7
rufen addierbare normale Paarungsendomorphismen 7z von &, hervor,
deren Summe der identische Automorphismus ist. Nach Satz 4 muf
also einer der Summanden, etwa 7, ein Paarungsautomorphismus von
&, sein?). Da @&, nicht nur aus dem neutralen Element besteht und
7,®, ein Normalteiler der R-direkt unzerlegbaren Gruppe £, ist, ruft
r, daher nach Satz 8 einen Paarungsisomorphismus von &, auf §,
n

hervor. Die z,-6,, 6,, ..., 6, sind nun addierbar und @, = 7,-6,+ >, 6;
t=2

somit ein normaler Paarungsendomorphismus von &. Ist @, a gleich
dem neutralen Element e von ®, so folgt ¢ = 6,w,a = 6,7,6,a = 7,6, q,
also 6,a = e; daraus ergibt sich weiter

n

: 2o‘ia=w,a=e, dh.egga=¢efiri=2,...,n

1=
und somit @ = e. Damit ist die Umkehrbarkeit von o, gezeigt, und
nach Satz 1 ist daher ®, ein Paarungsautomorphismus. Er fiihrt
G =@,0-00, in = 9H,08,0---0@, iber. Fir n=1 ist die
Behauptung damit bewiesen. Es braucht also nur noch im Falle n>1
der Schluf von n— 1 auf n durchgefiihrt zu werden. Die in den Zer-
legungen & = §, 09 und G =, 0@ zu = H,0---0H» und
@ =@®,0--- 0@, gehorenden Zerlegungsendomorphismen seien 7 bzw. 6.

Offenbar ist 7 = > 7;. Aus va = b folgt ab™ €9,, woraus sich fir
=2

a €@ wegen ba' €9, weiter ¢ = 6b ergibt. 7 ruft also einen um-
kehrbaren Paarungshomomorphismus = von &' in §' hervor. Anderer-
seits folgt aus @ = 6b die Beziehung ba™ €, und somit fir b€’
weiter b = ra. Demnach ist 7’ sogar eine Abbildung euf §’, und 6

18) Siehe G, S. 80.

1) Satz 4 ist anwendbar, da jeder zulissige Normalteiler von & oder von
P = B, M B < @, auch ein solcher von @ bzw. von P, ist und sich daher der
Doppelkettensatz von & und P, auf @, und P; ibertrigt.
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ruft in ' die Umkehrabbildung 7'~ = 6' hervor. Damit hat sich ¢’
als Paarungsisomorphismus von @' auf £’ ergeben, und es gilt

$ =8,0--09n =168,0---016,.

Nach Induktionsvoraussetzung ist somit 7 — 1 = m — 1, also n = m.

Mit 6] als dem von 6; in @' hervorgerufenen Endomorphismus ist z'- 66’

der zu v®; gehorige Zerlegungsendomorphismus von ', so daB nach

passender Umnumerierung der @,, ..., G, 9,, ..., Hn zufolge der
"

n
Induktionsvoraussetzung o' = 3, 7;-(7'-6/-6') = 3 7;-6{- 6’ ein normaler
3 =2 i=2
Paarungsautomorphismus von §' sein muB, welcher z@; in i tiber-
n
fiilhrt. @'-7' = 3] 76} ist somit ein normaler Paarungsisomorphismus
=12

von @& in .E_)',_der ®; in §; tberfiihrt. Durch w(ed’) = a(o' a)
(2€9,, @ €@') wird daher ein Paarungsautomorphismus von @ definiert
und der Paarungsautomorphismus @ - @, von @ fithrt Gyin §; (i = 1,.. ., n)
iiber. Wegen o-0, = 3 7;-6; ist damit auch der zweite Teil der
=1

Eindeutigkeitsaussage bewiesen. Nach Induktionsvoraussetzung ist
ferner

¥ =980-09H018,,0---016, k=2..., n).

@i sei dabei der zu 7®; (i =k +1,..., n) gehorige und ¥; der zu i
(i=2,..., k) gehorige Zerlegungsendomorphismus. Bekanntlich ist dann
® direktes Produkt der Untergruppen Dis ooy §0:Giss o, @, Um
es auch als R-direktes Produkt nachzuweisen, benutze ich die Tat-
sache, daB (6¢:7a) ¥i7a)™ €9, und (67a)a € 9, fir a€G gilt. Wegen
ra= (¥,7a)... (¥%70)(,.,70q) ... (ps7a) ist daher

®.70) ... ¥ 70) (6p,7a) ... (6para)a €D,.

Unter Beachtung von eg;7a€ ®; bedeutet das: wra (t=2,..., k)
und 6@ira (i=k+1,...,n) sind die §; bzw. die @-Komponente
von a. Da ¢iv und 6g;r Paarungsendomorphismen sind, ist damit
alles bewiesen.

Die in den Sitzen 1, 4, 5 gemachte Voraussetzung iiber P, eriibrigt
sich, sobald P, zulissiger Normalteiler in &* ist: Fiir Satz 1 wurde
dies schon bei seinem Beweis bemerkt, Satz 4 benotigt die Voraus-
setzung nur fiir die Zuriickfilhrung auf Satz 1, und fiir Satz 5 ist
auflerdem nur wesentlich, daB sich die Normalteilereigenschaft von
B, auf B,MG ><@, iibertrigt und daher Satz 4 auf &, angewandt
werden kann.

(Eingegangen am 2. Mai 1950,)
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