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76 E. Mettler.

¢) Die asymptotischen Losungen zweiter Art sind als formal berechen-
bar nachgewiesen. Ein Konvergenzbeweis fiir sie findet sich aber nicht
direkt in der Literatur, sondern erfordert lingere Ausfihrungen. Die
Konvergenzfrage soll daher hier offen und einer spateren Untersuchung
vorbehalten bleiben. Es ist ja bekannt, daB man in den Anwendungen
der Mechanik vielfach mit Reihen arbeitet, deren Konvergenzverhalten
unbekannt ist, und daB man unter Umstéinden sogar divergente Reihen
verwerten kann.

II. Abschnitt.
Kreiselbewegungen.

§3.
Die kanonischen Gleichungen des Kreisels.
Tm IT. Abschnitt handelt es sich darum, die allgemeinen Entwick-
lungen des I.Abschnitts auf das Kreiselproblem anzuwenden. Zu dem

Zweck soll es in diesem Paragraphen in der verlangten kanonischen Form
dargestellt werden.

1. Berechnung von H.

Als Koordinaten ¢; fiir die Lage des Korpers im Raum verwenden
wir die Bulerschen Winkel 9, ¢, » (Fig.1). Sie legen die Lage des
kérperfesten Achsenkreuzes (z,, ¥y, 2,) der Haupttrigheitsachsen im Auf-
héingepunkt O gegen ein raumfestes System (,, Yg, 2,) mit lotrechter
z,-Achse fest. Die Variabeln p; sind dann, wie sich sogleich zeigen wird,
die Komponenten des Drehimpulsvektors, und zwar p, die Komponente
ps in der Knotenlinie, p, die Komponente p, in der z-Achse und p, die
Komponente p,, in der lotrechten z,-Achse. Wir legen deshalb bei jeder

Bezugnahme auf den I. Abschnitt die Zuordnungen

g, =, Q=9 DHB=Y
Py =1"Py, Ps="Pg Ps= Py
zugrunde.

Im kérperfesten System hat die Lotlinie die
Richtungscos *¥)

x = sin 9 sin g,
; (43) y = sin 9 cos @,
Fig. 1. Eulersche Winkel. z = cos ¥

13) Vgl. z. B. F.Klein u. A.Sommerfeld, Tber die Theorie des XKrzisels,
Leipzig 1897, S.19.
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und der Vektor der Winkelgeschwindigkeit die Komponenten!4)

P = iusinz?sinzp-{—z&:‘cos%
(44) g = psindcos ¢ — Fsin g,

r = pcosd+ .
Bezeichnen wir mit 4, B, C die Haupttrigheitsmomente fiir den Stiitz-
punkt O, mit &, #, { die Koordinaten des Schwerpunkts im kérperfesten
System, multipliziert mit dem Gewicht des Korpers, so ist die potentielle
Energie
(45) U = &sindsin ¢ + neind cos ¢ + £ cosd
und die kinetische Energie
(46) T = }[4p*+ Bg*+C7),

wo poch (44) einzutragen ist. Daraus berechnen wir die Hamiltonfunk-
tion des Kreisels. Es ist

aT
Py = %= A pcos p— Bgsin @,
orT
47 = ;= =
( ) Py aq, O
or

Py =G5 = Apsindsin ¢ 4 Bgsin 9 cos ¢ + Crcos ¥,

worin man leicht die auf 8.76 bezeichneten Impulskomponenten erkennt.
Auflésung von (47) nach p, ¢, » und Einsetzen dieser GroBen in (46)
liefert nach einigen Zwischenrechnungen die Hamiltonfunktion
(48) H=T47T

= Hy, 08 + 2H,309 pp+ Hoy 9y + 2His Popy 1 2 Hyy 0y py,

+Hyypi +U
mit den Koeffizienten
H,. = L oos? $5p sm2
1= 9y @ P,
1 1 smzpcos:pcosﬂ
H2——2—(B A) sin & 2
1 sin®gpocos?d cos? peos?d | 1
49 Hy =357 —sior o “""23 snig T 20°
(49) H ___l_(l__l)smzpcoil:
137 2\4 B/ snd
_cosd
Hy, = nzﬁ(g'ABma(p—}— — cos? qz)
H =-————(—1—sm ~1—-——cos”)
| T8 Tainp A" PTTEEON P

14) Klein—Sommerfeld, a. a. O. S. 45.
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Das Problem hat damit die Form (1). % ist die zyklische Koordinate
und p, = const das Flichenintegral, das aussagt, daB die Vertikalkom-
ponente des Drehimpulsvektors konstant bleibt.

Nach §1, Ziffer 1 hat man, um zu der Form (4) zu gelangen, H nach
¥ =9 —0, ..., Pp = Pp— Pyo zu entwickeln. Wir verschieben die
Bestimmung der Konstanten @, ¢, P90 Pgo auf Ziffer2 und lassen so-
gleich die Entwicklungen von Hy; und U folgen. Mit den Abkiirzungen

a = sind, ¢ = sin ¢,

b = cosd,, d = cos g,
findet man unter der Vorausetzung &,= 0, kz bis zu den Gliedern
3. Grades , i
Ho=2+ 5 (5—5)cdv+5(z—5)@—d9"

3 Fesnn e
B, (3 - [ -G+ i@ -y + 5"

d2—c? 5 bed ,4 4 b2 .
T a 19()9—2—“—(}7 —Gd(3_[_3a,‘+ )193

b h@ g 42l g T — @) ¢+ ]
Haz=zi+—gé(z+%l)-3(z+—)0’+(i—%)§%§¢’

C 2a a®
N A Gl
R TS Il e
o IRt P ettt
2wl 1 cd ¢/® +
H 1 31“2(“11 tfi) bodﬂ,, 1,5 o » , cdf1 b2\ 49
=tz F)[E—m Pt @ =N+ T (3 +5)0
L@y~ ”"f’(@+5)’9"’
a= a
i3+ B)op 120 g L -+

S 8) 1 A8+ sE)
1

-
51 (
-5 ¢ (G+5) (3 +85)0"

+ 2 -2 (1 +25) 0y — s (5 —F) @ — ) 9
+5:5 +1§Z§+4 Z (T (-+3fﬁ)b”( 57
s
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Ho= g (5 +5)~s (3457 + (2 -5)7

+ o (14 35) (F+5)0" - b—Za—d(;% 577
+z-la<d”*°2>(%—-%)¢’*— ( =G+

I R CER T
—sa(z—F) 7+

U= — Lokt adn+b0o 2 +b@E — oy — 5 (oE+dn) g
— Lot 4 bdn —al) ¥ — 5 @E—cn) Py’
Lt ran gt~ g@E—cnet +.

H bekommt ferner nach (3) und (1) die Gestalt

H=1H, ps + 2H,,ps 'P(lp = H”p:[’u
+ 295 (Hyy oo+ HyaPpo + H, ;py)
(51) + 295 (Hy9Ps0 + Hayp Poo + H,,py)
+H,y 3o+ 2Hy 3050 Ppo+ Hag Ppo + 2 His Poo Py
+ 2H,y ppopy + Hyspp+ U.
Durch (50) und (51) sind die Koeffizienten der Entwicklung (4) unmittel-
bar gegeben.

2. Die stationiren Bewegungen.

Die stationiren Bewegungen des allgemeinen Kreisels sind nach §1,
Zitfer 1 durch konstante Werte @, @y, Psos Ppo und durch 9, = ot + ¢
charakterisiert. Fig.1 lehrt, daf dann der Kdrper eine permanente Drehung
um die Lotlinie ausfithrt, wobei also der Veltor der Winkelgeschwindigkeit
im Raum und im Kérper nach Grofe und Richtung konstant bleibt. Diese
Drehungen sind schon langst von Staude ) entdeckt und schon vielfach
nach ihren dynamlschen Eigenschaften untersucht worden. Doch diirfte
es nicht iiberfliissig sein, in Kiirze den Weg anzugeben, ‘auf dem man die
Drehungen aus den kanonischen Gleichungen auffinden kann.

Die Gleichungen der stationiren Bewegungen lauten
9H oH 0H AHY
& () =0 (G)=" (55)=0 (75)="

15) Q. Staude, Uber permanente Rotationsachsen bei der Bewegung eines
schweren Korpers um einen festen Punkt, Jourp. f. reine u. angew. Math. 113
(1894), S.318.



80 - E. Mettler.

und sind durch Ableitung von (48) zu bilden. Der Index 0 bedeutet, daf
es sich um die Koordinaten einer stationiren Bewegung handelt. Es wire
aussichtslos, (52) nach &,, @y, Psos Ppo explizit auflésen zu wollen; man
kann aber folgendermaBen zum Ziel kommen: man setze fiberall in (52)
fir die Impulse die Werte (47) und fithre dann die GroBen (43) ein,
letzteres nétigenfalls durch Erweitern mit sind,. Dadurch entstehen
aus (52) gewisse Gleichungen zwischen @y, ¥y, %> Pos Jo> To- Durch Aus-
multiplizieren und Zusammenfassen geht die erste davon iiber in

. PoYo — 0% = 0
Daraus folgern wir
(53a) Dy = W% o= DY
mit dem Proportionalitatsfaktor w. Die zweite Gleichung (52) wird

By (Po 2 — To o) + Yo (0% — 7o Yo) = 0
oder mit (53a)
(53b) Ty = O %.
Man sieht jetzt aus (53), daB o den Betrag des lotrechten Vektors der
Winkelgeschwindigkeit darstellt, was mit der leicht zu verifizierenden Be-

sichung ), = g-f— — o im Einklang steht. Die dritte Gleichung (52)
b :

geht diber in

(54) @ {(4-0) 72,0 + Emy— 20} + Yo {(B—0) Yp2,0* + Lyo—mz} =0

und die vierte in

(553') (A-B)moyow2—§yo+’1%=0-

Multiplizieren wir (54) mit z,, (55a) mit y,2, bzw. (54) mit y,, (55a) mit

@,2, und addieren jeweils, so kommt

1 (C — A)zyzy0® + E2,— L@, = 0,

] (B— 0)yo2,0* +Lyy—n2 = 0.

Wir sind so in (55) zu den bekannten Eulerschen Kreiselgleichungen fiir

permanente Drehungen gelangt.

Die ganze Rechnung setzt ebenso wie die Aufstellung der Ent-
wicklungen (50) @, == 0, k@ voraus. Das bedeutet, daB die z-Achse nie
Drehachse sein darf. Man muB also, falls eine der Haupttrigheitsachsen
Drehachse werden kann (s. unten), die Achsen des ,y, z,-Systems so be-
zeichnen, daB diese Haupttrigheitsachse nicht die z,-Achse ist.

Die Verteilung der Drehachsen im Korper erkennt man aus der
Gleichung
(56) (B—C)yo2,& + (0 — A)zyz,n+ (4 — B) x4, = 0,
die aus (55) durch Multiplikation mit bzw. &, 7, ¢ und Addition folgt.
Sie stellt in den Variabeln ,, y,, 2 einen korperfesten Kegel, den

(55b)
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Staudeschen Kegel, dar, auf dem jede Drehachse liegt. Auf den Dreh-
sinn kommt es bei der Bewegung nicht an, weil in (55) nur »® vor-
kommt. Dagegen darf jeweils nur die eine Halbachse nach oben ge-
richtet werden, fiir die w? aus (55) als positiver Wert folgt. Fillt eine
Drehachse in eine Haupttragheitsachse, die den Schwerpunkt nicht tragt,
go wird @ = oo. Diesen Fall schlieBen wir aus.

Auf die weiteren Higenschaften der Staudeschen Drehungen konnen
wir nicht eingehen und merken nur noch einen Sonderfall an:

Eine Drehachse heiit symmetrisch®®), wenn sie in eine Haupt-
tragheitsachse fillt, auf der auch der Schwerpunkt liegt. w bleibt dann
nach (55) beliebig. Werden auch noch die zwei Haupttrigheitsmomente
um die beiden anderen Achsen gleich, so handelt es sich um die auf-
rechte Drehung des symmetrischen schweren Kreisels.

3. Die charakteristische Gleichung.

Bestimmend fiir die Bewegungsform in der Nihe einer bestimmten
Staudeschen Drehung sind die zu dieser Drehung gehorigen Wurzeln der
charakteristischen Gleichung (7). Sie hat (nach Multiplikation mit einer
beliebigen Konstanten g, > 0) die Gestalt

(57) go0*+9,0°+9,=0.

Um einen Uberblick tiber die moglichen Bewegungen eines Korpers
zu bekommen, sollte man die Bereiche auf dem Staudeschen Kegel an-
geben, die von den Achsen in den frither eingefithrten Féllen 1 bis 4
ausgefiillt werden. Folgende Tabelle gibt die Bedingungen fiir das Ein-
treten der vier Fille an:

1. Fall 2. Fall | $.Fall | 4. TFall

(58) g1<0 $=0 $=0 >0

92> 0 g2>0 92 <0 g2>0
k=gP—4gy9,>0 |k =g} —4g,0:<0|k=g} —4g09: >0k =g} —49,9,>0

Die Aufgabe, damit allgemein die verschiedenen Achsenbereiche zu be-
stimmen, erscheint bei néherer Betrachtung als praktisch unlésbar. Doch
gelingt es, im AnschluB an eine Arbeit von R. Grammel?”) durch Um-
kehrung der Fragestellung eine Antwort zu geben.

16) Nach R. Grammel, Die Stabilitit der Staudeschen Kreiselbewegungen,
Mathem. Zeitschr. 6 (1920), S.124, § 2.
17) FuBnote 1),
Mathematische Zeitschrift. 43. 6
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Dort wird auf Grund der Theorie der kleinen Schwingungen die
charalteristische Gleichung der Eulerschen Kreiselgleichungen ebenfalls in
der Form (57) aufgestellt. Dabei finden sich unter der Voraussetzung

A+B+C=4, 5,+0, y,+0, 2z +0

die Koeffizienten ®)
g, = 4 BC,

(59) 91=a'15+b177+clc:
92=a277c+b2&-§+cs§7’/

mit den Abkiirzungen

o=8_E (B-op+430—2B)+2 Co(B-0F

@ (4 —0)

; + A (3B —20)},
a, = fz_o{AJrgyg(A— B) + 32 (4 — C)}.

b, und ¢, bzw. b, und ¢, entstehen aus a, bzw. a, durch zyklische
Vertauschung von @,, ¥,, %; 4, B, C. Sonderfille liefern andere Aus-
driicke, auf die wir an gegebener Stelle hinweisen.

Man kann durch eine elementare, allerdings ziemlich miihsame
Rechnung direkt nachweisen, daB (7) dieselben Koeffizienten (59) besitzt,
wenn man vermittels (43), (47), (53) und (55) iiberall ,, y,, #, einfiihrt.
Einfacher schlieBt man es indirekt: Es ist leicht durch Beispiele zu belegen,
daB es iiberhaupt Wurzeln von (7) gibt, die nicht die ausgeschlossenen
Beziehungen (17) erfilllen (vgl. S.96, Zahlentafel 1); wir besitzen damit
also nach Abschnitt I exakte Losungen der kanonischen Gleichungen.
Aus einer solchen laBt sich nach (43), (47) auch eine exakte Losung der
Eulerschen Gleichungen in Form unendlicher Reihen bilden; deren Glieder
1. Grades erfilllen also die Variationsgleichungen der Eulerschen Glei-
chungen samt ihrer charakteristischen Gleichung (57), (69). Da man
aber den SchluB fiir alle Losungen in der Nachbarschaft der einen wieder-
holen kann, miissen die Koeffizienten der zwei charakteristischen Glei-
chungen als Funktionen von 4, B, C, & 1, §, %, ¥Yo» % {ibereinstimmen.

Die Wendung, die Grammel dem Problem gibt, besteht nun darin,
daB er in der Gleichung (56) des Staudeschen Kegels nicht mehr ,, ¥,,2,
sondern &, n, ¢ als laufende Koordinaten auffalt, somit statt eines ein-
zigen eine ganze Schar von Korpern betrachtet. (56) stellt dann nicht
mehr einen Kegel, sondern eine die lotrechte Drehachse enthaltende Null-
punktsebene dar, auf der der Schwerpunkt wandern kann und auf der
wir die verschiedenen Bereiche der Schwerpunktslagen aufzusuchen haben,
die nach (58) zu den Fillen 1 bis 4 fiihren.

18) R. Grammel, a. a. O. Gl (18) bis (20).



Periodische und asymptotische Bewegungen des unsymmetrischen Kreisels. 83

Wir stellen zu dem Zweck fest, daB die Gleichung ¢, = 0 nach (59}
ebenfalls eine Ebene durch den Nullpunkt darstellt, ferner g, = 0 und
k=g?—4g,9, = 0 zwei Nullpunktskegel 2. Ordnung, von denen der
letztere den ersteren lings dessen reellen oder imagindren Schnittgeraden
mit der Ebene g, = 0 berithrt. Die konvexe Seite der Kegel wird als
AuBenraum, die konkave als Innenraum bezeichnet. Unsere Aufgabe ist,
die Geraden aufzusuchen, nach denen die Schwerpunktsebene (56) von
diesen drei Gebilden geschnitten wird, in den Zwischenfeldern festzustellen,
ob hier g,, g, und % positiv oder negativ ausfallen und danach die Fin-
teilung der Felder in die Bereiche der Fille 1 bis 4 vorzunehmen.

Die angefithrte Arbeit erlaubt die Losung dieser Aufgabe vollends
ohne alle Rechnung anzugeben; wir stellen deshalb ihre Ergebnisse kurz
zusammen, ohne auf einen
Beweis  einzugehen, und
miissen ihr dazu nur die
Figuren 2 «) bis 6) entnehmen.
Die Schwerpunktsebene (56)
ist hier zur Zeichenebene ge-
wihlt und die Schnittgeraden
mit g, =0, ¢,=0, k=0
sind durch die entsprechenden
groBen  Buchstaben  be-
zeichnet, P P’ ist die lot-
rechte Drehachse. Es zeigt
sich, daB nur diese vier Kon-
figurationen in der Schwer-
punktsebene moglich sind,
da nur die eine Hilfte der
Ebene den Schwerpunkt
tragen kann (die andere ist
durch schrige Schraffur ausgeschaltet) und daB die Stabilitétsbereiche
(Bereiche des 4. Falles) in die durch waagerechte Schraffur gekennzeichneten
Gebiete fallen. Die mit den Klammern versehenen Bereiche kéonnen auch
verschwinden. Von den vier Fillen der Fig. 2 tritt der eine oder andere
ein, je nachdem

I. die Beriihrung der zwei Kegel reell ist, wobei die Gerade G,
a) innerhalb, b) auBerhalb der Kegel liegt, oder

II. die Berithrung der Kegel imagindr ist und ferner g, A) im
Innenraum, B) im AuBenraum des Kegels g, = 0 positiv wird.

In einem solchen Lageplan, der in jedem Einzelfall leicht genau fest-
gelegt werden kann, teilt man nun vollends rasch die Bereiche auBerhalb

6*

lAa . K Iha

Fig. 2. Allgemeiner Kreisel.



84 E. Mettler.

der Stabilititsbereiche unter die drei iibrigen Fille auf. Am Beispiel der
Fig. 2«) soll dies gezeigt werden. Wir gehen davon aus, daB in den
beiden waagerecht schraffierten Gebieten g, >0, g, >0, £ >0 ist (vgl.
Tabelle (58)). Um in das zwischen ihnen liegende Gebiet zu gelangen,
muB man den Kegel g, = O iiberschreiten. Hier ist also g, <0, d.h.
ein Bereich des 3. Falles. Uberschreiten wir aber den oberen Stabilitats-
bereich nach der anderen Seite, d. h. nach oben, so wird £ <C 0, und wir
gelangen in einen Bereich des 2. Falles. Dieser erstreckt sich iiber die
Gerade @, hiniiber. Doch ist rechts von ihr g, > 0, links ¢, << 0. Gehen
wir also jetzt nochmal iiber % = 0 hinweg mnach links, so wird %2> 0,
aber ¢, <0, d. h. wir kommen in einen Bereich des 1. Falles. Auf die-
selbe Weise sind auch die iibrigen Figuren 2p) bis 6) mit Ziffern ver-
sehen worden; damit ist die Einteilung der Schwerpunktshalbebene im
allgemeinen Fall vollsténdig durchgefiihrt.

SchlieBlich miissen wir noch feststellen, wie sich die ausgeschlossenen
Bezichungen (17) ausdriicken. Nach (57) geht (17) iiber in

(60) ¢ = () @ = 4000 s )

Diese Gleichung stellt in den Variabeln &, 7, { eine Folge von Null-
punktskegeln 2. Ordnung dar, die alle im Raumgebiet k¥ = 0 verlaufen.
Fiir m = 0 geht (60) in g, =0 und fir m =1 in k=0 iber. TFiir
m — oo streben die Kegel wieder gegen g, = 0. Wir erhalten somit als
Schnittgerade mit der Schwerpunktshalbebene und damit als Linien fiir
verbotene Schwerpunktslagen eine unendliche Folge von diskreten Strahlen,
die gegen @, konvergieren, und zwar liegen sie auf den Seiten der
Strahlen @,, auf denen k =0, ¢, >0 ist. In der Weise sind sie in
Fig. 2 strichpunktiert angedeutet.

Der Spezialfall, daB eine der Gréflen wz,, ¥y, % verschwindet, fiihrt
zu anderen Formeln (59)), kann aber genau so erledigt werden. Da-
gegen liegt bei dem besonders wichtigen Sonderfall der symmetrischen
Drehachsen (8. 81), wo also zwei der drei GréBen z,, y,, 2, und damit
notwendigerweise auch die beiden entsprechenden der drei Grofen &, 7, ¢
verschwinden, eine andere Aufgabe vor, die im folgenden behandelt
werden soll. Wird nimlich etwa = =0, £ == 0, so kann sich der
Kérper mit beliebiger Winkelgeschwindighkeit o um die lotrecht gestellte,
den Schwerpunkt tragende Hauptachse z, drehen, und die Frage lautet
nun, zu welchem der Fille 1 bis 4 ein bestimmtes fithrt. Wir be-
handeln auch diese Aufgabe in engem AnschluB an die Grammelsche
Arbeit?); insbesondere fithren wir die Unterscheidung des verkiirsten,

19) R. Grammel, a. a. O., S.133.
20) A. a. 0., S.138£f.
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ausgeglichenen oder verlingerten Kreisels durch, je nachdem der Schwer-
punkt auf der Achse des groBiten, mittleren oder kleinsten Trégheits-
moments liegh, und nennen den Kreisel stehend bzw. héngend fiir & >0
bzw. & < 0.
Gleichung (7) liefert jetzt wegen psp = pyy = 0, py, = 4o,
By = @y = 12’— nach (50) und (51) rasch
9. = 29, (01 + oy + Us)a

61
( ) gy = 4900'1 Oy
mit
_ (B—4)w? - &
e
(C— A)w* - &
(62) 0, = — oL
(B O0—4)n?
Oy ="9Bc

Wir untersuchen zwecks Anwendung der Tabelle (58) ¢,, ¢, und
k=g¢?—4¢,9, als Funktionen von w? und zwar am iibersichtlichsten in
graphischer Darstellung. (Fig. 3 bis 6. Die Kurven sind iiberall nur
schematisch skizziert, nicht mafstiblich gezeichnet.) Dazu merken wir
uns noch an, daf % die Form
(63) k=A* (71, 0* — 27,0® 4+ 7,)
mit den Konstanten
7, = A* (B + 0 — 4,

(64) %= (B+C—4){C@B—4)+B@C—4)|-¢
v, = (B—Op &

besitzt.

a) Verkirzter Krevsel. Es gelte 4 > B > C.

«) Héingend: £ << 0.

Nach (62) sind die GroéBen o, und o, stets positiv, nach (61) daher
>0, 9,>0und £ > 0. Es liegt daher fiir alle w? der 4. Fall vor.

p) Stehend: & > 0.

Die Werte g, = g,(w®) sind nach (61), (62) auf einer nach oben ge-
offneten Parabel aufzutragen, welche die Abszissenachse in den Punkten

¢ £

ol=g=p ©=71—7p
trifft [Fig. 3a) bis c)].
Die Werte g, = g, (w?) erfiillen eine Gerade mit ersichtlich positivem
Richtungsfaktor. Sie sind sicher positiv fiir w? > w?, weil dort o, > 0,
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0, > 0 ist. Um festzustellen, welches Vorzeichen g, fiir »* = wj erhilt,
setzen wir diesen Wert in den Ausdruck (61) fiir g, ein und erhalten

— (R
(65) 91 = 3BC(4—0)
mit

R=A*+(0*4-3BC—24(B+ 0).

Der Ausdruck R kann positiv (z. B fiir 4: B:C = 4:3:2,5) oder negativ
(z.B. fiir 4:B:C = 4:3:2) sein, g, also unterhalb oder oberhalb von
w? eine Nullstelle haben [Fig.3a) und b), c)]. Doch ist diese stets
positiv, " weil fir @? = 0 g, negativ ausfillt. Fir E>0 heifit der
Kreisel dick, fiir B <0 schlank.

9r gz k
7 |Gt t-reE ¥ I —#
\\ I/ w \ /’/-/
wf Nek o \&
—wi o [;l)# —.~ -wiw® | o <_bf o
a) Dicker Kreisel. b) Schlanker Kreisel I. ¢) Schlanker Kreisel 1I.

Fig. 3. Verkiirzter stehender Kreisel.

Die Werte & = k(w?) endlich liefern laut (63), (64) eine nach oben
gedffnete Parabel. Thre Schnittpunkte mit der Abszissenachse

w3 Ty Vi o
o) =R
liegen — falls sie tiberhaupt reell sind — unterhalb w3, weil zwischen
w2 und w? g,<< 0 und oberhalb ®; g, > 0 und o, > 0 gilt, mithin & positiv
sein muB. Andererseits sind ®? und o? positiv, falls reell; denn unter
der Wurzel findet sich der Ausdruck

(66) w2 7,7, = BO(2B— 4) (20 — 4),

der wegen der bekannten Bedingungen 4 4 B >>C usw. nur dann groBer
als Null sein kann, wenn dies fiir beide Klammern der Fall ist. Dann
wird aber nach (64) auch 7,>0 und damit w?>0, w}>0. Nun gilt
weiter
72— 1,7, = BC (R4 C(B—0)).

Beim dicken’ Kreisel (B > 0) treten also stets reelle Nullstellen von % auf.
Die Gerade g, = g, (»*) muB dabei zwischen diesen Puukten die Abszissen-
achse schneiden, weil % fiir g, = 0 und g, > 0 negativ wird [Fig.3a)].
Aber auch der schlanke Kreisel (R << 0) kann reelle Nullstellen liefern.
Beispielsweise werden sie reell fiir 4:B:C = 3,9:3:2, aber komplex
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fiir den gleichfalls schlanken Kreisel A:B:C = 4,1:3:2. Die Unter-
scheidung schlank — dick reicht also hier nicht mehr aus. In Fig.3b)
und c¢) ist deshalb zwischen schlank I und II unterschieden, je nachdem
R+C(B—-0)=0 ist.

Man kaon jetzt in Fig. 3 die w?-Achse vollends leicht in die Bereiche
der vier Fialle einteilen.

b) Ausgeglichener Kreisel. Es gelte B > 4 >0C.

«) Hangend: £ < 0. Es ist nach (62) stets o, > 0. TFerner wird
auch o, > 0 fiir ©? < w?, so daB hier der 4. Fall vorliegt; dagegen folgt
6, < 0 und damit g, < 0, d.h. der 3.Fall fiir 0* > w}.

gy =g ik
T2 4 3 7- 3
1 \\\\ ./'/ ™™
wf i N7
P &
a) Dicker Kreisel. b) Schlanker Kreisel I. ¢) Schlanker XKreisel IT.

Tig. 4. Ausgeglichener stehender Kreisel.

B) Stehend: & > 0. Hier ist stets o, < 0. Die Parabel g, = g, (&)
ist jetzt nach unten gedffnet und hat rechts vom Ursprung mit der
Abszissenachse nur den Schnittpunkt w? [Fig. 4a) bis c)].

g, nimmt fir w® = w? auch jetzt den Wert (65) an, der wieder
positiv (z.B, fiir 4:B:C = 2:3:1,5) oder negativ (z.B. fir A:B:C
= 2:3:1,1) sein kann. Fiir w® = 0 ist nach (62) stets g, << 0 [Fig. 4
a) und b), c)]. )

k = k(w?) ist eine nach oben gedffnete Parabel, deren Schnitte mit
der w*Achse — falls vorhanden — links von w? liegen. weil nur hier
gy > 0 ist, und rechts vom Ursprung aus den oben beim verkiirzten
Kreisel dargelegten Grinden. Wieder liefert der dicke Kreisel stets
reelle Schnitte [Fig.4a)], der schlanke je nach seiner Gestalt [Fig.4b)
und c)]. Beispiele fiir letzteren sind A:B:C = 7:8:4 (reell) und
A:B:C = 7:8:3 (nicht reell).

Die Einteilung der w?®-Achse in Fig. 4 ist damit gegeben.

c) Verliangerter Kreisel. Es gelte B > C > 4.

«) Hingend: & < 0. Wahrend die Parabel ¢, = g,(w?) die Lage
der Fig.3 hat, besitzt & nach (66) nun stets zwei reelle Nullstellen, die
aber wegen & <Z 0 laut (64) beide negativ sind. Die Gerade ¢, = ¢, (?)
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hat, wie aus (62) leicht nachzurechnen ist, einen positiven Richtungs-
faktor; fiir w® = 01ist g, > 0. Die Sachlage wird also durch TFig.5
wiedergegeben.

p) Stehend: & > 0. o, und o, sind jetzt beide stets negativ, so
daB g, keine reellen Nullstellen besitzt. Dagegen hat & = 0 wegen
£> 0 nunmehr immer zwei positive Wurzeln »?, o? Der Richtungs-
falctor der Geraden g, = g, (w®) bleibt positiv, doch wird g, << 0 fiir
w? — 0. Die Gerade schneidet also die Abszissenachse rechts vom
Ursprung, und zwar, zwischen j und w2 Fig. 6 stellt diesen Fall dar.

b A
7 \ /
\. 2
aGN_S @

Fig. 5. Fig. 6.
Verlangerter hangender Kreisel. Verlangerter stehender Kreisel.

Die Uberlegungen von S.84 betreffs der Beziehungen (17) lassen
sich hier ganz entsprechend anstellen. Man erhilt aus (60), (61) und (62)
auf der w>-Achse gewisse Punktfolgen in den Bereichen g, =0, k =0,
welche gegen die Punkte w? und w3 konvergieren und die natiirlich nur
dann unendlich viele Punkte enthalten, wenn w} und w? reell sind.

Im Fall des symmetrischen schweren Kreisels (B = C) vereinfachen
sich die Formeln (61), (62) weiter, so dafl man die vier Wurzeln von (57)
in der Form

. 2 ——A ’)2 .A.2
. e = i’b{a————~—‘—)(2BB ) iV(Z’Bz —TE{}
angeben kann. Daraus ist ersichtlich, daB der hiéngende symmetrische
Kreisel (& <C0) stets den 4. Fall liefert, der stehende jedoch nur dann,
wenn A%@? > 4 B ist, wihrend fiir A% < 4 BE der 2. Fall eintritt.

§ 4.

Die Kreiselbewegungen.
1. Das allgemeine Bild der Bewegungen.

Die Voraussetzungen fiir die Aufstellung der Reihen des I. Abschnitts
sind nun gegeben. Die damit bestimmten Bewegungen werden im folgenden
diskutiert, soweit sich ihre Eigenschaften aus den allgemeinen Reihen
ablesen lassen.
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Die Staudeschen Drehungen des 1.Falles besitzen laut § 2, Ziff. 1
Nachbarbewegungen, die dargestellt werden durch Reihen der Form
=19, + I T Ovewaties

n=1 wtr=n

(67) g=19,  + X I Py Ut () y>0, ganz)

n=1 M4r=n
p=ot+c+ T 3 P ket

n=1 m+r=n
und entsprechende Ausdriicke fiir pg,p,. Die Bewegung nihert sich
demnach asymptotisch einer Staudeschen Drehung derart, da8 der Durch-
stoBpunkt der z-Achse auf der Einheitskugel um O eine aperiodische
Spirale beschreibt, die sich asymptotisch an den Kreis anschmiegt, den
der Punkt wihrend der zugehdrigen Staudeschen Drehung durchliuft.
Gleichzeitig streben ¢ und ¢ ihren durch die Staudesche Drehung gege-
benen Grenzwerten zu®!). Da nach einiger Zeit alle anderen Glieder
gegen die e-Potenz mit dem kleinsten Exponenten p;, vernachlissigt werden
kénnen, winden sich die Spiralen je nach den Anfangswerten innen oder
auBen um den Grenzkreis, ohne ihn von einer gewissen Zeit ab noch zu
schneiden. Die Spitze des Drehimpulsvektors beschreibt in ihrer hori-
zontalen Ebene eine Spirale, die sich gleichfalls an ihren Grenzkreis fiir
die Staudesche Drehung annéhert.

Bemerkenswert ist, daf (67) auch die asymptotische Anniherung des
Korpers an seine labile Ruhelage enthilt, wobei dann o verschwindet.
In §3, Ziff. 3 (Fig. 2 bis 6) entsteht ja stets der 1. Fall, wenn der
Schwerpunkt ohne Drehung des Korpers senkrecht iiber den Stiitzpunkt liegt.

Auch fiir die Staudeschen Drehungen des 2. Falles gelten die Reihen
(67), aber sie sind dann in komplexer Schweibweise aufgestellt (S.68).
Setzen wir 0, = x+1ic

‘ 0, = % — 10,
so werden die Bewegungen jetzt beschricben durch

P = 9, 4+ X Anre—nxt )f' (0;,,cos vot -6 ssinvat),

n=1 =0

(68) P = @, + 3‘/’[" g—nxt 2‘ (D1 co8 vl + Dy 8invat),

n=1 r=0

=] n
Y =wit4+c + X et 3 (¥, cosvat + ¥, qsin vot)

n=1 r=0
1) Fiir die Staudeschen Drehungen mit reellen Kennziffern o, sichert der Satz
von Perron [FuBnote 8)] auch in dem Fall, da8 (17) erfillt ist, die Reihen (67)
also nicht gelten, wenigstens die Existenz von Nachbarbewegungen, deren Variable
%, @ und 9 sich asymptotisch den durch die jeweilige Staudesche Drehung gegebenen
Grenzwerten annihern. Fiir imaginire oy ist kein entsprechender Satz bekannt.
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und entsprechende Ausdriicke fiir ps, p,. Die Bewegung verlauft danach
ahnlich wie im 1.Fall. Der Unterschied besteht darin, daB die oben
gefundenen Spiralen nicht mehr aperiodisch, sondern ,,gewellt‘‘ sind: statt
sich von innen oder auBen an den Grenzkreis anzuschmiegen, pendeln
sie mit abnehmender Amplitude hin und her und schneiden den Kreis
immer wieder.

Die Reihen (68) enthalten insbesondere die bekannten Spiralen des
aufrechten symmetrischen schweren Kreisels. Auf Seite 88 ergab sich
ja, daB dieser nur asymptotische Bewegungen des 2. Falles ausfiihren kann.
In der Ungleichung 4’w* < 4 B¢, welche mit 4w = py in py <4 B¢
iibergeht, haben wir die altbekannte Voraussetzung fiir die asymptotischen
Bewegungen des aufrechten symmetrischen Kreisels wiedergefunden, welche
lingst in geschlossener Form berechnet sind?®?). Sie sind bekanntlich
die einzigen Bewegungen, die in die aufrechte Drehung iibergehen; also
fiithrt auch unsere Reihenmethode auf sie zuriick.

Fiir die Staudeschen Drehungen des 3. Falles werden nach § 2, Ziffer 2
Nachbarbewegungen beschrieben durch die Reihen

B=0 + %+ XA X e vat(Opicosu(ogt+e)+ Opysinu (o, i+ e)),

n=1 1=u+r=n

(69) p=@,+ go + XA X e~veat(Dycosp (o, t+e)+ Dyasinu(a,t+€)),

=1 1=p+rv=n
p=(w+a)t+d+ X A0 T emret(WPyicosu (o, tr &)+ Phs sin p (a1 +¢))
n=1 1=u+r=n
und entsprechende Ausdriicke fiir py, p,. ¥, ¢, o', @, und o, sind
darin Potenzreihen von A.

Setzen wir zunidichst die in (69) enthaltene Integrationskonstante c,
Null (8. 72a)), so behalten wir alle Glieder, fiir die » = 0 ist, d.h. reine
trigonometrische Reihen der Art (39). Die Bewegung bietet dann das
Bild einer pseudoreguliren Prizession: Der reguldren Prézession, die durch
die Werte 9 = 9, + &, @ = ¢, + @, ¥ = w + ' charakterisiert ist,
iiberlagern sich Nutationen der z,-Achse, deren Teilbdgen alle unter sich
kongruent sind. Zudem vollzieht der Koérper synchrone Schwingungen
um die z,-Achse. Der Drehimpulsvektor fiihrt eine ebensolche pseudo-
reguliire Priizession aus?).

Der Korper schwingt also periodisch um die stationére Bewegung,
wihrend natiirlich die Gesamtbewegung nicht rein periodisch ist. Trotz-

22) Klein-Sommerfeld, a.a. ., S. 334ff.

28) Diese periodischen Bewegungen sind in den zwei Sonderfillen, daB es sich
um eine symmetrische Drehachse oder die stabile Ruhelage des Kreisels handelt,
schon von J. Horn behandelt in Zeitschr. f. Math. u. Phys. 52 [FuBnote 6)], Auf-
gabe II bis IV. '
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dem mége sie weiterhin als periodische Bewegung bezeichnet werden. Es
liegt hier wieder eine Bewegungsform vor, die vom schweren symmetrischen
Kreisel her bekannt ist.

Fiir ¢, == 0 bietet die Bewegung nicht sofort das eben gegebene Bild,
sondern ndhert sich ihm asymptotisch an, um nach einiger Zeit praktisch
mit ihm iibereinzustimmen. Doch laBt sich iiber die Art der Anndherung
allgemein nicht viel aussagen. Je kleiner man aber ¢, und damit die
Amplituden der Nutationen wahlt, d. h. je néher die periodische Bewegung
mit einer Staudeschen Bewegung zusammenfillt, um so mehr wird die
asymptotische Bewegung zweiter Art einer solchen erster Art, nimlich
einer einfachen Spiralen, #hnlich, weil dann in den Reihen die e-Funktionen
ohne periodische Koeffizienten iiberwiegen. Fiir verschwindende Nutationen
geht die Bewegung wirklich in eine asymptotische Bewegung erster Art
iiber (8.72), die damit hier als Grenzfall erscheint. Die asymptotischen
Bewegungen zweiter Art konnen wir deshalb als allgemeinste asymptotische
Bewegungen des schweren unsymmetrischen Kreisels bezeichnen, die sich
einer Staudeschen Drehung ndhern. Der symmetrische schwere Kreisel
kann sie bekanntlich nicht ausfiihren.

Fiir die Staudeschen Drehungen des 4. Falles findet man keine
asymptotischen Nachbarbewegungen, sondern nur periodische (S.72), wie
sie eben auf S. 90 geschildert wurden. i

Wir wollen diese Diskussion der Kreiselbewegungen noch durch zwei
Bemerkungen vervollstandigen.

Einmal geben unsere Ergebnisse Auskunft iiber die Frage, wie sich
ein Koérper bei einem kleinen Anstof von einer Staudeschen Drehung
entfernen kann; denn er vermag jede der geschilderten Bewegungen auch
in umgekehrter Richtung auszufithren. Man erkennt dies daraus, da8
man in den Bewegungsgleichungen die Vorzeichen von Zeit und Impulsen
umkehren kann, ohne im ganzen etwas zu #dndern. Demnach dreht sich
der Kreisel aus einer instabilen Staudeschen Drehung bei einem geeigneten
kleinen AnstoB entweder spiralenférmig heraus (Fall 1 und 3) oder in
allméhlich sich vergréBernden Schwingungen (Fall 2 und 3). Je kleiner
dabei der AnstoB ist. um so linger bleibt die Drehachse aufrecht stehen,
ehe sie ,,umfillt. Im 3. Fall kann man den Ansto auch so wihlen,
daB die Achse dauernd annihernd lotrecht bleibt; im 4. Fall, dem Fall
der Stabilitit, tritt das sogar bei jedem kleinen Anstofl ein.

Weiter haben wir zu beachten, daB alle behandelten Losungen weniger
als sechs der verfiigharen Integrationskonstanten der Kreiselgleichungen
enthalten. Neben den willkiirlichen Konstanten p, und ¢, die allen
Losungen eigen sind, hingen (67) und (68) noch von ¢, und ¢, ab, die
in §2, Ziffer 1 benutzt wurden, im ganzen also von vier Konstanten. Die
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periodischen Teile von (69) enthalten ¢, und &, also gleichfalls vier Konstante,
wihrend durch die asymptotischen Glieder von (69) noch ¢, hinzukommt
(§ 2, Ziffer 2). A dagegen ist keine weitere Integrationskonstante. Die
Bewegungen haben also den Charakter von Grenzfillen, die nur durch
gewisse genau berechenbare Anfangswerte der Koordinaten und Impulse
eingeleitet werden konnen. Sobald diese Anfangswerte nicht exakt ge-
troffen werden — was z. B. bei Versuchen immer der Fall sein wird —
tritt die Bewegung nicht ein. Wohl aber kann man aus der stetigen
Abhsngigkeit der Integrale von den Anfangswerten schliefen, daB bei ab-
nehmendem Fehler in den Anfangsbedingungen auch die Abweichung der
wahren Bewegung von dem Grenzfall klein wird und erst nach langer
Zeit zur Geltung kommt, Dieser stetige Ubergang 1aBt erhoffen, daB die
geschilderten speziellen Bewegungen des Kreisels bei der Erforschung
seiner bis jetzt ganz unbekannten allgemeinen Bewegung sich niitzlich
erweisen werden.

2. Numerische Beispiele.

Wir haben uns bisher mit der Aufstellung allgemeiner Reihen be-
schiftigh und in Ziffer 1 dieses Paragraphen zunichst einige qualitative
Folgerungen fiir die Kreiselbewegung daraus gezogen. Zum SchluB soll
nun noch an einigen Beispielen die Frage behandelt werden, wie man die
Reihen fiir die quantitative Berechnung der Ldsungen nutzbar machen
kann, die ja fiir die geometrische und mechanische Veranschaulichung
der Bewegung von groBter Bedeutung ist. Die dabei auftretende
Schwierigkeit liegt auf der Hand. Weder die formale Berechnung noch
die zitierten Konvergenzbeweise der Reihen geben uns eine praktisch
brauchbare Abschitzung ihrer Glieder; man ist also nach der numerischen
Berechnung einer notwendigerweise endlichen Anzahl von Gliedern prinzi-
piell nie sicher, ob nicht die Summe der folgenden so grof wird, daf
die vorherigen keine Niherung an die wahre Losung darstellen®). Man
muB sich also dariiber klar sein, da jeder quantitative Schlul aus den
Reihen auf dem Standpunkt der exakten Mathematik mit Vorbehalt an-

24) Wir befinden uns hier offenbar in einer dhnlichen Lage wie im Dreikorper-
problem: auch dort sind die periodischen und asymptotischen Losungen nach-
gewiesen, aber die numerische Rechnung muB andere Wege beschreiten als der
Existenzbeweis. Vielleicht konnte man die Losungen wie dort so auch im Kreisel-
problem mit Hilfe des ,,numerischen Experiments (vgl. Enzykl. d. math. Wiss.
Bd. VI, 2, 1, S. 9661f.) durch numerische Integration der Differentialgleichungen
aufsuchen. Allein bei der Kompliziertheit der Kreiselgleichungen hat man hier
groBe Schwierigkeiten zu erwarten und ist deshalb doch hauptsichlich auf die
Reihenentwicklungen angewiesen.
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gunehmen ist, gleichgiiltig, ob die Konvergenz allgemein bewiesen ist
oder nicht.

Fine weniger strenge Betrachtung pflegt allerdings diesen Standpunkt
wesentlich zu modifizieren und sich mit wenigen Reihengliedern zu be-
gniigen, wenn die Integrationskonstanten so klein gewdhlt werden, daf
der weggelassene Rest der Reihe mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
klein bleibt. So stellt man sich bei Beschréinkung auf die Glieder ersten
Grades auf den Boden der Theorie der kleinen Schwingungen, die ihre
Berechtigung und Fruchtbarkeit schon oft genug erwiesen hat. Ferner
kann man bei Berechnung mehrerer Glieder aus ihrer Abpahme einen
Anhaltspunkt dafiir gewinnen, wie weit die Naherungen brauchbar sind.

In den nachstehenden Ausfithrungen kann es sich nur darum handeln,
wenige willkiirlich herausgegriffene Beispiele vorzufiihren, die zeigen sollen,
daB man itberhaupt in diesem Sinne zu praktischen Resultaten zu ge-
langen vermag. Eine vollstindige numerische Erforschung der nach-
gewiesenen Losungen wiirde den Rahmen dieser Arbeit weit iiberschreiten.

Vorher beschiftigen wir uns noch kurz mit der Frage der zeichnerischen
Darstellung der Bewegungen. Die Gleichungen (67) bis (69) beschreiben
die Bahn eines Punktes einer Haupttrigheitsachse. Diese Bahn ist zur
Zeichnung nicht sehr geeignet, weil die kleinen Abweichungen von den -
stationiren Werten der Eulerschen Winkel zu ihrer Verdeutlichung zu
groBe Figuren bendtigen. Wir verfolgen daber hesser die Bahn eines
Punktes P der jeweiligen Staudeschen Drehachse im Abstand Eins von 0;
diese verliuft in der Nshe des oberen Kugelpols und kann bequem
vergroBert werden. Ferner benutzen wir die horizontale z, y,-Ebene als
Zeichenebene und projizieren die betrachtete sphiirische Kurve senkrecht
darauf. Tn dieser anschaulichen Abbildung der Kreiselbewegung kommt
allerdings die Drehung des Kéorpers wm die stationdre Achse nicht zum
Ausdruck.

Die Projektion von P hat die Koordinaten®)

%, = @, (cos g cos Y — cos ¥ sin @ sin )
— 1, (sin @ cos g -+ cos & cos g sin y) + 2z, sin Fsin p,
(10) y, = %, (cos @ sin g -+ cos & sin g cos p)

— 7, (sin @ sin y — cos ¥ cos ¢ cos y) — 2, 8in & cos .

Den iibersichtlichsten Einblick in den geometrischen Aufbau der Kurven,
bei dem es uns auf groBe Genauigkeit nicht ankommt, erhilt man durch
Beschréinkung auf die Theorie erster Ordnung. Wir fiihren also in (70)

P = d,+ 9, Q= @ + P p=owt+c +p

%) Klein-Sommerfeld a. a. 0., S.19.
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ein, unter 9, ¢,, », die Glieder ersten Grades in A von (67) bis (69)
verstanden, und setzen weiter
sin 9, = ¥9,,, sin ¢, = ¢;, cos P =cos ¢, = L.
Dann wird aus (70)
z, = @' cos (wt+¢ + ) —y sin(wt+c -+ v,

(71) y = @' sin (@t 4 ¢ + ) + ¥ cos (i + ¢ + p))
mit
(72) ¢ = — g simd, y=—75.

@',y sind also die Koordinaten des Punktes P in einem Koordinaten-
system, das gegen das urspriingliche System =,,y, um den Winkel
Y =owt+ ¢ + p, gedreht ist. Bei Benutzung dieses zweiten Systems
lassen sich die Kurven besonders leicht diskutieren und aufzeichnen.

Z2
STy

Fig. 7. Drehung 1. Asymptotische Fig. 8. Drehung 2. Asymptotische
Bewegung erster Art, 1. Fall. Bewegung erster Art, 2. Fall.

S

A

Zur Anfertigung einer solchen Zeichnung geht man also so vor: Nach
Wahl einer Drehachse (z,, y,, 2,) auf dem Staudeschen Kegel (56) des
vorgelegten Kérpers berechnet man zunichst aus (43) und (55) die Koor-
dinaten #¥,, ¢, und @ der stationdren Drehung, ferner aus (57), (59) die
Kenngréflen p, und ¢,. Die Koeffizienten a;;, von (4) lassen sich dann
aus (63), (47), (50) und (51) gewinnen. Zur Berechnung der Nachbar-
bewegungen der Drehung kann man sich nun vollstindig auf die Differen-
tialgleichungen (5) beschrinken. Man hat nimlich einfach diejenigen
ihrer partikuliren Integrale (8) zu bilden, deren Exponenten g, einen
Realteil < ¢ besitzen, und wie iiblich mit willkiirlichen Konstanten
multipliziert zu addieren. Um die Erfiillung der Bedingungen (11) braucht
man sich nicht zu kiimmern, so lange man nicht héhere Glieder auf-
stellen will. ¢, und ¢, erhilt man auf diese Weise direkt, y, durch einen

LESFF (Gleichung (25) oder (38)).

weiteren Schritt als lineares Glied von j 5p

Y
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Die Kurven im %' %'-System sind nun nach (72) leicht zu {ibersehen:

1. Fall. Wegen der reellen g, entsteht eine Kurve durch den Utr-
sprung, auf welcher der betrachtete Punkt asymptotisch in den Ursprung
hineinwandert.

2. Fall. Da g, = % -4 10 jetzt einen Imagindrteil besitzt, erscheinen
¢/ und g’ als Summen von sin- und cos-Gliedern, so daB (72) eine ellip-
tisch polarisierte Schwingung um den Ursprung darstellt, deren Amplitude
jedoch wegen des Faktors e=*! asymptotisch zu Null abnimmt.

3. Fall. Aus dem rein imaginiren g, = s, folgen reine sin- und
cos-Glieder, nach (72) also eine ungeddmpfte elliptisch polarisierte Schwingung.
Die durch das reelle p, hinzutretenden aperiodischen Glieder bedeuten
eine Verschiebung des Mittelpunktes der Ellipse; dieser riickt allmihlich

in den Ursprung hinein.
& 4.Fall. Gegeniiber Fall 3 fillt

\ die letztgenannte Verschiebung weg.
00

Y

Fig. 9. Drehung 3. Periodische Be- Fig. 10. Drehung 4. Periodische Be-
wegung und asymptotische Bewegung wegung und asymptotische Bewegungen

zweiter Art, 3. Fall. zweiter Art, 3. Fall.
Symmetrische Drehachse.
——— periodische Bewegung, ——— periodische Bewegung,

asymptotische Bewegung. zwei asymptotische Bewegungen.

Das z'y/-System rotiert nun mit der Winkelgeschwindigkeit w + 9,
um den Ursprung. Man zeichnet sich deshalb am besten die betrachteten
Kurven auf Pauspapier, markiert darauf den wandernden Punkt fiir
gleiche Zeitabstiinde und ibertriigt ihn auf die feste Zeichenebene, wihrend
man die z'-Achse jeweils unter dem zugehorigen Winkel wt 4 ¢" 4 o,
gegen die feste z,-Achse einstellt.
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Die Figuren 7 bis 10 zeigen vier Beispiele so entstehender Formen.
Die Ausgangswerte sind in Zahlentafel 1 vermerkt und daraus die
Kurven wie beschrieben hergestellt. Die eingezeichneten Kreise mit
Gradzahlen sind die projizierten Breitenkreise der Einheitskugel um 0,
auf der die sphérische Kurve verlduft, mit ihren Polabsténden. Es liegt
eine gewisse Willkiir darin, bis zu welchen Gradzahlen man die Kurven,
die ja beliebig weit gezeichnet werden kénnen, als Niherungen gelten
laBt. Je ndher sie bei O liegen, um so genauer sind sie natiirlich, weil
dann die Konvergenz der Reihen besser ist. Es ist zu vermuten und
wird sich unten weiter bestétigen, daB diese geniigt, falls man nur Werte
bis zu etwa 10° fiir die Winkel ¢, ¢,, », und damit nur wenig mehr

fiir den Polabstand Vz? 4+ y2 von P zuliBt. Gleichzeitig bleibt man
damit im Geltungsbereich der Vernachlissigungen, die von (70) zu (71), (72)
gefithrt haben.

Zahlentafel 1.

Drehung Nr. 1 2 3 4
Fall 1 2 3 3
A gem? 5100 5.106 5.106 6105
Bgem? 4.100 4.100 4.106 7.108
O gem? 3.106 3.100 3.100 2.100
&dynem 1-107 1.107 1.107 3107
ndynem 7-107 7-107 7-107 0
fdynem | 2,5-107 | 2,5.107 | 2,5.107 0
% 0,1313 0,08137 0,1945 1
Yo 0,9321 0,7058 | —0,9725 0
2 0,3377 0,7058 | —0,1280 0
B4 70,260 45,110 97,350 900
% 8,020 4,970 168,69 900
» 1,036 7,085 11,11 13
o 4,282 N0 | i-1252 | 008
01 4,472 1_’7334’280 1,878 12,41

Nach dieser Orientierung iiber die Gieometrie der Bewegung, welche
sich auf die Theorie erster Ordnung beschréinken sollte, gehen wir noch
in zwei Beispielen auf die Frage der genaueren Berechnung der Losungen
ein, um einen ungefihren Anhaltspunkt dafiir zu gewinnen, wie weit man
mit dem entwickelten Verfahren numerisch gelangen kann. Gleichzeitig
fassen wir den Gang der Rechnung kurz zusammen. Als

1. Beispiel wahlen wir Kreisel und Zahlenwerte der Drehung Nr.1
von Zahlentafel 1, also eine asymptotische Bewegung erster Art. Wir



Periodische und asymptotische Bewegungen des unsymmetrischen Kreisels. 97

wollen die Reihen bis zu den Gliedern zweiten Grades in A4 berechnen,
haben also in der Hamiltonfunktion (4) die Glieder zweiten und dritten
Grades zu beriicksichtigen. Thre Koeffizienten a;; und Am, myn,n, k6nnen
nach (50) und (51) ohne weiteres berechnet werden.

Als nichster Schritt folgt die Auflosung der Gleichungen (6). Die
sich ergebenden Wurzeln uy,,, vg; sind so zu normieren, daB die beiden
* oberen Bedingungen (11) erfiillt werden (die unteren sind es natiirlich
von selbst). Die gleichzeitige Befriedigung der vier homogenen Glei-
chungen (6) ist eine Kontrolle fiir die richtige Berechnung der o, und der a;y.
Die Beriihrungstransformation (10) ist damit gefunden.

Weiter haben wir die Funktionen Ry, Sy, zu bilden (Gleichung (23)).
Sie bestehen einfach aus den Gliedern zweiten Grades in den Gleichungen (18),
nachdem man in diese Glieder ¢ = qr1, P = k1 eingesetzt hat (vgl.
(21,)). Man erhalt also Ry, und S, dadurch, dal man die Transforma-
tion (10) in das Aggregat der Glieder dritten Grades von (4) eintrigt,
dieses je einmal nach den neuen Variabeln gy, py partiell ableitet (die
Striche sind in § 2 weggelassen!) und gy = gy, Pk = Pe1 in die Ab-
leitungen einsetzt. BEs ist dabei zweckmiBig, moch vor dem Ausmulti-
plizieren der Potenzprodukte zu differenzieren, weil man dann sofort
Gy1 = ¢a; = 0 (Gleichung (22,)) einfithren kann und so die unnotige
Bildung von Produkten vermeidet, die hinterher doch verschwinden.

Mit Rys, Sps hat man die iy, pis und aus (24) die Qfy, Py, muf
also nur noch die urspriinglichen Koordinaten nach (10) zusammensetzen.
Damit kann auch die Berechnung der letzten Koordinate ¢, = y nach (25)
erfolgen. Da die Entwicklungen von H,,, H,; und H,; schon zur Be-
stimmung der Koeffizienten von (4) aufgestellt werden muBten, ist das
nur noch eine kleine Arbeit. Wir setzen noch 2 = 10° und stellen das
Endergebnis in Zahlentafel 2 zusammen. Man erhdlt daraus den ge-
suchten Ausdruck fiir eine der linksstehenden Variabeln, indem man die
Zahlen der betreffenden Zeile, multipliziert mit den am Kopf der Spalten
stehenden Funktionen, addiert.

Zur Untersuchung der Konvergenz der Reihen miissen wir zundchst
nur die Ausdriicke fiir &, ¢, ps, P, betrachten, da ' gesondert berechnet
wurde. Wir wollen — was natiirlich ein keineswegs unanfechtbarer Stand-
punkt ist — die Konvergenz als gesichert und die Rechnung mit den
angegebenen Gliedern als geniigend betrachten, wenn in jeder Reihe die
Summe der Glieder zweiten Grades absolut genommen <X 75 von der
der Glieder ersten Grades wird. Dies ist fiir alle ¢ der Fall z. B. fiir
¢, =¢ = +0,7. Man hat dann fiir £t =0

9 ~ F 922,80+ 1,2,
¢ ~ F 26,10 — 2,6°
Mathematische Zeitschrift. 43. 7
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Zahlentafel 2.
cle_"lt Cy 3—925 G% 3_2911 clcﬂg_(91+92)t Cge_ggﬁt

=9 — 9, ||—0,3084 —0,2594 0,0095 0,0220 0,0128
¢ = @ — @, ||—0,2969 —0,3536 —0,0226 —0,0462 —0,0231
Pg = Pg—DPg,|| 0,6245-107| 0,5385-107 | —0,0263.107| —0,0644-107|—0,0395-107
p;p = Pp— Do || 0,4410-107| 0,5116-107|—0,0026-107|—0,0061.107 |—0,0034.107

= i 0,07043 0,08529 0,03046 0,06435 0,03259
p —(ot+c)

Eine eingehendere Abschidtzung hat wenig Sinn; wir begniigen uns viel-
mebr mit der Feststellung, daB der groBte so erreichbare Winkel rund
300 betragt.

Die Reihe fiir ' konvergiert offenbar bedeutend schlechter. Doch
wird dadurch die Konvergenz der iibrigen Reihen in keiner Weise beriihrt,
da y" nachtriglich aus ihnen berechnet ist. Vielmehr wird umgekehrt
die Reihe fiir 3" umso schlechter konvergieren, je besser dies bei den
_ andern der Fall ist, d.h. je groBere Werte mit ihnen erreichbar werden.

Es liegt hier ja einfach die Aufgabe vor, die gewonnenen Ldsungen &, ..., p;,
in die Funktion —g—f— einzutragen und diese dann nach ¢ zu integrieren,
W

was prinzipiell keine Schwierigkeit mit sich bringt. Diese Aufgabe ist
durch den Ausdruck fiir ¢’ aus Zahlentafel 2 nidherungsweise nur fiir
kleine Werte von ¢,, ¢, gelost. Fir groflere Werte miifte man entweder

[¢

dp,,
Glieder zweiten Grades hinaus fortfithren oder aber eines der vielen Ver-

. . dH s .
die Entwicklung von nach Potenzen von c,e—¢1f, ¢,e—¢:t iiber die

fahren zur numerischen oder graphischen Auswertung des Integrals j ng[ dt
W

heranziehen. Wir gehen darauf nicht niher ein, weil wir keinen Gebrauch
von der Losung machen wollen.

Die Genauigkeit der Niherungen von Tafel 2 wichst mit der Zeit,
weil die hoheren Glieder rascher abnehmen. Man erkennt ferner, daB bei
Beschrinkung von ¢ und ¢’ auf Werte bis zu 10° die Genauigkeit der
Glieder ersten Grades fiir die Zwecke der Zeichnung ausreichen diirfte.

2. Beispiel. SchlieBlich betrachten wir noch als Beispiel fiir die
symmetrischen Drehachsen die Drehung Nr.4 von Zahlentafel 1. Hier sind
die Aussichten fiir eine gute Konvergenz besonders giinstig. Es ergibt

sich namlich wegen 4, = ¢, % aus (49) oder (50) fiir alle symmetrischen
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Drehachsen, daB (4) nur Glieder mit geradem Grad besitzt. Daraus
folgt, daB jetzt nur Gleichungen (30,) mit ungeradem r auftreten; die mit
geradem 7 sind mit (30,) identisch und konnen fortgelassen werden. Des-
halb kommen in den Losungen (27) nur die ungeraden Potenzenvon 2 vor.

Der Gang der Rechnung ist im wesentlichen derselbe wie im 1. Bei-
spiel. Im einzelnen sind gewisse Abweichungen bedingt durch den hier vor-
liegenden 3. Fall: es muB die Transformation (10) noch durch (14) in eine
reelle Form iibergefithrt und dann nach § 2, Ziffer 2 verfahren werden. Das
Ergebnis ist in Zahlentafel 3 zusammengestellt. Die Form der Koeffizienten
von gin (w, -+ &) und cos (w, -+ €) ist darin durch die Gleichungen (37) bedingt.

Die Konvergenz der Reihen beurteilen wir nach denselben Gesichts-
punkten wie beim 1. Beispiel. Allerdings kann die Forderung, dal das
Verhéltnis der Glieder << % sein soll, nicht fiir jeden Wert ¢ erhoben
werden, da es sich hier um Schwingungen handelt. Offenbar kommt es
nur auf deren (abnehmende) gréfite Ausschlige an. Wenn wir nun in
den Gliedern dritten Grades jeder Reihe simtliche Koeffizienten absolut
nehmen und die sin und cos gleich Eins setzen, so entsteht dadurch eine
mit wachsendem ¢ abnehmende obere Schranke fiir die Summe dieser
Glieder. Diese wird von der Summe der Glieder ersten Grades immer
wieder um mindestens das Zehnfache iibertroffen, wenn 1. die Summe der
Betrige simtlicher Koeffizienten der Glieder dritten Grades < {5 von der
der Glieder ersten Grades ist und wenn 2. dasselbe fiir die Koeffizienten
der rein trigonometrischen Glieder gilt. Wenn auBerdem 3. in den Reihen
fiir o, und «, das zweite Glied < 75 des ersten wird, betrachten wir die
Konvergenz aller Reihen als gentigend.

Die drei Forderungen sind beispielsweise erfiillt fiir ¢, = 0,8, ¢, = 1,4,
¢ = 0. Man findet fiir diese Werte, daB ¢’ in der periodischen Lésung
zwischen ~ --12,0° hin und her schwankt, 9 zwischen ~ 4 19,77,
wihrend sich der grofBte auftretende Winkel in der asymptotischen Ldsung
fiir t = 0 zu ¢ =~ 45,3° ergibt.

Die Reihe fiir v, die aus (38) gewonnen wird, hat im Gegensatz zu
Zahlentafel 3 nur Glieder geraden Grades. Es zeigt sich bei néherer
Betrachtung wieder, daB die Konvergenz dieser Reihe fiir grofle Winkel
schlechter ist als die der iibrigen, wenn auch nicht so schlecht wie im
1. Beispiel. Es gilt auch hier das dort Gesagte; wir brauchen den langen
Ausdruck fiir 9 nicht anzuschreiben, weil wir ihn nicht benutzen werden.

Mit den behandelten Beispielen wollen wir uns begniigen. Sie diirften
gezeigt haben, daB man mit Hilfe der Reihenentwicklungen auf einem
zwar etwas miihsamen, aber doch gangbaren Weg auch zu einer gewissen
zahlenmiBigen Beherrschung unserer Kreiselbewegungen gelangt.

(Eingegangen am 30. Januar 1937.)
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