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Konstruktion algebraischer Zahlkorper
mit beliebiger Gruppe von Primzahlpotenzordnung I.

Von

Arnold Scholz in Kiel.

Emmy Noether zum Gedéchtnis.

Die Aufgabe, iiber einem gegebenen endlichen algebraischen Zahlkorper
einen solchen mit vorgegebener Gruppe ungerader Primzahlpotenzordnung
zu konstruieren, wird hier mit Hilfe des Richterschen Einbettungssatzes®)
gelost. Nach meinen friiheren Ergebnissen®) kann man damit auch Korper
mit beliebiger zweistufiger Gruppe ungerader Ordnung bilden, wéhrend
ich das zuletzt®) nur von den zweistufigen Gruppen mit zwei Erzeugenden
sagen konnte. Die jetzige Konstruktion wird in Schritten von Primzahl-
grad | vor sich gehen, ohne daB sich I verzweigt, und zwar werden
in 1. brauchbare hinreichende Bedingungen fiir eine Erweiterung I[-ten
Grades angegeben fiir den im Richterschen Satz vorgesehenen Fall. daB
der Grundkérper die I-te Einheitswurzel { enthdlt. In 3. werden die
I-ten Einheitswurzeln im Grundkérper entbehriich gemacht und dann
in 4. gezeigt, daB die Erweiterung [-ten Grades immer so gebildet werden
kann, daB jedesmal die hinreichenden Bedingungen fiir eine Fortsetzung
der Konstruktion erfilllt sind; beides auf Grund von 2., wo die an sich
wichtige Frage, wie aus einer Erweiterung alle moglichen entstehen,
beantwortet .wird. Die Notwendigkeit der Konstruktionsbedingungen
wird in 6. erdrtert; es werden dann in 7. und 8. je eine l-Entwicklung
der freien Gruppe von n Erzeugenden gegeben, in der jede I-Gruppe an
endlicher Stelle auftritt; bei Konstruktionen in solcher Reihenfolge sind
die in 1. gefundenen hinreichenden Bedingungen auch notwendig. 9. ordnet
die Zweigkorperbildung aus®) in diesen Konstruktionsplan ein und erdrtert
die Lage fiir den quadratischen Fall.

1) H. Richter: Uber die Losbarkeit einiger nichtabelscher Einbettungsprobleme.
Math. Annalen 112 (1935), S. 69 —84, insbes. S. 72.
2) Reduktion der Konstruktion von Korpern mit zweistufiger (metabelscher)
Gruppe. Sitz.-Ber. d. Heidelberger Akad. 1929, Nr. 14.
3) A. Scholz, Die Kreisklassenkdrper von Primzahlpotenzgrad ... II. Math.
Annalen 110 (1935), S. 633—649.
Mathematische Zeitschrift. 42. 11
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&

Es sei gleichzeitiz auf die Wittsche Losung*) der entsprechenden
Konstruktionsaufgabe in Funktionenktrpern gerade der Charakteristik I
und seine gruppentheoretische Einteilung der Konstruktion hingewiesen.
Das Konstruktionsproblem ist hier und dort allerdings sehr verschieden:
wihrend dort, nach dem Hauptergebnis von Witt, die Existenz von
Korpern mit beliebiger I-Gruppe durch die Existenz des Abelschen
Unterkorpers vem Typ (I, 1, ..., 1) gesichert ist und von da aus jede
Teilerweiterung beliebig vorgenommen werden darf so setzt hier die
Existenzfrage gerade an der Stelle ein, und jede Erweiterungsméglichkeit
ist von der passenden Auswahl der vorangehenden Erweiterung ab-
héngig.

1. Gegeben sei eine Gruppe ®& von Primzahlpotenzordnung I». Wir
entwickeln & in eine Hauptreihe

F <G, -< By ... -< Gy = ©

=€1u (szu s e u(i.m,

(1)

in der J die Identifizierung (identische Faktorgruppe) bedeute und G,_,
= (,/C, maximale echte Faktorgruppe von &, sei (G, >- G,_, eine
,-einfache Aufspaltung’ von ®,_,). Neben den zueinander inversen
Faktorgruppen- und Aufspaltungszeichen, —<C und >-, verwenden wir
wie oben das Zeichen  fiir die absteigende Aneinanderreihung von
Gruppenfaktoren. (Bei Krull®) findet sich ™ im aufsteigenden Sinne.)

Da jede I-Gruppe ein nichtidentisches Zentrum besitzt, hat die
Hauptreihe (1) lauter Faktoren €, der Ordnung I, und zwar liegt stets
€, im Zentrum von G,, weshalb wir G, eine zentrale Erweiterung
(Aufspaltung) von ®,_, nennen. Wir kénnen darum die Aufgabe, einen
Korper mit beliebiger I-Gruppe ,, zu bilden, auf die folgende zuriick-
fiilhren: einen Korper mit gegebener I-Gruppe &, _, in einen solchen
mit der Gruppe ®, einzubetten, wo &, irgendeine Aufspaltung der
Relativordnung I von ®,_, ist. Dann ist die Gesamtkonstruktion in m
Teilschritte zerlegt, und jedesmal ist der zur Gruppe ®,_, konstruierte
Normalkérper K,_, in einen iiber dem Grundkérper K, normalen Korper
K, einzubetten, dessen Gruppe sich ®, so isomorph zuordnen lifit, daB
die alte Zuordnung zwischen &, _, und der Galoisgruppe von K,_,
dabei erhalten bleibt. — Dementsprechend werden wir zwei Aufspaltungen §,
und 9, einer Gruppe G erst dann als isomorphe Aufspaltungen ansehen,
wenn sie sich so einander isomorph zuordnen lassen, daf ® dabei in Ruhe

4) E. Witt, Konstruktion von galoisschen Kérp>rn der Charakteristik p zu
vorgegebener Gruppe der Ordnung p”. Crelle Journ. 174 (1936), S. 237--245.
5) W. Krull, Math. Zeitschr. 23 (1925), S. 169.
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(elementweise ungeéndert) bleibt. $, und §, heiBen dann ®-Aufspaltungen
vom ,,gleichen Typus‘®).

Der Richtersche Einbettungssatz (p-adische Fassung) besagt
nun fiir unsere /-Gruppe, da8 die der Aufspaltung G,_, —<< ®, ent-
sprechende Einbettung K, , —<< K, unter der Voraussetzung, da8 K,
die [-ten Einheitswurzeln enthlt, dann méglich ist, wenn fiir jede Primstelle p
aus K, ein entsprechendes p-adisches Einbettungsproblem lésbar ist. Das
bedeutet, wenn P, allgemein die p-adische Erweiterung von K, ist, deren
Galoisgruppe isomorph zur Zerlegungsgruppe 3, eines p-Primteilers p,
in K, ist: Einbettung von P,_, in einen P, mit einer Galoisgruppe,
isomorph zu irgendeiner Untergruppe 3, von ®, der Eigenschaft
(2) 3”(5,,/(5,“ = 3/&-—1-

Dabei gibt es beim Ubergang von G,_, zu G, folgende zwei Moglichkeiten

@) Ju—: besitzt in &, ein Représentantensystem 3,, das selbst
eine Gruppe ist, so daB die Aufspaltung 3,6, von 3,_, in ®, das
schiefdirekte Produkt von 3, und €, wird. (Weil €, im Zentrum liegt,
gilt sogar 3,€, = 3, xC,.) Dann darf man dieses 3, in (2) wihlen,
und wegen der Isomorphie von 3, mit 3,_, bleibt P, = P,_,. In
diesem Falle besteht also fiir » kein Einbettungsproblem.

B) Jedes Reprisentantensystem fiir 3,_, in ®, erzeugt bereits Gu.
Das bedeutet €, << 3, = 3.C€y; 3,/€ = 3u—,. BEs ist ,,das ent-
sprechende Einbettungsproblem zu lésen. 3, heit dann im Sinne von
R. Brauer”) eine ,reduzierte Aufspaltung von 3,_,, €, nach Burnside®)
eine zur Erzeugung ,entbehrliche Untergruppe von 3,.

Die Zuriickfiihrung der Einbettung K,_, —<C K, auf diesen p-adischen
Sachverhalt 188t sich zahlkérpertheoretisch wieder so ausdriicken:

Zahlentheoretische Fassung des Einbettungssatzes: Die
Einbettung K,_, -< K, gelingt mit K, > { als Grundkirper, wenn sie
tber allen Zerlegungskorpern von K,_,|K, gelingt.

Dies ist nach der vorangesetzten Erorterung klar. Dabei ist die
Einbettung trivialer Weise fiir die Zerlegungsgruppen méglich, bei denen
€, als direkter Faktor auftritt. Aber auch fiir die anderen p vereinfacht
sich im allgemeinen die Einbettungsaufgabe. Ist insbesondere p in K, _,
nicht verzweigt, also seine Trigheitsgruppe T = 1 und etwa Ord § = f,

6) A. Scholz, Uber. die Bildung algebraischer Zahlkdrper mit auflésbarer
Galoisscher Gruppe. Math. Zeitschr. 80 (1929), S. 332—356, insbes. 337—340.

7) R. Brauer, Konstruktion der Schiefkérper von endlichem Rang, Crelle Journ.
168 (1932). S. 44—64.

8) Vgl. H. Wielandt, Eine Kennzeichnung der direkten Produkte von p-Gruppen.
Math. Zeitschr. 41 (1936), S. 281—282.

11*
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so ist die Einbettungsaufgabe fiir p stets 16sbar; denn dann handelt es
sich unter ) nur darum, den Kongruenzkérper mod » vom Grade f in
den vom Grade f! einzubetten. Also braucht man nur die verzweigten p
zu betrachten. — Da wir ferner nur mit emnfach verzweigten Kérpern
(Verzweigungsgruppe B = 1) operieren, d. h. hier P == I, sind alle
Tragheitsgruppen zyklisch.

(Fir die Giiltigkeit der Richterschen Einbettungssatzes ist iibrigens
nur wesentlich, daB die Erweiterung G, >- G,_, zentral ist. Hat K,
irgendeine Gruppe, und setzt sich €, aus irgend welchen zentralen
zyklischen Bestandteilen zusammen, so muB nur K o die entsprechenden
Einheitswurzeln enthalten, wie Satz 1b in ') sagt.) — Es gilt nun ein

Spezieller Einbettungssatz: Ist K|K, e Normalkérper, in
dem alle in K verzweigten Primideale p aus K, Normen sind (in Primideale
vom Relativgrad 1 zerfallen), und gilt N(p)=1(", h = h(p), so sind
alle zentralen Erweiterungen von K méglich, in denen die Trigheitssubstitution
T = T (p) hichstens die Ordnung It erreicht — vorausgesetzt, daf K, wieder
die enisprechenden Einheitswurzeln enthilt; fiir unsere Konstruktion (1) also
die I-ten Einheitswurzeln, die nachher allerdings entbehrlich werden.

Dabei soll N (pe) = — 1 fiir unendliche Primstellen gesetzt werden;
diese scheiden also fiir zyklische Verlingerungen aus.

* Zusatz®): Die Erweiterungen kénnen wieder einfach verzweigt
gewdhlt werden, wie in 5. hinter (18) gezeigt wird.

Um die bisherigen Bezeichnungen zu verwenden, fithren wir den
Bewers fir K = K, , -< K,, wo wir den Satz wirklich brauchen.
Da nach Voraussetzung Zerlegungs- und Trigheitsgruppe fiir die Verzweigten
zusammenfallen, so ist nur die Einbettung ihrer zyklischen Tragheitskérper
zu untersuchen, und zwar nur, soweit sie ihre Ordnung beim Ubergang
von G,_; zu ©, ,verlingern“ (Fall G, < 3 =% = [T} Tu
={Tp—s}; Tuey = T,GC,; Od T,_, = It—1; Ord T, =105 k< h).
Es bleibt dann also nur die Behauptung, daB sich ein einfach verzweigter
zyklischer Korper K,_; vom Grade /*—! in einen solchen vom Grade 7
einbetten 1aBt, wenn N(p) =1 (I*) fir die verzweigten p. (Fiir die
nicht voll verzweigten p geniigt ein entsprechend niederer Exponent.)
Diese nachher unter 6. als Aufgabe L formulierte Einbettungsméglichkeit
folgt z. B. klassenkérpertheoretisch aus meiner Lésung®) der D.M.V.-
Aufgabe 169 und p-adisch aus der Richterschen Arbeit ,,Uber Abelsche
Koérpereinbettungen®1?), deren Voranzeige dies Ergebnis unter 1. bis 3.

8a) Einfiigung vom Juni 1936.

°) A. Scholz, Jb. D.M.V. 45 (1935), S. 35—38; Berichtigung S. 112.

10) H. Richter, Math. Annalen 112 (1936), S.700—726; Voranzeige: Jb.D.M.V.
45, S. 235.
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enthilt. Es darf dabei nach 3. die Einbettung, wie oben im speziellen
Einbettungssatz, einen [-Potenzschritt vollziehen, oder es diirfen auch
Einheitswurzeln im Grundkorper fehlen; nur fiir 7 = 2 darf man nicht
beide Verallgemeinerungen beliebig verbinden.

Wir brauchten also zur Fortfiihrung unserer Konstruktion jedesmal
die Erweiterung K, nur so zu wihlen, daB die Bedingungen des speziellen
Einbettungssatzes erfiillt sind. Da sich ferner die Erweiterungen, wenn
iiberhaupt, immer so durchfiihren lassen werden, daf die jeweiligen Fiihrer
zu einem vorgegebenen Ideal, insbesondere zu I, teilerfremd sind, so gelingt
dann die Konstruktion bei beliebigem Grundkérper, wenn der spezielle
Einbettungssatz auch fiir den rationalen Grundkérper richtig ist. Um
beides zu erreichen, brauchen wir die folgenden Sitze, die uns die Frage
beantworten:

Wie erhdlt man alle Erweiterungen K, von K,_, mit der Gruppe G,
aus einer solchen ?

%. Durchkreuzungssatz: Es seien K’ und K" zwer Normalkorper
uber K,, die Erweiterungen gleichen Typus’ tber threm Durchschnitt K
seten, d.h. thre Galoisgruppen lassen sich so einander isomorph zuordnen,
dap die Galoisgruppe von K dabei keine Permutation erleidet. Ferner mige
die Gruppe von K'|K im Zentrum der Gruppe von K'|K, liegen (also auch
bei K”). Dann gibt es einen Korper K°|K,, dessen Gruppe isomorph zu der
von K'|K ist, und fiir den

K' K" = K'x K* = K" x K°.
Umgekehrt erhilt man aus einem K’ alle K mit einer Gruppe gleichen
Typus’ und [K', K'"] = K, indem man K' mit einem zu K’ fremden Kirper K°
beliebig ,,durchkreuzt, d. h. K’ x K° bildet, irgendeine isomorphe Zuordnung
N ~ 8 der Gruppen von K'K°|K' und K°K'|K°K wihlt und den zur
Gleichung S° = S8 gehorigen Unterkirper K" von K’ K° nimmt (in dem S’
dieselbe Substitution bewirkt wie S°).

Indem man dabei K simtliche zu einer Untergruppe des Zentrums
der Gruppe von K’ gehorigen Unterkorper von K’ durchlaufen 148t,
erhdlt man sdmtliche ,mit K’ verwandten‘ K'/, die aus irgendeiner
Abelschen Durchkreuzung von K’ entstehen ™).

Relativierung: Sollen im Durchkreuzungssatz K,, K°, K', K"
Normalkorper iber einem miederen K, sein, so muf nur die obengenannte
1somorphe Zuordnung S° ~ S’ eine Operatorisomorphie nach der Gruppe von
K [K,, ergeben, d.h. der Transformation von S° mit einer Substitution R
von K [K,, mufl auch die Transformaiton wom S mat R entsprechen.
Besteht eine solche operatorisomorphe Zuordnung zwischen den Gruppen von

11) Vgl. E. Witt, a.a.0.4), S.241, Z. 2529,
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K°/K, und K'|K, so lift sich auch wirklich K' iber K so mit K° durch-
krewzen, daf wieder ein Normalkorper K" iber K, entsteht.

Wohlgemerkt braucht in diesem Falle die Gruppe von K’/K nicht
dem Zentrum von K'/K , anzugehoren.

Die Giiltigkeit dieses Durchkreuzungssatzes ist eine rein gruppen-
theoretische Angelegenheit der Galoisgruppen der angefithrten Korper,
also nicht von der Eigenart der Korper abhingig. Er la8t sich gruppen-
theoretisch so formulieren:

Satz vom relativen Quadrat: Gegeben seien zwes isomorphe zentrale
Aufspaltungen $,, $, der Gruppe G (6 = $,/%, = $,/Uy; €A < 3(Hy),
Ay < 3(9,); 9, und $, isomorph so zuordenbar, daf dabei jedes Element
von ® in sich tibergeht). Damn lipt sich das relative Produkt $* von $,
und 9,, d. h. die kleinste Aufspaltung von ®, die $, und £, als Fakior-
gruppen besitzt, — abstrakt das relative Quadrat des Aufspaltungstypus
H>-6 — als direktes Produkt zweier Gruppen vom Typus $ und A dar-
stellen. '

Dasselbe gilt fiir Gruppen mit Operatoren bei Operatorisomorphie
und Operatorinvarianz der einzelnen Gruppen.

Die Umkehrung, daB alle $, aus $, auf dem Wege
H < 5 XUA>-9,

G

entstehen, ist bereits im Durchkreuzungssatz ausreichend formuliert.
Beweis: Das relative Produkt zweier Aufspaltungen $, und §,

von G hat nach °) folgende Gestalt: Ist G = 'S, §, = T8, H, = TS89,

und dabei §' der Repriisentant fir S in §,, §” fir S in $,, so haben

im relativen Produkt $ zwei Elemente &' 4, und 8" A4, als Stiicke (Kom-

plexe) von % dann einen Durchschnitt [S'4,, 8”4, = S4,4,, wenn
8" und S” aus demselben S von ® hervorgegangen sind. Insbesondere
gilt dabei

(4) 18,871 =58; [4,,B) =4, [E,4,)=4,,
wenn E, und E, die Einheitselemente von §, und $, sind. Die Kom-

position der Elemente in § 1aBt sich aus ihren Komponenten in $,
und $, ablesen:

(5) ST =V -
liefert
(6) S4,4,-TB,B,=7VC(,C,.
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Insbesondere ergibt eine definierende Relation f(S) =1 in &, die
f(8)=H, in  (H, <) und {(8') =H, in §, (H, <Y, lautet,
(7 /(5) = H,H, in §.

Sind 9, und §, die Galoisgruppen der Normalkérper K, und K,, G die
Gruppe ihres Durchschnitts, so ist § die Gruppe von K, K,. Die Struktur
von & ist durch den Typus von $, und §, bekannt, noch nicht dagegen
durch die Struktur der Gruppen ®, %A, $,, U,, H, allein®).

Der korpertheoretische Durchkreuzungssatz ist dann eine unmittelbare
Anwendung des gruppentheoretischen Satzes vom relativen Quadrat, wo-
bei gegebenenfalls die Operatoren der Gruppe als die Substitutionen von
K,/K,, zu deuten sind. Wir brauchen daher nur noch den gruppen-
theoretischen Satz zu beweisen.

Wir gehen dabei von einem festen Isomorphismus 8’4, ~S"4,
zwischen $, und $, aus, und zwar treffen wir die Reprisentuntenwahl S”
fiir S so, daBl §” ~ 8" wird. Fiihrt der Isomorphismus allgemein 4,, B, ...
aus U, in 4,, By, ... aus A, iiber, so liefert bei dieser Festlegung der
Bezeichnungen schon eine in §, giiltige Gleichung (5) die darunter-
stehende in §, und damit die resultierende (6) in $®. Die Elemente
S4,4, in $° die dem Isomorphismus 4, ~ A4, geniigen, bilden daher
eine Gruppe $,,. Wir behaupten nun, es ist

8) H =9,y X ¥,.

Jedenfalls liefert SA4,4,C, alle Elemente von $? genau einmal, wenn S,
4,, C, die Gruppen G, %,, %A, unabhingig einmal durchlaufen. Ferner
ist C, mit S 4, 4, vertauschbar, némlich erstens mit den Elementen A4, der-
selben Abelschen Gruppe 9,, mit 4, wegen % = A, x A,, schlieBlich mit S
aus folgendem zentralen Grunde: weil C, dem Zentrum von §, angehdort,
gilt dort C,8” = 8”C,, also C,8 =8 C,C, in $* und dann §' = 8'C,
in §,. Also ist C, = 1. Damit ist (8) bewiesen.

Ist weiter $, mit Operatoren R versehen, ® eine R-invariante Faktor-
gruppe von $,, und £, eine zu $, R-isomorphe Aufspaltung von ©, so
ist mit %, auch U, R-invariant, ebenfalls $,,, weil (S4,4,)2 = T B,C,
mit B, A C, auch

(84" = T'B, 4 T C, = (8" 4,)%
zur Folge hitte. — Damit besteht aber auch Operatorisomorphie zwischen
9, und H, und, w.z.b. w., zwischen $*/$,, und A, oder U,.

Umgekehrt: Ist & = 8, § = X84 gegeben und € = XC eine

zu A = X' 4 isomorphe Gruppe, so bilde man das absolute Produkt von $
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und € (Galoisgruppe zweier teilerfremder Normalkérper mit § und € als
Gruppe), das sich § x € darstellt mit

9 $=9%xCF €=9xC/§ $= 284, €==xC.

Jede (operator-)isomorphe Zuordnung von ¥ und € liefert dann durch
Identifizierung entsprechender Elemente 4 = C eine zu § isomorphe Auf-
spaltung ¥ 8” B von ®, und jede Durchkreuzung bestimmt eindeutig eine
isomorphe Zuordnung. Die Anzahl der Durchkreuzungsmdoglichkeiten mit
einer einzigen zu U isomorphen Gruppe € ist also gleich der Anzahl der
Automorphismen von 2. Deutet man alle Gruppen entsprechendermafBen
als Galoisgruppen der im Durchkreuzungssatz genannten Korper, so erhilt
man auf diese Weise die Anzahl der Korper K", die aus K’ bei Durch-
kreuzung mit einem festen K° hervorgehen und dabei mit K’ genau den
Durchschnitt K haben. (Ist nur K” > K, K"K° = K'K° gefordert, so
mull man die Anzahl der homomorphen Zuordnungen von 9 in sich nehmen )

Wir werden im folgenden (I 4= 2) ohne Operatoren auskommen.
Wichtig ist aber noch die :

Bemerkung: Innerhalb der Kommutatorgruppe zweier $, und §,
gleichen Typus ist die Zuordnung 4, ~ 4, unabhiingig von der Durch-
kreuzung: Jedes erzeugende S konnte statt S' allenfalls einem S’ 4, zu-
geordnet werden. Bei Abdnderung 8 — S'4,, T"— T' B, geht aber der
Kommutator (S’, ') in sich iiber.

Ist speziell A eine Gruppe {4,,...,4,} von r Erzeugenden der
Ordnung I, wihrend $ = {§,, ..., S,} eine Gruppe von I-Potenzordnung
mit genau n Erzeugenden ist, so hat man die I*” Automorphismen

(100 S -STA01<rv=n 1<o0=<r 0<t,<D),
die die Faktorgruppe G = $/U in Ruhe lassen; vgl. Witt%), S. 238. Be-
reits die Wittsche Untergruppe $* = (S:, ..., S,} geht hier elementweise
in sich iiber.

Wir konnen uns im folgenden auf Kommutatoraufspaltungen

6-<6uUA=9;

A< ' beschrinken, indem wir in der Hauptreihe (1) die maximale Abel-
sche Faktorgruppe auftreten lassen und dementsprechend die Konstruktion
des Abelschen Teilkérpers von &, nach Vorschrift des speziellen Ein-
bettungssatzes an die Spitze stellen.

3. Aufgabe: Gegeben ein absolut normaler, einfach verzweigter Korper I'
mit -Gruppe 6. 9 sei eine zentrale Kommutaloraufspaltung l-ter Ordnung
von ®, d.i. Fakior einer Schurschen Darstellungsgruppe) von G.

12) J. Schur, Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene
lineare Substitutionen, Crelle Journ. 127 (1904), S.20—50; 132 (1907), S. 85—137;
vgl. hier 132, S.85.
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In I seien alle Diskriminantenteiler p Idealnormen, und es gelte p = 1(I%),
wo I etwa gleich die hichste wn einer gegebenen Gruppe K >—$ vor-
kommende Ordnung sei. Es soll I' in einen I'" mit der Gruppe $ einge-
bettet werden.

Losung: Wir adjungieren ¢ und betten K = I'({) in einen K’ mit
der Gruppe $ iiber K, = P({) ein. Das geht, weil auch in K/K, die
Bedingungen des speziellen Einbettungssatzes erfiillt sind. Nun bilden
wir den absoluten Normalkérper K = K'K” ... K¢—1, dessen Teilkérper
K", ..., K@= aus K’ durch die Substitutionen R, ..., RI=2 (RI=! = 1)
von P (¢) hervorgehen. Dann zentrieren wir K, d.h. wir bilden den zur
Gruppe der (R — 1)-ten Potenzen der Substitutionen von K/K gehérigen
Unterkorper K, dessen Gruppe iiber K im Zentrum seiner absoluten
Gruppe liegt. Wir behaupten: der absolut normale Korper K hat gleich K' eine
Gruppe $ tber K,, und es gilt K = K, x I, wo I ein Kérper mit ab-
soluter Gruppe $ ist, und zwar ist I einfach verzweigt, wenn man K'/K,
nach dem Zusatz des Speziellen Einbettungssatzes einfach verzweigt wihlts®).

Seien nédmlich etwa K', K”,..., K noch voneinander unabhingige
Erweiterungen von K, wahrend der durch R” aus K’ hervorgehende K¢ +1
inK'K”, ..., K?liegt, soliegt auch K¢+ in K" ... KOKC+D <K', K"
w s f. Also ist K’K”...K® = NK' =K. War A die erzeugende
Substitution von K'/K, so sei jetzt A diejenige Substitution von K, die
A in K' bewirkt, K” bis K® aber in Ruhe 1a8t. A% permutiert dann K’
und 1aBt K" bis K™ in Ruhe; allgemein permutiert 4%¢(p =0, ..., 7 — 1)
den Koérper K@+1 yund laBt K@+2 bis K® in Ruhe. Daraus folgt
aber, daB A, AR, ..., A"~ linear unabhingig sind; denn A2’ ist keine
Linearverbindung der 4%° (0 < o <C o), weil es K©¢+1 permutiert, wihrend
die A%° es in Ruhe lassen. Also bilden A, AR, ..., AR~ eine Basis
fiir die Abelsche Gruppe % von K/K, die sich daher aus 4 symbolisch

=1

erzeugen laft: A= TAF®, Ist dabei 42" = [T AR%, so hat 4 als
symbolische Ordnung das Ideal (I, H (R)) mit o

HRY=R —hy_RF-1— ... —hR—bhy=(R—a)...(R—a,)
mod I, weil A& '—1 =1, also H|R'—! —1 mod [

Die Zentrierung von % bedeutet nun: Bildung der Faktorgruppe mit

der Relation 48—1 — 1. Dann bleibt von % nur was iibrig, wenn R — 1 [H,
also 1 eine der Wurzeln a,, ..., a, ist. Wir zeigen nun: es fallt wirklich
ein g, = 1 aus, wenn 4 im Kommutator von $ liegt.
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Man kann % = (4.} x {4,} x ... X {4,} in absolut invariante zyk-
lische Faktoren der Ordnungen (I, R — a,) zerlegen. Sei nun a, % 1, -und
bildet man die Faktorgruppe A, = A/ JT {:4_(,}, so ist A, ein direkter

e<r

Faktor von §, = G U ¥,, was so folgt: K ist eine zentrale Erweiterung
von K iiber K,; U, liegt daher im Zentrum von $,, und unsere Be-
hauptung ist richtig, wenn wir ein vollstindiges Restsystem mod %, in §,
angeben konnen, das eine Gruppe bildet. Nun sind die Substitutionen
von G im Gegensatz zu denen von 2, gegeniiber R invariant, und da-
her gilt fiir jedes S in §, eine Transformation SE = SA;. Lé&st dann %
die Kongruenz (@, — 1)z =c¢mod [, so ist S4, " gegen R invariant. Da
die Losung  eindeutig ist, so bilden die gegen R invarianten Elemente
von §, gerade eine vollstindige Restgruppe mod %,. Somit gilt §, = & x %,
und der Kérper K, mit der Gruppe $, ist daher eine K -Klassenkérper-
1

erweiterung von K, d.h. K, = K(V;c;) mit o, aus K;,. Wéren nun alle

@y, ..., % =1, so wire damit auch K eine solche Klassenkérpererweiterung
1

!
E\Vea,, ..., Voc,.), wihrend doch der darin enthaltene Koérper K’ eine
Kommutatorerweiterung sein sollte. Also muf etwa a, = 1 sein.

Nun haben wir nur noch zu zeigen, da der zu $ = $, gehérige
Kérper K = K, x I zerfillt, daB also §, direkter Faktor von (Rl w9,
und eine zu § isomorphe Aufspaltung von & ist. Das erste ist bei ein-
facher Verzweigtheit von K/K, und wegen Ord R =1 — 1 auch sonst
richtig wenn §, bei R in Ruhe bleibt. Das ist diesmal jedenfalls fiir U,
der Fall, und daher héngt die Transformation SE = SA4{ nur von der
" Restklasse mod A, ab, liefert dann aber SEF — SAi'l, und es ist wegen
R—1 =1 auch ¢=0(]). Zweitens ist X mit K’ verwandt ($,~$);
nimlich es geht K’ in K bei einer passenden Durchkreuzung mit den

1 !
Kérpern K (Va), ..., K (Va,) iiber, deren Gruppen 9%,, ..., %, iiber K vom
oben erorterten Typus %, sind; denn es gilt

1 l - _
(11) K x HK(V(X.(,) =K’ X HK(V(XQ) = K.
9>1 0>1
K geht also aus K’ jedenfalls bei iterierter Durchkreuzung hervor, die

l
sich natiirlich durch eine mit einem K (V) ersetzen laBt. (Bei r =1
ist K = K’')) — Damit ist alles bewiesen.

Bemerkung: Im Falle 2 >1, I =2 kann man entsprechend
schlieBen, daB die Gruppe der (R — 1)-ten Potenzen in A den vollen
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Index I* besitzt, und daB der zugehérige zentrierte Kérper K ein absolut
normaler Korper mit der Gruppe § iiber K ist. Man kann aber nicht

mehr K = K, x I behaupten; denn eine erzeugende Substitution S von

K|K, kann mit der Trigheitssubstitution R von ! einen Kommutator 4!
baben. Ist dieser == 1, so erbédlt man entweder nur ein l-verzweigtes I™
oder gar kein I''. In beiden Filler wiirde aber auch bei der Abspaltung
K = K, x I' die einfach verzweigte Losung I" die Eigenschaft lokaler
Erweiterbarkeit verlieren, der Richtersche Satz infolgedessen nicht in P
ungiiltig werden. — Fiir | = 2 miilte man sich, um mit der erzeugenden
Substitution R des reellen Unterkorpers der 2#-ten Einheitswurzeln ebenso
operieren zu konnen, auf total reelle K’ beschrinken.

Herstellung einer Minimalverzweigung: Hat man ein I >TI
gefunden, dessen Gruppe die zentrale Kommutatoraufspaltung $ >- &
ist, und hat I"/I" vom Relativgrad I <= 2 einen Fiihrer {f = {'¢ mit
einem in I" noch nicht verzweigten Primzahlteiler ¢ == I, so 148t sich I
so mit K}, dem Unterkdrper Il-ten Grades der g-ten Einheitswurzeln
durchkreuzen, daB sich der Fiihrer auf {* reduziert. (Der Fiihrer f ist
ein invariantes Ideal, also ein Primzahlpotenzprodukt mit rationalen Ex-
ponenten, die ganz sind, soweit die Primzahlen in I' unverzweigt sind,
insbesondere eins fiir ¢ = 1.)

Beweis?s): Jedenfalls muB ¢=1() gelten, weil N (¢g)=g¢ (I) im
Korper von [-Potenzgrad. Also existiert der Korpex K/}, mit dem wir
die Durchkreuzung ausfithren wollen. Wir schlieBen nun so: Weil I™
Zentralkérper ist, hingt die Idealklasse eines («x) in I' beziiglich I nur
von seiner Norm o ab; alle «5—1, sogar alle jS—, S Substitution von I,
gehoren der Idealgruppe von I an. Ist nun, wie wir annehmen, g noch
nicht in I' verzweigt, so ist jede zu ¢ prime rationale Zahl Normenrest
mod g einer Zahl aus /. Durchlauft daher ¢ alle zu ¢ primen Reste
in I" und 7 in P, so gilt Faktorgruppenisomorphie

(13) {ri/{r} ~ {e}/{e51, oY}

Also kénnen sich speziell die « = 1 (f') fiir jeden Klassenkdrper F/I'mod f,
der absoluter Normalkorper ist, auf hochstens ! Idealklassen verteilen,
miissen es aber auch, wenn f der genaue Fiihrer ist. Erweitert man

jetzt I mit K;, so liegt nach dem Ebengesagten wieder nur eine Ver-
teilung der a= 1(f') auf ! Idealklassen fiir I'"K, /' vor. Diejenigen
Idealklassen von I Ké /F, die Zahlideale (x) mit o« = 1(f') enthalten,
bilden daher eine Untergruppe der Ordnung I, zu der ein Klassenkdrper

12a) Abanderung und Einfiigung vom Juni 1936.
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I /I'mod f gehért, der der Gleichung I K, = I" K/} geniigh; I'" geht
also aus I mittels Kreiskorperdurchkreuzung hervor und hat nur noch
den Fiihrer f'.

Ebenso 148t sich mit einem etwaigen Teiler [?/f statt ¢ verfahren,
da I nach Voraussetzung in I unverzweigt ist. Es gilt dann (13) auch
mod 7, d. h. aber mod[?, da (13) eine Isomorphie zwischen Gruppen der
Ordnung ! ist und aus & =1 (1) schon & = of(I?) folgt. Also ist z = 2,
und es ist in den auf (13) folgenden Ausfiihrungen nur K/ durch Kl zu

ersetzen. Bei passender Durchkreuzung mit K. wird dann f von I
befreit.

Wir kénnen daher auch darauf verzichten, K'/I"({) von vornherein
einfach verzweigt zu konstruieren — dann miinden wir auf den Reichardt-
schen Konstruktionsweg %), brauchen 5. hier nicht heranzuziehen, und die
Konstruktion ist mit 4. abgeschlossen — indem wir nach der Zentrierung

K' - K = K, xI" gegebenenfalls I" mit K. durchkreuzen; etwaige
hohere I-Faktoren des K’/K-Fiihrers sind nach dem obigen Beweis schon
bei der Zentrierung herausgefallen.-

Insgesamt kann man also mittels passender Kreiskorperdurchkreuzung
von I alle Primteiler des Fiihrers von I"/I" beseitigen, die nicht schon
in I'" verzweigt sind. Insbesondere kann man einen absoluten Klassen-
kérper K'/K erhalten, wenn die erzeugende Substitution von I''/I" nicht
Potenz einer Tragheitssubstitution von I' wird, aber auch nur dann;
denn der in I' verzweigte Bestandteil des Fiihrers liegt fest als Produkt
der Primideale, die in " ihre Trigheitsgruppe verlingern (vgl. 5.).

4. Endgiiltige Konstruktion. Gegeben eine I-Gruppe ®,, in der
Gestalt (1). !5 2. Zu konstruieren ein absoluter Normalkérper mit
dieser Gruppe. Es liege bereits ein einfach verzweigter Koérper K, _,
mit der Gruppe ®,_, vor, dessen Diskriminantenteiler p voll zerfallen
sind und einzeln = 1(*) ausfallen, wenn die zugehdrigen Trigheitssubsti-
tutionen in ©,, maximal die Ordnung I* erreichen. Es gibt dann
nach 1. und 3. bestimmt einen Kérper K, mit der Gruppe G,.

Behauptung: K, lift sich so durchkreuzen, daf wieder alle Dis-
kriminantenteiler voll zerfallen und = 1 (I*) ausfallen.

Beweis: Zunichst wissen wir nach dem Letztbewiesenen, daB wir K,
so durchkreuzen kénnen, daB sein Fiihrer in K, , héchstens aus dort

13) Wie mir H. Reichardt mitteilt, erhilt er die Giiltigkeit des Einbettungs-
satzes fiir den rationalen Grundkoérper durch eigene hyperkomplexe Betrachtungen
ohne Heranziehung des Richterschen Satzes.” Seine Darstellung wird im Crelle
Journ. 176 erscheinen.
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schon verzweigten Primidealen besteht. Diese behalten von K,_, her
in K, die behaupteten Zerfallseigenschaften. Die iibrigen in K,_, ver-
zweigten p, = N (p.); 7 = 1, ..., t, konnen freilich in K, teils unzer-
fallen bleiben. Ist dabei C,* die Frobenius-Substitution von p, (sowie
von allen Konjugierten zu p,, da ja C, im Zentrum von (&, liegt), so
durchkreuzen wir K,/K, ; mit einem Kreiskorper K, folgender Bigen-
schaft:

«) q zerfalle voll in M = K, _,({;), wenn C, in ®,, maximal die
Ordnung I* erreicht.

l p—

B) Dariiber hinaus zerfalle ¢ voll in M (1 P), wo P diejenigen Potenz-
produkte I p* durchliuft, deren Exponenten der Kongruenz Xa,z, =0(l)
gentigen, fiir die also die Artin-Substitution

Ku[Ky—1\ _
ist,
{

y) zerfalle aber nicht weiter im vollen M (Vp,, ..., Vp;), wenn irgend-
ein a, = 0 ().

(Sind alle a, = 0, kann die Durchkreuzung unterbleiben.)

i r_
q kann diese Bedingungen erfiillen, wenn M (Vp,), ..., M (Vp,) un-
abhingig sind. Dies ist aber der Fall: Andernfalls miite nimlich irgend-

l—_
ein VP,, Py =1IIpt=, in M liegen. Nun liegt aber die erzeugende Sub-

stitution B von P (¢ zh) im Zentrum der Gruppe von M wahrend sie die
1

Substitution (VP - VP) in (\/ P, VP 0) v Primitivwurzel mod 2,

transformiert. Also liegt kein VP0 in M (iberkaupt nicht in einem
Kérper, der ein Produkt von Normalkdrpern vom Primzahlpotenzgrad ist!),

Ist jetzt a, = 0(l), p, also nach B) und ) unzerfallen in qu, und
ist 7o die zu p, gehérige Substitution in K., so erfiillt die in der Be-
zeichnungsweise von (9) zu TC = 1 gehorige Durchkreuzung K < K, K
unsere Bedingungen: Da ¢ unter f) so gewéhlt ist, daB mit p, — Tn
auch p, - T"" zugeordnet ist (in Kongruenzen: p, = v'* wl; v Primitiv-
rest mod ¢), so gehért ein Primteiler von p, in K,_, zur Substitution
(TC) von K,K/, zerfillt also voll in K./K,.,. SchlieBlich ist ¢
selbst so gewahlt da,B es in K, voll zerfallt und =1 (/") ist. Damit ist
alles bewiesen!

5. Der Charakter y. Die Moglichkeit bei der oben gelieferten Kon-
struktion, die im vorletzten Kérper K, _, noch unverzweigten Primteiler
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des Fiihrers von K,,/K,, -, durchweg zu beseitigen, den Fiihrer also auf das
Produkt v der eigenen in K,, _, verzweigten Primteiler zu reduzieren, liegt
am Nichtvorhandensein von Einheiten und Idealklassen der Ordnung !
in P. Bei beliebigem Grundkorper, iiberhaupt bei I = 2, definiert
hingegen bei gegebenem KK, mit der Gruppe ® jede realisierbare zen-
trale Aufspaltung § = & w U mit zyklischem U der Ordnung I* in K
einen Charakter v, der jeder Zahl p, in K, die dort eine I*-te Ideal-
potenz ist und auferdem Normenrest modp (in K verzweigtem Ideal,
das sich in § weiter verzweigen muBl), eindeutig eine Substitution
p(y,) = 4 aus A zuordnet, die fiir I'-te Zahlpotenzen 1 ist:

Es sei K’ irgendein Kérper mit $ >— ® (K) als Gruppe. Wir be-
trachten die zum Klassenkdrper K'/K gehérige Idealklasseneinteilung in K
und setzen y(x) = 4, wenn A die zum Hauptideal («) gehodrige Artin-
Substitution ist. Dieser Charakter y, der fiir alle zum Fiihrer §(K'/K)
fremden Zahlen definiert ist, hat die Ordnung !:, wenn K’ iiber dem
Trigheitskorper von K’'/K den Grad ™ hat; der Tragheitskorper ist
dabei der absolute Klassenkérperteil von K'/K,, der bei b = h; - h, den
Grad A, hat.

Ferner gilt

% («5) = (o)
fiir beliebig in K konjugierte Zahlen, weil K’ zentral tiber K ist. Wegen
der eindeutigen Primidealzerlegung héugt dann y nur von N («) ab. —
Jetzt definieren wir fiir die Zahlen

oy = N () mod f,
das sind unter den zu f fremden Resten die Normenreste modp, den
Charakter
(15) v (o) = £ ().
Fiir beliebige Normenreste o, wird der Charakter von der Wahl von K’
abhingen, nicht dagegen fiir die I*ten Idealpotenzen y, unter den
Normenresten modv [soweit der Charakter definiert, d. h. (y,, ) =1
ist], unter die vor allem die Einheiten-Normenreste mod v gehoren:

Es seien K’ und K'' zwei verwandte Korper mit den Gruppen $,
und §,, die also zwei zur abstrakten Aufspaltung $ >>— & isomorphe
Aufspaltungen sind. Die isomorphe Zuordnung von $, und $, zu $
liege fest. Die zu K’ und K" gehorigen Charaktere y' (x) und y”(«) be-
zeichnen wir mit bezug auf diese Zuordnung einfach durch die Elemente 4
der abstrakten Gruppe 2. Ebenso %'(a,) = %' («), " (o)) =y () bel
@, = N (x) mod n. (Unabhingig von der Zuordnung 4, ~ 4, ~ A sind
diese Charaktere bestimmt fiir % <C §’, welcher Fall uns ja hauptsichlich
interessiert.) Nach 2. entsteht nun K”.aus K’ bei Durchkreuzung iiber K
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mit einem K°/K,, dessen Gruppe € zu % isomorph ist. Bei passender
isomorpher Zuordnung €' — A4 liefert dann die Durchkreuzung

’

2 (0) 1 (@) =4 (@) i K,

¥ (@) ¥° (o) = %" (%) in K,,

wobei «, in K, zur Substitution ¢ von K°/K, und dann o« in K zur
entsprechenden Substitution C von K K°(/K gehoére, wihrend #° und 3°
das nach der obigen Zuordnung C — 4 zugehérige Element 4 von A be-
deute. Nun muB aber 3°(y,) = 1 gelten, weil K° Klassenkirper vom
Grade I* iber K ist, in dessen Klassengruppe alle I*-ten Idealpotenzen
liegen miissen. Also gilt

(17) ¥ (¥0) = ¥ (v)-

Die Beschrankung {y,, ) = (y,,f’) =1 kann dabei fiir die Fiihrer von
K', K" unter Beibehaltung von y, = N (y) mod v wegfallen, wenn man

(16)

bloB v (z4') = 1 fiir jedes 7, = 1 (v) definiert. — Kam man in 3. am
Schiuf mit der Altverzweigung b des Fiihrers aus, so gilt hier wenigstens
(18) (f, 7 ...) =,

wenn man alle Korper K’, K”,... > K zur Gruppe $ durchliuft, d. h.
man kann schon ein Paar solcher Kérper finden, deren Fiihrer nur » ge-
mein haben.

Diese letzte Behauptung, die die in 1. am SchluB gemachte Aussage
einschlieBt, daB die Konstruktion einfach verzweigt fortgesetzt werden
kann, wenn bisher nur einfache Verzweigungen aufgetreten sind (iiber-
haupt verzweigungsfremd zu vorgegebenem bisher unverzweigtem Ideal),
folgt®) #hnlich wie der Zusatz von 3.:

Gegeben sei K'/K mit dem Fithrer { = wq’; w = 0 (v). Gesucht
ein K” mit Fithrer " = wq”; (9”,q'f) = 1. Dabei sei q' Primideal
in K, oder eine Potenz [* eines I-Primteilers in K;,. Da wir die Durch-
kreuzung nur iiber dem Trégheitskérper der Primteiler von q ausfiihren,
diirfen wir K als Tragheitskorper, also I* als Verzweigungsordnung von ¢’
annehmen. Jetzt sei y, ein I*-ter Potenzrestcharakter mod ¢ in K,
und zwar fiir ' = [ genau ein solcher, der y; (x,) = 1 fiir jedes oy = N ()
mit « = 1 (w) liefert, wenn («) in K zur Idealgruppe von K’ gehort;
also x; (¢)==1 fir alle nicht zur Idealgruppe von K’/K gehirigen
o= 1(w). Aus der unendlichen Menge der Primideale ¢ in K, mit
einem l"-ten Potenzrestcharakter y;, der fiir I*-te Idealpotenzen ¥, mit .
iibereinstimmt, greifen wir jetzt irgendein zu ¢ f fremdes Primideal q”
heraus. Dann gibt es in K, einen zyklischen Klassenkdrper I*-ten
Grades K° mit dem Fiihrer q' q”, dessen Zahlidealgruppe der Gleichung
%o (§) = xo (£) geniigt, die wegen Giiltigkeit dieser Gleichung fiir alle
& = y, zu einer vollstdindigen Idealgruppe erginzt werden kann.
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Jetzt bilden wir K’ K°. Dann gibt es diesmal genau I* Idealklassen
des Klassenkorpers K’ K°/K, die Zahlideale (f) mit f =1 (wq”) ent-
halten; denn wenn fiir ein solches g und seine Norm f, in K, nur
20 (By) = 1 gilt, gehért B zur Idealgruppe von K’ K°/K; auch fiir g’ = I#|
Zur zyklischen Untergruppe dieser I Idealklassen gehort aber ein Klassen-
kérper K”/K mit dem Fiihrer w q”, und es gilt K’ << K" K* << K’ K°
wegen K", K° < K’ K°; aber [K”, K] = K, wegen (¢, f (K"/K)) =1
und Vollverzweigtheit von ¢ in K°/K,. Also K" K' = K'K°, w.z.z.w.

Bemerkung 1: Der zu § gehorige Charakter o (y,) liegt auch dann
fest, wenn § einen Automorphismus 4 ~ A+ ¥ besitzt, der ® in Ruhe
1aB8t. Dann hat aber der Durchschnitt [, '], der mit ' in Ruhe
bleiben muB, hochstens die Ordnung I¥; [, §'] << |4'}, 4" die 1P —F-te
Potenz von 4. Gleichzeitig fillt aber auch » (y,) in die $ (®)-automor-
phismenfreie Gruppe {4}, d.h. v ist fiir die y, nur ein Charakter der
Ordnung I*, weil der Nichtabelsche Abschnitt der Erweiterung K’/K nur
den Relativgrad I* hat.

Bemerkung 2: Man konnte den Charakter v, wie es sonst iiblich
ist, wohl als I*-te Einheitswurzel definieren, indem man einen festen
primitiven Charakter der Gruppe % wihlt. (Bei Richter') ist diese
Gruppe sogar durch Einheitswurzeln bezeichnet.) Fiir Ord % = 2 ist das
zwar empfehlenswert, fiir [ > 2 aber gerade dann nicht, wenn I-te
(vierte) Einheitswurzeln im Grundkérper liegen. Nimmt man z. B. die
unter 3. behandelten konjugierten Kérper -K’ und K” mit dem normalen
Durchschnitt K, so fallen die zugehérigen Charaktere -y’ und x'’ fiir ab-
solut konjugierte o’ und o’ gleich, nicht absolut konjugiert aus. Sie sind

Potenzrestcharaktere <%), deren Nenner m eine gegen die Substitution R

von K = P ({) nicht invariante Gruppe erzeugen. Freilich fallt hier fiir
alle y, in K, das v = 1 aus, wie aus 3. folgt.

Beispiel fiir p(y,) = — 1 bei I = 2:

K,=P. K= (Y13, V17) soll in einen Diederkérper achten Grades
so eingebettet werden, daB die Trégheitssubstitutionen S, und S, von 13
und 17 die Ordnung 2 behalten. Also S} = S = (S,, S,)> = 1. Wobei
(S,,8;) den Kommutator S; 1 8718, S, bezeichnet. )

Losung 1:
K = P(]/— 92117 + V—Q—I—ZVﬁ) imaginir; f = P -
Losung 2:
E" =P (V21 +6 V17 + V21 — 6 V17) reell; § = 3.
Es ist (—1) = —1, und es geht K in K” bei Durchkreuzung mit

P (V—_3) iiber.
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Ebenfalls hat man p(—1) =~ 1 bei einem K enthaltenden Dieder-
xorper K mit 84 = 8} = 1; S2 = (5;,5,)- Finen K’ erhalt man, in-
dem man K'[K oben wit K4/P(V13) durchkreuzt; Kg biquadratischer
Unterkorper der g-ten Rinheitswurzeln.

Ebenfalls gilt aber auch p(—1) = — 1 fiir einen Quaternionen-
korper g > K; Gruppe: 8 = 8= (S, Sa); 8y, Sp) = 1. Einen E*Y
erhdlt man aus dem letzten K" bei nochmaliger Durchkreuzung von
E"|K wit K/P (V17).

Weitere Beispiele fir v (yo) F1 finden sich in meiner Note: Totale
Normenreste, die keine Normen sind, als Erzeuger nichtabelscher Korper-
erweiterungen (Crelle Journ. 175 (1936), . 100—107).

Die hier bel K" und K angewandte indirekte Durchkreuzung mit
zyklischen Verlingerungen der Teilklassenkorper von K liefert eine , weitere
Verwandtschaft“ der Korper K, verbunden mib ,,verwa/ndten Gruppemuf—
spaltwngen“, auf die ich in einer spateren Abhandlung eingehen will. —
Aufgabe M in 6. besitzt auch verwandte Losungen Zzu Aufgabe K in 6.

6. Wir untersuchen jetzt, wieweit fir den Fall von Korpererweiter-
ungen l-ten Grades 1m Bereiche der -Rorper die in 1. genannten hin-
reichenden Zerfallshedingungen fiir ein verzweigtes P notwendig sind. Da
wir nur einfache Verzweigungen betrachten, wird die Zerlegungsgruppe
3 = 3(p) aus zwei Elementen 7 und T erzeugh, WO T die Tragheits-
gruppe % erzeugt und 7 dapn en Repriasentant der Erzeugenden von
3% ist. Allgemein ist in der [-Gruppe 3 = 1%, T) definiert durch

(19) gh—me; =1 (LA= ge®,
(% = -y (d +'r-lc)lh =1 mod )
Wir konnen uns aber im folgenden bei der Einbettung des Korpers K
mit der Gruppe ® in einen mit der Gruppe § = ® S, wobel 3 u€C=79
ausfalle (neue Zerlegungsgruppe pach 1. eine Untergruppe von P, di

alle Restklassen mod € durchlauft!), guf Z" =11n 3und Y beschranker
Denn fiir den allgemeinen Fall 1a8t sich der zum Tragheitskorper K, gt
horige p-adische Korper Py vom Grade [n"in einen colchen des Grad

[+ E= ¢ einbetten (Primk'c‘)rpereinbettungl), and im Produkt mit dem zu
gehorigen P ist dann gtk =1 and [1Z}, (TH = 1. — Auch ol
Ubergang zu den p-adischen Korpern 188t sich dies leicht zeigen.

Bei der Aufspaltung 3-—<9 konnen folgende Falle und Unterfs
auftreten:

I Es bleibt T =110 9.

II. Bs wird Ord T = pe+1 in 9.

Mathematische Zeitschrift. 42. 12
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a) In 9 =3 v € ist € direkter Faktor.

b) € ist kein direkter Faktor, liegt aber auferhalb des Kommu-
tators 9.

¢) € liegt im Kommutator.

Ia) Es liegt Fall ) aus 1. vor; Erweiterung also ohne weiteres
moglich.

b) C = Z" liefert nur eine zyklische Verlingerung der Zerlegungs-
gruppe ohne eine solche der Triéigheitsgruppe, ist also durch Primkérper-
erweiterung moglich.

¢) C = (T,Z). Einbettung unmdéglich, da der Kommutator C' zur
Tragheitsgruppe gehoren miiBte, was gegen I. verstoBt. — Losgeldst vom
p-adischen Sachverhalt kann man dies, indem man gleich die mit der
Erweiterung sich direkt multiplizierenden invarianten: Teile {S}} und {S{}
abschneidet, formulieren als

Verknotungsaufgabe K. Einen Abelschen Korper mit S} = 8} =1,
8, Trigheitssubstitution von p, in einen solchen mit S} = S} = (8,, 8y = 1,
(S,, Sy) wm Zentrum, einzubetten.

Losungsbedingung: Es darf S, nicht Zerlegungssubstitution von p in K
sein, weil sonst in der Erweiterung K’ auch der Kommutator (S,, S,) zur
in der Zerlegungsgruppe invariant liegenden Trégheitsgruppe von p ge-
héren miilte und dann diese nicht zyklisch wire. p muB also vom
Grade 1 in K sein, ebenso jedes in K verzweigte q, dessen Trégheits-
substitution in der Aufspaltung die Ordnung ! behdlt, d.h. alle q fiir
ungerades I, fir I = 2 nur die q mit Trégheitssubstitution S, oder S,,
nicht aber S, 5S,.

(Die Bezeichnungsweise ist hier, wie teils schon frither, bei Auf-
spaltungen § >— G so gewihlt, daB S, und S, in § wieder Elemente
bezeichnen, die Reprisentanten fiir S, und S, in ® sind, und zwar
wieder Zerlegungs- und Tréigheitssubstitutionen eines Primteilers von p,
wenn sie vorher bei p in dieser Eigenschaft auftraten.)

DaB zur Loésung der Verknotungsaufgabe diese Bedingungen eben-
falls hinreichend sind, folgt ohne Heranziehung des Richterschen Satzes
bei rein verzweigtem K schon aus?®).

IT a) —.

b) Wenn schon T auBerhalb des Kommutators liegt, so auch 7' und
Z. 9 ist also eine Abelsche Gruppe {Z} x {T}. Das Einbettungsproblem
reduziert sich auf die Einbettung der Trégheitsgruppe:

Verlingerungsaufgabe L. Einen zyklischen Korper K mit einer
Gruppe {T} der Ordnung l¥ in einen solchen mit einer Gruppe {T} der
Ordnung UF+1 einzubeiten.
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Losungsbedingung: Fiir ein in K voll verzweigtes p aus K, muf
N(@p)=1(*?") von K, aus, p = p. gelten, fiir spiter verzweigte ent-
sprechende Reduktion.

IMe) Z" =T¢ ' =1in 9; T < 9’. Wenn etwa Z" in 9 schon mit
T* vertauschbar ist, multipliziert sich {Z/} mit {7} direkt und liegt in-
variant in 9); die Einbettung laBt sich dann auf Z¥ = 1 zuriickfiihren.
Wir diirfen also

(20) (7,2" ) +1in 9
annehmen, und zwar mull
(20) 2" = Triert oder = T—1

ausfallen, damit 7' bei Z** in sich iibergeht. Dabei kommt fiir I* > 2
pur T+1+7% in Frage. Es ist dann
(20) 77 = T#1+v; T2 = Tu+w .
oder

T? = T—1 auch fiir I* = 2.
Dabei bedeute !’ eine genau durch lk+1—% teilbare Zahl. Elementare
Rechnung ergibt £ = %; fiir / = 2 und A > 1 sogar ¥ > k. Es bleiben
dann folgende Aufgaben:

Einmiindungsaufgabe M. Einen Korper mit der Gruppe
St = SF =1; (8,,8,) = SI in einen solchen mit S" =S¥+ = 1 einzu-
betten bei ! = rl¥+1—h b < [k fiir | > 2, h<< k fiir | = 2.

M'. Dasselbe bei | = 2 mit (S,,8,) = 8z***~*~2 h < k.

M"”. Dasselbe bei " = 2 mat (8,, S,) = 872 (Diedergruppe.)

S, Tragheitssubstitulion von p.

Unsere hinreichenden Lésungsbedingungen: Vollzerfall von p im Unter-
kérper K, << K mit S, = 1 und Ng, (p) = 1 mod I+, sind hier nicht
mehr notwendig, weil jetzt, im Gegensatz zu Ic), der Kommutator in
der Trigheitsgruppe liegt. Ist im Gegenteil p in K, unzerfallen — dann
ist also fiir p Aufgabe M ohne p-adische Reduktion zu lésen — so darf
aber auch gerade nur noch Ng, (p) = 1 mod I¥+1—" gelten. Dann gilt
namlich Ng, (p) = 1 mod I¥+1, und die Aufgabe ist p-adisch losbar: Die
teilerfremden Restklassen mod p bilden eine Gruppe der Ordnung Ik +1,
liefern also einen zyklischen Klassenkérper P zur Gruppe {S,} in P,, der
iiber P, normal ist. Da aber die Restklassengruppe mod p in P, nur
die Ordnung I = l¥+1—" hat, ist gerade noch der Teilkérper I’-ten
Grades von P/P, Klassenkérper iber K,, d. h. {S!} ist Kommutator.
Also muB I die genaue in Ny, (p) —1 aufgehende Potenz von ! sein;
denn sonst verschobe sich der Kommutator. — Fiir Aufgabe M’ erhilt
man bei voller Zerlegungsgruppe {S,, S,} von p die Ldsungsbedingung:

12*
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N (p) = —1 genau mod 2¢¥—*, dagegen N (p) = — 1 (2¥) fiir M”; Norm-
bildung von K, aus.

Die Losungsbedingungen zeigen, daB man sich in M bei der lokalen
Einbettung auf » = 1 beschrinken kann (I* - [; Ik - 1); sie sind all-
gemein erfiillt, wenn fiir Z! = TV =1; 3 dabei Abelsche Gruppe vom
Typ (I, V'). — Bei M’ liefert nur noch » = 2 neue Bedingungen.

Wie weit allerdings eine Zahlkorpereinbettung auf diese Weise mog-
lich ist, héngt davon ab, ob die anderen Verzweigten passend zu p gewdhlt
werden konnen. Bei Aufgabe M’ mit A = 2 und rationalem Grundkérper
scheitert das z. B. am quadratischen Reziprozititsgesetz. Dagegen ist
Aufgabe M” mit imaginirem K, und unzerfallenem p als Fiihrer in K,
lésbar, wenn obendrein p = —-1 (2¢+1); und fiir I > 2, h = k = 1 habe
ich ein allgemeines Beispiel in der D.M.V.-Aufgabe 194 mit rationalem
Grundkérper angegeben, das sich auf beliebiges % erweitern laBt. Ist
némlich die Zerlegungssubstitution S; von p Trigheitssubstitution von ¢
und S, wie oben Trigheitssubstitution von p, K = Kfl K;"', P == z (q),
= 1(I¥), =1 (k+1), ¢ = 4 (p), was sich miteinander vertragt, so ist Auf-
gabe M 16sbar; denn die fiir ¢ hinzukommende Verknotungsbedingung
des Vollzerfalls in ch ist erfiillt. — Diese Konstruktionsmethode ist aller-
dings nicht sehr fruchtbar; denn wenn bei einer weiteren Aufspaltung
Tragheitssubstitutionen 7% und (7, Z) eines p auseinanderfallen, miissen
Verknotungs- und Verlingerungsbedingung fiir p doch beide erfiillt sein.

Zuriickkehrend von der Lokalisierung erhalten wir im ganzen folgende
notwendigen Einbettungsbedingungen:

Soll ein Korper K mit I-Gruppe ® in einen K' mit I-Gruppe $ ein-
bettbar sein, so darf ein in K wverzweigtes p mit Trigheitsgruppe (T} micht
eine Substitution S von K als Zerlegungssubstitution besitzen, die mit T in
$ einen Kommutator auperhald {T} hat. (Verknotungsbedingung.)

Ferner muf fiir ein in K. verzwesgtes p mit kommutativer Zerlequngsgruppe
die absolute Norm von K, aus =1 (I) sein, wenn die Trigheitsgruppen { T}
der p-Primieiler in § ihre Ordnung auf It verlingern und thre Zerlegungs-
gruppen kommutativ bleiben. (Verlangerungsbedingung.) ,

Wenn hingegen unter gleichen Umstinden die Kommutativitit der Zer-
lequngsgruppen verloren geht, indem C = T~ ' = (T, Z) bei $ = G {C)
wird, darf wicht N (p) = 1(IY) bestehen. (Einmiindungsbedingung.)

Im Falle, daB die Zerlegungsgruppe eines p in K bereits nicht-
kommutativ ist, besteht bei ! &= 2 keine Bedingung fiir p, weil M. anf
h = 1 zuriickfithrbar war; doch kann bei | = 2 noch eine Aufgabe M”
fir p durch N(p)= — 1 (2~ zu lésen bleiben oder M'. durch
N(p)==—1(2t—1). — So wie sich aber sonst die Normbedingungen fiir



Konstruktion algebraischer Zahlkérper. 181

p statt in K, im Zerlegungskorper aufstellen lassen, so kann man sich
merken, daB hier der iiberm Zerlegungskorper quadratische Teilkérper des
Tragheitskorpers ausschlaggebend ist und sich in diesem M”. auf M. und
M'. auf M. reduziert. (Zusatz-Einmiindungsbedingungen fiir [ = 2).

Wir betrachten jetzt die in der Einleitung erwéhnten

[-Entwicklungen der freien Gruppe

%, von n =2 Erzeugenden, mit denen wir alle I-Gruppen von n Er-
zeugenden einfangen.

7. Die Magnussche O-Entwicklung und die zugehorige I-Entwicklung.
Wir betten nach Magnus?!) die freie Gruppe § = &, = {S,, ..., 8.} in
einen freien Gruppenring R von Potenzreihen ein, indem wir setzen

(21) 8,—=1+4,; S =1+ X (=14
k=1

und alle so entstehenden Potenzreihen nach homogenen Bestandteilen in
den A ordnen. Jetzt heiBe ein Gruppenelement P (gleichzeitig das Ring-
element P — 1) von der Dimension ¢ (P) = m, wenn die Entwicklung von
P — 1 in eine Potenzreihe genau mit Gliedern m-ter Dimension in den 4
beginnt, wenn also :
(22) P—1=0 (D), =0 D"+, wo D= (4,,...,4,).
Insbesondere gilt' § (S) = 1 fiir S = S, und alle auBerhalb der Kommu-
tatorgruppe liegenden S. Der Kommutator (S, T) = S—* T—*S T zweier
beliebiger Elemente S und T hat nach Magnus eine Dimension
(23) 6(S, Ty = 6(8S) + o(T).
Sind ndmlich S =14+ 4® mod D¢+! und T = 14 4® mod DF1,
6(8) =35, 6(T) =t so wird
(24) S, T)=1+4 4940 — A® A® mod D+t +1,
Die Elemente von §, deren Dimension 6 = m ist, bilden fiir jedes m
eine charakteristische Untergruppe &, wobei &' = & und §* die Kom-
mutatorgruppe (erste Ableitung) ist, wihrend die hoheren Ableitungen
nicht unter den §™ hervortreten. Die Faktorgruppe G™ = F/Fm™+1 er-
hilt man auch, indem man mit § in R mod Dm+1 additiv rechnet. —
Wir entwickeln nun § in die fiir » > 1 unendliche Reihe

& =CuCu,...uotry ..,
in der jedesmal €™ die Gruppe der Elemente m-ter Dimension mod Dm+1

sei, d. h.
gm — gm/"}m-yl = ™ — ™1,

14) W. Magnus, Beziehungen zwischen Gruppen und Idealen in einem speziellen
Ring, Math. Annalen 111 (1935), S. 259—280.
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(Schreibweise fiir die aus der Identitit von ™! hervorgehenden Elemente
von ®™) Die G™ und Fm driicken sich dann wieder aus:

Gn=]] C+=Cy...uCr; Fmtl= G =Cmt1 ...

u=m ®>m

Neben der 0-Dimension § und 0-Entwicklung || € fithren wir eine
I-Dimension 4 und I-Entwicklung || %™ ein: Wir ersetzen D durch
L=(D)=( 4,-..., 4,), definieren 1 (@) =7 firQ =1 (8, =1(L+1)
und entwickeln

F=LoWu...uA"U...

mit den Faktorgruppen $™ = él_ 9« und Untergruppen G+t = || W = 2Q

. h=m m>m
mit 1(Q) > m.

Die I-Entwicklung verhdlt sich so zur 0-Entwicklung, daBl $™ Faktor-
gruppe von ®m, Fm also Untergruppe von &™ ist. Insbesondere ist
6(A") = 6 (4), wie aus der Potenzreihenentwicklung sofort hervorgeht,
wahrend A(4%) = A(4) nur fiir (k1) = 1 gilt. Dagegen ist
(25) A4 =A(4) + 1:

Setzen wir 4 = 1 + «, so wird A! ='1+loc+(;)oc2 4+ ...+ . Es hat

hier !« die Dimension A4 1, alle folgenden Glieder aber eine héhere
Dimension auBer fir I = 2, 4(4) = 1. In diesem Falle hat man aber
A2 =1+2a+a? und da 2+« =0 (2% wegen o = 0(D) =0(4, D)
und 2 =0 (4, D), ist auch 2a -+ a’==0 (2%). Also ist auch hier
2(4%?) = 2 und daher in jedem Falle (4! = 4+ L.

Die 0- und I-Entwicklung besitzen, die erste nach Magnus, folgende
drei einander entsprechenden Eigenschaften:

«) Jedes von der Identitit verschiedene Element von & weicht be-
reits in je einer Faktorgruppe ®™ und $" von der Identitit ab. Der
Durchschnitt der §™ sowie der &r ist also Eins.

B) Wahrend jede endliche Gruppe von n Erzeugenden als Faktor-
gruppe von § darstellbar ist, 1aBt sich unter diesen durch ein endliches
absteigendes Produkt || in der 0-Entwicklung nur jedes direkte Produkt

p=m
von [-Gruppen und in der I-Entwicklung nur jede I-Gruppe einfangen;
d. h. dies sind die als Faktorgruppe eines G™, eines " darstellbaren
Gruppen.

y) @m ist das Zentrum von Gm, A™ das Zentrum von H™, €™ eine
Abelsche Gruppe von endlich vielen Erzeugenden der Ordnung 0, U™ eine
solche vom Exponenten .

Der Inhalt von «) ist im wesentlichen, daf sich § als Grenzgruppe
sowohl der G als der $™ darstellen liBt. Sie ist allerdings nicht die
einzige unendliche Gruppe dieser Eigenschaft, schon deswegen nicht, weil



Konstruktion algebraischer Zahlkorper. 183

sie als abzéhlbare Gruppe nicht Galoisgruppe eines Kérpers unendlichen
Grades sein kann; sondern sie ist lediglich minimale Grenzgruppe: einer
Untergruppe jeder Grenzgruppe isomorph. Realisieren wir die Folge
9, 9% ..., &7, ... durch ineinandergeschachtelte Funktionenkérper K¢
der Charakteristik I, was nach Witt*) mdoglich ist, wenn man einen Kérper
mit der Gruppe $' hat. so hat der Vereinigungskérper X K™ eine konti-
nuierliche Galoisgruppe R (stetig auf Grund ihrer natiirlichen Krullschen
Topologisierung *)), fiir die ebenfalls «) erfiillt ist, und die nur eine zu F
isomorphe Untergruppe besitzt. (Ein solches {§ entsteht, indem man die
Erzeugenden 8, ..., S, beim Ubergang von $™ zu $m+1 jedesmal wieder
durch irgendwelche Reprisentanten ersetzt. Dann ist ihre Bedeutung
in & als Durchschnittsoperation festgelegt, und die aus ihnen erzeugte
unabgeschlossene Gruppe (S, ..., S,} < & ist isomorph zu §.) Die
Gruppe & ist aus den $™ auch abstrakt definierbar; die Existenz irgend-
gearteter Korper mit dieser Gruppe & ist jedoch erst durch die Wittsche
Konstruktion gesichert, vielleicht auch fiir Korper der Charakteristik I
charakteristisch.

o) folgt bereits daraus, daB jedes Element == 1 eine feste Dimension
besitzt.

y) DaB U™ und €™ eine endliche Basis besitzt, folgt daraus, daB es
nur endlich viele (< n™) Glieder m-ter Dimension in den A4, gibt und
ebenfalls in ! und den 4,. Aus §(4*) = 6(4) und A(4") > A(4) nur
fir I| folgt die Aussage iiber die Ordnungen O und I der Basiselemente.
DaB €™ und A™ im Zentrum von &™ und $H™ liegen, folgt aus

6(4,8,)>3d(4) und i(4,8,) > A(4).
Daf sie sogar das genaue Zentrum liefern, folgt so: Hat man zwei Ele-
mente P=1-+A™—Dmod D™ und @ = 1 + A™—Vmod &, also auber-
halb @ und A™, so konnen sie deswegen nicht im Zentrum von G™
und $™ liegen, weil zumindest einer der Kommutatoren (P, S,) und (P,S,)
die genaue 0-Dimension 7 hat und ebenso 4(Q,S,) oder 1(Q, S,) = m ist.
Némlich in
(@,8)=1+Am"DA4 — A, Am—Vmod &m+1

ist 4, nur dann mit A™—? vertauschbar, wenn A®—? nur eine Form
in [ und A4, ist, nicht gleichzeitig also eine Form in ! und 4,.

B) DaB hochstens die genannten endlichen Gruppen eingefangen
werden, ist fiir die I-Entwicklung klar und folgt fiir die O-Entwicklung
nach Magnus aus dem entsprechenden Burnsideschen Satze iiber die
maximal-zentrale Entwicklung (absteigende Zentralreihe), die in 8. kurz

15) W. Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen,
Math. Annalen 100 (1928), S. 687—698.
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besprochen ist. DaB die 0-Entwicklung aber auch alle direkten Pro-
dukte von I-Gruppen einfingt, folgt nicht so einfach -wie bei der ab-
steigenden Zentralreihe; ich muf hier auf Magnus ), Satz IX und Beweis
verweisen.  Verhaltnism#Big einfach folgt aber hieraus jetzt, daB die
l-Entwicklung alle I-Gruppen einfingt, und zwar gilt folgendes: Wird
eine Gruppe ® vom Exponenten I* durch G™ eingefangen, so wird sie
in der $H-Reihe spitestens durch $m+%4—1 eingefangen. Wir holen hier
weiter aus:

Wir diirfen in der 0-Entwicklung die Basis fiir € (fiir §"mod §+1)
so wahlen, daB ein Glied Ay Ay, - - Ay, als Leitglied (lexikographisch
erstes Glied niederster positiver Dimension) héchstens eines Basiselements
auftritt, das wir dann S, %y ...z, Dennen. Dies lalt sich durch lineare

Transformation erreichen. Der Koeffizient von 4,, ... 4, in S, . .,

ist dabei, positiv genommen, der gréBte gemeinsame Teiler aller Koeffi-
zienten, die bei irgendeinem Element S von § mit dem Leitglied By oo s,
auftauchen. Welche Indizeskombinationen (x,%,...%,) dabei in der
Basis wirklich auftreten, d. h. welche 4-Produkte tiberhaupt Leitglieder
von Gruppenelementen sind, bleibe dahingestellt (keinesfalls kommen fiir
r > 1 reine Potenzen eines 4, vor); wir wollen hier lediglich eine ge-
eignete Bezeichnungsweise fiir die Basis baben, die uns spiiter von
Nutzen sein kann. & erhdlt dann eine ,fortlaufende Basis*

(26) 81, 85y - s 8Bui Biss S1gsce s Buerynd Sirgs v eed crmy Sy
in der jedes Element von § eindeutig als endliches geordnetes Potenz-
produkt der so geordneten S, ... dargestellt werden kann.

Dementsprechend erhalten wir, wie wir zeigen werden, in der /-Ent-
wicklung folgendes Basisschema:

e Xy s tes

@1 s 8, Su

Dabei weist die Dimension 2 = r (%"-Basis) ebensoviel Basiselemente S
auf, wie die 0-Dimensionen ¢ = 1, 2, ... 7 zusammen (geordnete G-
Basis), und zwar jedes einzelne 6 << r gerade die I'—%-ten Potenzen der
Basiselemente von (9.

Wire némlich ein nichtidentisches Produkt der genannten S® schon
von héherer Dimension 1 >r, II18® = T, A(T)>r, so miiten die
Faktoren niederster 0-Dimension m auf beiden Seiten iibereinstimmen,
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wahrend diese doch links nur in I"—™-ter Potenz, rechts aber mindestens
in Ir—m+i-ter Potenz auftreten. Das Schema (27) liefert daher, nach
Zeilen geordnet, wieder eine fortlaufende Basis fiir §, wo nur diesmal die

Darstellung mit Exponenten [e| <C % fir I > 2 und etwa e = 0, (— 1)¢
fir | = 2 eindeutig wird:

Die Gruppe ® vom Exponenten %, fiir die §™ = 1 ist, liegt daher
im Schema (27) ganz im Rechteck mit den Seitenlingen 2 und m, also
ganz im Dreieck unterhalb der (A4 m — 1)-ten Zeile, und damit ist B)
fiir die I-Entwicklung bewiesen.

Selten fiillt hierbei ® das ganze Rechteck aus, da die I»-ten Ele-
mentepotenzen einer Gruppe im allgemeinen keine Untergruppe bilden.

Es wire iiberhaupt interessant zu wissen, welche Schnitte durch das
Schema (27) eine Gruppe liefern und eine Koérperkonstruktionsfolge.
Jedenfalls miissen mit einem Basisvertreter auch die rechts und links
darunterstehenden Vertreter == 1 ausfallen, und jedenfalis liefert ein be-
liebiger Schnitt durch die r-te Schicht (Zeile) eine Gruppe §, die zwischen
H1 < H-<< 9" eingebettet ist. § darf man dann zwar nicht nach
Potenzen (), wohl aber nach der O0-Entwicklung (\) aufschneiden und
erhilt so brauchbare Konstruktionsfolgen. Z. B. kann man so eine Kon-
struktion liefern, in der die Erzeugenden eine vorgegebene Ordnung !
haben, ebenfalls deren Kommutatoren, wihrend von der nichsten 0-Dimen-
sion ab die Ordnung der Basiselemente jedesmal einen Faktor I verliert
und schlieBlich ™ +2 = 1 ist. Ein solches Konstruktionsschema hat den
Vorteil, daB fiir jedes neue S, ,, das ja méglicherweise als Trigheits-
substitution herangezogen werden mufB, die Ordnung, die es in § erreicht,
von vornherein festliegt, und daB man leicht abzihlen kann, wie weit

hinauf die einzelnen an den Stellen S L", verzweigten Primideale innerhalb

des Schemas von § voll zerfallen miissen. Die bei einer Erzeugenden S,
Verzweigten miissen z. B. aullerhalb des Zentrums (der obersten Schicht)
von § voll zerfallen.

8. In Frage steht noch die Magnussche Vermutung: ob &™ jedesmal
die mawximale zentrale Aufspallung von ®™—1 sei, ob also die ™ die
Reidemeistersche Kommutatorreihe 1%), die absteigende Zentralreihe in der
Bezeichnung von Hall'") sei. (DaB @ das Zentrum von G™ ist, besagt
lediglich, da €= N E»—1 ... ¢! (in aufsteigender Aneinanderreihung)
eine aufsteigende Zentralreihe ist wie ja auch A A A*—1~ ... AU,

16) K. Reidemeister, Uber unendliche diskrete Gruppen, Hamburger Abh. 5
(1927), S.33—39.
17) P. Hall, Proc. L. M. S. 36 (1933), S.29—95.
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obwohl die $™ bestimmt nicht die absteigende Zentralreihe liefern.) Fiir
die Magnussche Vermutung spricht entschieden sein Satz III in **). Man
kann daraus in Verbindung mit Satz IX entnehmen, worauf mich Magnus
auch brieflich hinwies, daf die Reidemeisterschen €, dort, wo sie Faktoren
héherer als m-ter Dimension schluckten, nicht mehr wie die €” freie
Abelsche Gruppen sein konnten. Bestitigt sich hingegen die Magnussche
Vermutung, so liefert die in 7. gegebene I-Entwicklung gleichzeitig die
maximal zentralen Aufspaltungsschritte vom Exponenten 1, wie aus 2 (4
= A(4) + 1 folgt. Diese Entwicklung liegt etwa dem Wittschen Kon-
struktionsplan zugrunde.

Bezeichnet man in der maximal-zentralen 0- und I-Entwicklung die
Gruppen entsprechend mit unteren Indizes, so wird €,, durch die Kommu-
tatoren (4,, S,) erzeugt, wenn A4, eine Basis fiir €, —, bildet. Bei Uber-
einstimmung der Entwicklungen ™ und §, wiirde dann das Basis-
schema (27) folgende Bedeutung erhalten: Wenn man jetzt

(28) Szl...v=(‘s’l...v;‘sx)

setzt und jedesmal in die Basis Kommutatoren S,;. ., wihlt und in
deren Auswahl lexikographisch vorgeht, was innerhalb der zweiten Ab-
leitung ¥’ von § eine Abinderung der Basis von 7. bewirkt, so stehen
jetzt in der m-ten Zeile von $,, = F/Gmyq, der Basis von U, auller
am linken Ende in (27) lauter Kommutatoren der links darunter stehenden
Basiselemente mit den Erzeugenden; denn innerhalb $,, gilt (4, S)! = (4, 85),
wenn A noch der (m — 2)-ten Schicht angehért. Die Anzahl der Basisele-
mente ist jeweils die Maximalzahl der symbolisch unabhingigen Elemente
von &,, und fiir den Fall &, = §” gleich der Elementezahl der fort-
laufenden Basis von ®,,.

Im Falle §™ == §,, gébe es hingegen fiir wenigstens ein ! und ein m
Elemente @ der Eigenschaft @ <7 ,.; @ << Fn, und dann entstiinden
tiir gewisse Faktoren 2, der I-Entwicklung auch Einmiindungsaufgaben
bei der Korperkonstruktion, die bei der Entwicklung in 7. nicht auf-
traten. Dafiir béte der Aufbau nach maximal-zentralen Schritten den
Vorteil, daB man jedes neu gewonnene C = (4, S) als Kommutator eines
zuletzt gewonnenen 4 mit einer Erzeugenden darstellen und verhéltnis-
miBig einfache Relativdurchkreuzungen, die bei Kummerschen Korper-
erweiterungen notig werden, zur Fortsetzung der Konstruktion vornehmen
kann. Ein abgerundetes kanonisches Lésungsverfahren hitte man erst
bei Ubereinstimmung der Entwicklungen §” und §,,.

9. Der zweistufige Teil §/§”, insbesondere der Kommutator §'/F”,
hat eine Basis von Elementen ;S,‘1 ... u, T0it

(29) s S < i =S e S

.
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fiir irgend ein £ > 1. Namlich die Kommutatorgruppe der ,freien zwei-
stufigen Gruppe™ ist eine freie Abelsche Gruppe F/F’ = (S.i)s;
1 <% <<A=n, mit freier Abelscher Operatorengruppe & = {S,, ..., S,
und den Operatorrelationen 1¢), 19)

(30) Spt=80% Susisk=

Auf Grund dessen und wegen S, = S;;' liit sich ein beliebiger Kommu-
tator in der Form

31) S = (Suy.. x5 ) = HS_ (0 == v, win, < x,)

wie in ?) Kap.II eindeutig darstellen. Man ordne nun die 4, im Ex-
ponenten eines ‘S%u *u nach der GroBe der x und ordne x, unter die x,
ein. Die %, < x, mogen aufsteigend u,, 4,, ..., tx—s, heiBen, wodurch k

festliegt; ferner sei x, = p;_,, und die %, > %, sollen aufsteigend
Ug+1s - - o> M, SchlieBlich x,, = pu, heilen. Dann hat

(32) Sr — ,g”"”g — 8"k (o +=k—1,k)

*y X Mp—1 B
tatséchlich das Leitglied 4 A, Ay, ... 44,; denn SO entsteht aus
Sx Zn =1-— Ax,quw + Axw Ax’v mod DS

(g

21X2...1r

durch Kommutatorbildung nacheinander mit allen 4, , und jedesmal ist
unter Einsetzen von (24) das Leitglied zu ermitteln. Umgekehrt kommt
Ay, ... 4y, als Leitglied nur bei dem einen S® der Gestalt (32) vor;
denn die Stelle £ ist dadurch ausgezeichnet, daB u; > u, fiir ¢ <k und
= p, fir ¢ >k, und bestimmt die Darstellung (32). Infolge Eindeutig-
keit der Darstellung (31) bilden aber die S™ in (32) eine Basis fiir €,.
Diese hat also linear unabhéingige Glieder der Dimension 7, und daher ist

(33) & & =FF(FY,
d. h. die Magnussche Vermutung ist innerhalb &/§ richtig.

Fir n = 2 entsteht bei Ordnungsbeschrinkung ;Sllh1 = S§h2= S{Z:l
die Zweiggruppe ) vom Typ (I, l'2;1*), fiir die ich in °) eine Korper-
konstruktion lieferte, bei der ich den Kommutator, also alle Dimensionen
von der zweiten an, in einem Schritt nahm. Es zeigte sich schon dort,
daB im Abelschen Teilkérper die Zerfallsbedingungen fiir die Vollendung
der Konstruktion dieselben waren wie iiberhaupt zur Bildung der zweiten
Dimension, wenn nur der Grundkérper nicht die I-ten Einheitswurzeln

18) Vgl. Ph. Furtwingler, Beweis des Hauptidealsatzes. Hamburger Abh. 7
(1929), S.14—36; Formel (7) und (10) auf S. 22. Diese Bedingungen sind nach 19)
auch hinreichend fiir die Bildbarkeit einer zweistufigen Gruppe, also (10) allein fiir
die freie zweistufige Gruppe.

19) Q. Schreier, Erweiterung von Gruppen II, Hamburger Abh. 4 (1926), S. 322.
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enthielt. Und dies stimmt damit iiberein, dal man den ganzen Zweig-
korper von Schicht zu Schicht konstruieren und dabei wie in 4. jede in
zyklische Bestandteile zerlegbare Schicht so wihlen kann, daB auch die
nichste Schicht noch konstruierbar ist.

Im Falle I = 2 (oder {; < K,) lagen dagegen schon bei Zweigkérpern
bisweilen hohere Zerfallsbedingungen vor, und das &uBert sich im allge-
meinen Fall beim Fortschreiten in zentralen Schritten so, daB infolge des
quadratischen Reziprozititsgesetzes die Potenzrestbedingungen in 4. nicht
voneinander unabhéngig sind und sich daher die Durchkreuzung der letzt-
gewonnenen Schicht nicht immer so vornehmen la8t, daB noch die nachste
Schicht konstruierbar ist. Es muB hierfiir zumindest in der vorletzt-
gewonrenen Schicht durch eine passende Durchkreuzung Vorsorge ge-
troffen werden. Dies bleibt also fiir [ = 2 noch iibrig, um iiberhaupt
zu jeder I-Gruppe bei gegebenem Grundkérper eine Kérperkonstruktion
zu erhalten.

(Eingegangen am 4. und 27. Mai 1936.)
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