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Bemerkung zy einer Differentialungleichung
von Carlemap,

Von

Alexander Dinghas in Beglin,

1. In einer interessanten Note ") aus dem Jahre 1933 zeigte Carleman,
wie die von Ahlfors ?) zuerst bewiesene Denjoysche Vermutung aus einer
leicht beweisbaren Differentialungleichung folgt.

Fast gleichzeitig gab Milloux %) in ejne, grofieren Arbeit eine allgemeine
Ungleichung an, deren Beweis ihm durch eine Kombinatjon des Maximum-
prinzips und der ersten Ahlforsschen Ungleichung ¢) gelang. Diese Unp-
gleichung kann nicht hur zum Beweis deg Denjoy-A_hIforsschen Satzes
benutzt werden, sondern auch zur Verallgemeinerung einiger klassischer
Sitze von Lindelsf,

Wir zeigen in dieger Note, daB Carlemans Methode zu eiper mit der
Millouxschen im wesentlichen tibereinstimmenden Ungleicbung filhrt, wenn
man abweichend vop Carleman nicht Ca.rtesische, sondern PoIarkoordinaten
benutzt, die Integration in etwas modifizierter Form durchfiihrt und

2. B sei ein einfach Zusammenhingender Bereich, der von zwei sich

Kurven ¢, Cy begrenzt ist. S, sei der Teil der Peripherie von |z] =7,
der im Innern vop B liegt und § (r) seine Linge. Die ganze trans-
zendente Funktion 7(2) sei auf den Kurven €, C, absolut Lleiner als
Eins und auf S, kleiner als (7). Diese Vora,ussetzung bedeutet keine
Einschréinkung der Allgemeinheit, wenn [#(2)| auf €, und C; unter einer
festen endlichen Schranke liegt.

%) Milloux, Sur les domaines de détermination infinies des fonetions entidres,
\cta Math. 61 (1933), g, 105—134.
4) Le., S.10.
47 *



714 . A. Dinghas.

Mit m(r) bezeichnen wir wie Carleman die Funktion

m@r) = [(log|frein)|)dg

Sy
und setzen
+ < 3
2.1) m(r) = (&) = [(log|f(E+9)|)*d ¢
Sy
mit
& =logr.

+
Die positive Potentialfunktion log |f(re'?)| bezeichnen wir im folgenden
mit u (&, p).
Dann folgt aus (2.1)

v(E=2[uudg,
S

p(€) =2 [ (wuge + up)dg,
N

also wegen wug: + u,, = 0 durch partielle Integration
p(@E) =2[(+u)do
Sp

Nun ist
'2 b
2.2) [utdg =3 £
Sr
und
2.3) | ap= 55 [ wae
Sy 8,

also

1 9@ 1 vy =7
(&4 2 () {w( Bl =8

Diese Ungleichung, der die Carlemansche Differentialungleichung (8)7)
entspricht, geht durch die Substitution
, (&) = log (&) = logm(r)
in
20)1/(5) + w/g(E) 2 471(7‘)2

%) Dies folgt aus der Schwarzschen Ungleichung.
) Bekannte Aufgabe der Variationsrechnung. Wenn y (z) in 0<a:<a stetig
und stiickweise differenzierbar ist mit y(0) = y (¢) = 0, so gilt

a a

j Rdz = }.ygdz

0 0

7) L c., S. 996.
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per. Wegen

rhalten wir daraus

’ o' (§) r
2.5) o' (&) + 55 = 2755y
Die linke Seite dieser Ungleichung ist nun gleich

£ (g 7z ) = 2 (tog 75 v(8):

wir haben also

—_—

dm (r) DX
) = S (r)

d
(2.6) ir log (r o

und daraus durch zweimalige Integration von 7, = go bis T

r

@.7) m(r) = m(r) + c, g ‘-iti an9®
oder da m(ry = 0 "
“reﬁ:th(t)
2.71) m (1) = CoS"F dt,
= To
wobel
dt
p(r) = S 50
und B

6, = ¥ (§0)-

3. Die Ungleichung (2.71) leistet uns dieselben Dienste wie die
Millouxsche Ungleichung nut mit dem Unterschied, dab sie bei Funktionen
anendlicher Ordnung ein wenig schlechtere Abschatzungen liefert.

Es sei nun « > 1. Dann haben wir wegen der Monotonitdt vor @ (r)

S %—t 27r® > S t—i—tf 27q® > 2790 log o,

To T

also
m(ar) > Co 279 ™ log .
Wegen
mar) < 2% {logM(a'r)}’
wird also
(3.1) log log M () > S LR AC)

ro )
wobei C, (@), ebenso wie spater 0, (@), Cs(@) ---> eine nur von & ond
von dem betreffenden Bereich abhingige Konstante bedeutet-
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Setzt man voraus, daB f(z) von der endlichen Ordnung o > 3 ist,
so ergeben sich aus (3.1) ohne weiteres die wichtigsten Millouxschep
Sitze fiir diese Funktionenklasse.

Aus derselben Ungleichung folgt iibrigens der Denjoy-Ahlforssche
Satz ohne jede Schwierigkeit. Wenn die ganze Funktion f(z) n asymp-
totische Werte hat, so ist, wenn man (3.1) in jedem von je zwei auf-
einander folgenden Kurven begrenzten anwendet, dann summiert und sich
auBerdem noch der elementaren Ungleichung

n
A
n a, — n

v=1" z a,
v=1
bedient, _
. nlog log M (r) > n% log r + ZC’,(oc) — %2 log ar,
=1
mit
. M (r) = Max|f(re'9)|
fiir |z| = r, oder

log log M (r) > % log r + Cp 4 1 ().
Daraus folgt der Denjoy-Ahlforssche Satz

n< 20
unmittelbar.

(Eingegangen am 11. Mai 1936.)
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