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Die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen
Gruppe.

YVon
Wiihelm Specht in Konigsberg (PreuSen).

L

Seit der Begriindung der Darstellungstheorie endlicher Gruppen durch
G. Frobenius und Th. Molien bildet die symmetrische Gruppe &,, die
Gruppe aller Permutationen in n Symbolen ein interessantes Beispiel fiir
diese Theorie, das in neuerer Zeit durch Anwendungen in der Quanten-
mechanik noch grofere Bedeutung gewann.

Als erster hat G. Frobenius ein Verfahren aufgestellt, die Charaktere
der symmetrischen Gruppe S, zu bestimmen, und dabei erkannt, daf
ihre Werte samtlich ganze rationale Zahlen sind'); er erhielt weiter das
Resultat, daB jede Darstellung der Gruppe durch eine Ahnlichkeitstrans-
formation auf eine Gestalt gebracht werden kann, in der die Koeffizienten
der Matrizen sidmtlich dem Korper der rationalen Zahlen angehéren?).
Ein Satz von W. Burnside?) lie§ daraus sofort entnehmen, daf die Koeffi-
zienten sogar ganz rational erhalten werden konnen.

Herr I. Schur®) fithrte die Untersuchungen weiter und stellte eine
Methode auf, die es mdoglich machte, die irreduziblen Darsteliungen der
symmetrischen Gruppe zu konstruieren; er erhielt dabei von neuem die
eben erwihnten Resultate. Das Prinzip, das auch fiir die vorliegende
Arbeit den Ausgangspunkt bildet, ist im wesentlichen folgendes:

Es selen #,, z,, ..., z, unabhingige Verénderliche, f(z) eine homo-
gene Form in ihnen vom Grade m mit rationalen Koeffizienten; durch
eine Permutation

' PZ(aZ:) (»=1,2,..., n)

1) Vgl. G. Frobenius, Uber die Charaktere der symmetrischen Gruppe, Sitzungs-
berichte Akad. Berlin 1900, S. 516.

2) Vgl. G. Frobenius, Uber die charakteristischen Einheiten der symmetrischen
Gruppe, Sitzungsberichte Akad. Berlin 1903, S. 328. (Mit F zitiert.)

3) Vgl. W. Burnside, On the arithmetical nature of the coefficients in a group
of linear substitut'ons, Proceedings L. M. S. (2) 7 (1908), S. 8 (Theorem auf S. 10).

4) Vgl. I. Schur, Uber die Darstellung der symmetrischen Gruppe durch lineare
homogene Substitutionen, Sitzungsberichte Akad. Berlin 1908, S. 664. (Mit S, zitiert.)
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der Veriinderlichen gehe f(z) in die Form f7(z) iiber. Unter dem durch
{ (@) erzeugten symmetrischen Modul M (f(z)) verstehe man dann den Be-
reich aller Formen

2 apf*(2)

mit rationalen Koeffizienten ap, wobei iiber alle Permutationen P aus S, zu
summieren ist. Bilden % linear unabhingige Formen g, (z) (« = 1,2, ..., k)
eine Basis dieses Moduls, so gilt fiir jede Permutation P:

(1) gﬂ@:%@%m (6, =1,2....,k)

mit' rationalen Zahlen 05[9, und man iiberzeugt sich leicht davon, daB
die Matrizen (cZ, 5) eine Darstellung G der Gruppe S, vom Grade k liefern ).
In der Bezeichnungsweise von Herrn I. Schur ist das System der Formen
9u () ein Eigensystem von S,°); die Matrizengruppe & will ich die durch
dieses Eigensystem erzeugte Darstellung von S, nennen.

Es ist unmitteibar einleuchtend, daB der Begriff des Eigensystems
noch dahin verallgemeinert werden kann, daB dic Formen auch von
mehreren Rethen von je n Verinderlichen gebildet sein kénnen, die ko-
gredient permutiert werden. Davon wird hier indes lediglich withrend
eines Beweises Gebrauch gemacht werden.

Das Verfahren von Herrn I. Schur ist von dem soeben geschilderten
ein wenig verschieden”); Herr I. Schur stellt zwar fiir jede irreduzible
Darstellung einen gewissen symmetrischen Modul auf, eine Basis dieses
Moduls liefert indes noch nicht die irreduzible Darstellung selbst, vielmehr
hat man noch die Formen mod einem gewissen Untermodul N zu reduzieren,
so daB nicht Gleichungen der Gestalt (1), sondern Kongruenzen der Form

g: (z) = X cLpgs(z) (mod N)
8
entstehen.

Auf einem ganz anderen Wege gelangte Herr A. Young zu diesem
Ziel der Bestimmung der irreduziblen Darstellungen der symmetrischen

~

Gruppe S,°); sein Verfahren entspricht ungefihr dem von G. Frobenius

5) Vgl. 8,, § 3.

6y Vgl. 1. Schur und R. Brauer, Zum Irreduzibilitatsbegriff in der Theorie der
Gruppen linearer homogener Substitutionen, Sitzungsberichte Akad. Berlin 1930, S. 209.

7) Vgl. 8,, §§ 3—6.

8) Vel. A. Young, On the quantitative substitutional analysis, Proc. L. M. S.;
1. (1) 33 (1901), 8. 97; IL (1) 84 (1902), S. 261; IIL. (2) 28 (1928), S. 285; IV. (2)
31 (1930), S. 253; V. (2) 31 (1930), S. 273; VI. (2) 34 (1932), S. 196; VIL (2) 36
(1933) S. 304. (Diese Arbeiten werden mit ¥, (x = 1,2, ..., 7) zitiert; Y bedeutet
die Gesamtheit dieser Arbeiten.) Hier kommen in der Hauptsache Y; und Y, in
Betracht.
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aufgestellten, das auf dem Begriff der charakteristischen Einheiten beruht®).
Zwischen den Youngschen Arbeiten und der vorliegenden bestehen daher
kaum irgendwelche Zusammenhiinge auler den rein #duflerlichen, die darauf
beruhen, daB die hier verwendeten kombinatorischen Hilfsmittel haufig
auch von Herrn A. Young, freilich zu ganz anderen Zwecken herangezogen
werden. Diese Verbindungen werden an geeigneter Stelle noch genauer
dargelegt werden.

Die vorliegende Arbeit macht es sich also zur Aufgabe, Eigensysteme
in dem oben definierten Sinne fiir die irreduziblen Darstellungen der Gruppe S,
aufzustellen; es gelingt dies mit Hilfe einiger weniger Resultate aus der
Theorie der Charakteristiken, die teils von G. Frobenius'?), teils von Herrn
I. Schur!'!) stammen. Mit der knappen Aufzihlung dieser Dinge beschiftigt
sich der nichste Abschnitt; die beiden Abschnitte ITI. und IV. haben die
Aufstellung der symmetrischen Moduln und der Eigensysteme zum Inhalt.
Der letzte Abschnitt soll noch zeigen, daB die Methode der Higensysteme
auch ganz unabhingig von der Theorie der Charakteristiken begriindet
werden kann. Als Hilfsmittel wird lediglich der (nicht sehr tief liegende)
Satz von der vollstindigen Zerfillbarkeit endlicher Substitutionsgruppen
herangezogen.

1L

Um die Untersuchungen mdoglichst einfach zu gestalten, fasse ich in
diesem Abschnitt all das aus der Theorie der Charakteristiken zusammen,
was fiir das Folgende bendtigt wird.

Ist & eine Darstellung der symmetrischen Gruppe &, mit dem
Charakter y, der der in bekannter Weise mit Hilfe der Zyklenzerlegung
durch den Typus (o, oy - -, &) gekennzeichneten Ahnlichkeitsklasse in
der Gruppe den Wert 7., o, ... «, zuordnet, so versteht man nach Herrn
I. Schur unter der Charakteristik der Gruppe & die Funktion

&= 2 i“n“'za“-a“n (‘?L)dl (82—.2)0(2 (ﬁ)an

@ ®@atoale a1 n
in » unabhingigen Verinderlichen s,s,, ..., s,, wobei man iiber alle
Lésungen der Gleichung o, + 2¢,+ ...+ na, = 7 in ganzen nicht-

negativen Zahlen zu summieren hat'?).

%) Vgl. F'; den Zusammenhang mit ¥, und Y, hat G. Frobenius hierin auf-
gezeigt. Vgl. auch in Y3, S.257. Die Aufstellung der Gruppenmatrizen zu den
irreduziblen Darstellungen in Y, (Theorem I).

10) Vgl. F, §§ 4 und 5.

11) Vol. 8, und I. Schur, Dissertation Berlin 1901. (Mit S, zitiert.)

12) Vgl 8,, § 1.
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Die Anzahl der wesentlich verschiedenen'®) irreduziblen Darstellungen
ist bekanntlich gleich der Anzahl der Zerlegungen
@) W:n=p ottty == . Z4:->0
von  in ganzzahlige positive Summanden). Ist (u) eine solche Zerlegung,
so hat die Charakteristik einer ihr zugeordneten Darstellung G die
Gestalt:
(3) OW = | p,, — o+ | («,f=1,2, ..., 7)
wenn man setzt:

@ = Z e G5 ettt

und p, = 1, poy = p_g = ... = 0%). Den Grad fu,u,. der

ca Uy
Darstellung erhilt man hierbei als Koeffizienten von 8_711' Es gilt fiir
ni

diese Zahlen folgende Rekursionsgleichung:

(5) ,f;q, [y o sty T f,ul — 1, Moy ..o Uy - ful, Uy =1, .. Uy vl E f;q, Uy ey lp— 15
dabei hat man, falls g, = pe+, ist, den o-ten Summanden gleich 0, auBlerdem
bei p, = 1 fir fu, u, ..,0 die Zahl fu, uy ., 20 setzen'®). Die Be-
zeichnung G fiir eine Darstellung mit der Charakteristik & halten wir
durchgéngig fest.

Ist (x) eine Zerlegung (2) von n, so bilde man folgendes Zahlenschema
von r Zeilen und u, Spalten: in die o-te Zeile schreibe man u, Einheiten
von links nach rechts, die letzten u, — y, Stellen fille man mit Nullen
aus; die Spaltensummen g, us, ..., s (Il =pa= .. Z s> 0; 8 = @)
geben dann offenbar wieder eine Zerlegung (u') der Zahl » in s ganzzahlige
positive Summanden. Diese neue Zerlegung nennt man nach Herrn I Schur
die zu (u) assoziierte Zerlegung'”). Man erkennt leicht, daB () wieder zu
(¢') assoziiert ist.

Fiir die Zerlegungen (u) fiihre ich ferner eine Anordnung nach folgendem
Gesetze ein:

(u) soll vor (2) stehen, wenn die erste nicht verschwindende der Differenzen

y — Ay g — Aoy Mg — Ay -
positiv ist; ich schreibe dafiir kurz: (1) <C (4)™). Dieselbe Anordnung
gebrauchen wir fiir die Charakteristiken @@, die zu den einfachen Charak-
teren von S, gehoren: es soll ®W vor @B stehen, wenn (1) vor (A) steht.

13) , Wesentlich verschieden* bedeutet hier stets ,,nicht ahnlich®.
14) Vgl 8,, § 1.

13) Vgl. §;, § 23 und §,, § 1.

16) Vgl. 8;, § 1 Formel (3) und Y, S. 261 Formel (1).

17) Vgl. 81, § 19 und F, § 5.

18) Vgl. 8y, §1 und F, § 4.
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Bekannt ist, daB die mit Hilfe der in (4) definierten Funktionen p,
gebildete Funktion

PY = Puy Puy -+ Py,
fiir jede Zerlegung (u) von n eine Charakteristik der Gruppe &, ist, die
sich folgendermaflen zerlegen 14B8t:

PO = QW 4 ¥ g, @,
(GED]

es treten hierin also die Charakteristik @® genau einmal, sonst aber nur
Charakteristiken auf, die vor @™ stehen'®). Ebenso ist die Funktion

P =06,6,...0,
wenn

(— 1yt étass 81 \%1 [ 8y \%2 Sy \@ )
¢, —‘Z alz% o ('il—) (—22—) (—:—)’ (oty+ 209+ ..+ v, =)

gesetzt wird, fir jede Zerlegung (i) von = eine Charakteristik der
Gruppe &,, fiir die gilt:
Y LR )
>@"

wobei (') zu () assoziiert ist. ¢® enthélt demnach %" genau einmal,
sonst aber nur Charakteristiken nach @@ als Summanden?). Ist daher
insbesondere (1) die zu (u) assoziierte Zerlegung, so enthalten die Charak-
teristiken p« und ¢ allein die Charakteristik @* als gemeinsamen
Summanden **).

1118

Eigensysteme, die Darstellungen von &, mit den Charakteristiken p®
und ¢® erzeugen, konnen leicht angegeben werden. Ist genauer n =
Uy + py + ... + p, die Zerlegung (u) von n, so bilde man mit n Veréinder-
lichen ,, %, ..., z, den symmetrischen Modul M(p (#)) zu dem Monom:

(6) p(z)=(771w2~~-xt«1)o($,u1+lz/41+2--~-77,u1+uo N . w1 —pp+2 - )t

vom Grade Zi’ (6 — 1) 4. Nach Herrn I Schur®®) ist jede Basis dieses
e=1

Moduls ein Eigensystem fiir eine Darstellung von &, mit der Charakte-

ristik p®. Dem Beweis hierfiir liegt im wesentlichen die Tatsache zu-

grunde, da8 jede symmetrische Funktion in den Verinderlichen z,, z,, ..., ,

die Darstellung mit der Charakteristik p,, nimlich die Darstellung erzeugt,

19) Vgl. §;, §23 und §,, §1. Diese Formel ist noch einmal hergeleitet in Y,
S. 263.

20) Vgl. 8, § 22 und 7, § 4.

21) Vgl. F, § 5, Formel (10).

29) Vgl. 8, §2.
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die jeder Permutation die Zahl 1 zuordnet, das Monom p(z) aber eine
Invariante der Gruppe €, ,,... 4, aber keiner umfassenderen Unter-
gruppe von &, ist. &, 4, ..., bedeutet dabei die Gruppe aller Per-
mutationen von &,, die die ersten u, Verinderlichen, die nichsten s,
Verénderlichen und so fort, schlieBlich die letzten s, Verinderlichen, in
diese Abteilungen getrennt, unter sich permutieren. Eine Darstellung
mit der Charakteristik p werde im folgenden stets mit P« bezeichnet.

Es bezeichne weiter 4 (y,, s, ..., y,) die bekannte Vandermondesche
Determinante

1 T ... X

! Yo Y2 - Y
| :
ATy

oder was dasselbe ist, das Differenzenprodukt der in den Klammern
stehenden Verdnderlichen; fiir eine Verinderliche (» = 1) setze man
A(y) = 1. Ist dann wieder n =4, + 4, + ... + 1, eine Zerlegung
von 7, so bilde man mit Hilfe von s Verdnderlichenreihen @, 1), ..., z?
(6 =1,2, ..., s) folgendes Produkt von Differenzenprodukten:

(7 c(z) = 4 @Y, 2, ..., ) 4 =P, TR gr oo TP, 2) e

(8) (%) (s)
...A(zn_ls+1zn_ls+2, RRERE )

B+ .+

2
Modul M(c(z)). Jede Basis dieses Moduls erzeugt als Eigensystem eine
Darstellung mit der Charakteristik ¢®. Wir nennen eine solche Dar-
stellung im folgenden €@. Der Beweis fiir diese Behauptung stiitzt sich
darauf, daB c(z) eine relative (alternierende) Invariante der Gruppe
2., 2,,...,2,» aber keiner umfassenderen Untergruppe von &, ist; das
Differenzenprodukt 4 (z,, z,, ..., ,) erzeugt aber die Darstellung mit
der Charakteristik ¢,, die den geraden Permutationen die Zahl 1, den
ungeraden die Zahl — 1 zuordnet.

vom Grade

und fiir diese Form den symmetrischen

Um nun ein Eigensystem fiir eine Darstellung G zu erhalten,
stelle man zu der Zerlegung n = y, -y, + ... - u, die assoziierte Zer-
legung » = 4, + 1, 4+ ... + 4, auf und bilde mit » Verinderlichen die
Form
(8) d(x) = A4 (131, Lgy o« ey m;l) A4 (10111-.1, Loy 495+ Ill.{,;g) ot

oo A (B2 41 Tn—2 42 ... Ty).

Beispielsweise ist fir # = 5 = 3 4- 2 diese Funktion

d(z) = (B, — z,) (2, — %)
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Zu der Funktion d(z) bilde man den symmetrischen Modul M (d(z)); es
gilt dann der

Satz 1. Jede Basis des Moduls M (d (z)) ist Eigensystem einer irre-
duziblen Darstellung G® von S,.

Den Beweis fiir diese Behauptung fithre ich in drei Schritten.

1. Zunidchst schicke ich eine allgemeine Bemerkung iiber Kigen-
systeme voraus, die einen Spezialfall eines Satzes darstellt, der zuerst
von Herrn B. L. van der Waerden bewiesen wurde??). Ist

f! (.’I}), fz (x)7 ey fk ((I))
ein Eigensystem von &, das aus Formen in s-- 1 Verinderlichen-
reithen z©®, 2®, ..., 2 besteht, und die Darstellung © von S, erzeugt,
so setze man in den f,(z) (¢ = 1,2, ..., k)

B = g (» =12 ..., n)
und wihle aus den so entstehenden Formen ein System linear unabhiingiger,
etwa

9, (), g5 (@), ..., q:(z).
Natiirlich wird dabei vorausgesetzt, daB nicht alle Formen bei diesem
ProzeB identisch verschwinden. Dieses System ist dann wiederum ein
Eigensystem von ©,, und zwar erzeugt es eine Darstellung D* von 3,,
deren irreduziblen Bestandteile mindestens in der gleichen Anzahl auch
in D enthalten sind 2¢).
Der Vollstindigkeit halber sei der Beweis fiir diese Aussage kurz

skizziert: f, (z) gehe durch die Identifizierungen z,” = 2" in die Form ¢, (2)
iiber; dabei filhren die Gleichungen

fe (@) = %'CEH/;(%) (6 f=12...k)
auf die entsprechenden Beziehungerlx
*) e (@) = X cis g5 (a).
Weiter sei ’

Pe@ = 2 urg (@)
und =

ACEPNAAC) (A=1,2...,10.

Dann entsteht aus (*) zunichst
anzgf (z) = 205‘9 q‘r}i. ‘A ($)
z PV

28) Vgl. B. L. van der Waerden, Die gruppentheoretische Methode in der
Quantenmechanik, Berlin J. Springer 1932, S.74.

24) In diesem Satze, ebenso bei dhnlichen Aussagen im folgenden, ist der Zusatz
,,abgesehen von Ahnlichkeitstransformationen® stets hinzuzudenken.
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und weiter
27: Gurs19: () = [chﬁ 931 9: ().

Da, die ¢, (z) linear unabhingig sind, so gilt, falls

(er) = @; (cd) = Cp; (d2) = Dp
gesetzt wird:
Q@D = Cp@.

Es besteht also eine Verkettung zwischen den beiden Darstellungen D*
und D der Gruppe ©,; weil aber @ den Rang I hat, so folgt daraus in
bekannter Weise, daB die Darstellung ©* ganz in D enthalten ist??).

Nun erkennt man aber sofort, da8, falls (1) die zu (u) assoziierte
Zerlegung bedeutet, eine Basis des frither definierten symmetrischen Mo-
duls M (¢ (2)) auf dem soeben geschilderten Wege durch wiederholte Identi-
fizierung von Verinderlichenreihen auf eine Basis des symmetrischen
Moduls M (d (z)) fiihrt. Die durch diese Basis erzeugte Darsteilung von G,
kann daher nur solche irreduziblen Bestandteile enthalten, die mindestens
in derselben Anzahl auch in der Darstellung €% vorkommen.

2 Bilden % Formen
f] (x), 1‘2 (m): LIS fk (x)

ein Eigensystem von S,, das die Darstellung D erzeugt, und bilden ferner
I lineare Verbindungen der f,(z) (@ = 1,2, ..., k)

9 = f’a,aafu(m) B=12..,1

=1
mit rationalen Koeffizienten a;, wieder ein Eigensystem von &,, das
etwa die Darstellung D* erzeugt, so enthilt D* nur irreduzible Bestand-
teile, die mindestens in der gleichen Anzahl auch in ® vorkommen. Auf
dieser Tatsache beruht ja der Zerfillbarkeitsbegriff in der Theorie der
Gruppen linearer Substitutionen.

Offensichtlich ist aber der symmetrische Modul M (d (z)) ein Unter-
modul des Moduls M (p(2)), so da8 die Voraussetzungen der obigen Be-
merkung hier gewifl erfiillt sind. Daher kann die durch eine Basis von
M (d (z)) erzeugte Darstellung von &, nur solche irreduziblen Bestandteile
enthalten, die mindestens in der gleichen Anzahl auch in der Darstellung
P« vorkommen.

3. Die durch eine Basis des symmetrischen Moduls M (d (z)) erzeugte
Darstellung © der Gruppe &, enthdlt nach 1. nur solche irreduziblen

25) Mit einer dhnlichen SchluBweise wie die, die Herr I. Schur zum Beweise
des Satzes I in seiner Arbeit: Arithmetische Untersnchungen iiber endliche Gruppen
linearer Substitutionen, Sitzungsberichte Akad. Berlin 1906, S.164 benutzt hat.
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Bestandteile, die auch in €» vorkommen, nach 2. nur solche, die auch
in B@ vorkommen. Nach der SchluBbemerkung von II. haben aber die
Darstellungen €® und P@ nur eine Darstellung G als gemeinsamen
Bestandteil; demnach erzeugt eine Basis des Moduls M (d (z)) eine solche
irreduzible Darstellung der symmetrischen Gruppe &,.

Iv.

s bleibt weiter die Aufgabe, fir den Modul M (d(z)) eine Basis
wirklich aufzustellen. Dies gelingt auf folgendem Wege:

Man verteile die Ziffern 1, 2,...,n auf alle méglichen Weisen auf
das durch die Zerlegung (u) charakterisierte Schema:

%y g v ors Gy
9) s(u): p_’léz"-ﬂ'ﬂz
él é2 “ee Q.ur

derart, daB die Ziffern in den Zeilen von links nach rechts, in den Spalten
von oben nach unten nur zunehmen, daf also gilt:

thy 5y s i By L By s L P v s B - L O
o < By e < 0y <Py <043

und bilde fir jede solche Anordnung eine analog wie (8) gebildete Form

(9a)

(10) d(s(u); @) = A (Tay, Tpy, - - - Toy) A (Tagy Tpys -+« Tgy) -+ e

Diese Formen bezeichne man in einer spiter noch genauer charakterisierten
Reihenfolge mit d, (2), d, (%), .. ., d;(z), ihre Gesamtheit kurz mit b *).
Fiir das oben schon einmal herangezogene Beispiel

n=5=3-+2
erhalten wir folgende fiinf Schemata (9)
123 124 134 125 135
45 35 . 25 34 2 4
und ihnen entsprechend die fiinf Formen:

(x, — 2) (25 — 3’2)3 (5 — 2,) (25 — 2): (2, — z,) (25 — %3);

(@3 — ;) (@, — 7); (2, — 2) (&, — Zg).  «

26) Ein Schema (9) ohne die Bedingung (9 2) entspricht formal genau einem
,fableau® in Y; die ,.standard tableaus* sind Schemata. die auch (9a) erfiillen.
In Y bleiben die Schemata formale kombinatorische Gebilde, wihrend sie hier
durch (10), wenn man so sagen darf, mit einem konkreten Inhalt erfiillt werden.
Vgl. insbesondere Y, S. 258.
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Satz II. Das System d®- st ein Eigensystem fir eine irreduzible
Darstellung & von S,

Die Anordnung der Formen d,.(z) (x = 1,2,..., k) geschehe nach
folgender Regel: Zunichst ordne man die Potenzprodukte der z,, die in
allen d, () tiberhaupt auftreten, lexikographisch nach z,, Z,—, ..., 2, 2,,
d. h. man nenne

s Tttt hoher als mf:" ”f,"_—ll - x‘f‘

1

wenn die erste der nichtverschwindenden Differenzen

X — ﬂm Ap—1 — ﬁ-n—-l:
positiv ist. Das hochste Potenzprodukt, das in d, (x) auftritt [offensichtlich
das Produkt der Hauptdiagonalelemente in der Form (16) von d,(z)],
nennen wir das Leitglied von d,(z) und bezeichnen es mit L,. Die d,(z)
werden dann so angeordnet, daB d,(z) vor d,(z) steht, wenn nach der
obigen Regel L, hoher als L; ist. Man sieht dann sofort ein, daB das
Leitglied L, von d,(z) in allen dieser Form nachfolgenden Formen d;(z)
von d® nicht mehr vorkommen kann. Daraus ist die lineare Unabhingig-
keit der d,(z) unmittelbar zu entnehmen. Denn in einer linearen Beziehung

Sa,d,(z) =0

mufl, da das Leitglied L, nur in d, (z) vorkommt, a, = 0 sein; da dann
das Leitglied L, nur noch in d, (z) vorkommt, ist auch @, = 0. So
erhilt man schrittweise, daf alle Koeffizienten a,(x = 1, 2, ..., k) gleich
Null sind. :

Der Satz IT ist demnach bewiesen, wenn die Anzahl k£ der Formen
von d® gerade der Grad fu,, 4, ... «, ¢iner Darstellung G ist. Dies ist
aber eine bekannte Tatsache 2’); ich will sie aus der Rekursionsformel (5)
herleiten. Offenbar kann die Ziffer # in einer Anordnung (9) der
Ziffern 1,2, ..., n, die den Bedingungen (9a) gentigt, nur an Enden der
Zeilen und Spalten stehen. Steht etwa n am Ende der p-ten Zeile (dies
ist natiirlich nur dann moglich, wenn u,., <p, ist), so erhalten wir,
wenn # aus dem Schema gestrichen wird, ein Schema s*(u) in n —1
Ziffern, das zu der Zerlegung

n—1=p +py+ ... Fpo1+We— 1)+ ...+

gehort. Umgekehrt erhalten wir aber aus jedem zu dieser Zerlegung
von n — 1 gehorigen Schema s*(u), indem wir in der o-ten Zeile noch =

27) Vgl. J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkiil, Berlin J. Springer 1924, 8. 255;

H. Weyl, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halbeinfacher Gruppen durch
lineare Transformationen I., Math. Zeitschr. 23, S.304; Y3, Theorem II.
Mathematische Zeitschrift. 39. 46
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anfiigen, ein Schema s(u), das den Bedingungen (9a) geniigt. Daher gilt
fiir die Anzahl N (u,, Uy, - - -, #4,) der Schemata (9) die Rekursionsgleichung

N(uss thos - - s i) = N(u,— Lty ooy pir) + N(py, iy — 1, ., )
4+ oo+ N (g, pgy -5 e — 1),
wobei der o-te Summand, wenn u, = g, ist, durch 0, ferner fiir u, =1
die Zahl N (uy, gy - - -» or—1,0) durch N (u,, sy, . - ., tr—1) Zu ersetzen ist.
Diese Gleichung stimmt formal genau mit der Gleichung (5) iiberein;
da aber auch fiir die Anfangswerte der beiden Zahlenfolgen N (n)=f, =1
gilt, so ist allgemein
N (‘uv Mgy« o o ‘u'r) = fﬂh Mgy ooy Mgt

Mit Hilfe der Leitglieder 1aB8t sich eine beliebige Form f(z) des
Moduls M (d (z)) ohne Miihe als lineare Verbindung der d,(z) angeben.
Denn ist das Leitglied von f(z) etwa a;, L;, mit einer gewissen rationalen
Zahl a,, so enthilt f(z) — az, &z, (z) = [’ (z) nur Leitglieder von niedrigerer
Ordnung. Hat f (x) etwa das Leitglied a;, L;,, so enthilt

f(x) — @z, da, () — @, da, (2)

wieder nur Leitglieder niedrigerer Ordnung. Féhrt man so fort, so findet
man in héchstens & Schritten die Entwicklung von f(x) nach den Formen
des Eigensystems d®. Nimmt man insbesondere die Formen df (z) fir
eine beliebige Permutation P aus S,, so folgt aus diesem Verfahren un-
mittelbar, daB in den Gleichungen

k
df (z) = X ciid; () . (x =1,2,...,k)
1=1

alle Koeffizienten c.; ganze rationale Zahlen sind.

Fiir das Beispiel # = 5 = 3 + 2 hatten wir schon oben als Kigen-
system die fiinf Formen
dy, = (2, —2,) (25— 2,); dy = (23— 2)) (%5 — z,); dy = (T3 —2,) (T — Z5);
d, = (25— 2,) (&, — 35); d5 = (2,-— z,) (, — Z;)
erhalten. Bestimmen wir beispielsweise fiir die erzeugenden Permutationen
P=(1,2) und Q = (1,2,3,4,5) der Gruppe S, die Formen dy () und
) d2 (z), so finden wir

af =d, —d; +d; d¢ = —d,

&P = d, — dj g = —d,
d3P=_d3 d??:’"d4+d5
df=d4_d5 d?:’dl_ds-d4+d5

3P o= = d, i@ = d, — d, — d, + d;.
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Daher sind diesen Elementen in der Darstellung ¢ » die Matrizen

‘1 0 —1 0 1 0 —1 0 0 0

01 —1 0 0 0 0 0 —1 0
Mp=|00—-10 0} Me=|0 0 o0 —11

00 01 —1 1 0 —1 —1 1

00 00 —1 0 1 -1 -1 1/
zugeordnet.

V.

Der letzte Abschnitt soll zeigen, daB man allein aus den Eigen-
systemen d% ohne irgendeine Kenntnis von der Theorie der Charak-
teristiken die Behauptungen der Sitze I und IT herleiten kann:

Die durch das Eigensystem d® erzeugte Darstellung 6@ wvon S, i4st
urreduzibel; verschiedene Eigensysteme >® und p® erzeugen wesentlich wver-
schiedene irreduzible Darstellungen von Sp. D. h.: Durchliuft (u) alle Zer-
legungen von n, so erzeugen die Ervgensysteme 2 ein volles System irredu-
zibler Darstellungen der symmetrischen Gruppe G,.

Zum Beweise verwende ich einen Satz, der vielleicht auch fiir sich
betrachtet, nicht ohne Interesse ist.

Bs sei M=yt P F e e (U =y = ... =, > 0) eine Zer-
legung von n. Man erhilt daraus gewisse Zerlegungen von:

”‘—1=(/*‘1—1)+/‘2+~"+/‘n
n—1=p, 4 (py— 1) +... + p,

n—1 =Wt et e+ (g — 1),

von diesen sollen aber nur solche genommen werden; die bei dieser
Schreibweise geordnet sind, d. h. die ¢-te von diesen eben angeschriebenen
Zerlegungen wird genommen, wenn Mg > o1, ist, aber nicht, wenn
Mo = Mo+1 1st; bei p, =1 verringert sich in der letzten Zerlegung die
Zahl der Summanden. Die so aus der Zerlegung (u) von n entstehenden
Zerlegungen von n — 1 mogen mit ()1 ()95 - -+ ()¢ (¢ < 7) bezeichnet
und die aus (u) abgeleiteten Zerlegungen genannt werden *). Qhne
weiteres ist klar, daB diese Zerlegungen simtlich voneinander verschieden
sind.

28) Diese Auswahl entspricht genau der fir die Rekursionsgleichung (5) fir
die Grade der Darstellungen; denn die dort angegebene Regel besagt nichts anderes,
als daB man die nichtgeordneten Zerlegungen fortzulassen hat.

46*



708 W. Specht.

Ein Beispiel wird dies noch besser erldutern. Die Zerlegung n = 8
= 3+ 2+ 21 fithrt zunéichst auf die Zerlegungen
n—1=7=24+2+4+24+1=3+1+24+1
=3+24+1+1=3+2+240,

von denen aber die zweite (als nicht geordnet) ausgeschlossen wird.

Nun bezeichne &, die Untergruppe von &,, die von allen den Per-
mutationen von S, gebildet wird, die die Ziffer » in sich selbst iiber-
fithren; &), ist der symmetrischen Gruppe S,_, einstufig isomorph. Dann
gilt der

Satz III. Die durch das Eigensystem d erzeugte Darstellung &
von S, lefert in den Matrizen, die den Elementen der Untergruppe S, zu-
geordnet sind, eine Darstellung G der S,_.; es gqilt in der bekannten
symbolischen Schreibweise:

GG, ... 0

) G =[O O O

0 0 ...6“%/
wobei G, GWe, ..., 6“" die von den Eigensystemen b, d@:, .. ., p™t
erzeugten Darstellungen von S, _,, (1);, (&) - - -, (1) die aus (u) abgeleiteten
Zerlegungen von n — 1 bedeuten *°).

Zum Beweise betrachten wir noch einmal die Leitglieder L, der
Formen d,(z) aus dem Systeme d>@. Eine Anzahl unter ihnen ist durch
eine gewisse hochste Potenz 2;! der letzten Verdnderlichen z, teilbar; auf
Grund der fiir die Formen festgelegten Reihenfolge kinnen wir aber sofort
erkennen, daB genau die ersten f(u), Leitglieder durch z;', alle anderen
aber nur durch kleinere Potenzen von z, teilbar sind. f(u), bedeutet
hierbei die Anzahl der Formen in dem Eigensystem 21 der &,_,, oder
was dasselbe ist; die Anzahl der méglichen Schemata (9) fiir die Zer-
legung (), von n — 1. Dies erkennt man leicht mit der gleicheén Methode,
die in IV. die Abzihlung der Formen von »“ gestattete. Unter den
verbleibenden Formen d, () haben die nichsten f(u), Leitglieder, die
durch die nichste mogliche Potenz z’ teilbar sind, und so fort. Auf
diese Weise werden die Formen d,(z) von d® in ¢ Abteilungen eingeteilt;

29) Dieser Satz ist im Grunde genommen natiirlich schon in der Formel

dPM 2‘: e

d 8y T=1
enthalten, die in S,, § 1 (auf S.666 oben) steht; hier kann freilich davon kein
Gebrauch gemacht werden. Formuliert wurde Satz ITI aber meines Wissens noch
nirgends.
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die Leitglieder der z-ten Abteilung sind simtlich durch die gleiche Po-
tenz 27" teilbar (v =1,2,...,1), wobei r, >7,> ...> r,=>0. r,=0
tritt ein, wenn w, = 1 war. Entwickeln wir aber eine Form d.(zx) aus
der 7-ten Abteilung nach Potenzen von z,, so sicht man aus der Gestalt
von d,(z) sofort, daf der Koeffizient d¥ von z'* (nur noch abhingig von
Ty, Ty, -+, Tn—y) gerade eine Form aus dem EKigensystem b“% ist; man
hat dazu nur die Determinante in d,(z). in der z, vorkommt, nach der
Zeile zu entwickeln, in der die Potenzen von z, stehen. Durchliuft
daher d,(z) alle Formen aus der r-ten Abteilung, so finden wir als Koeffi-
-zienten von z,* gerade alle Formen dieses Eigensystems 2“ der G, _, %),

Damit ist aber der Beweis fiir den Satz III fast vollendet; bilden
wir némlich fiir eine Permutation P’ aus der Gruppe &, zu irgendeiner
Form d, (x) der 7-ten Abteilung aus d@ die Form 4%’ (z), so ist auch das
Leitglied dieser Form gewi durch " teilbar. Daher kann die Entwicklung

di (z) = X a51d,(x) d=1,2,...k
P

erst mit Formen der 7-ten Abteilung beginnen, die vorherstehenden Koeffi-
zienten 7, sind sicherlich gleich Null. Dies zeigt, daB eine Zerfillung
der angegebenen Form (11) eintritt, allerdings sagt es noch nichts iiber
die in der Hauptdiagonale stehenden Matrizengruppen aus. Entwickelt
man nun aber auf beiden Seiten nach ,, und vergleicht man die Koeffi-
zienten der hochsten Potenz 7, so entsteht die Beziehung

’ P
&P = Y adf,

wobei rechts natiirlich nur noch iiber die Indizes 2 summiert wird, deren
zugehdrigen Formen d; (z) zur 7-ten Abteilung gehéren. Diese Beziehung
ist aber genau eine der Entwicklungsformeln fiir das Eigensystem >
von S,; und das Element P’ dieser Gruppe. Daraus folgt, dafl die
Hauptdiagonale von (11) gerade die angegebene Gestalt hat.

Damit kommen wir zum Beweise der eingangs aufgestellten Behaup-
tung. Da diese fiir n = 1 trivialerweise erfiillt ist, konnen wir sie fiir
den Grad » — 1 schon als bewiesen voraussetzen.

Die Irreduzibilitit der durch d* erzeugten Darstellung ist offenbar
dann bewiesen, wenn gezeigt werden kann, daB der symmetrische Modul
M (d (2)), der zu der Zerlegung (x) in III. konstruiert wurde, keinen echten
symmetrischen Untermodul enthilt, der von Null verschiedene Elemente
besitzt. Wir nehmen an, M(d(z)) enthalte einen solchen symmetrischen
Untermodul M,; eine Basis dieses Moduls ist dann auch Eigensystem

80) Diese Zerlegung des Eigensystems in Abteilungen entspricht der Einteilung
der Schemata (9) nach der Stellung der letzten Ziffer n; wird diese Ziffer im Schema
gestrichen, so entsteht ein Schema einer abgeleiteten Zerlegung von n — 1.
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von &, und erzeugt eine Darstellung ®, dieser Gruppe. Daher ist mit
einer geeigneten Ahnlichkeitstransformation
rew4 (G 0
A-1GW 4 —<(52,(5 :

Da aber jede Darstellung einer endlichen Gruppe vollstindig zerfillt,
kann hier durch Anderung der Basis von M, erzielt werden, daB ®,, = 0
ist; daher ist M (d ()) direkte Summe zweier symmetrischer Untermoduln
M, und M, ).

Ist nun f(z) ein beliebiges Element von M,, so kann es als lineare
Verbindung der d,(z) dargestellt werden

f(z) = Z’a,,d,, ().

Hierbei mége a; der erste von Null verschiedene Koeffizient sein, das
Leitglied von f(z) ist dann a; L;. Durch eine Permutation P, die L; in
das Leitglied L, der ersten Form d, (z) iiberfithrt (eine solche Permutation
existiert gewiB), geht f(z) in eine Form ¢ (z) = fP(z) aus M, iber, die
das Leitglied a; L, besitzt, also in ihrer Entwicklung nach Potenzen von
z, die Gestalt hat:

g(x) = zlgf(z) + ...,
dabei ist gf (z) eine von Null verschiedene Form aus dem in S, , sym-
metrischen Modul M (d* (z)), der der Zerlegung (), von » — 1 entspricht.
Dieser Modul ist aber nach Voraussetzung unzerlegbar, weshalb M, sicher
Formen enthilt

g(@) = 2 gt (2) + ...
mit jedem beliebigen Element ¢f (z) aus M (d*(z)). Daraus folgt aber
doch offenbar, daB die aus ®, hervorgehende Darstellung G} fiir S, min-
destens die Darstellung G®: von G,_, als (nach Voraussetzung) irredu-
ziblen Bestandteil enthilt. Das gleiche gilt auch fiir die Darstellung ®,;
die aus ihr hervorgehende Darstellung G5 von S,_; enthilt gleichfalls
die Darstellung G®1 von S,_,. Da indes

G0

(0'62)
zu der in Satz IIT definierten Darstelling G von &,_, dhnlich 1st, so
kann nur eine der beiden Darstellungen Gf und ®; den (nach Voraus-

setzung) irreduziblen Bestandteil G: enthalten, weil dieser in G¢’ nur
einmal vorkommt. Also muB einer der beiden Moduln M, oder M, der

31) DaB dieser Satz wirklich nicht tief liegt, erkennt man leicht aus dem ein-
fachen Beweis, den Herr I. Schur in seiner Arbeit: Neue Begriindung der Theorie
der Gruppencharaktere, Sitzungsberichte Akad. Berlin 1905, S.406 (Satz VII)
gegeben hat.
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Nullmodul sein, was in beiden Fallen der iiber M, gemachten Annahme
widerspricht. Daher ist der symmetrische Modul M (4 (x)) unzerlegbar,
die durch eine Basis diese Moduls, also insbesondere die durch das Eigen-
system D@ erzeugte Darstellung G« der &, irreduzibel.

Es bleibt daher nur noch zu zeigen, daf fiir zwei verschiedene Zer-
legungen (i) und (u) von = die Eigensysteme d® und b® wesentlich
verschiedene Darstellungen G® und 6@ von &, erzeugen. Wiren diese
beiden Darstellungen #hnlich, so wiren es auch die aus ihnen hervor-
gehenden Darstellungen @ und 6§ der &,, d.h. die aus (1) und ()
abgeleiteten Zerlegungen von # — 1 miiBten in irgendeiner Reihenfolge iiber-
einstimmen; dann miifiten sie aber gerade in der angegebenen Reihenfolge
iibereinstimmen, da die abgeleiteten Zerlegungen nach der in II. gegebenen
Regel angeordnet sind. Das ist aber doch offensichtlich unméglich, wenn (1)
und () verschiedene Zerlegungen von 7 sind.

(Eingegangen am 12. Oktober 1934.)
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