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322 S. Warschawski.

Einleitung.

Im folgenden bezeichne G ein von einer geschlossenen Jordankurve
begrenztes Gebiet in der w-Ebene, z— ¢ (w) eine Funktion, die G auf
das Innere des Einheitskreises umkehrbar eindeutig und konform abbildet.
Bekanntlich hat H. A. Schwarz bewiesen, daB, wenn C eine analytische
Kurve ist, ¢ (w) auch noch auf der Randkurve C selber analytisch ist.
Insbesondere ist dann also auch ¢ (w) in @+ C stetig und besitzt dort
Ableitungen von beliebig hoher Ordnung. Painlevé®) hat nun (1891) zum
ersten Male die Frage aufgeworfen, unter welchen allgemeineren Annahmen
iiber die Randkurve C von G die Funktion ¢ (w) in G + C stetig ist,
und wann sie dariiber hinaus dort Ableitungen — bis zu einer bestimmten
Ordnung p >1 — besitzt. Die Stetigkeit von ¢ (w) in G + C bewies er
unter der Annahme, daB C stiickweise stetige Tangente hat; sein auf die
Existenz der Ableitungen beziigliches Resultat lautet folgendermafen: Ist C
durchweg durch die Gleichung
(1) w=w(s)==z(s)+7y(s)
gegeben, wo s die lings C gezihlte Bogenlinge ist, existieren ferner die
Ablestungen "2 (s), y"T(s) und sind diese durchweg auf C stetig,
so existiert durchweg tn G+ C @™ (w) und ist dort stetig®).

Spiter (1909) hat Herr Lichtenstein®) iiber die erste Ableitung ¢'(w)
von ¢(w) ein wesentlich schirferes Resultat hergeleitet: er zeigte, dall
berests unter der Annahme, dafi die Randkurve C von G stetrg gekriimmi
ist, @' (w) in G -+ C existiert und stetig ist und daf3 dariber hinaus ¢’ (w),
das ja wegen der Schlichtheit der Abbildung z = @ (w) in G nicht ver-
schwindet, auch in G - C mirgends gletch Null ist. Insbesondere folgt
hieraus, daB es zwei positive Zahlen u, und u, gibt, so daB fiir alle w
in G+C

0<m<|o'(w) < p
gilt. Ist w = f(z) die zu z= @ (w) inverse Funktion, die also den En-
heitskreis auf G abbildet, so folgt hieraus offenbar die Existenz und Stetig-

1) P. Painlevé, Comptes rendus de ’Académie des Sciences de Paris 112 (1891),
p. 653—657. Dort wird auch auf seine Thése hingewiesen.

%)’ Qind die Annahmen dieser Sitze nur langs eines Bogens erfiillt, so gelten die
in ihnen ausgesprochenen Behauptungen gleichfalls auf diesem Bogen. Wir haben
die obige Formulierung nur der Kiirze halber gewihlt. Analoges gilt von den weiter
unten genannten Sitzen von Lichtenstein, Kellogg und Lawrentieff.

3) L. Lichtenstein, Zur Theorie der lineareri partiellen Differentialgleichungen
des elliptischen Typus, Math. Annalen 67 (1909), S. 559—575, s. insbesondere S. 561
bis 563. Dort wird dieser Satz als Hilfssatz fiir die weiteren Untersuchungen her-
geleitet.
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keit von f’(z) in der abgeschlossenen Kreisscheibe |[z|<1. Vorher hatte
Herr Korn*) dieses Ergebnis unter Hinzunahme weiterer Voraussetzungen
iiber C hergeleitet.

Einige Jahre darauf (1912) hat O.D. Kellogg®) die Frage nach der
Existenz und Stetigkeit der Ableitungen von ¢ (w) wieder aufgenommen
und ist so zu noch weitergehenden Resultaten gelangt. Diese Frage, die
ja, potentialtheoretisch formuliert, auf die Frage nach dem Verhalten der
Ableitungen der Greenschen Funktion von G auf dem Rande hinausliuft,
wird bei Kellogg im Rahmen einer allgemeineren Untersuchung iiber das
Verhalten der Losung der ersten Randwertaufgabe der Potentialtheorie und
zwar iiber das Verhalten ihrer Ableitung auf dem Rande des Definitions-
gebietes behandelt. Die in dieser Arbeit eingeschlagene Methode ist rein
potentialtheoretisch und benutzt die Theorie der Integralgleichungen. Er
bewies den folgenden Satz (der iibrigens auch fiir mehrfach zusammen-
héngende Gebiete gilt; wir formulieren ihn nur fiir unser einfach zusammen-
hingendes Gebiet G): Die Randkurve C von G mdge durchweg eine sich
stetig drehende Tangente besitzen und unter Zugrundelegung der Bogen-
limge als Parameter durch die Gleichung (1) dargestellt sein. Ferner mdge
w(s) n-mal stetig differenzierbar sein und w™(s) mége dariber hinaus
gleschmdfig auf C esner Lipschitzbedingung mit dem Exponentenc, 0<<a <1,
geniigen

w™(s) —w™(s,)| < K|s,—s8,!® (K Konstante).
Dann existieren durchweg in G- C die Ableitungen ¢ (w) (v=1,2,...,n)
sind dort stetigq, und es gilt dariber hinaus in G -+ C

|#® () — ¢ (w,) | <K'l —w,|* (K’ Konstante).

Hieraus folgt insbesondere fiir » =1 die Existenz und Stetigkeit von ¢/ (w)
In G + C. Dariiber hinaus bewies Kellogg, daB ¢'(w) nirgends in G -+ C
verschwindet. Ferner zeigte Kellogg durch Angabe eines Beispiels, daB die
Existenz einer endlichen oder von 0 verschiedenen ersten Ableitung noch
keineswegs aus der Annahme der bloBen Stetigkeit der Tangente in der
Umgebung des betrachteten Randpunktes allein folgt. (Er betrachtet die
durch zlgz in der Umgebung des Nullpunktes vermittelte Abbildung ge-
eigneter Gebiete.)

%) A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie Bd. 2 (1901), S. 8348—354. Herr Korn
hat sich vor allem auch mit analogen Fragen im Raume beschiftigt (vgl. den Enzy-
klopadieartikel von Herrn Lichtenstein).

%) 0. D. Kellogg, Harmonic functions and Greens integral, Transactions of the
Americ. Math. Society 13 (1912), pp. 109—132. Siehe auch L. Lichtenstein, Encyklo-
pidie der math. Wissenschaften, Bd. II, III, Neuere Entwickelung der Potentialtheorie.
Konforme Abbildung.

21*
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Wihrend in den bisher genannten Untersuchungen nach dem Verhalten
der Ableitung von ¢ (w) auf einem Bogen der Kurve C gefragt wird, lings
dessen durchweg gewisse Regularitatseigenschaften der Kurve angenommen
werden, kommt in der Literatur auch die Frage vor, wie sich die Ableitung
von ¢ (w) in einzelnen Punkten verhilt, die gerade gegeniiber ihrer Um-
gebung ,singulire“ Punkte sind. So hat Herr Lichtenstein®) (ein Jahr vor
dem Erscheinen der Kelloggschen Arbeit) die Frage nach dem Verhalten
der Ableitung in einer Ecke aufgeworfen, die von zweli in einem Punkte
w=w, von C zusammenstoBenden bis auf die Endpunkte analytischen
Kurvenzweigen von O gebildet wird. Im Punkte w, erleidet die von 0
verschiedene Kriimmung einen Sprung. Er bewies, dal, wenn die Ecke die
Offnung =7, 0 <1 <2, hat, wn der Umgebung von w, fiir w i G--C

1
¥ (w) = (10— )" po(w)
ist, wo @,(w) esne stetige Funktion und @ (w,) =0 ¢st. Analoge Sitze
hat er auch fiir héhere Ableitungen hergeleitet. Aus diesem Resultat folgt
leicht, dal der Grenzwert
m 2(0) =@ (w)

w>w (w—w)

der fiir eine Ecke einen Ersatz fiir die Ableitung bildet, existiert. Zwei
Jahre spiter haben Osgood und Taylor?) das obige Resultat von Herrn
Lichtenstein auf anderem Wege bewiesen, und zwar mit einer Methode, die
sich ohne weiteres auf Ecken anwenden 148t, die von zwei stetig gekriimmten
Kurvenssten gebildet sind.

In neuerer Zeit (1927) hat Herr Lawrientieff®) eine C.R.-Note ver-
offentlicht, in der er (ohne Beweis) unter anderm auch einige Resultate

iiber das Randverhalten des Differenzenquotienten ;—¢(w12:zw_1) mitteilt.
t 1

Wir erwihnen vor allem den Satz, da8 dieser Differenzenquotient zwischen

zwei positiven Schranken bleibt, wenn C durchweg stetige Kriimmung be-

sitzt. Dieser Satz geht zwar weniger weit, als der entsprechende Satz von

Kellogg; Herr Lawrientieff fiihrt aber seinen Beweis, wie er angibt, auf

rein funktionentheoretischem Wege, und zwar benutzt er einen Hilfssatz,

den auch wir im folgenden verwenden werden (den Satz von Lowner § 1,

) L. Lichtenstein, Uber die konforme Abbildung ebener, analytischer Gebiete
mit Ecken, Journal fir Mathematik 140 (1911), S. 100—119. Siehe auch den in Fuf-
note 3) zitierten Encyklopédieartikel von Herrn Lichtenstein.

7) W. F. Osgood und E. H. Taylor, Transactions of the Americ. Math. Society 14
(1913), pp. 277—298, s. insbesondere 8. 282—283.

$) Lawrentieff, Sur la représentation conforme, Comptes rendus de I’Académie
des Sciences de Paris 184 (1927), p. 1407.
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Satz A). Der Beweis von Herrn Lawrientieff hat vermutlich mit unserem
Ansatz einige Beriihrungspunkte gemeinsam. — Ein weiteres Resultat, das
sich auf Kurven mit stetiger Tangente bezieht, besprechen wir weiter unten
(Kap. I, § 6, Satz 6).

Auf eine weitere Fragestellung, die mit den oben geschilderten
Fragen zusammenhdngt und in neueren Arbeiten der Herren J. Wolff,
C. Carathéodory, E. Landau und G. Valiron behandelt worden ist, gehen
wir - weiter unten ein.

Die vorliegenden Untersuchungen sind nun aus den Versuchen hervor-
gegangen, den Kelloggschen Satz und vor allem den auf die erste Ableitung
beziiglichen Teil dieses Satzes auf rein funktionentheoretischem Wege zu
beweisen. Diese Versuche lassen sich an eine allgemeinere Fragestellung
ankniipfen, die wir in folgendem behandeln und so formulieren wollen:
Die Randkurve C mdge in einem Punkie P (w = w,) eine Hecke der Off-
nung nr, 0 <v<2, besitzen. Bekanntlich ist ¢ (w) in G-+ C stetig.
Wie wverhdlt sich dann der ,Differenzenquotient”

(.)) @ (w) — o (w,)
B (w—w)'* ’

wenn w—w, (w=+w,) in G-+ C konvergiert? (Fir r=1 ist (2) der
gewohnliche Differenzenquotient von ¢ (w) in w = w,.) Insbesondere han-
delt es sich danmn darum, moglichst einfache geometrische Bedingungen
itber die Natur der Randkurve C in der Umgebung von w, dafir an-

zugeben, daB (2) zwischen zwei positiven Schranken bleibt — wir sagen
dann, C besitzt in P eine ,konforme Ecke“?) — und daB ferner der
lim #(2) =9 () existiert. — Nachdem wir so Kriterien fiir die Existenz

w>w, (w_wl)l/’

der Ableitung gefunden haben, fragen wir weiter, wann diese lings eines
Bogens von C stetig ist. In dieser Abhandlung beschiftigen wir uns nur
mit der Untersuchung der auf die erste Ableitung beziiglichen Fragen.
Das Verhalten der hoheren Ableitungen soll einer zweiten, dieser folgenden
Mitteilung vorbehalten werden.

Es sei hier noch gleich auf eine etwas andere Auffassung dieser Frage-
stellung hingewiesen. Ist w = f(z) die zu z = ¢ (w) inverse Funktion, so
liefert f(e*”), —z < ¥ <, eine Parameterdarstellung der Kurve C ver-
mittels des Parameters &, die in gewisser Beziehung als eine ,natirliche®
Parameterdarstellung der Kurve C angesehen werden kann, da sie ja immer

?) Der Begriff der konformen Ecke sowie der weiter unten zu besprechende
Begriff der generalisierten konformen Ecke wurde von Herrn Ostrowski in seiner
Arbeit: Uber quasianalytische Funktionen und Bestimmtheit asymptotischer Ent-
wicklungen, Acta Math. 53 (1929), S. 234 bzw. S. 244, 245 eingefiihrt,
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vorhanden ist und bekanntlich gewisse ausgezeichnete Eigenschaften besitzt.
Die obige Frage nach der Beschrinktheit des Differenzenquotienten (2)

nach oben und unten bzw. nach der Existenz des lim M}@ lduft im
wrwy (w—w,)'’

wesentlichen, wenn (1) == w, angenommen wird, auf die Frage nach der Be-

! idy !
schrinktheit des Differenzenquotienten iﬁe—%ll— nach oben und unten

idy o
bzw. auf die Existenz des lim M,—@ hinaus. Es sei nun w (1), —7<t<T,
>0 & -

eine andere Parameterdarstellung unserer Kurve C, w(0)=w,. Man kann
"w () —w(0)

1 tt
nach oben und unten bzw. der Existenz eines endlichen und von 0 ver-

- iy _
schiedenen }1_5% —%?QL auch die entsprechenden Tatsachen fiir f(—e%,—f—(ﬁ

folgen, d. h. ob der durch die konforme Abbildung gelieferte Parameter
ebenso leistungsfihig® wie ein anderer Parameter ist. Wie das eben
genannte Kelloggsche Beispiel zeigt, ist dies — bei dieser Formulie-
rung der Frage — mnichi der Fall. Wir werden jedoch sehen, daBl dies
in einem gewissen Umfange doch zutrifit, wenn die Frage etwas anders
gestellt wird. —

Es hat sich nun als zweckmiBig erwiesen, die Frage nach dem Ver-
halten des Differenzenquotienten (2) noch weiter zu gliedern, und zwar
den ,allseitig* genommenen Differenzenquotienten von dem ,om Winkel-
raum* gebildeten Differenzenquotienten (2) zu unterscheiden. Wir sprechen
dabei im folgenden von dem Verhalten einer in G definierten Funktion v (w,
bei allseitiger Anndherung von w an den Randpunkt w, von G — und
also auch von dem des allseitig genommenen Differenzenquotienten
p(w)—g(w)

(w_wl)lh
finitionsbereich von % (w) gegen w, konvergiert. Insbesondere soll aus-
driicklich die Anniherung von w an w, lings C dabei zugelassen sein,
wenn y(w) — wie z. B. der Differenzenquotient — auf C (mit eventueller
Ausnahme von w,) definiert ist. Wir sprechen ferner von dem Verhalten
der Funktion u (w) bei Annsherung von w an w, ,im Winkelraum®, wenn
w— w, innerhalb eines jeden Winkelraumes konvergiert, der von zwei von
w, ausgehenden mit je einem an w, anstofenden Stiick ganz in G ver-
laufenden Strahlen gebildet ist.

Die Frage nach der Existenz der im Winkelraum gebildeten Ableitung
ist in den oben genannten Arbeiten von Herrn Carathéodory und Herrn Valiron
behandelt worden. Allerdings braucht bei diesen Untersuchungen @ nicht
als ein von einer Jordankurve begrenztes Gebiet vorausgesetzt zu werden,
sondern kann ein wesentlich allgemeineres einfach zusammenhingendes Ge-

dann insbesondere fragen, ob aus der Beschrinktheit von

y(w) —, wenn w (== w,) in beliebiger Weise in dem De-
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biet sein. Diese Untersuchungen stiitzen sich auf den folgenden SatzY):
a) Ist f(2) in |2| < 1 regulir und absolut <1, so existiert stets der

lim l—f(2)=

o
z>1 l1—2 ?

wenn z—1 ,im Winkelraum® konvergiert, und « ist entweder endlich und
dann positiv oder co. Im ersten Falle konvergiert auch f(z)—e«, wenn
z—1 ,im Winkelraum* strebt. Mit Hilfe dieses Satzes beweist Herr Cara-
théodory vor allem: b) G sei ein einfach zusammenhdngendes Gebiet,
P (w = w,) ein Randpunkt von G, w = f(2) bilde |z, <1 auf G ab. Gubt
es dann einen Kreis K,, der den Punkt P mit dem Rande von G ge-
meinsam hat und dessen Inneres ganz G angehdort, und ferner einen Kreis K, ,
der gleichfalls den Punkt P mit dem Rande von G gemeinsam hat und
sonst ganz auferhalb von G werlduft, so gibt es einen Punkt z, auf
z =1, so daf zl_)lll; f(z) =w, ist, wenn z— z, tm Winkelraum gegen

w, konvergiert, und f(z) in z, eine im Winkelraum gebildete Ablestung
besitzt. Ferner konvergiert f'(2)— f'(z,), wenn z — 2, ,im Winkelraum*®
strebt. In einer etwas spiter erschienenen Arbeit leitet Herr Valiron'*) einen
allgemeineren Satz iiber die Existenz der endlichen Winkelderivierten her,
bei dem an die Stelle des von ,innen beriihrenden® Kreises K, des Cara-
théodoryschen Satzes Kurven allgemeineren Charakters treten, die im ,Be-
rithrungspunkte“ P keine endliche Kriimmung mehr besitzen.

In der vorliegenden Abhandlung beschéftigen wir uns, wie gesagt, mit
der Frage nach dem Verhalten des Differenzenquotienten (2) bei allsesteger
Anniherung von w am w, und beschrinken uns daher nur auf Punkte,

10) In dieser Form wurde dieser Satz zum ersten Male explizite formuliert und
bewiesen von Herrn Carathéodory in seiner Arbeit: Uber Winkelderivierten von be-
schrinkten analytischen Funktionen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1929,
S.89—54 und unabhingig und nahezu gleichzeitig von den Herren Landau und
Valiron mit einem iiberraschend einfachen Beweis in der gemeinsam verdffentlichten
Note: A deduction from Schwarz’s lemma, Journal of the London Math. Society 4,
March 1929, pp. 162—163. Wie ich durch eine freundliche Mitteilung von Herrn Prof.
Landau erfuhr, findet sich dieser Satz implizite in einer bereits 1926 erschienenen
C.R.-Note (183, S. 500—502) von Herrn J. Wolff, in der Herr Wolff einen etwas
anderen Satz herleitet, namlich: Aus f(z) regulér und absolut <1 fiir |z|<1 und
f(2)—2=0in |2| <1, folgt die Existenz eines einzigen Randpunktes z = ¢, in dem
aa\f(zi) und f’(z) fiir z— ¢ ,im Winkelraum*“ gegen einen und denselben endlichen
und positiven Grenzwert konvergieren. Doch enthalt Nr. 1 bis 5 seiner Note, in denen
er noch nicht von der speziellen Annahme f(z)—z40 in |z|<1 Gebrauch macht,
genau den Beweis des obigen Satzes.

1) @. Valiron, Sur un théoréme de Julia, étendant le lemme de Schwarz, Bullet.
des Sciences mathem. 1929.
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die auf freien Jordanbogen des Randes liegen. Wir diirfen dann weiter
annehmen (vgl. Hilfssatz 4 in Nr. 6), daB der Rand von G eine geschlossene
Jordankurve ist. Nur in einem Anhang zu dieser Arbeit geben wir kurz
eine Verallgemeinerung der eben erwihnten Resultate iiber die Winkel-
derivierte der Herren Carathéodory und Valiron an in einem Umfange,
wie sie die einfache Anwendung der iiber die allseitig gebildete Ableitung
hergeleiteten Ergebnisse zu formulieren gestattet. —

Bei unserer Untersuchung gehen wir folgendermaBen vor: Unter einer
geeigneten Annahme iiber die Struktur der Randkurve in der Umgebung
von P 148t sich das Verhalten des lings C gebildeten Differenzenquotienten (2)
durch das Verhalten geeigneter in jedem festen Winkelraum gebildeter Diffe-
renzenquotienten (2) charakterisieren. Um diese Bedingung zu formulieren,
filhren wir eine neue Begrifisbildung ein, namlich die sog. Unbewalltheits-
funktion 4 (¢) der Kurve C im Punkte P. Darunter verstehen wir fol-
gendes: Es sei ¢ ein beliebiger Teilbogen von C, der P als inneren Punkt
enthélt, Wir beschreiben dann um P den Kreis %, mit so kleinem Radius e,
daB k, nur den Bogen c¢ trifit, nicht aber den iibrigen Teil der Kurve C,
P, und P, seien die beiden ,letzten“ Schnittpunkte von k, mit ¢, die man
bei der Durchlaufung von ¢ von P aus nach beiden Seiten antrifft. 4 (e)
ist dann der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe, die beide
Baégen ﬁ’l und 15_1\-"g von ¢ enthilt. Die Unbewalltheitsfunktion 4 (&)
braucht nur fiir hinreichend kleine Werte von & definiert zu sein und ist
im folgenden Sinne unabhingig vom Bogen c¢: ersetzt man ¢ durch einen
groBeren ¢ umfassenden oder einen kleineren in ¢ enthaltenen Bogen (der
gleichfalls P als inneren Punkt enthélt), so hat A (e) fiir hinreichend kleines ¢
immer denselben Wert, unabhiingig davon, welcher Bogen zur Definition
zugrunde gelegt wird. Die oben genannte Bedingung besteht nun darin,
4 (¢)

daB wir verlangen, der Quotient ——, der ja seiner Definition nach >1

ist, soll nach oben beschrinkt sein oder, wie wir sagen wollen, C soll in P
Jlinear unbewallt sein. Die dieser Bedingung zugrunde gelegte anschau-
liche Vorstellung ist die, daB die Kurve C in der Umgebung des Punktes P
keine allzu starken ,Schwankungen“ macht. Es stellt sich namlich heraus,
daB notwendig dafiir, daB der Differenzenquotient (2) zwischen zwei posi-
tiven Schranken bleibt bzw. einem Grenzwert zustrebt, ist, daf 4 (¢)=0 (¢)

bzw. Hﬂi‘? =17%) gilt. Da es uns nun vor allem auf die Frage nach

der Beschrinktheit bzw. der Konvergenz des Differenzenquotienten (2)
ankommt, sefzen wir nun von wvornherein das Bestehen der Relation

12) Wir benutzen das von Herrn Ostrowski eingefiithrte Symbol { bzw. |, um
das monotone Zunehmen bzw. Abnehmen zum Ausdruck zu bringen.
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4 (&) = O (&) voraus. Unter dieser Annahme leiten wir nun den folgenden
Satz her, der das fiir uns wichtigste Hilfsmittel zur Untersuchung der
allseitig genommenen Ableitung darstellt (Satz 1 und 2):

Die Hauptungleichungen. W bezeichne einen von zwer von w,
ausgehenden Strahlen gebildeten Winkelraum der Offnung 2+, <w, der
in der Umgebung von w, ganz in G liegt. Dann gibt es zwes Konstanten
M und M’', sowie zu jedem hinreichend nahe bei w, gelegenen w auf C
xwei Zahlen R, R', die mit w—w, gegen 0 konvergieren, so dafs fiir
alle Punkte ¢, ¢’ in W im Abstande R bzw. R’ von w,

yoe—e) o —e@)]| . yriel@)—g ()
D Ut L'~ w, |
gilt. Die Konstanten M, M’ hdngen wesentlich von 7, x = thoﬂi)

ab. Sie konnen von w abhdingig gemacht werden und konvergieren dann

. 1 =
mit w—w, gegen — cos® <£> bew. %7

T
e eos*(%)

Der etwas komplizierte Beweis dieses Satzes, dem der § 4 dieser Arbeit
gewidmet ist, beruht auf einer konsequenten mehrmaligen Anwendung des
bereits oben erwihnten Lownerschen Satzes (Satz A, § 1), und erfordert
eine Reihe von Hilfssiitzen, die wir zu einem Teil im § 1 (Hilfssédtze 1 bis 3)
und zum andern Teil im § 2 (Hilfssétze 6 bis 9) herleiten. Diese Hilfs-
sitze sind, wie wir glauben, auch unabhingig von diesem Zusammenhange
von Interesse; sie liefern genauere Abschitzungen fiir die Bildlinge eines
Randbogens bei konformer Abbildung unter verschiedenen Annahmen iiber
die Normierung der Abbildungsfunktion.

und v

Aus diesem Satze leitet man ohne Schwierigkeit den folgenden Satz
(Satz 3) ab: Existiert der Grenzwert von (2), wenn w— w, lings einer
in w, mindenden Kurve L in G strebt, die C nicht berihrt, so ist not-
wendig und hinreichend, damst (2) bet allseitiger Anndherung von w an w,

4(e)

einen Grenzwert besitzt, daff ———1 konvergiert (d. h. C in P, wie

wir sagen werden, ,requlir unbewallt ist).

Es geniigt somit, das Verhalten des Differenzenquotienten (2) lings
einer beliebigen in w, miindenden und die Kurve in C nicht beriihrenden
Kurve L zu kennen, um — unter den Annahmen 4 ()= 0(e) bzw.

y{%é(%) =1 — auf das Verhalten des allseitig genommenen Differenzen-
quotienten (2) Riickschliisse ziehen zu kénnen.

Um nun das Verhalten des Differenzenquotienten (2) bei der An-
ndherung lings solcher Kurven L zu untersuchen, fithren wir die soge-

nannten Vergleichskurven em. Wir verstehen unter einer snmmeren resp.
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duferen Vergleichskurve €, bzw. €, von C in P eine geschlossene Jordan-
kurve, die den Punkt P mit ¢ gemeinsam hat und sonst nirgends auBer-
halb bzw. nirgends innerhalb von C verliuft und im letzten Falle das
Innere von C enthilt. Die in der oben genannten Abhandlung von Herrn
Carathéodory benutzten Kreise und die allgemeineren Kurven von Herrn
Valiron kénnen als solche Vergleichskurven aufgefalt werden.

Es seien G und G, allgemein zwei von den geschlossenen Jordan-
kurven C und O, begrenzte Gebiete, von denen das eine bis auf den ge-
meinsamen Randpunkt P im Innern des andern enthalten ist und die
beide in P eine Ecke (nicht notwendig von derselben Offnung) besitzen.
Bildet man G und G, beide Male auf das Innere des Einheitskreises ab
und bildet mit jeder Abbildungsfunktion den in einem festen Winkelraum
genommenen Differenzenquotienten (2), so besteht zwischen den absoluten
Betrigen dieser Ausdriicke eine gewisse eigentiimliche Monotonierelation,
wie man sie dhnlich vom Schwarzschen Lemma und seiner Verallgemeinerung,
dem Lindel6fschen Prinzip, her kennt. Man kann sie etwas unprizise
dahin formulieren, da8 der Differenzenquotient fiir das gréBere Gebiet im
wesentlichen gréBer ist. (Die Ungleichung gilt also in der entgegengesetzten
Richtung wie beim Lindelofschen Prinzip; Naheres siehe §6.) Somit ist
es also klar, daf wir Schranken fiir den allseitig gebildeten Differenzen-
quotienten (2) finden konnen, wenn wir geeignete Vergleichskurven kon-
struieren. Auf die Beschrinktheit des Differenzenquotienten nach oben

und unten kommt es zunichst vor allem an. Unter den im folgenden
lim 209 —e ()

zu machenden Annahmen werden wir dann die Existenz des :
w>w (w—w )V

verhéltnism&Big leicht nachweisen konnen.

Die Bedingung, die wir zur Kennzeichnung des Verhaltens des
Differenzenquotienten (2) benutzen, besteht also, wie wir zusammenfassend
sagen konnen, aus zwei ,Komponenten“, die nach zwei wesentlich ver-
schiedenen Richtungen dem Verhalten der Kurve in der Nachbarschaft
von P Rechnung tragen: 1. aus der Bedingung iiber die Unbewallt-
heitsfunktion, welche die innere Struktur von C in der Umgebung von P
charakterisiert und 2. aus der Annahme der Existenz geeigneter Vergleichs-
kurven, eine Bedingung, die sich mehr auf den ,3uBeren“ Verlauf von C
in der Umgebung von P bezieht. Nach dem Obigen erscheint es wohl
auch verstandlich, da es fiir Untersuchungen iiber die Winkelderivierten
nur auf die zweite Bedingung ankommt (vgl. die oben genannten Sitze
der Herren Carathéodory und Valiron).

Die Konstruktion von Vergleichskurven fithren wir nun am Anfang
des zweiten Kapitels durch, wo wir den Hauptsatz iiber die konformen
Ecken herleiten. Eine genauere Analyse der Bedingung A4(e)=0(e)
zeigt, dal diese Bedingung damit dquivalent ist, daBl gewisse ausgezeichnete
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Parameterdarstellungen der Kurve C: w=w(t), —T<t< T existieren,
und zwar folgender Art: Entspricht dem Scheitelpunkt P der Ecke der
Parameterwert ¢ = 0, so gibt es zwei positive Konstanten ¢, und C,, so
daB fiir alle £ im betrachteten Intervall

(3) 0<e | 20520 <o,
1
gilt. Wir bezeichnen dann ¢ als einen ,metrischen Parameter®. Zwischen
dem Iim Aés—) = » und dem Quotienten %« der GroBen L — }i?}) Lw@%m)‘— >
vOo I
I=lim I_“L(i)l;w*(o_)L besteht ein enger Zusammenhang. Des weiteren
>0

ist die Bedingung h'n% - iﬂ =1 damit dquivalent, daB es einen metrischen

Parameter ¢ gibt, fiir den iiber (3) hinaus auch noch der }1_1)1%) :w——~——~(t):w(0)

existiert und positiv ist.

Wir nehmen nun an, die Kurve C' sei in einer solchen Parameter-
darstellung durch einen metrischen Parameter gegeben; y_, y. seien die
beiden in P zusammenstoBenden Kurveniste von C, welche die Ecke der
Offnung 7z in P bilden, ¢_, #, die Halbtangenten an y_ bzw. y,
in P; (1) bezeichne den Abstand des Punktes w(?) auf y_ bzw. y,
von der entsprechenden Halbtangente. Es sei Z(t) eine-,monotone Ma-
jorante“ von &(t), d.h. eine monotone mit ¢! | O selber monoton gegen 0
abnehmende Funktion, fiir die &(¢) < E(#) ist. Z.B. kann Z(t) =& (¢)
gesetzt werden, wo

Max £(0), t>0,

0<o <t

Max &(o), t<0,

0>02t

£ (1)=

ist; £%(¢) ist die ,kleinste“ derartige monotone Majorante.

Wir erliutern nun kurz die Konstruktion der Vergleichskurven fiir
den Fall der Ecke der Ofinung z (v=1), da wir alles auf diesen Fall
vermittelst der Transformation u = (w — w,)"" reduzieren konnen und es
somit nur auf diesen Fall ankommt.
£* (1)

2

Wir setzen voraus, daf das Integralf dt, w=0, konvergiert.
0
Unter diesen Annahmen kénnen wir zwei im Einheitskreise :z <1 reguldre
Funktionen w = F(z), w = F,(z) konstruieren, die |z|{ <1 auf das Innere
von geschlossenen Jordankurven abbilden, von denen die eine innere, die
andere suBere Vergleichskurve von € in P (w = w,) ist. Ferner besitzen
F(z), F,(z) im Punkte z=1, den sie in w=w, iiberfilhren, im
Winkelraum gebildete Ableitungen. So gewinnen wir zundchst Schranken
fiir den im Winkelraum gebildeten und hieraus dann nach den Haupt-
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ungleichungen auch fiir den allseitig genommenen Differenzenquotienten (2).
Fiir diese Konstruktion der Vergleichskurven brauchen wir einen Hilfssatz
(Hilfssatz 12, § 8), der zu jeder mit '¢! | 0 monoton gegen 0 abnehmenden
Funktion X (7) eine andere monotone (und iibrigens stetig differenzierbare)
Funktion V() von &hnlichem Charakter zuordnet, die schwdcher als X(t)
gegen 0 konvergiert, dariiber hinaus aber gewisse weitere Eigenschaften
besitzt (es konvergiert ein gewisses im folgenden benutztes Integral, das
Integral (8, 2)). Dieser Satz hingt mit dem bekannten Reihensatze zu-
sammen, daBl es zu jeder Reihe mit positiven Gliedern eine schwicher
konvergierende Reihe mit positiven Gliedern gibt; die hier verwendeten
Uberlegungen liegen aber wesentlich tiefer.

Nachdem das Vorhandensein einer konformen Ecke in P bewiesen
ist, folgt — im wesentlichen unter Zuhilfenahme eines potentialtheoretischen
Hilfssatzes (Hilfssatz 14), den wir zu diesem Zwecke herleiten — leicht
lim @ (w)— o (w)
Wy (w_wx)l/r
an w, lings einer speziellen Kurve und dann unter Hinzunahme der Be-

dingung ﬁ:‘) — 1 auch bei allseitiger Anndherung. — Ubrigens gestattet

auch die Existenz des zundchst bei Anndherung von w

die Beweismethode dieses Hilfssatzes einen neuen Bewels des oben zitierten

Satzes a) iiber die Existenz des ]Jm T nd (z) bei einer im Einheitskreise

reguliren und beschrénkten Funktxon f(2) fur lzi <1 im Winkelraum. —
So erhalten wir das folgende Resultat (Satz 7):
Hauptsatz iiber konforme Ecken: Hat die geschlossene Jordan-
kurve C in P eine Ecke der Offnung nr (0 <1 < 2), ist ferner C in P
linear unbewallt (d.i. 4 (e) = O (¢)) und ist schlieﬂlz’ch das mit der oben

definierten Funktion £*(t) gebildete Integral ff (t)dt, 0z 0, konvergent,
so hat C tn P eine konforme Ecke. y
Ist dariber hinaus C in P regulir unbewallt (d 7. hm <e) 1>,

so existiert sogar fir die Abbildungsfunktion z—= <p(w) des Inneren

von C ouf das Innere des Einheitskreises der hm o) p(n) be: all-
w>w  (w—w, )V
seitiger Anndherung und ist von 0 und oo verschieden.

Diesem Satz kénnen wir eine Erginzung beifiigen, die zeigt, da8 die
Bedingung dieses Satzes, was die GréB8enordnung von &(t) betrifit, nicht
verbessert werden kann. Wir beweisen némlich (Satz 8), daB, wenn die
Kurve C in der Umgebung des Punkies P ganz innerhalb esnes der beiden
von den Halblangenten t_ und t, in P gebildeten Winkelrdume verlduft
und wenn ferner £(t) monoton, also &*(t) = &(t) ist, notwendig aus der
Voraussetzung der konformen Ecke die Existenz eimes metrischen Para-



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 333

- *
meters o und die Konvergenz des Integrals f %9—) ds folgt. (& (o) ist die

0
Funktion £*(¢) als Funktion von o aufgefaBt.)

Von dem Standpunkt der oben erwihnten Frage nach der , Guize“
des durch die konforme Abbildung gelieferten Parameters, konnen wir
das im Hauptsatze gewonnene Resultat auch folgendermaBen formu-
lieren: Ist ¢ ein metrischer Parameter in w =w,, fiir den das Integral

f&* (t)

tz

dt existiert, so ist auch o=_4|"sgn ¢ ein metrischer Parameter

(]

= (2} %
von C in w=w,, fiir den gleichfalls das Integral fs—’:;-(;—)do, w'z0
o .

(£*(0) = £*(t) gesetzt) konvergiert. In diesem Sinne kann man also
behaupten, daB der konforme Parameter mit der , beste“ ist. Vgl.auch Satz 12.

Wenn auch der Beweis des Satzes 7 etwas kompliziert erscheint, so
liegt dies zum Teil daran, daB wir im Hinblick auf die weiteren Anwen-
dungen dieses Satzes die Art der Abhdngigkert der fir den Differenzen-
quotienten (2) hergeleiteten. Schranken von der Kurve C ermitteln wollen.
Dies zwang uns, beim Beweise in weit hoherem MaBe, als es sonst nétig
gewesen wire, auf quantitative Uberlegungen einzugehen. Ferner haben
wir auch an geeigneten Stellen des Beweises in FuBnoten Bemerkungen
angefiigt, deren Zweck es ist, diese Abhingigkeit herauszuarbeiten. Das
Ergebnis haben wir dann im Zusatze zu Satz 7 zusammengefaflt. Die
Schranken hingen natiirlich einmal von den die Kurve ¢ in der Um-
gebung von P charakterisierenden Gré8en, weiter von der Normierung der
Abbildungsfunktion z = ¢ (w) (d.h. davon, welcher Punkt bei der Ab-
bildung in den Nullpunkt iibergefiithrt wird) und schlieBlich anch von der
Gesamtausdehnung der Kurve C ab. —

Der iibrige Teil des zweiten Kapitels (§§ 10, 11) bringt Anwendungen
des Satzes 7. Das wichtigste Ergebnis des § 10 ist der Satz 10. Dort wird
unter der Annahme, daf die Kurve C lings eines Bogens ¢ stetig sich
drehende Tangenie besiizt, und daf ferner, falls der Bogen ¢ wunter Zu-
grundelegung der Bogenldnge s als Parameter durch die Gleichung w = w(s),

P
0 < s < a, dargestellt wird, das Integral J.} w do in jedem
8 i '

Intervall der Form 0 < o« < s < B < a gleichmifig konvergiert, bewiesen,
dap ¢'(w) auf dem (offenen) Bogen ¢ existiert, stetig und won O ver-
schieden 4st. Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir zuerst, daf ¢'(w)
auf ¢ existiert und zwischen zwei positiven Schranken liegt, und leiten
erst dann die Stetigkeit von ¢’(w) her. Fiir spitere Anwendungen, bei
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denen der Satz nicht nur auf eine einzige feste Kurve, sondern auf eine
Schar von Kurven C mit gemeinsamen fiir diese Schar charakteristischen
Eigenschaften angewandt werden soll, haben wir den Beweis des Satzes
von vornherein so angelegt, daB wir diese Schranken in ihrer Abhangigkeit
von diesen Eigenschaften der Kurve C bestimmen. Dies macht natiirlich
den Beweis etwas umstdndlicher, als er es sonst wire. Ferner haben wir
an geeigneten Stellen des Beweises in FuBnoten Bemerkungen hinzugefiigt,
die diese Abhingigkeit herausarbeiten sollen und das Ergebnis im Zusatz 1
zum Satz 10 formuliert. Ein weiterer Zusatz (iiber die ,Stetigkeitsfunktion=
von f'(z) — f(£) ist die zu z = @ (w) inverse Funktion — s. Nt. 98) soll
gleichfalls bei spiteren Uberlegungen verwertet werden. Da die erwiahnten
Anwendungen des Satzes 10 erst in der zweiten Mitteilung angegeben
werden sollen, kénnen alle diese auf die ,GleichmiBigkeit“ beziiglichen
Bemerkungen auch zunichst iiberschlagen werden.

Im § 11 untersuchen wir Kurven C mit einer Ecke in einem ihrer
Punkte P, die von zwei in P zusammenstoBenden Kurvenzweigen mit
stetiger Tangente gebildet ist. Wir charakterisieren die Anderung des
Tangentenwinkels in der Umgebung des Punktes P durch die Angabe
einer allgemeinen Lipschitzbedingung: bildet die (etwa im Sinne wachsen-
der s gerichtete) Tangente im Punkt P(s) mit der positiven reellen Achse
den Winkel 6(s), wobei s die von P aus gezahlte Bogenlinge bedeutet
(—6 <L s<L6) und haben die Halbtangenten in P die Richtungswinkel 6_
und 6,, so moge
(4) 16(s) =6, <w(s), 0(s)—0_!<w(s))

§>0 §<0
sein, wo w(c) eine fiir ¢ | 0 monoton nach 0 abnehmende stetige Funktion
von ¢ ist, 0 <o <L4. Wir bezeichnen w(c¢) als den , Lipschitzschen
Modul“ von 6(s) in s =0. Wir fassen alle geschlossenen Jordankurven,
deren Tangentenwinkel 6(s) als Funktion der Bogenlinge s in einer von
zwei Kurvendsten mit stetiger Tangente gebildeten Ecke P(s=0) der
Lipschitzschen Bedingung (4) geniigen, zu einer Klasse L (w (o)) zusammen.
Dann gilt der Satz (Satz 11): Hinreichend und notwendig dafiir, daf alle
Kurven der Klasse L (w (o)) in dem betrachteten Punkte P eine konforme
3

Ecke besttzen, ist, daf3 das Integral f@ do konvergiert.

0

Hat C lings eines Bogens ¢ durchweg sich stetig drehende Tangente

und gibt es einen Lipschitzschen Modul w(6) mit konvergentem Integral
P

f w—id) do, so daB durchweg auf diesem Bogen
' 18() —0(s)| S w(|s — &,1)
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gilt, so ist ¢’(w) lings dieses Bogens stetig und von 0 verschieden. Indem
man (o) spezialisiert, erhéilt man weitere spezielle Kriterien. So ergibt
sich fiir (o) =Ko¢%, 0 <a<1, (K Konstante) der Teil des eingangs
genannten Satzes von Kellogg (fiir n =1), der die Stetigkeit von ¢’(w)

und ;%E behauptet. Aber auch das Bestehen der Lipschitzbedingung fiir
@' (w) und ;ﬁ 148t sich dann — unter Zuhilfenahme eines Satzes von
Herrn 1. Privaloff iiber konjugierte Potentialfunktionen — leicht herleiten. —

Im einzelnen ist die Arbeit folgendermaBen angeordnet. Das erste
Kapitel, in dem wir die Hauptungleichungen herleiten und aus ihnen ver-
schiedene Folgerungen ziehen, umfaft die Paragraphen 1bis 6. In den Para-
graphen 1 und 2 leiten wir im wesentlichen die Hilfssétze her, die wir zum Beweise
der Hauptungleichungen im § 4 brauchen. Wir gehen im § 1 von dem Léwner-
schen Satze aus (Nr. 1), besprechen einige Folgerungen und Anwendungen
(Sitze A, B,C) und sodann drei Hilfssitze (die Hilfssitze 1 bis 3), die
wir fiir den Beweis der Hauptungleichungen brauchen. Dagegen werden
die dort weiter folgenden Hilfssitze 4 und 5 erst spiter (§9) benutzt.
§ 2 enthilt die Hilfssitze 6 bis 9, die nur in § 4 gebraucht werden. Der
§ 8 ist vor allem der Diskussion der Unbewalltheitsfunktion gewidmet und
bereitet im iibrigen alle im folgenden zu benutzenden geometrischen Hilfs-
mittel vor. Die Begriffe der ,Richtungsfunktion¢ und des ,metrischen
Parameters“ werden erst im zweiten Kapitel gebraucht. §4 enthilt die
Formulierung und den Beweis der Hauptungleichungen, § 5 weitere An-
wendungen, deren wichtigste der oben genannte Satz 3 ist. Im § 6 fiihren
wir die Vergleichskurven ein und leiten den Zusammenhang zwischen dem
Differenzenquotienten (2) der Abbildungsfunktion von @ und gewissen Diffe-
renzenquotienten der Abbildungsfunktion des Innern der Vergleichskurven auf
den Einheitskreis ab. Daraus ziehen wir dann einige Folgerungen, unter denen
wir den Satz 5 hervorheben mochten, der den Zusammenhang der ,gene-
ralisierten konformen® Ecke mit der ,konformen“ Ecke Klirt.

Das zweite Kapitel enthilt den Hauptsatz iiber konforme Ecken und
Anwendungen. EsumfaBt die Paragraphen 7bis11. Im §7 wird der Hauptsatz
formuliert und daran werden drei Vorbemerkungen angeschlossen. Im § 8 leiten
wir drei Hilfssitze her, die zum Beweise des Hauptsatzes, der im § 9 durch-
gefiihrt wird, benotigt werden. Am Schlusse von § 9 leiten wir den Satz 8
(s. oben) her, der fiir eine spezielle Klasse von Kurven die Umkehrung des
Satzes 7 darstellt. § 10 enthilt Anwendungen des Satzes 7 auf rektifizierbare
Kurven und § 11 auf Kurven mit stetiger Tangente, bei denen das Verhalten
der Tangente durch eine allgemeine Lipschitz-Bedingung charakterisiert wird.

SchlieBlich gehen wir in einem Anhang kurz auf eine naheliegende
Verallgemeinerung der Satze der Herren Carathéodory und Valiron iiber
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die Existenz einer endlichen und von O verschiedenen im Winkelraum ge-
nommenen Ableitung ein*?).

13) Nachdem ich die Redaktion dieser Arbeit-bereits abgeschlossen hatte, erschien
die Abhandlung von Herrn L. Ahlfors, Untersuchungen zur Theorie der konformen Ab-
bildung und der ganzen Funktionen, Acta societatis scientiarum Fennicae, Nova
series A, 1, Nr. 9 (1930), S. 1—40, die in ihren Resultaten mit einem Teile dieser
Arbeit enge Berithrungspunkte aufweist. Herr Ahlfors befaBt sich dort mit der Frage
nach der ,im Winkelraum“ gebildeten Ableitung in einem Randpunkte. Er geht von
einem anderen Gesichtspunkt aus als wir, indem er zur Charakterisierung des Randes
in der Umgebung des betrachteten Randpunktes eine etwas andere Bedingung als wir
benutzt, und gelangt zu einem schirferen Resultat iiber die Existenz der Winkel-
ableitung, als wir es unter Benutzung unserer Ergebnisse iiber die allseitige Ableitung
im Anhang formulieren konnten. Man konnte aber auch sein Resultat beim Beweise
unseres Satzes 7 verwenden. Dieser Beweis besteht, wie oben ausgefithrt, darin, daB
wir zunichst vermittels der ,Hauptungleichungen“ das Verhalten des allseitig ge-
bildeten Differenzenquotienten in einem Randpunkte auf dasjenige des im Winkel-
raum gebildeten reduzieren und sodann die Beschrinktheit dieses Differenzenquotienten
beweisen. Dieser letzte Teil des Beweises — der im wesentlichen auf der Konstruktion
der Vergleichskurven beruht — lieBe sich nun auch durch das Ahlforssche Resultat iiber
die Existenz der Winkelableitung ersetzen. Mit seinem scharfsten Ergebnis (Satz II,
S. 36) konnte man unseren Satz 7 sogar etwas verschirfen. Im iibrigen enthélt aber
seine Arbeit keines der in unserer Arbeit selbst formulierten Resultate, die sich ja
alle auf die allseitige Ableitung beziehen. Seine Methode ist von der unseren wesent-
lich verschieden, wenn auch die Grundidee seines Beweises seines Satzes IT (8. 36)
auch in der Konstruktion eines geeigneten ,Vergleichsgebietes“ besteht.

Anmerkung bei der Korrektur. Wiahrend des Druckes der vorliegenden
Abhandlung erschienen die folgenden Arbeiten, die mit dieser vielfach Beriihrungs-
punkte gemeinsam haben: 1. P. Bessonoff et M. Lawrientieff, Sur Pexistance de la
dérivée limite, Bull. de la soc. math. de France 58 (1930), p. 175—198. Dort wird
vor allem ein Spezialfall unseres Satzes 7 bewiesen (nimlich E¥(t)y=ct'"?, «, 0
positive Konstanten, 0 <« <1). Der Beweis weist, sowohl was die Verwendung des
Lowner-Montelschen Satzes als auch die Heranziehung von ,Vergleichskurven“ an-
betrifft, sehr enge Beriihrungspunkte mit dem unsrigen auf, ist aber einfacher
als dieser, da er fir den Spezialfall direkt zugeschnitten ist. 2. J. Wolff, Comptes
rendus 191 (1930,), p. 921—923, wo die Ableitung der Abbildungsfunktion bei
Kurven untersucht wird, die in dem betrachteten Punkt P eine Tangente ¢ haben
und in seiner Umgebung in Polarkoordinaten (r, ¢) — ¢ Winkel des Radiusvektors 7
gegen ¢, P sein Scheitelpunkt — durch 7 =7 (@) mit monotonem r(p) gegeben sind,
die aber insbesondere dort ganz auf einer Seite von ¢ verlaufen. Es wird 1. gezeigt,
daB die Abbildungsfunktion in P stets eine allseitige Ableitung hat (oo zugelassen),
und 2. wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die End]ighkeit der

*

0

. - - o
fir diese speziellen Kurven #quivalent ist. 2. ist in unserem Sitzesystem 7, 8 ent-
halten, 1. kann mit der Beweismethode von Satz 8 unter Zuhilfenahme der Haupt-
ungleichungen erhalten werden. Die Wolffschen Beweise sind besonders einfach.
3. W. Seidel, Uber die Réanderzuordnung bei konformen Abbildungen, Math. An-
nalen 104 (1931), S. 183—243. Dort wird neben der Abbildung von speziellen
(Fortsetzung der FuBnote %) auf nichster Seite.}

Ableitung angegeben, die mit der unseres Satzes 7 (Konvergenz von
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Die Anregung zu dieser Arbeit sowie viele wertvolle Ratschlige so-
wohl bei der allmihlichen Herausarbeitung der Fragestellungen als auch
bei der Durchfithrung sowie bei ihrer endgiiltigen Darstellung verdanke
ich Herrn Professor Ostrowski. So geht unter anderem insbesondere die
Formulierung der im folgenden neu eingefiihrten geometrischen Begriffs-
bildungen (vgl. auch das Verzeichnis am Schlusse der Einleitung), so die
des Kurvenelements, der Unbewalltheitsfunktion, des metrischen Parameters
u. a. teils auf miindliche Besprechungen mit ihm und teils auf seine Vor-
lesungen zuriick. Es sei mir gestattet, Herrn Professor Ostrowski fiir das
stete freundliche Interesse, mit dem er den Fortgang meiner Arbeit sowie
meiner bisherigen Studien iiberhaupt unterstiitzte und forderte, meinen
herzlichsten und aufrichtigsten Dank auszusprechen. — Ferner danke ich
der philosophischen Fakultdt der Universitit Basel fiir einen mir freund-
lichst gewshrten Zuschuf zu den Verdffentlichungskosten der Arbeit.
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Gebietsklassen auch das Randverhalten der Ableitungen der Abbildungsfunktion
w=f(z) von |z|<1 auf das Innere von geschlossenen Jordankurven C unter-
sucht. Zu ungserem Gegenstand stehen vor allem die Sitze 18 bis 20 in Beziehung,
wo unter der Annahme, daB C durchweg ,beschrinkte Krimmung® hat (der
Tangentenwinkel 0 (s) geniigt einer Lipschitzbedingung), die Totalstetigkeit wvon
f’(z) und ferner die Existenz fiir fast alle ¢ von h;n f7(re’?) und die die

Integrabilitit von |[f”(e’?)'? fir jedes p>0 bewiesen wird. Vgl. hierzu unsere
Sitze 10, 12. — Ferner mochten wir auf die kiirzlich erschienenen Arbeiten von
0. D. Kellogg, On the derivatives of harmonic functions on the boundary, Trans-
actions of the American Math. Soc. 83 (1931), p.486—510, J. Schauder, Potential-
theoretische Untersuchungen I, Math. Zeitschr. 33 (1931), S.602—640, und L. Lichten-
stein, Uber einige Hilfssitze der Potentialtheorie IV, Sichsische Berichte 82 (1930),
8.265—344, hinweisen, wo sich weitere Untersuchungen iiber die Ableitungen von
(rdumlichen) Potentialfunktionen am Rande befinden.
Mathematische Zeitschrift. 35. 22
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1. Kapitel

Anwendungen des Lownerschen Satzes. Herleitung der
Hauptungleichungen.

§ 1.
Der Lownersche Satz.

1. Ein bekannter von Herrn Lowner*) herrithrender Satz lautet:

Es sei f(z) in |z|<1 reguldr und absolut <1, es sei ferner
f(0)=0. Ferner besitze f(z) auf esnem Bogen y wom |z|=1 stetige
Randwerte vom Betrage 1. Dann wird durch f(z) dieser Bogen auf einen
nicht kirzeren abgebildet. Die Idnge won y bleibt nur erhalten, wenn
f(z) =€z (z reell) ist.

Beweis. Durchlduft z den Bogen y in mathematisch positivem Sinne,
so durchlaufen sowohl f(z) als auch f—(:—) ihre Bildbogen in mathematisch

positivem Sinne, da beide Funktionen in |z| <1 regulir und absolut < 1
sind und auf y stetige Randwerte vom Betrage 1 besitzen®). Ferner ist

el ) guf 5 nichs
negativ ist, ist der Zuwachs von arcf(z) auf y nicht kleiner als die Linge

arc f(z) = arc z +arc——, und weil der Zuwachs von arc

1) K. Lowner, Math. Annalen 89 (1923), S. 111f. Siehe auch L. Bieberbach,
Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II, S. 124.

1¥) Ist y dureh lz|=|e?|=1, 8, <9<, 9 —8 < 2x dargestellt, so ist
lgf(z)=1g|f(2)|+i0(z) in 0<p=|2|<]1, #, <& <Y, eindeutig regulir, wenn fiir
6(z) in einem inneren Punkte dieses Kreissektors irgendeine Bestimmung gewihlt
wird und fiir alle anderen Werte 6(z) durch stetige Fortsetzung aus diesem festgelegt
wird. Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gilt dann:

L)) _08(2)

20 o

Da f(z) langs jedes inneren Teilbogens des Kreisbogens y nach dem Schwarzschen
Spiegelungsprinzip fortsetzbar ist, so gilt diese Gleichung auch noch auf einem solchen
Teilbogen: g=1, $,<H <F<9[<P,. Wegen |f(z)|<1 fir [z|<1 ist fur
0<iz!<1 weiter
lgif(e") | ~lg|f(ee’®)| __lgif(ee’?)|
= — >0
I—po 1—e

und daher fir g={z{=1, /<9< 9,

s
&é,i@go und somit anch 28(¢ )20:

e o9
d. h. aber 0(e'?) ist eine monoton wachsende Funktion von &. Analoges gilt
for 1(2),
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von y (der Zuwachs von arcz). Soll er gleich der Lange von y sein, so

mufl notwendig f—(:—) = konst. auf y und daher nach einem bekannten Satz

von Schwarz im Innern konstant sein, und zwar mul wegen {f—(:—); =1

auf y f(2)=e*"2 sein.

Konforme Abbildung liefert sofort eine etwas allgemeinere Formulie-
rung dieses Satzes:

G ser etn won einer geschlossenen Jordankurve C begrenzies Gebiet
in der w-Hbene, w, sei ein Punkt tn G. Es sei ferner f(z) in |z| <1
requldr, f(0)=w,, und es moge der Wertevorrat von f(z) im Innern von
G liegen. f(z) moge iiberdies auf einem gewissen (von f(z)) abhdingigen
Bogen y, von |z| =1 stetige Randwerte besitzen und y, auf ein festes
(von f wunabhdngiges) Bogenstick ¢ wvon C abbilden. w= F(z) bilde
'z <1 so auf G ab, dap z =0 in w = w, dbergeht. Die zu F(z) inverse
Punktion z = D (w) fikrt ¢ in den Kreisbogen y, dber.

Dann ist y; <y, wnd das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn
f=F(e'"z) ist (v reell).

Beweis. { = @ (w) bildet G auf den Einheitskreis einer {-Ebene so
ab, daB w=w, in {=0 iibergeht. { = D(f(z)) geniigt den Voraus-
setzungen des Lownerschen Satzes und bildet y, auf y, ab. Daher ist
7, < yp. Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn @ (f(2)) =e""z ist,
also f(z) = F(e'"z) ist.

2. Fiir das Weitere fithren wir noch die folgende Sprechweise ein: Es
sei G ein von einer geschlossenen Jordankurve C begrenztes Gebiet, @ ein
Punkt in G. Wir bilden @ so auf das Innere des Einheitskreises ab, da8
@ in den Nullpunkt iibergeht. 9t sei eine Punktmenge auf O, die bei
dieser Abbildung auf eine meBbare Punktmenge M’ auf der Peripherie des
Einheitskreises abgebildet wird. Dann nennen wir das MaB von I’ das
skonforme Map von I be: dieser Abbildung“ — durch die es offenbar
eindeutry festgelegt ist — und bezeichnen es mit mgq I oder auch mit
me, M. Ist M insbesondere ein Bogen y von O, so ist auch M’ ein
Bogen y’ der Kreisperipherie und mg,y ist die Linge von y’, die wir
auch als die ,konforme Ldnge von y“ bezeichnen wollen.

Wir formulieren nun den folgenden Spezialfall des obigen Satzes:

A. Es set @ ein won einer geschlossenen Jordankurve C begrenzies
Gebiet, G, ein Teilgebiet von G, das von einer Jordankurve O, begrenzt
wird, und es habe C esnen Bogen ¢ mit C, gemeinsam. a sei ein in bei-
den Gebieten liegender Punkt. Dann ist

Me,aC = Me,aC,

und das Gleichhestszeichen gilt nur dann, wenn C = O, ist.
22¥
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Hieraus ergibt sich sofort der folgende Satz:

B. Es seien G und G, z2wei von den Jordankurven C bzw. C, be-
grenzte Gebiete, und es moge C, ganz vm Innern von G verlaufen bis auf
endlich oder unendlich wviele Bogen ¢, (v=1,2,...), die C und C, mait-
esnander gemeinsam haben. Die Gesamtheit der idibrigen Bogen won O
bzw. C, sez mit 8 bzw. S, bezeichnel. a sei esn vm Innern von G und G,
liegender Punkt. Dann ist '

Mg, aS; = Me,q S,

und auch hier gilti das Gleichheitszeichen nur dann, wenn C = C, ist.
Denn es ist ja nach dem Satze A: mg,, ¢, = Mg, 4 ¢, (Wobeimg 4 ¢, =mg,qc,
nur dann gilt, wenn C = C, ist) und daher

mg, aS1 =27 — 3 mg,u¢, =27 — 3 mg,qc¢, = Mg, S.

3. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, § und j seien zwei echte
Teilbogen von C, und B enthalte f ). P und Q seien die Endpunkte
von B; der komplementire Bogen zu S werde mit & bezeichnet. Ferner
sei @ ein im Innern von C gelegener Punkt. Wir sagen dann, der Jordan-
bogen y ,schirmt“ B von a ab, wenn y die Punkte P und @ miteinander
verbindet und mit ¢ eine geschlossene Jordankurve I' bildet, die a in
ihrem Innern, B (bis eventuell auf seine Endpunkte) in jhrem AuBeren
enthalt.

Dann gilt der folgende Satz:

C. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, a ein Punkt im Innern
von C, 17(:2 =« etn echter Teilbogen von C, B der komplementdire Bogen
und f ein Teilbogen von f 1%). Der Bogen y verbinde P und Q mitesnan-
der und moge dabei B von a abschirmen. Die von « und y gebildete ge-
schlossene Jordankurve se mit I' bezeichnet. Dann ist

mc',alg S mray.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Satze B,
wenn der Bogen y nicht auBerhalb von C verliuft, s. Fig. 1. Es ist ferner
auch noch sehr einfach, den Beweis fiir den Fall zu erbringen, daB y zwar
Punkte mit dem AuBeren von C gemeinsam hat, aber doch so verlsuft,
daB es moglich ist, eine die Bogen « und § als Teilbdgen enthaltende ge-
schlossene Jordankurve C* zu finden, die sowohl das Innere von C als
auch das von I' enthilt, s. Fig. 2%%). Fiir die weitere Anwendung, die wir
von diesem Satze machen miissen, wiirde es geniigen, den Satz fiir diesen

16) Tnsbesondere darf § mit § identisch sein.
%) Die Fig. 3 veranschaulicht eine Konfiguration, bei der diese Bedingungen
iiber den Bogen y offenbar in der schlichten Ebene nicht mehr erfiills sind.
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zuletzt genannten Fall zu beweisen. Allein um nicht den Begriff des ,,Ab-
schirmens® unnétigerweise einzuschrinken, miissen wir den folgenden etwas
komplizierteren Weg, als es der oben erwihnte ist, einschlagen.

Fig. 1. Fig. 2.

Zunichst bemerken wir, daf es sicher Bogen von y gibt, die nicht zu
C gehéren. Denn der Bogen § von C liegt ja sicher auBerhalb von I'.
Wir bezeichnen die Gesamtheit dieser Bégen von y mit y* Es sei nun
G* das groBte einfach zusammenhingende Gebiet, das dem Durchschnitt
des Innern von C und des Innern von I' angehort und zugleich den
Punkt @ im Innern enthdlt. Nach einem Satze aus der Topologie der
Kurven®) besteht der Rand von G* aus einer geschlossenen (sich aus
Bégen von C und y* zusammensetzenden) Jordankurve I'*, I'* enthilt
notwendig Bégen von y* und von C. Denn enthielte I'* keinen Bogen
von y* so hieBe dies doch offenbar, daB I'* nur aus Bogen besteht, die
samtlich (auch) zu C gehéren. Da nun aber C doppelpunktfrei ist, kénn-
ten nur dann Teilbogen von C eine geschlossene Jordankurve I'* bilden,
wenn I'* = O wire, und dies ist unmoglich, weil der Bogen J sicher
auBerhalb von I'* liegt. Enthielte andererseits I'* keinen Bogen von O,
so miite I'* aus lauter Bogen von y bestehen. Teilbogen von y konnen
aber keine geschlossene Jordankurve bilden, da ja y als doppelpunktfrei
und nicht geschlossen vorausgesetzt wurde.

Die beiden geschlossenen Jordankurven ¢ und I'*, von denen I'*
nicht auBerhalb von C liegt, enthalten also beide @ im Innern und besitzen
gemeinsame Randbdgen ohne mitesnander identisch zu sesn. Es bezeichne
nun 8 die Gesamtheit derjenigen Bogen von C, die nicht zu I'* gehéren,
und X die Gesamtheit der Bogen von I'*, die nicht zugleich C' angehéren.
Unter den zuerst genannten befindet sich sicher B, die zuletzt erwihnten

18) Vgl. B.v. Kerékjarté, Vorlesungen iiber Topologie Bd. 1, Berlin 1923, S. 87.
Dieser Satz lautet: Es seien j,, jys ..., j, endlich viele einfache geschlossene Kurven
(Jordankurven), von demen je zwei einander in wenigstens zwei Punkten treflen. Der
Rand eines belichigen von der Menge j,+jy+...-+j, bestimmten Gebietes besteht aus
einer einfachen geschlossenen Kurve.
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sind simtlich im Bogen y enthalten. Dann ist nach Satz B:

mC:a S g m]",az
und daher auch wegen mg,, ,E < me,eS
(1,1) me,af <mpe 2.

Nun betrachten wir I'* und I" und bemerken, daB I'* nicht auBerhalb
von I' liegt, sicher die Bogen 2 mit I" gemeinsam hat, und daf schlieBlich
beide Kurven o im Innern enthalten. Daher ist nach dem Satze A:

mre,qa 2 —_<— Mmre <
und somit wegen mr,, 2 < mr,y und wegen (1,1)
me,aB L mray, w. z b. w.

4. Wir besprechen nunmehr zwei geometrische Konfigurationen, auf
die wir im folgenden unsere Sitze anwenden miissen. Unser Ziel wird
hierbei im wesentlichen sein, die folgende Aufgabe zu l6sen: Es sei C eine
geschlossene Jordankurve, y ein Bogen von C; wir suchen dann nach einer
Abschétzung fiir mg,,y (bei beliebigem @ im Innern von C) nach oben
und unten. Unter Heranziehung von Kreisabbildungen werden wir nun
diese Frage in einem fiir unsere Zwecke hinreichendem Umfange beant-
worten konnen.

Hilfssatz 1. Es sez C eine geschlossene Jordankurve in der w- Ebene,
k ein die Kurve C in mindestens zwe: Punkien durchsetzender Kreis,
o« = 1522 irgendein von zwei Schnitipunkien P und
@ von k und C begrenzter Bogen wvon C, der bis
auf seine Endpunkte auferhaldb won k wverlduft,
y der zu o komplemenidre Bogen won C. Der
Krezsbogen I/’b, der « zu einer geschlossenen, das
Kreisinnere im Innern enthaltenden Jordankurve C,
erganzt, werde mit B bezeichnet. EHs ser ferner ¢
ein dem Durchschnitt der Innmengebiete von k und
Fig. 4. C angehorender Punkt'®), so daf also auch ¢ im
Innern von O, liegt. Schlieflich moge B ein Teil-
bogen des Bogens B, also auch der Kurve C, sein, der durch den Bogen y
von C wvon ¢ abgeschirmi wird®®) (s. Fig. 4). Dann ist

My,e f < Mmooy -

19) Offenbar gibt es einen solchen Punkt ¢, da ja %k die Kurve C durch-
setzen soll.

20) Es entspricht also die Kurve C; der Kurve, die wir in der Definition des
Abschirmens mit C bezeichnet haben, und die Kurve C iibernimmt die Rolle der dort
mit I" bezeichneten Kurve.
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Beweis. Da der Bogen y von C den Bogen f von O, von ¢ ab-
schirmt, ist nach Satz C

(1,2) mc,,c/_fgmg,,,y.

Nun ist aber das Innere des Kreises £ im Innern von C, enthalten, und
da der Bogen B beiden Kurven C, und % gemeinsam ist, so ist nach
Satz A: ~

My, e B __S_ mey,e B,

woraus in Verbindung mit (1,2) die Behauptung folgt.

Hilfssatz 2. Es ses C eine geschlossene Jordankurve, k ein die
Kurve C in mindestens zwei Punkten durch-
setzender Kreis. Hs sei ferner o = ZS-Q ein von
zwer Schnittpunkien von k und C begrenzter,
sonst auferhalb von k verlaufender Bogen von
C mit den folgenden westeren Higenschaften:
Erganzt man « durch einen solchen der beiden
Kreisbogen PQ, etwa v, 2u etner geschlossenen
Jordankurve I', daf3 das Innere von k dem
Auperen von I' angehort, so moge im Innern
von I' esn Punkt ¢’ aus dem Innern won C
liegen. B sei der zu « in bezug auf C kom-
plementire Bogen, f ein Teilbogen von B, der durch y von ¢’ abgeschirmi
wird (s. Fig. 5). Dann ist

Fig. 5.

me,ef < My
Beweis. Da der Bogen y von I" den Bogen 8 von € von ¢’ ab-
schirmt, ist
(1,3) Mo, B < mrey.

Nun gehért aber das Innere von I' ganz dem Auferen von k an, und da
der Bogen y sowohl k& wie I' angehért, so folgt nach dem Satze A%%):

Mr,e'y <mpey,

woraus sich in Verbindung mit (1,3) die Behauptung ergibt. —
5. Wir leiten nunmehr einen sehr einfachen Hilfssatz iiber Jordan-

kurven her, den wir gleichfalls spiiter (§ 4, Nr. 21 und Nr. 30) verwenden
werden.

) ) Man beachte, daB es fiir die Giiltigkeit der Sitze A und B (Nr. 2) gleichgiiltig
1st, ob @ bzw. G, das Innere oder das AuBere der diese Gebiete begrenzenden Jordan-
kurven ¢ bzw. C, sind.
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Hilissatz 3. Hs sez C etne geschlossene Jordankurve, ¢ ein Punkt

tm Innern von C. g sei eime C tn mindestens zwei Punkten durchsetzende
Gerade, und « = AB sei ein Bogen

von C, der (eventuell bis auf seine

[%\\A’ Endpunkte A, B, die auf g liegen
=7 U 7 dirfen) ganz auf der ¢ abgewandten
o Seite von g verlduft. B set der zu «

Vs o komplementdre Bogen. Verbindet man
dann A und B durch einen Jordan-

V] bogen y, der die Kurve C' hdchstens in

Fig. 6. Punkten des Bogens e trifft und ganz

auf derselben Seite von g blesbt wie «,
so enthdlt die won y und B gebildete geschlossene Jordankurve- I den
Punkt ¢ tm Innern (s. Fig. 6).

Beweis. Wir benutzen im folgenden als Kriterium dafiir, daB ein
Punkt P im Innern von C liegt, die Tatsache, daB seine Ordnung O (P, C)
in bezug auf die Kurve C dann und nur dann gleich +1 4st, wenn P
sich tm Innern wvom C befindet®®). Dabei versteht man unter der Ord-
nung O (P, C) des Punktes P in bezug auf die geschlossene Jordankurve ¢

den %‘-fachen Zuwachs des Winkels 6(Q), den der von P nach einem

beliebigen Punkte ¢ von C gezogene Radiusvektor P-é mit der positiven
reellen Achse (oder allgemeiner irgendeiner festen Geraden) bildet, bei
einem vollen Umlauf des Punktes @ lings der Kurve C. Bezeichnet man
also die Anderung des Winkels 6(Q) bei dem genannten Umlauf von @
langs C' mit 40, so ist

o(P,0y=32.

Wir denken uns nun den Radiusvektor r vom Punkte ¢ nach dem
Punkte 4 gezogen; 0(A4) sei der Winkel, den dieser Radiusvektor mit der
positiven reellen Achse bildet, und zwar werde 6(A4) durch die Bedingung
0 <£6(4) < 2n normiert. Der Endpunkt des Radiusvektors » moge nun
stetig von 4 aus die Kurve ¢' durchlaufen. Dabei indert sich der Winkel b,
den r mit der positiven reellen Achse bildet, stetig mit dem Endpunkt @,
und wir denken uns diesen Winkel 0 = 0 (Q) vom Werte 0(A4) aus stetig
fortgesetzt. Nach der Durchlaufung des Bogens « von A nach B mége
der Winkel 6(Q) im Punkte B auf den Wert 6(B) und nach dem vollen
Umlauf von C auf den Wert 6'(4) angewachsen sei. Da ¢ im Innern von
C liegt, ist 0'(4) =0(A4) + 2x. Ferner ist |(B) —0(4)| < =, da ja ¢
und der (offene) Bogen « auf verschiedenen Seiten von g liegen.

*2) Vgl. z.B. B. von Kerékjérté loc. cit. S. 821.
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Nun denken wir uns die Kurve I" zuerst von A nach B lings y und
dann von B nach A lings B durchlaufen. Im Punkte A bildet (bei der
obigen Normierung) der von ¢ nach A gezogene Radiusvektor r mit der
positiven reellen Achse gleichfalls den Winkel 6(4). Nach der Durchlau-
fung von y moge der stetig von 6(A) aus fortgesetzte Winkel 6 =0(Q),
den der von ¢ nach dem Punkte @ von C gezogene Radiusvektor r = 7 (@)
mit der positiven reellen Achse bildet, auf den Wert 0*(B) angewachsen
sein, nach dem vollen Umlauf von I' moge sein Wert %(4) sein. Es ist

0*(B) —0(4)=[0(B)—06(4)]+ 2an,

wo n eme ganze Zahl %0 ist. Es muB notwendig n = 0 sein. Denn da ¢
und der Bogen y auf verschiedenen Seiten von g liegen, ist dieser Winkel
seinem absoluten Betrage nach sicher <z, und da auch |6(B) —0(4)| <=
ist, 1st

0*(B)—0(4)=0(B)—0(4), 06%(B)=0(B).
Da nun I" den Bogen B mit C gemeinsam hat, ist
0*(4) — 0%(B) — 0'(4) —0(B),

und hieraus folgt wegen 6*(B)=0(B)
0% (4)=0'(4) =0(4) £ 22, LTAZOD_ 44,
w.z. b. w.

6. Wir werden im folgenden unsere Sitze iiber das Verhalten des
Differenzenquotienten der Abbildungsfunktion in einem Randpunkte P fiir
Gebiete @ formulieren, die von einer geschlossenen Jordankurve C begrenzt
werden. Sie gelten dann aber auch fiir wesentlich allgemeinere Gebiete,
nimlich fiir beliebige einfach zusammenhingende Gebiete, deren Rand einen
»freien® Jordanbogen enthilt, wenn der Randpunkt P innerer Punkt eines
solchen Bogens ist. (Dabei verstehen wir unter einem ,freien“ Randbogen
einen solchen, der sich durch einen geeigneten Querschnitt von G so zu
einer geschlossenen Jordankurve erginzen laBt, daB ihr Inneres ganz G
angehort.) Dies ergibt sich sofort aus dem folgenden

Hilfssatz 4. Sind' G und G, zwei einfach zusammenhingende Ge-
biete, deren Rdnder einen freien Jordanbogen C’' gemeinsam haben, und
stofen die beiden-Gebiete von derselben Seite an C' an, bilden ferner @ (w)
baw. ¢, (w) G bzw. G, auf (2| <1 ab, so konvergiert fiir einen festen
inneren Punkt w, von C' der Quotient

1, o (w)— o ()
thd) © @y (0) — @y (1)
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gegen eine von 0 verschiedene Komstante ¢, wenn w auf C' oder aus der
Teilumgebung von C', die dem Duwrchschnitt von G wund G, angehort
gegen w, strebt. Es ist also

g —w(m) (@) =9 (2)
w—w, w—w; '

Insbesondere gibt es also auch zwei Konstanten ¢, und ¢,, so dap

| @ (w)—9(w) 'écﬂ

0<es! =)

fiir solche w gilt.
Der Inhalt dieses Satzes kann etwas unprizis auch so wiedergegeben

werden: Das Verhalten des Differenzenquotienten Mz:%(—wﬁ héngt nur

von der Umgebung des betrachteten Randpunktes ab, nicht aber von der
Beschaffenheit der iibrigen Teile von G.

Beweis. Zum Beweise darf man annehmen, daB G, im Innern von G
(bis auf den Bogen () liegt, da man sonst beide Gebicte G und G, mit
einem dritten in beiden gelegenen vergleichen kinnte. — Bei der Abbildung
von G vermittels z = ¢ (w) geht dann @, in ein im Innern von 1z =1
liegendes Gebiet D, iiber, das einen Bogen y, das Bild von €', mit der
Peripherie gemeinsam hat. Man beachte nun, daB man die Abbildung von
G, auf den Einheitskreis {C1 <1 auch so durchfiihren kann, indem man
G, vermittels z = ¢ (w) auf D, und D, vermittels {=g(z) auf /<1
passend abbildet. g(z) ist dann noch auf jedem festen inneren Teil-
bogen y’ von y nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip analytisch und
von 0 verschieden. Wegen { = ¢,(w) =g (¢ (w)), 2, — @ (w,) ist

91 ()= 0, (0,) _ g(2)—g(z)
2 (w) —o (w,) 2—2

3

und da der Quotient %zg(z‘) mit z—z, gegen eine von 0 verschiedene
i

Zahl konvergiert, folgt hieraus die obige Behauptung.

7. Es selen nun @ und @, zwei von den Jordankurven € und ¢,
begrenzte Gebiete, wobei O, bis auf einen gemeinsamen Randbogen ¢’
Im Innern von @ liegt. Fiir das Folgende ist es von Wichtigkeit, genauer
zu wissen, in welcher Weise die eben erhaltenen Konstanten ¢, und ¢, von
den Kurven C und C, abhiingen, um fiir den Quotienten (1,4) eine gleich-
miBige Abschitzung auch fiir den Fall angeben zu kénnen, daB es sich
nicht nur um ein festes Paar solcher Kurven ' und O, handelt, sondern
um eine Schar von derartigen Kurvenpaaren ¢ und C,. In dieser Rich-
tung beweisen wir den folgenden Satz (den wir gleich in der fiir die spétere
Anwendung geeigneten Form aussprechen ).
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Hilfssatz 5. Es set w=f,(2z) in 12! <1 reguldr, in 2} <1 stetig,
und es moge f,(z) die Peripherie des Kreises in eine geschlossene Jordan-
kurve C, dberfiihren. Es set y ein den Punkt z =1 im Innern enthalten-
der Bogen wvon |z|=1. Sein Bild in der w-Ebene, das en Teilbogen
von C, ist, ses mit C' bezeichnet. Ferner moge eine volle Kreisscheibe
mit dem Radius d >0 um f,(0) als Mittelpunkt sm Innern von C, Platz
haben, und C, liege selbst innerhalb eines Kreises kp mit dem Radius D
um f,(0). C sei eine 2weste tm Innern von kp verlaufende Jordankurve,
die den Bogen C' mit O, gemeinsam hat und sonst C, im Innern enthdlt.
w=f(z) bilde |2/ <1 so auf das Innere von C ab, daf f(0)=£,(0)
und f(1)=f,(1) =w, ist.

Ist 2 = q,(w) die zu w="{,(2), 2=¢@(w) die 2u w= f(z) tnverse
FPunktion, so gibt es esne nur von y, d, D, sonst aber von den Kurven C,C,
baw. den Funktionen f, f, nicht weiter abhdingige Konstante c, >1, so daf
fiir w—w, (w aus dem Innern von C, oder auf c,)

1< him |20 ze0m) | £,

= wow | ‘pl(w)—‘pl(wl)x =14

gelt.

Beweis. Wir schicken die folgende Bemerkung voraus: Es sei G ein
cinfach zusammenhiingendes Gebiet in der w-Ebene, das die volle Kreis-
scheibe um den in @ liegenden Punkt w = a mit dem Radius d>0 ent-
hilt und selber ganz innerhalb des Kreises mit dem Radius D um w=a
liegt. Bildet z =@ (w) & so auf 2} <1 ab, daB w=a in 2=0 iber-
geht, so ist fiir alle w in G
(1,5) 25 Llew) <15

d

D
Um die rechte der in (1,5) steckenden Ungleichungen einzusehen, beachte
man, daB, w'= 'f—;—a gesetzt, y(w') =@ (dw'+a)=P(w), in |, w’' <1
regulir, absolut <1 ist und daB ferner z =y (w’) im Nullpunkt ver-
schwindet. Daher ist nach dem Schwarzschen Lemma | @ (w) =y (w’),

<lw'l= "’"“i, und da fir lw —a, >d, i“’;““>1 ist und '@ (w) ]

d
! '

in @ <1 ist, gilt diese Ungleichung fiir alle w in G. Um die linke der in
(1,5) steckenden Ungleichungen zu beweisen, hat man nur das Schwarzsche
Lemma auf die zu z= @ (w) inverse Funktion w = F(z) oder genauer
auf die Funktion w’= E(-%_—a anzuwenden. Diese Funktion ist in {z{<1

regulédr und absolut kleiner als 1 und verschwindet in z= 0. Daher gilt

F(z)— '
5= < el =2 )i,

& (w)| 212zl
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Aus dieser Bemerkung folgt nun zunichst, daB die Werte der Funktion

w = f,(2) fiir 1> |2/ >1 sicher auBerhalb des Kreises mit dem Radius g
um w = f(0) Liegen. Denn es ist fiir z, = ¢, (w) =3

1 R e A

52 %(w),‘g"lﬂ"—%—)—‘,
also lw—f(0). > g Wir wéhlen einen z =1 als Mittelpunkt enthalten-
den Teilbogen y, von y so, dal das von y, und dem durch die Endpunkte
von y, um z =1 beschriebenen innerhalb von' z; <1 liegenden Kreisbogen £
begrenzte Kreisbogenzweieck Z, ganz aufBerhalb des Kreises [z| =1 liegt.
Das Bild des Innern von Z, bei der Abbildung durch f,(z) in der w-Ebene
ist dann ein von einer Jordankurve Z, umschlossenes Gebiet, das ganz

auBerhalb des Kreises mit dem Radius g um w = f(0) liegt.

Bei der Abbildung des Inneren von (' vermittels % = ¢ (w) geht das
Innere von C, in ein von einer geschlossenen Jordankurve I" begrenztes
Gebiet iiber. Z, entspricht dabei einer geschlossenen, nirgends auflerhalb
von I' verlaufenden Jordankurve Z,, die einen (von den Funktionen f,
und f abhéngigen) Bogen y, mit der Peripherie gemeinsam hat. y, ent-
halt » =1 im Innern. Wir behaupten, Z, verliuft auBerhalb des Kreises

mit dem Radius 2%—) um % = 0. Dies ergibt sich aus der links in (1,5)
stehenden Ungleichung, angewandt auf die Funktion z = ¢ (w) (fiir @ (w)).

Denn da Z, aulerhalb des Kreises iw —f(0)" =g liegt, ist fiir Punkte w
aus Z, nach dieser Ungleichung
55 < @),

Jetzt beachte man, da man die Funktion z = ¢, (w) (analog wie im
Beweise des obigen Hilfssatzes) auch so gewinnen kann, da man das
Innere von I'auf z.<<1 vermittels z =% (u) so abbildet, da8 ¥ (0)=0,
¥(1) =1 ist und die Funktion z =% (¢ (w)) bildet. Dann ist

g1 (w)— @y (w,)  F(u)—F(1)

¢ (w)— ¢ (w) vu—1
Um den Quotienten aunf der rechten Seite dieser Gleichung absolut ab-
zuschétzen, wenden wir wieder wie oben das Spiegelungsprinzip an. Es sei
u =1y (z) die zu z =¥ (u) inverse Funktion. % = v (z) bildet den (festen,
d.h. von f und f, unabhingigen) Bogen y, auf den Bogen y,, das Innere
des Kreisbogenzweiecks Z, auf das Innere der Jordankurve Z, ab. Spiegeln
wir nun Z, an y,, so erhalten wir ein Kreisbogenzweieck Z, das lings 7,
mit Z, zusammenst68t und mit diesem zusammen ein Kreishogenzweieck
(Z,+ Z;) bildet. Im Innern dieses neuen Kreisbogenzweiecks ist =1 (z)
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reguldr. Das durch u =1 (z) vermittelte Bild des Innern von Z, in der
u-Ebene ist das Innere der durch Spiegelung von Z, an y, entstehenden
Jordankurve Z,, und das Bild des Innern von (Z,+ Z;) ist das Innere
derjenigen Jordankurve, die entsteht, wenn man von Z, und Z,, den Kreis-
bogen 7, entfernt. Dieses Bildgebiet ist jedenfalls beschrinkt, und zwar

liegt es, da Z,, wie oben gesagt, auBerhalb des Kreises mit dem Radius —;B

am u = 0 verlguft, ganz innerhalb des Kreises mit dem Radius 2—dD- um

w=0. Es gibt nun eine nur von y,, also nur von y abhingige Zahl
0>0, so daB p(z) in |z —1' < p regulér ist. Daher ist nach der Cauchy-
schen Koeffizientenabschétzung

A . 2D 1 2K 2D | 0
(Lb) l‘/”(z)ig_d—'zz'g—, K=—d‘, iZ—llé.ﬂ.
2

Um eine Abschitzung fiir [4’(1) nach unten herzuleiten, beachte man,
daB wegen |y (z)! < |z| fiir positive z <1 *%)

fp(D—w(),  1-w(E 1-2z _ 1—-2z
1—z T 1z = 1-2  1-z2 =1

ist. Da w(z) in z=1 regulir ist, folgt daraus mit 2t1,y’(1) =1, und
hieraus ergibt sich dann in Verbindung mit (1, 6) die Behauptung des
Hilfssatzes.

§2.
Weitere Hilfssitze.

8. Hilfssatz 6. Es se k der Kreis w—a <0, w,=a+ e
sei ein Punkt der Peripherie von k. Ferner sei ¢ ein Punkt im Innern
von k im Abstande 6o von w=w,, 0 <o <1.
Es werde 'c—al=1g gesetzt, und z (=0)
bezeichne den Winkel caw, im Dreieck caw,
(siehe Fig. 7). Bildet man dann k vermittels

w—a_c—a
f=_2 e iy__ (w—c)ee”
e c—a e?—(w—a)(c—a)

e e

(y reell) Fig. 7.
30 auf den Einhestskreis ab, daf w =c in [ =0 dbergeht, so gilt fir die
Bildlinge o], eines an w, anstoPenden Bogens der Linge o, 0 e < ¢y < %,

23) Vgl. fiir diese auf Herrn K. Lowner zuriickgehende Uberlegung L. Bieberbach,
Lehrbuch der Funktionentheorie II, S. 124.
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der Kreisperipherie

(2,1) o =
(1—2)+41sin

1—4° € 4cp

Stz e 0’
3

Zusatz. Der Punkt c liege im Innern des Winkelraumes W der Off-
nung 2¥, 0 <V < 325, der von zwer von w, ausgehenden symmetrisch

zum Radius in w, verlaufenden Kreissehnen gebildet wird. Macht man
dann o won «, abhingig, indem man fir hinreichend kleine «,
6=may" (1+9(e,)) setzt, wo m eine beliebige positive Komstante und
¥(e,) eime mit wy— O gleichfalls gegen O konvergierende Funktion von
«, ist, so gilt gleichmifig fir alle oben definierten Punkte ¢ in k und W
mit dem Abstand R = oo von w,

lim Ao > 2cos ¥,

o> 0
d. h. zu jedem & mit 0 <e<<1 gibt es esm von ¢ — sowse ¥, m’ und
der Funktion 9(e¢,) — abhingiges 6(e), so daf fir alle ay< 6(e) und
fiir alle diese Punkte ¢ mit dem Abstande R von w,

Ao=22(1—¢e)cos?, 0<e<l1,
gelt.

Bemerkung. Dieser Zusatz bleibt, wie leicht zu sehen ist, auch noch
richtig, wenn der Punkt ¢ im Abstande R = oo von w, nicht den Winkel-
raum W der Offinung 2 ¥, sondern in dem analog gebildeten Winkelraum W’
der Offnung 2 (¥ + ), w > 0, angenommen wird, wo w nur Funktion von
¢, ist und mit ¢,— 0 selber gegen 0 konvergiert. (0 (e) héngt dann auch
noch von w (e,) ab.)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o =1, 7,=0,
y =0. Man beachte nun, daB (w —a = e’? gesetzt)

@ l

-
2 f__ 1 |1ag — Ijg-a]
|

|

t

ist. Wir schitzen den Nenner des Integranden nach oben fiir || <a<e,
ab. Es ist, wegen ¢ — a = ] e*x

1= (0 —a) (770) '= 141"~ 22c0s(9 F )= (1— 1)+ 44sint P T2

Wegen ]0[___<_a§ao<%, O__<_z<% *) ist weiter

11— (w—a)(c=a)|" < (1—1)"+ 42sin* 222,

24) Wegen o <1.
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(2,3) a*=1+22—2lcosz=(l—2)2+4lsin"’g.>
Daher folgt aus (2,2)
; 1-3°
“kz o
(1—1)%+ 4 1sin? T2
Ww. Z. b. w.

2

Beweis des Zusatzes. Es ist nach (2,1), (2,3)

S V 4sin2
(1_12)V<1ﬂ1)2+4;.sm'~'_£ A+H)a-n*F1+ 5
64 =

. 1—1)?
(1~4)*+4 asinsZo_2 47sint %02
“ Q-4 1 —=
A2y
V 4252t
a+yfi1+
i2,4)

oA

(1=2)°
4isin® %2
14

Coa-ay
Aus der Figur 7 folgt leicht (v, ist der Winkel cw, a im Dreieck cw, a)
2,5)

: q 1-4
siny =~ 2 ——tgy,
und daher
.z sing siny . 1—4
Sy = 25 257 B
2098@‘

Somit ergibt sich fiir den Zihler Z in (2,4)

42 (1-1) gy,

—(1+4) '/1+%&_2_(1+1)1/1+tg2w1=

COS vy

Bei der Abschitzung des Nenners in (2,4) gehen wir so vor: v 83 By e
mogen im folgenden Gréfen bezeichnen, die — bei festem ¥, m und fester
Funktion $(«,) — gleichmiflig in , mit «,— 0 gegen 0 konvergieren.
Dann folgt wegen

1+4

22z1+02——-20005'tp1, 1-—2“’:20(:()9.2;}1—0'z
und wegen cos, > cos¥’ > 0 fiir hinreichend kleines ,

1-1=o(2coswl—~o)f—i~}?=a(l+sl)coszp1, 14¢>0,



352 S. Warschawski.
Daher wird (vgl. (2,5))

g __osiny, o Lty
i =(@1-1) 1+¢’

1=Q1+¢&)1—2)tgy, .
und somit

g+ 1 =g+ (14 &) (1 — 1) tgw,,
sinao;-x= 1';83(“0+(1+82) (1—1)173"#1)’

4jgin® %2 .
W=(1+€4)(l—i°—,_+(1+8e)tg%>
=(1+34)<ﬁ%0—05;+(1+82)tg¢1)2
3/, 8
LA+ gy T )
— 2
=(1+164!)<m’/’(1+ﬁ)3/’i‘6(1+81)cosw1 +(1+82)tgw1> .

Wir erhalten also fiir den Nenner N in (2,4) die Abschitzung
1
N<14-tg2y, (1+6)+ Oﬁgm+ebtgw’+oﬁ,

wo C bei festem m und fester Funktion 9 («,) eine nur von ¥ abhingige
Konstante ist, wenn ¢, hinreichend klein angenommen wird. Hieraus und
aus (2,6) ergibt sich unmittelbar die Behauptung des Zusatzes.

9. Hilfssatz 7. Es sei k der Kreis (w —a| =0, w,—a -+ ge'™ set
ein Punkt der Peripherie von k. Ferner bezeichne W den wvon zwei von
w = w, ausgehenden symmetrisch zur Aufennormalen in w, verlaufenden

Strahlen gebildetien Winkelraum der Offnung 2%, 0 g‘l’<%. c sei en

Punkt in W (mst Rand) im Abstande oo von w,, ¢ >0, so daf also ¢
auferhalb von k liegt. Bildet man dann das AuPere des Kreises \w —a| =0

vermatiels
w—a c—a

237. :—*——-—'—e e__, iy: (w—c)eeiy
@1 =t T e
e e
auf den Einheitskreis ab, so daff w=c in [ =0 dbergeht, so gilt fir die
Bildlinge o eines Bogens der Ldinge oo der Kreisperipherie

[ (240) o 4 we

“=9%95008% o 1o °




Randverhalten der Abbildungsfunktion, 353

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o =1, 7,=0,
y=0. Wegen (2,7) ist dann

1dgr fe—a|®—1
o' 1-(w-a)(z=0) "’
und daher ergibt sich durch Integration (dhnlich wie oben)
st le—al®—1 _ jc—al+1
Fas (je—a;—1)% le—af—-1""

Nun ist {¢—a|=)1+ 06>+ 20cosy,
(siehe Fig. 8). Daraus folgt

lc—a|+1 Jl+o®+20cosy, +1
le—a|—1  JT+e®+20cosy, —1

- (]fl—,-ag—;—Qacoswl—'—l)'z

—— 6%+ 20 cosy,
(2+0)*  (2+0)"

= 20cosy, — 20cos ¥’

und daher, wie behauptet,

’ (2+<’)2
& g 26cos F

Fig. 8.

10. Wir leiten nun noch zwei Hilfssitze her, in denen wir die folgende
Aufgabe behandeln. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, ¢ ein fester
Bogen von (. Wir bilden das Innere von C auf den Einheitskreis ab
und zwar so, daBl einmal ein im Innern von C liegender Punkt w =w,
in den Nullpunkt, und ein anderes Mal ein in C liegender Punkt w =c 4w,
in den Nullpunkt iibergeht. Wir fragen dann, wie sich die konforme Linge
von « beim Ubergang von einer Abbildung zur anderen #ndert, inshesondere
auch dann, wenn ¢ gegen den Rand konvergiert und die GroBe von e« in
bestimmter Weise von ¢ abhingig gemacht wird.

Hilfssatz 8. Es set C eine geschlossene Jordankurve in der w-Ebene,
« ein Bogen von C. z= ¢ (w) bilde das Innere von C so auf [z! <1
ab, daf} w=w, tm Innern von C in z =20 ibergeht; [ = D (w) vermaittele
die Abbildung des Inneren von O auf |{| <1 so, daff w=c+w, {=0
entspricht. Hat das Bild wvon « bes der ersten Abbildung die Ldnge ¢,
bei der zweiten die Ldnge ¢, so ist
y1—=1g(e)| ” 1+i@(e)]
T =% ST-Tp(0“
Der Beweis ergibt sich einfach aus der Bemerkung, da8 man @ (w) aus
@ (w) gewinnen kann, indem man den Kreis |z| <1 auf |[{| <1 vermittels

_ z—0b e;y

1—-2b
Mathematische Zeitschrift. 35. 23

’ b =@ (0): ¥ reell,
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abbildet, so da 2=0 in { =b iibergeht. Dann ist & (w)= 2l0)=ele) 4

= —
Daher ist (vgl. den Beweis von Hilfssatz 6) %) TR
_U‘l—lb'g < 1=1b® o 1+l
[1-28,* “(l—lbl)z 1—i¢(e),
a” > l—lbl o — 1" ¢(ﬂar

T (141d,)? 1— (),

Hilfssatz 9. Es se: C eine geschlossene Jordankurve, I;b=:x em
Bogen von C. z=q@(w) bilde das Innere von C so auf |z| <1 ab, daf
w=w, (¢m Innernvon C) in 2=0, P(w=w,) in 2=1 und « in einen
p(w)—g¢(c)

—g(w)e(c)
vermittele die Abbildung des Innern von C auf |{| <1, so dap w=c=+ w,
{=0 und « einem Kreisbogen der Ldinge «” enispricht. Der Punki P
werde als fest, der Punkt Q als variabel angenommen. Ferner mége fiir
Q — P auch ¢ — P konvergieren, wund zwar so, daff der Bildpunkt

=g (c)=|b|e'* von ¢ in der z-Ebene innerhalb des Winkelraumes

Bogen der Linge o’ der Kreisperipherie ibergeht. (= @ (w) =

a—rg Larc(z—1)<ntz, 0<vt <—]25,
blesbt. Schlieflich mégen Q und ¢ so gegen P gehen, daf fir hinreichend
kleine PQ (und Pc) «" <6 < ‘;"(% ——11> ist. Dann st fir geniigend
kleine PQ und Pc

“Is l—lb' a",
21D cos® ( 4 "7‘)
b=g(c)=|b'e*
Beweis, Es ist
1—g(c) _1-b
= = =
(121) l-p(c) 1-5
und
. 1-b
e % arc @ (w,) = are; 3 b='l9’1

Aus der Figur 9 erkennt man, da wegen unserer Annahme |9,! <27, <n
ist 26).

25) Das Zeichen ’; soll bedeuten, daB8 iiber den Bildbogen von « in der z-Ebene
@
von der Linge «’ integriert werden soll.

28) Bei geeigneter Zihlung des arc:—?. In der Figur 9 ist das Viereck mit

den Endpunkten 1, b, 0, 1—b ein Parallelogramm, bei dem die Seite 0...1—b
parallel und gleich der Seite b...1 ist.
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Wir haben nun, da z=¢(w)=%, [ = @ (w), ist,
|k
1-|b?

o = ‘ f et 1. dal
[1+0Z]?
& !
nach oben abzuschitzen. Zu diesem Zwecke wihlen wir PQ so klein, da8
bereits |e” <6 <%<% —11> und |arch, =iyx| g%(g—rJ ist und
schitzen den Nenner des Integranden fiir alle 7 = ¢'* mit ¢ in (B, 9, £ 8),

9,] £27,, ab. Dann ist
140 =1415"421b'cos (¢ — y)
—(1— b})*+4{bjeos??2

2

2 (1—18,)"+4;Bjoos® (22EEIE)

2
‘B2 ; 2 O+ixl\.
= (1—b])"+4{b}cos® (z, + HiLL);
mithin wird
re (A=jbPA+]b)e” 1—15] ”
¢ §4‘blcos‘~’<t+6+|z5>gf)!b{cosﬂ(z—}——aJ'[ZI)a’
PYy 1 ) 2 A 3
w.z.b.w.
§ 3.

Die Unbewalltheitsfunktion, die Richtungsfunktion und der metrische
Parameter einer Jordankurve.

11. Um das Verhalten eines Jordanbogens in der Umgebung eines
seiner Punkte zu charakterisieren, wollen wir die folgenden Begriffsbildungen
einfithren.

Wir verstehen unter einem , Kurvenelement“ ¢ einen Punkt P und
einen durch diesen Punkt hindurchgehenden (stetigen) Kurvenbogen b, wobei
das Kurvenelement — definitionsgemsB — als dasselbe anzusehen ist, wenn
der Bogen b durch einen P als inneren Punkt enthaltenden Teilbogen b’
ersetzt wird. Die Beziehung zwischen dem Kurvenelement ¢, und dem
Punkt P, der bei der Definition des Kurvenelements zugrunde gelegt wird,
bringen wir zum Ausdruck, indem wir sagen, ¢ gehe durch P hindurch.

12. Um das Verhalten eines solchen Kurvenelementes zu charakterisieren,
fihren wir die »Unbewalltheitsfunktion® ein. Diese soll folgendermaBen
definiert werden: Wir beschreiben um den Punkt P, durch den ¢ hindurch-
geht, einen Kreis k, mit so kleinem Radius &> 0, daB &, bereits das
Kurvenelement ¢ (in endlich oder unendlich vielen Punkten) schneidet.

23%
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Durchlduft man den Bogen b von P aus zuerst in der einen Richtung
und dann in der entgegengesetzten, so moge in der einen Durchlaufungs-
richtung der letzte Schnittpunkt von b mit %, der Punkt P, und in der
anderen der letzte derartige Schnittpunkt P, sein. Wir betrachten dann
die (abgeschlossene) Kreisscheibe ks mit dem kleinsten Radius 4 = 4 (¢)
um P, welche die beiden Kurvenbdgen ﬁl, ﬁe enthalt (siehe Fig. 10).
4 () ist dann offenbar (wegen der Stetig-
keit des Kurvenbogens ) eine mit ¢} 0
monoton gegen 0 abnehmende von rechts
(aber nicht notwendig von links) stetige
Funktion. Ferner ist 4 (¢) in dem folgen-
den Sinne von der ,Ausdehnung“ des Bo-
gens b von ¢ unabhéngig: Ersetzt man b
durch einen P als inneren Punkt enthalten-
den Teilbogen b’, so hat offenbar 4 (¢) fiir
alle hinreichend kleinen ¢ 27?) denselben Wert-
Daher kann man 4 (&) zur Charakterisie-
rung einer Eigenschaft des Kurvenelementes
benutzen, und wir bezeichnen 4 (¢) als die ,Unbewalliheitsfunktion® des

Kurvenelements ¢. — Im folgenden wird es vor allem auf den Quotienten %_s_)

ankommen. Wir werden verlangen, daB der _'hf_%d—(:—) endlich ist, oder also,

daBl A(e) der Bedingung A(e) = O (&) geniigt.

13. Wir fithren ferner zur weiteren Charakterisierung eines Kurven-
elementes die sogenannte Richtungsfunktion ein. Ein Kurvenelement heifle
wgerichiet“, wenn es im Punkte P, durch den es hindurchgeht, eine Tangente
besitzt. Es moge nun ¢ ein gerichtetes Kurvenelement sein. Es sei ¢ > 0-
Wir schlieBen dann die Tangente in P zwischen zwei durch P hindurch-
gehende Geraden g, und g, ein, die mit der Tangente in P den Winkel ¢
bilden. Dann gibt es ein r = (&) > 0, so daB der Kreis um P mit r(¢)
nur Punkte von ¢ im Innern oder auf dem Rande enthilt, die zugleich

27) Dieses & muBl zunichst so klein gewihlt werden, daB 4 () gleichzeitig fiir b
und b’ erklirt werden kann. Dies reicht aber unter Umstinden nicht aus, wie aus
der Figur 10 hervorgeht, sondern es muB eventuell ¢ noch kleiner angenommen
werden, damit die Unwalltheitsfunktion bei beiden Erklirungen denselben Wert hat.
In der Figur 10 ist ndmlich das Kurvenelement ¢ einmal durch den Bogen AB und
dann durch dessen Teilbogen 4B reprasentiert. Der Kreis k, stellt den Kreis mit
dem Radius ¢ um P dar, der Kreis k, ist der Kreis mit dem Radius 4 bei der
Definition von 4 (&) fiir den Bogen AB =1, der Kleinere (punktierte) Kreis stellt den
Kreis mit dem Radius 4'(¢) bei der Definition von 4(¢) fir den Teilbogen
A'B'=b' von AB dar.
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dem von g, und g, gebildeten Winkelraume (einschlieBlich der Schenkel)
der Offnung 2¢ angehdren. (Um ein solches 7 (¢) eindeutig festzulegen,
kénnen wir, wenn ¢ aus dem Winkelraum hinaustritt, fiir 7 (¢) immer den
groBten der oben genannten Werte 7 (¢) wahlen. Sonst kénnen wir (&) > 0
und sonst beliebig annehmen.) Wir bezeichnen eine solche Funktion (&)
als eine Richtungsfunktion von ¢. Verkiirzt oder verlingert man den
Bogen b, so bleibt von einem & an jede solche Funktion r(e) Richtungs-
funktion von c.

14. Um nun das Verhalten einer geschlossenen Jordankurve in der
Umgebung eines ihrer Punkte zu charakterisieren, benutzen wir die eben
cingefiihrten Begrifishildungen in der folgenden Weise: Wir wverstehen unter
der Unbewallthestsfunktion von C im Punkte P und, falls C in P eine
Tangente besitzt, unter der Richtungsfunkiion von C tm Punkte P die
Unbewalltheitsfunktion bzw. Richtungsfunkiton eines durch P hindurch-
gehenden Kurvenelementes von C. Diese Funktionen bringen dann in der
Tat nur eine Eigenschaft dieser Kurve in der Umgebung dieses Punktes
zum Ausdruck. — Geniigt insbesondere die Unbewalltheitsfunktion von C
in P der Bedingung 4 (¢) = O (¢), so wollen wir sagen, C sei n P linear

unbewallt. Existiert iiberdies der ]jlngfi—ii> und ist er =1 (dieser Fall wird

im folgenden eine wichtige Rolle spielen), so nennen wir C in P reguldr
unbewallt.
Es sei noch fiir das Folgende darauf hingewiesen, dafl die Bedingungen

4(e)=0(¢) und @ —1 (&, 0) invariant gegeniiber einer Transformation

der Form u — u, = (w — w,)% « >0, reell, bleibt, wo w, der Punkt P ist.

Denn nach der Durchfiihrung der Transformation wird dieser Quotient -A—i—s—)

gleich i:;

15. Es sei nun C eine geschlossene Jordankurve, P, ein Punkt von O,
und es mége die Unbewallthesisfunktion 4 (&) von C in P, der Bedingung
A(e) =0 (&) gentigen. Wir werden zeigen, da dann eine gewisse fiir uns
wichtige Parameterdarstellung der Kurve moglich ist. Unter dieser Annahme
existieren namlich ausgezeichnete Parameter t, die wir als metrische
Parameter in bezug auf den Punkt P, bezeichnen wollen, mit der folgenden
Eigenschaft: Entspricht etwa P, der Paramelerwert t,, so gibt es zwes
positive Zahlen ¢y, Cy, ¢, < Oy, so dap

(3,1) 0<e, <01 0,

ist, wo, wenn P(t) der dem Parameterwert t enisprechende Kurvenpunkt
ist, r(t) die Linge des Radiusvekiors P,P(t) bedeutet. Umgekehrt folgt
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aus der Existenz eines metrischen Parameters, dafi die Unbewalltheits-
funktion A(e) der Bedingung A(e)=0(e) geniigt.

Da sich ein metrischer Parameter z. B. mit einer beliehigen von 0
verschiedenen Konstanten multiplizieren 148t, ist nur der Quotient % oder
s , §= thtloi 2] gesetzt, der Quotlent = wesentlich.
Bei unserem Beweis fiir die oben behauptete Tatsache wird smh iiberdies

4(¢)

ein einfacher Zusammenhang dieses Quotienten rmt dem l%— =2 er-

geben, namlich: Es st fiir endliches » stets < 7> und es gibt geeignete

genauer, L = liTn

t—>i,

metrische Parameter, fiir die dieser Quotient % =% 1st.

Beweis. a) Wir nehmen an, da die Kurve ¢ in irgendeiner Para-
meterdarstellung P = P(4*) gegeben ist, P, sei = P(0). Zu jedem »
von einem » =y, an gehdrt ein groBter Wert * > 0, den wir mit #* be-
zeichnen, so da P(0)P(if)= 5 —=r, ist. Dann bilden die Punkte 5
(¥ =19y, ¥y+1,...) eine Einteilung des Intervalls t%, ..., 0 in unendlich
viele Teilintervalle. Wir bilden jedes Intervall tx. < t* S (v=19,
vo ol PUPN, ememdeutlg stetig und monoton (etwa linear) auf das ¢-Intervall

<t < ab; dadurch geht fiir #}* , <¢* <¢F r(¢*) in 7(¢* (9)) iber.

v——l_

Fiir mgt§7 ist dann mgr(t*(t))é"(;jﬁﬂ, wo hmA(s)

ed0 &
w,>0, h_fn w,=0 ist, da wir ja fiir jedes » den gr6Bten Wert 2 ge-
nommen hatten. Schreiben wir fiir #(t*(2)) 7,(¢), so git fiir
1 1
1< —

rri=t=7

(3.2)

z(v+1)(1+w,)

v

SEEs

lI/\

)|
l
woraus fiir ¢ > 0 wegen 1{——»1 die Behauptung folgt. Fiir £ << 0 ist

der Beweis analog. — Uberdies folgt aus der Ungleichung (3, 2) da

fiir den eben angegebenen metrischen Parameter der Quotient = < %
(L Iim "1(t), 1=1im 7'1(0(

t>0

>0

b) Wir beweisen nun die Umkehrung, und zwar zeigen wir: Ist ¢ ein
n bezug auf den Punkt P, metrischer Parameter von O, gilt also (3,1) oder

(3,3) 0<l=1lim | X <p— fm|7@ | < o,
t—)t o t>t |t
so gilt fiir die Unbewalltheitsfunktion A(e) von C in P, l A—(s) =2 < —1{—

el
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Py = P(0). Ware nun die
Behauptung falsch, so gibe es fiir ein passendes ¢ >0 eine Folge von
Radien 7, } 0 und Punkten P,= P(t,), P,= P(t,) mit P,P,= P, P/ =r,,
die beide von derselben Seite %) gegen P, konvergieren, so daf§ der von P,, P,
begrenzte P, nicht enthaltende Bogen' bis auf seine Endpunkte P,, P, aufler-
halb des Kreises mit 7, um P, lige und daB man auf ihm einen Punkt @,
finden konnte, fiir den

50, _ R&,

—— == o o
PP, PP +

wire. Wir diirfen annehmen, daB die P,, P, und @, zugeordneten Para-
meterwerte bzw. 1,, i,, f, positiv sind und der Ungleichung #, < 7, <1, ge-
niigen; dann folgt aus (8,3), daB von einem » an, etwa fiir » >,

2,0, r(t) -

ty -
. P, Q, r(s,) _ L :
ist. Wegen =2X% — 720~ — folgt weiter
8N BB sy 0O
o i —6_
r() _ 1) 1(5) & Ltlyg Ltiy
’ '_,-é L L T lG 'l< l,
tv T(t,,) tv tv —+0o T

im Widerspruch mit der Annahme, da8 lim'r—(i)i =1 ist.
Hieraus ergibt sich nun auch unmfi:t(e’:lbar die zweite iiber den Zu-
sammenhang von » und % ausgesprochene Behauptung. Denn aus dem
unter b) Bewiesenen folgt, daB notwendig, wenn ein metrischer Parameter
A(e)
€

existiert: him x< - ist. Andererseits gibt es aber, wie in a) gezeigt,

einen metrischen Para.meter ¢, fiir den = < % gilt. Da fiir diesen aber
auch notwendig g % gelten mufB, besteht also fiir diesen metrischen

Parameter die Relation l;— = .

16. Insbesondere erhalten wir aus dem obigen Satze das folgende
Resultat: Hinreichend und notwendig dafiir, dal es einen Parameter ¢ fiir
die Kurve ¢ gibt, fiir den hm"<’>l—a>o gilt, ist, daB 22 1 mit
€10 besteht. g

Denn ist h}'xol A—f—s) = 1, so gibt es nach dem obigen stets einen metrischen

2% D. h. es gibt einen von P verschiedenen Punkt  von C, so da8 alle Pankte P,
einem und demselben Bogen @ angehoren.
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Parameter ¢ mit —?—= 1, also L=1. Existiert umgekehrt ein metrischer

Parameter, fiir den L =1=ea >0 ist, so folgt, daB fiir die Unbewalltheits-
4 (e)

funktion 4(e) im betreffenden Punkte die Relation gilt hm =x2<1.
Da aber andererseits wegen 4(¢) =& “stets 1 <hmd(€) 1st, muB Iijxox‘%s)
£y 0 &

existieren und gleich 1 sein, w.z. b.w.

17. Spiter werden uns noch die beiden folgenden Bemerkungen von
Nutzen sein.

1. Ist £ ein metrischer Parameter der Kurve C in bezug auf den
Punkt P (w=w,) und unterwirft man die Kurve C' der Transformation
uw=(w—w,)% «>0, soist o="_17"sgnt ein metrischer Parameter der
transformierten (nicht notwendig doppelpunktfreien Kurve I"*?) in dem w,
entsprechendem Punkte % — 0. Denn es gilt ja, wenn

i) —wy
0<e < &%ﬂ <o,
ist, auch, wenn wir % (o) =wu(]?,“sgnt) = (w () — w,)” setzen,
0<et< “Bgor.

2. Wir werden uns im folgenden vor allem mit derjenigen Parameter-
darstellung einer geschlossenen Jordankurve C befassen, welche durch die
Abbildungsfunktion w = f(2) des Einheitskreises [z << 1 auf das Innere
von C fir z=1¢'?, 0 <9 < 2n, geliefert wird. Bleibt nun fiir ein 9,,
f(e?®)=w,, der Quotient

LF (e —w, |
(3.4) —e=eE
zwischen zweil festen Schranken oder konvergiert er fiir & — ), gegen einen
endlichen Grenzwert, so ist definitionsgemdfl ¢ = | — &, (“sgn (& — &,) ein
metrischer Parameter von C in bezug auf w = w,. Damit der Differenzen-
quotient (3,4) zwischen zwer positiven Schranken bleibt resp. gegen einen
endlichen Grenzwert konvergiert, ist also notwendiyg, dafS die Kurve C einen
metrz'schen Parameter t in bezug auf w = w, besitzt, fiir den tm zweiten
Falle }J_{% ! e (t) ﬁ exusizert und > 0 ist, und somit also auch nach Nr. 16,

dafy fir die Unbewalltheztsfunktzon 4(e) von O m w=w, A(¢)=0(¢)

b, 4801 gins.

29) Wir hatten oben zwar den metrischen Parameter nur fiir eine doppelpunkt-
freie Kurve €' definiert, doch kann diese Definition unverindert auf eine beliebige
geschlossene Kurve iibertragen werden, wenn ihre Punkte umkehrbar eindeutig und
stetig auf einen Parameter ¢ bezogen werden konnen.
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§4.

Formulierung und Beweis der Hauptungleichungen.

18. Satz 1. Es se: C eine geschlossene Jordankurve in der w-Ebene,
die im Punkte P (w = w,) eine Ecke der Offnung nt, 0 < v <2, besitzi.
FPerner sei C in P linear unbewallt, d. h. die Unbewalltheitsfunktion A (&)
von C in P gendige der Bedingung A(e)=0(e). z=¢(w) bilde das
Innere G won C so auf |z'<1 ab, daf ein in G gelegener Pumkt
w=w, 1 z==0 ubergeht. W bezeichne den von zwes von w, ausgehenden
symmetrisch zur Winkelhalbierenden des Eckenwinkels in w, verlaufenden

Strahlen gebildeten Winkelraum der Offnung 2vy, 0 <y < %

Dann gibt es zwer posz‘tz‘ve Konstanten K, und q,, sowie zu jedem
ww, auf C mit lw—w,' <q, ein R >0, sodap fiir jeden Punkt ¢ im
Innern von C und W mat }w —c¢|=R

lo(w) —gp(w)| > le(c)—g(w)] 2 (Y
(4,1) PRSI = K, o |V cos <Z>
gilt. Dabei ist R < n™\w —w, |7*.%0)
Ist z—hmd(:), so kann K, —(l—w) -, 0 < <1, gesetzt werden,

£y 0 .
wo @ beliebig klesn gemacht werden kann, wenn q, hinreichend Fklein
angenommen wird.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ¢ (w,)=1. —
Es sei zundichst z=1. Wir diirfen uns beim Beweise der Ungleichung (4,1)
auf den Fall beschrinken, daB der Punkt w auf einem festen der von P
ausgehenden Aste der Kuxve C liegt, der etwa mit OF bezeichnet
werde. Es sei >0, < — 16’ ]/—< (——~zp) =,. Wir konnen die
Tangente an C in P zwischen zwel durch P hindurchgehende Geraden
9, und g, einschliefen, die mit dieser den Winkel # bilden (s. Fig. 11).
Dann beschreiben wir um P den Kreis £ mit so kleinem Radius r <9,
daB simtliche Punkte von C, die innerhalb oder auf & liegen, auch zu-
gleich in das Innere der beiden von g, und g, gebildeten (Scheitel-)
Winkelriume W, und W, der Offnung 27 fallen, und daB ferner mit jedem

Punkt @ von C innerhalb von ® einer der Bégen PQ von C (bis auf
den Endpunkt P) sich im Ipnern von W, oder W, befindet. Da.rﬁber

hingus wahlen wir  noch so klein, daB fiir alle e <7 A(B) ol g% ist.
Da der Winkelraum W mit W, und W, (wegen 7 < —27’— - '(p) kemen Punkt
auBer P gemeinsam hat, liegt dann der Sektor S,, der von & aus dem

%) Man vgl. auch die Anmerkung am Schlusse des Beweises von Satz 1 (Nr. 25).
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Winkelraum W herausgeschnitten wird, (bis auf P) ganz in G. — Wir
werden 7 und r unten noch weiter einschrinken; im iibrigen sind aber n

Fig. 11.

und r wahrend des ganzen
Beweises feste, wenn auch
fiir unsere Zwecke hin-
reichend kleine Zahlen, —
Nun ziehen wir von P
aus unter dem Winkel
7, = V9> 7 gegen die Nor-
male in P auf der dem eben
genannten Zweig C* von
C zugewandten Seite der
Normalen einen Strahl g,
der mit einem an P an-
stofenden Stiick in @ ver-
lduft. Wie oben gesagt, ist

171=Vn<%(§—w)=vo~
Fiir jeden hinreichend nahe
bei P gelegenen Punkt w
auf O konnen wir einen
durch P und w hindurch-
gehenden Kreis k. finden,

dessen Mittelpunkt @’ auf g liegt, dessen Radius dann gleich @7 — o’ ist,
und der ganz innerhalb von & liegt. Der Kreis % wird dann die Kurve ¢
¢, in endlich oder unendlich vielen Punkten

|w—w | ] [w—w, |

schneiden; simtliche Schnittpunkte liegen
jedenfalls innerhalb eines der Winkelriume
W,, W,, etwa in W,, und zwar auf derselben
Seite der Normalen wie der Strahl g.

Man kann iibrigens leicht den Zusam-
menhang zwischen dem Punkte w und dem
Radius ¢" von % formelmiBig ausdriicken.
Bildet die von w, nach w gezogene Sehne
von C mit der Tangente von C in P den
Winkel 1 (4 werde positiv gerechnet, wenn
w auf derselben Seite der Tangente liegt
wie die Innennormale von ¢ in P), so ist
(s. Fig. 12)

—nLul.

T 2sin(atn) T 2sin(ut )
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Es sei schon jetzt erwahnt, da fiir die im Satze genannte Zahl R sich
spater der Wert

c — (] = ¥ l'”—wl;_.l e L L
(4,3) BR=(1—¢)n (i & T 1=HED 0<e<l,

ergeben wird, wo ¢ mit %} 0 gleichfalls gegen 0 konvergiert.
19. Es werde nun eine positive Zahl ¢ < o’ durch die Relation
1—w’ ,sin(y—7)
x sin (7, +7)
bestimmt, wo 0 <w’<1 und »A—(;F)_S_x(l—i-w’) fir alle ¢e<r und

].il’lol w’'=0 ist. Dann ist auch offenbar

Ty

y l1—w’  2¢sin(7.+1n) 1
(4’4) % ~29’sin(77,-—17) #x(1+w’)"

Q:

Wir markieren den Punkt @ auf ¢ im Abstande ¢ von P und be-
schreiben mit dem Radius o um @ den Kreis £,. Der Zihler des zweiten
Gliedes in (4,4) ist dann gleich der Lange der lingsten von P ausgehenden
und in dem Winkelraum W, verlaufenden Sehne d (in der Fig. 11 PA4,)
von k,, der Nenner gleich der kiirzesten derartigen Sehne d’ von %, (in
der Fig. 11 P4;). Es sei B ein Kurvenbogen von C, der von zwei von P
verschiedenen Schnittpunkten von C und k, begrenzt ist und sonst auBer-
halb von %, verlauft, falls es einen solchen Bogen gibt. Der im Winkel-
raum W, gelegene Kreisbogen von k, liegt nun bis auf den einen seiner
Endpunkte innerhalb des Kreises mit dem Radius ¢ um P. Daher kann
wegen der Voraussetzung 4(¢) < x%-¢ (14 »’) und wegen (4,4) B nicht
in das AuBere des Kreises mit dem Radius xd(1+ o’) <d' um P ein-
dringen. Weil ferner der innerhalb des Winkelraumes W, gelegene Kreis-
bogen von %, nicht in das Innere des Kreises mit dem Radius 4’ um P
eindringt, kann B den Kreis k,, nicht mehr trefilen. Wenn man also C
von P qus in den Winkelraum W, hinein durchliuft, so werden samiliche
Schnitipunkte von k, mit C vor dem Punkie w angetroffen. Ferner gilt
auch fiir die Linge der kiirzesten von P ausgehenden Sehne d, von £,
i W, (=2¢sin(y, — 7)) (in der Fig. P4,) und die der lingsten der-
artigen Sehne d; von k,, (= 2¢’sin (5, + %)) (in der Fig. P4;) die Relation

(4,5) % - Zesin{n—n) 2osin (9, +7)-sin? (g, —n) __ (1—o") sin?(n—n)

T4l 2¢7sin (g, +9) 20 sin(p—7)-sin®(z, +19) %z sin(y+9)°
Der Quotient ::% konvergiert wegen %, = J7 mit 7 —0 gegen 1.
— Von dieser Gleichung werden wir spiter noch Gebrauch zu machen haben. —

20. Wir bemerken noch, daB offenbar die Linge des kleineren der
durch g, abgeschnittenen Bogen von k, gleich 20 (4, + #) ist. Dabei ist
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der zuerst in das Innere der Kurve C eindringende Schenkel von W,
gerade die eine Halbgerade von g,. Da jeder Schnittpunkt des Kreises &,
mit C innerhalb des Winkelraumes W, liegt, ist die Lénge eines jeden
(kleineren ) Kreishbogens von P bis zu einem dieser Schnittpunkte hochstens
gleich 2p (5, + ). Ferner liegt mit jedem Punkt @ von C innerhalb
von k, oder auf k, auch einer der Bogen PQ von C (bis auf P) im
Innern des Winkelraumes W,. Dies folgt aus der Tatsache, daB %, im
Innern von & liegt, und aus der zweiten der oben genannten Eigenschaften
von 8.

21. Es sei nun @ der Schnittpunkt von %k, mit C, den man zuerst
antrifit, wenn man %, von P aus so durchlduft, dal man bei P das Innere
der Kurve verlaBt, Q" der erste Schnittpunkt, den man beim Durchlaufen
der Kurve C' in dem Sinne antrifit, dal man bei P das Innere von £k,
verlaBt. Insbesondere konnte auch @ = Q' sein. Den ersten dabei er-

haltenen Kreisbogen PQ bezeichnen wir mit §, den zweiten (bis auf seine
Endpunkte) auBerhalb %, verlaufenden Kurvenbogen Q/TI\D mit «. y sei der
zu « komplementiire Kurvenbogen PQ’ von C. — Es sei nun ¢ ein Punkt
in 8, im Abstande R=po6 von P, wo zunichst 0<o<2sin%°<1

sel. (Es ist po <o < o'<r. Der Punkt ¢ liegt dann, wie man leicht
einsieht 31), im Innern von k,. Weiter unten werden wir noch o in ge-

eigneter Weise von 7 abhingig machen. Der kleinere Kreisbogen I/’-@: B

bildet mit dem Bogen « = 1;@' von C eine geschlossene Jordankurve C;.
C, enthdlt den Punkt ¢ und somit auch das Innere von %k, im Innern.
Dies folgt sofort aus dem Hilfssatz 3, wenn man folgendes beachtet: Der

Kurvenbogen y = I/’a' verlauft (bis auf P) nach dem am Schlusse der vorigen
Nummer Gesagten ganz im Innern des Winkelraumes W,. Da ferner sowohl der

#) Denn ist # der Abstand von ¢ vom Mittelpunkt ¢ des Kreises %, und ist
L aw,c=1p,, S0 ist
. u®=0p%+0%62—2p%ccosy, =p%(1+062—20cosy,),
und wegen

47

3 E
#’1§_ﬂ1+’#§”o_‘*"ﬂ="o+§"2”o=§—”o: coswlgcos<—

— v, | =siny,
2 0> 0>

2 cos y, = 2siny, > 2sin

%o
ist N
2acos%>2asin%>ae, 206 cosy;—0c2>0,
also
0<1+62—20cosy, <1
und
©<g,

d. h. ¢ liegt in der Tat im Innern von k,,.
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Kreishogen PQ’=f als auch y vom Punkte P auf g, ausgehen, somst
aber g, iiberhaupt nicht mehr treffen?) und den gemeinsamen Endpunkt
Q' (< P) haben, miissen sie beide auf derselben Seite von g, bleiben und
swar auf der gleichen Seite wie die AuBemmormale von C' in P. Der
Punkt ¢ dagegen liegt im Innern des Winkelraumes W (der Offnung 2v).
Dieser Winkelraum hat mit der Geraden g, nur den Punkt P gemeinsam
(da namlich g, um den Winkel # < %(—g— — zp) gegen die Tangente in P
geneigt ist), liegt also ganz auf einer Seite von g,, und da er ferner die
Innennormale von C in P (als Winkelhalbierende) enthalt, befindet er sich
auf der entgegengesetzten Seite von g, wie die Bégen y und f. Daher
ist in der Tat der Hilfssatz 3 anwendbar. Die Kurve C' und der Kreis
% =k, bilden dann offenbar eine Konfiguration, die den Voraussetzungen
des Hilfssatzes 1 geniigt, wobei fiir die dort genannten Bdgen «, y, B, B
sowie fiir die dort mit ¢ und C, bezeichneten geschlossenen Jordankurven
und den dort erwihnten Punkt ¢ gerade die hier mit. genan denselben
Symbolen bezeichneten Gebilde gewihlt werden kénnen. Daher gilt

(4,6) Mo f Lo,y -

99. A bezeichne den Kurvenbogen ww,, der bei P in das Innere
von k, eindringt. Nach dem oben (Nr. 19) iiber die Schnittpunkte von k&,
mit ¢ und den Punkt w Gesagten enthilt 4 den Bogen y und daher
ist auch (mg,,, 4 = A gesetzt)

(4, 7) me,w, 7 é mo,,,,OA = Aé
Nach Hilfssatz 8 gilt nun
14 !
(4,8) M,y S T:%%l){—mc’woy

) Es bedarf vielleicht noch einer Erlauterung dafiir, daB der Kreisbogen 8 = f—@’
die Gerade g, nur in P trifft: Die Geraden g, und g, schneiden £, in je einem weiteren
Punkte 4, (guf g,) baw. 4, (auf g,). Durchlanft man die Strecke P4, von P nach 4,,
$0 tritt man zunichst in das Innere, durchliuft man die Strecke P4, von P nach A;,
S0 tritt man zundchst in das AuBere von C. Da aber C — nach dem am Schlusse
von Nr. 20 Gesagten liegen alle Punkte von ¢ im Innerp von k, oder auf %, auch
zugleich im Innern von W, — weder PA; noch P4, treffen kann, liegt also auch noch 4,
ganz innerhalb und A4, ganz auBerhalb von C. Der Kreisbogen B tritt nun bei P in
das AuBere von C und verliuft zunichst (nach der Konstruktion von %,) auBerhalb
von W, und W,. Um nun die Kurve C zum erstenmal in Q@ zu treffen, mu8 %, in
das Tnnere des Winkelraumes W, gelangen, mu8 daher eine der beiden Geraden g,
oder g, schneiden. Da dieser Schuittpunkt selber noch auBerhalb von C liegen muf,
kann er nur 4, sein. Weil schlieSlich der Endpunkt @ von § im Innern des Winkel-
raumes W, liegt, kann- § iiberhaupt nur eine der beiden Geraden ¢, und g, treffen,
er trifft also nur g, und nicht mehr g,. ;
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und daher ist auch wegen (4,6), (4,8) und (4,7)

= 1+19(), y < 1rie@! o
(4,9) Mo f < maa}’é'ifﬁ,m (LR GS 1~Il¢(cﬂ dg-

Wir wollen nun m; .S zu § in Beziehung setzen und wenden zu diesem
Zwecke den Hilfssatz 6 an. Beachtet man, daB nach dem in Nr. 20 Ge.
sagten fiir den in diesem Hilfssatz genannten Winkel ¢, als obere Schranke

2 (9, + ) gesetzt werden kann, so folgt nach diesem Hilfssatz
148
TRFTYIY MY

von ¢ =

() ]'Ocn

(4’10) mk.cgg Ag; A=

Dabei ist 2 = -°~%! und 7 (=0) der Winkel caw, im Dreieck caw,. Somit
folgt schlieBlich, da die Linge des Kreishogens f > PQ = 4, ist, wegen
(4,10) und (4,9)
~ 141 | 40 ' —1 1
ATSTIE M 42AT0] 4
Nun beachte man, dal zwischen 4, und der Lénge der Sehne ww, = 4
nach (4,5) die Relation

w

S

N

v~ 1— o sin®(9 —2z)
mg % sin?®(7,+7)
besteht. Es gilt daher
’ l—w’ sin®(p—n) do 1|9 (c)]
402 40— 5 (3,7 o0 TE 10 ()]

und somit wegen oo ='w, —c¢!, 14+ '@(c)l<2

, 1—w’ sin®(p—y) dol—|g(c)
(%11 02405 @i, 2 el
23. Wir konnen hier den Faktor 4o noch weiter abschitzen, indem
wir jetzt iiber o geeignet verfiigen und dann den Zusatz zum Hilfssatz 6
anwenden. Die im Hilfssatz 6 und Zusatz mit «, bezeichnete Gréfe
kann hier, wie oben gesagt (Nr. 22), gleich 2(}# -+ #) gesetzt werden,

Wir wihlen nun die in diesem Zusatz benutaten GroBen *m — (1)°,
14+ 9 =(1+1719)"%; dann wird also 6 =#%. Ferner bemerken wir, daB
die Voraussetzung der an diesen Zusatz angeschlossenen Bemerkung mit
Y=y, w=rn,=7Vny erfiillt sind. (Eventuell muB 5 fiir die Anwend-
barkeit dieses Zusatzes noch weiter verkleinert werden.) Nach diesem
Zusatz und der anschlieBenden Bemerkung gibt es daher zu jedem hin-
reichend kleinen 7 ein nur von 7 abhingiges ¢, (7) mit 0 <e, <1, das
mit 5 | 0 selber gegen 0 geht, so daB

(4,12) A6 >2(1—¢)-cosy, 0<e¢<1,
ist.  Wir denken uns % so gewahlt, daf (4,12) gilt.
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Durch diese Festlegung von o ist das im Satze genannte R =op
bestimmt, und es ist, wie bereits oben angegeben wurde,

ot l1—o’ sin(n,—7) ‘w—w! 1 lw—w, | 1
R: . — 3 = —_— e s i i, 3
(%:4) % sm(m+n)-2sin(,¢+yn)n ( 8)251n(u-r]1)) ® 7

—nZLuly, 0<e<],

wo ¢ nur von z und r abhingt und mit 5|0 (wegen r< ) gleichfalls

1 —_
gegen 0 geht. Wegen sin (u+17) 2 sin (Y7 (1— V) = =175 =~ 7,
w—w  <r<yund 2z >1 ist R__<_n';w—-wljs/‘

Schlieflich wollen wir noch in (4,11) 1— !¢ (¢)! durch {1 — ¢ (c)}
zu ersetzen suchen und machen hierzu von der Tatsache Gebrauch, daf
die Abbildung z = ¢ (w) in w = w, winkeltreu ist. Denn danach ®*) wird
der oben genannte Sektor S,, den der Winkelraum W (der Ofinung 2v)

aus dem Kreise & mit dem Radius r um w, herausschneidet, durch z = ¢ (w)
auf einen Bereich der z-Ebene abgebildet, der in dem Sektor

'z —1|Ze'(r), a—(p+e(r)Larc(z—1)<a+y+e"(r)

liegt, wo &'(r), ¢”(r) >0 sind — bei festem y — nur von r abhingen und
mit r | 0 selber gegen 0 gehen. Schrinkt man daher » auf hinreichend kleine
Werte ein, so gibt es zu jedem solchen 7 ein nur von r abhiingiges é(7) mit
0 <d(r)<1, so daB fiir alle Punkte ¢ in S, im Abstande R =po <7
von w,

(4,18) i:ﬂ%_(l—é(r))msw, 0<8(r)<1, lLma(r)=0,
gilt. v

Somit gibt es also ein nur von 5 und r abhingiges ¢, > 0, so daB
fiir alle w auf C mit w —w, < g, und die ihnen zugeordneten Punkte ¢
in 8, im Abstande B von w, nach (4,11), (4,12), (4,13)

2(1—w’)(l—5<f))(1—81(17>) sin®(y,—9) lo(w)—g(c)!
= % sin®(», +7) ‘wy—c¢,

cos?y

ist. Hiermit ist die Relation (4,1) mit K, = (1-)(A=0)(1=2)sin®(n,—n)
* sin® (4, +7)

— fiir den Fall =1 — bewiesen. Die Konstante K, hiingt noch von z
und r ab. Da nun aber wegen r <7 mit 5|0 auch sicher r— 0 kon-

vergiert, so strebt K, mit 7 )0 gegen % Hieraus ergibt sich auch die

Richtigkeit der zweiten Behauptung des Satzes 1 iiber die Konstante K,.
Damit ist der Satz 1 fiir den Fall z—1 bewiesen, —

%) Vgl. C. Carathéodory, Schwarz-Festschrift, S.40—41 und E. Lindelsf, Compte
rendu du 4iéme congrés des mathématiciens scandinaves, Stockholm 1916, S. 87.
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24. Es sei allgemeiner 7 beliebig, 0 <z < 2. Man kann diesen Fall
folgendermaBen auf den Fall z =1 zuriickfithren.

Durch die Transformation % = (w — w,)"" geht C in eine geschlossene
Kurve I' in der u-Ebene iiber, die in dem w = w, entsprechenden Punkte
u =10 ene Tangente besitzt. I' braucht aber nicht notwendig (in der
schlichten Ebene) doppelpunktfrei zu sein. Wahlt man aber auf ' einen P
als inneren Punkt enthaltenden passenden Bogen (' und erginzt man
diesen geeignet durch einen bis auf die Endpunkte innerhalb von €' ver-
laufenden Jordanbogen zu einer geschlossenen Jordankurve C,, so ist das
Bild I, von O, bei dieser Transformation eine in der u-Ebene doppel-
punktfreie geschlossene Jordankurve, die in % =0 eine Tangente hat. —
Der Winkelraum W (der Offnung 2%) geht dabei in einen von zwei von
% =0 ausgehenden symmetrisch zur Innennormalen von I', in u =0 ver-

laufenden Strahlen gebildeten Winkelraum W’ der Offnung 2% iiber. Be-

zeichnet man die Abbildungsfunktion des Innern von I, auf !z! <1 mit
z=1y,(u), die des Inneren @, von C, auf 'z! <1 mit z= g, (w), so ist

(W)= (0)] _ e (w)—¢i () |
% b (w—w)VT

Beriicksichtigt man nun ferner die am Schlusse von Nr. 14 gemachte Be-
merkung iiber das Verhalten der Unbewalltheitsfunktion gegeniiber der
obigen Transformation, so sieht man, daB es auch fiir ¢, (w) zu jedem
mit 0 < w <1 ein g > 0 und zu jedem w = w, auf C mit |w — w, | < ¢} ein
R’ >0 gibt, so daB fiir alle ¢ in W und @ mit ¢ —w,| = R’

B cost (%)

gilt. Ist nun @(w) die Abbildungsfunktion des Innern von C auf iz! <1,
so konvergieren nach dem Hilfssatz 4 die Quotienten

(4,14) P(@) =gy (1) |5 1-w

(w_wl)llf ’ - %

@ (w) — o (w) un @ (c) — @i (wy)
@1 (w) — @y (wy) 1) — @y (w,)

mit w—w, bzw. ¢— w, gegen ein und dieselbe von 0 verschiedene Zahl.
Daher darf man in (4,14) (g, (w) — ¢, (w,)) durch (@ (w) — @ (w,)) und
gleichzeitig (o, (¢) — @, (w,)) durch (¢ (c) — @ (w,)) ersetzen, wenn man g,
eventuell noch hinreichend verkleinert. — Damit ist der Satz 1 in allen
Teilen bewiesen. —

25. Anmerkung. Fiir eine spitere Anwendung (Satz 6) ist es
niitzlich, iiber die im Satz 1 genannte Zahl B noch eine etwas genauere
Angabe als dort zu machen. Aus der Relation (4, 3) folgt, daB der Quotient

w;w‘! zwischen zwei von # und r abhingigen positiven Schranken liegt,
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die aber gegen 0 konvergieren, wenn man 7 | 0 konvergieren 1i8t. Da nach der
— | gy 2zl
P B
geht, so bleibt die analoge Behauptung iiber den entsprechenden Quotienten
auch fiir den Fall einer beliebigen Ecke der Offnung =7 richtig. Wir heben
diese Tatsache besonders hervor: Es ses w ms’t 0 < o<1 fest vorgegeben,

iiber-

Transformation %= (w — w,)” der Quotient f =

und es sei g, die mach Satz1l zu K, = zugeordnete Konstante, so
x

daf fir alle w +w, auf C mit \w —w,| < q, und die zugeordneten Punkte ¢
in Wund G mit [¢—w,| =R die Ungleichung (4,1) gilt. Dann wird
nach dem bei unserem Beweise angegebenen Verfahren R zu w derart

zugeordnet, daf3 der Quotient dw—w ] z2wischen zwes poéz'tz'ven Schranken
Wy py bleht:

w — W,
0<p < LR—II<'“9

Die so erhaltenen Konstanten p, und p, konvergieren aber gegen 0, wenn

man ©—0, d. h. die Konstante K —»TI/— und somit auch ¢,— 0
gehen lGft.

26. Wir leiten nunmehr eine der Ungleichung (4,1) des Satzes 1
analoge Abschitzung fiir den Differenzenquotienten nach oben ab.

Satz 2. Unter denselben Vorausseizungen wie im Saize 1 gibt es
zwer positive Konstanten K, und q,, sowie zu jedem w 4w, auf C mat
lw—w | <q, eln R>0, so daf fiir alle Punkte ¢' in W und G im
Abstande R wvon w,

(4’15) [¢(w)_‘?(w1)l<K le(e)—o (w)] 1

w—aw, |17 ¢/ —w, |M? cosz(l)
T

gelt. .
Ist % = :hn_g A(Tg), so kann man K, = (14 w) %" setzen, wo o beliebig

klein gemacht werden kann, wenn nur q, hinreichend klesn angenommen wird.
Es st R__<__(%n2> nlw—w, | .

Beweis. Es sei wieder ¢ (w,) =1 und zunichst r=1. Es sei C* einer
der beiden in P zusammenstoBenden Kurvenzweige von C. Wie beim Beweise
des Satzes 1 kénnen wir die Tangente in P zwischen zwei durch P hindurch-
gehende Geraden g, und g, einschlieﬁen, die mit dieser einen Winkel der

Offinung # bilden, 0 < 5 < = 16’ ﬁg—;-’
wir um P den Kreis ® mit so kleinem Radius < 7, daB alle innerhalb
und auf ® gelegenen Punkte von € in einen der beiden von g, und g,
gebildeten (Scheitel-) Winkelrdume W, oder W, der Oiinung 27 hinein-

Mathematische Zeitschrift, 35.

% — 'q)> =9,. Dann beschreiben
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fallen, und daB ferner mit jedem Punkte @ von C im Innern von & oder
auf ® auch einer der Bogen PQ von C (bis auf P) sich im Innern eines

der Winkelrdume befindet. Dariiber hinaus sei 7 so klein, daBl %)- < %x
fir ¢ <r ist. Dann liegt, wie leicht zu sehen ist, auch der durch & aus
dem Winkelraum W herausgeschnittene Sektor S, ganz innerhalb von G.
Dann ziehen wir von P
aus unter dem Winkel
n, = V7 > 7 gegen die iu-
Bere Normale in P auf der-
selben Seite der Normalen
wie der oben genannte
Zweig C* von C einen
Strahl ¢, der mit einem an
PanstoBenden Stiick auBer-
halb von C verlduft. Fir
alle hinreichend nahe bei P
gelegenen Punkte w von C*
kénnen wir einen durch P
und w hindurchgehenden
Kreis %, finden, dessen
Mittelpunkt a’ auf g liegt,
dessen Radius o’ =a’w ist,
und der ganz innerhalb von & liegt. Simtliche Schnittpunkte von k, mit
C liegen dann auf derselben Seite der Normalen in P wie der Strahl g
und alle innerhalb eines der beiden Winkelrdume W,, W,, etwa von W,.
W, enthilt also ein an P anstoBendes Stiick von C*. — Zwischen dem
Punkte w und dem Radius von k| besteht die Relation
’ LW — Wy
£ =25in(}'—+ y
n+u

wo u der Winkel ist, den die von w nach w, gezogene Sehne von C mit
der Tangente an C' in w, bildet (u werde dabei positiv gerechnet, wenn w
auf derselben Seite der Tangente liegt wie die AuBennormale von C'in w,).
Fir die im Satze genannte Zahl B wird sich spéter ganz dhnlich wie beim
Satze 1 der Wert

(4,16) B=

Fig. 18.

1 y, lw—w
1—¢ 2sin (Y g+ u)
ergeben, wo & mit 5|0 gleichfalls gegen 0 geht.

27. Es werde nun ¢ > o’ durch die Relation

%, 0<e<]1,

; VR sin (9, +7)
(417) €= T s (,— 1)
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bestimmt, wo 0<o'<3 md L0 <14+ 0) fir alle e<r und

li;% w’'=0 ist. Dann gilt auch offenbar
v

’ N _ 2esin(g—n) 1
(4,18) x(l—}—w)<2e,sin(’h+’7)—x1_w,.

Wir markieren den Punkt @ auf g im Abstande ¢ von P und be-
schreiben um @ den Kreis %k, durch P mit dem Radius ¢. Dieser Kreis
brauchte nun zunichst nicht mehr ganz im Innern von & zu liegen; da

aber die Relation (4,17) nur das Verhiltnis von 597 festlegt, konnen wir w

in einer solchen Nihe von P annehmen und somit ¢’ derart verkleinern,
daB o beliebig klein ist und daher der Kreis %,, innerhalb von & zu liegen
kommt. Wir denken uns w so nahe an w, gewihlt. Der Zihler in (4,18)
ist gleich der Lénge d der kiirzesten von P ausgehenden und im Winkel-
raum W, verlaufenden Sehne von k,, der Nenner gleich der Linge d’ der
lingsten derartigen Sehne von k. Es sei B ein Kurvenbogen von C, der
von zwei von P verschiedenen Schnittpunkten von ki, mit O begrenzt ist
und sonst auBerhalb von k), verliuft, falls es einen solchen Bogen gibt.
Da der im Winkelraum W, gelegene Kreisbogen von k, innerhalb des
Kreises mit dem Radius d" um P liegt, kann wegen der Voraussetzung
A4(e) £#(1 +w’)-¢ und wegen (4,18) B nicht in das AuBlere des Kreises
mit dem Radius d’x»(1-+ »’) < d eindringen. Weil ferner der innerhalb des
Winkelraumes W, liegende Kreisbogen von k, auferhalb des Kreises mit
dem Radius d um P liegt, kann B den Kreis k, nicht mehr treffen.
Wenn man also C von P aus in den Winkelraum W, hinern durchliuft,
so werden sdmiliche Schnitipunkie von k, mit C hinter dem Punkte w
angetroffen. — Ferner gilt auch fiir die Linge der lingsten von P aus-
gehenden Sehne d, von £, in W, (= 2psin (n 4 %,)) und die der kiirzesten
derartigen Sehne d{ von k&, (= 20'sin(n, —7)) die Relation

< .
(4,19) &, Zedrlnga)  x soilmtw)
d;  2¢'sin(n,—7) 1— o’ sin?(y, —7)

28. Fiir das Folgende bemerken wir noch, daf die Lange des
kleineren der von g, abgeschnittenen Kreisbogen von &, gleich 29 (%, + 7)
ist. Dabei ist der in das AuBlere von C eindringende Schenkel von W,
gerade eine Halbgerade von g,. Da jeder Schnittpunkt des Kreises k,, mit
C innerhalb des Winkelraumes W, liegt, ist die Linge eines jeden kleineren
Kreisbogens von %, von P bis zu einem solchen Schnittpunkt mit ¢ hoch-
stens gleich 29(#, -+ #%). Ferner liegt mit jedem Punkte @ von C inner-
halb von k, oder auf k, auch einer der Bogen PQ von C (bis auf P)
im Innern des Winkelraumes W,, da ja k, im Innern von & liegt (vgl. N1. 26).

24*
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Damit haben wir unsere Annahme iiber die Unbewalltheitsfunktion, so-
weit sie fiir den Beweis in Betracht kommt, vollstindig ausgeniitzt. —

29. Es sei nun @ der erste Schnittpunkt von %, mit C, den man
beim Durchlaufen von ¢ von P aus in das AuBere von k,, hinein antrifft.

Wir bezeichnen den hierbei durchlaufenen Kurvenbogen P@ mit «. Der

zu ihm komplementire Bogen auf C sei 8. y sei der Kreisbogen PQ von k,,
der bei P in das Innere von C eindringt. Der Teilbogen ww; von S
werde mit j bezeichnet. Wir wihlen nun die in der Formulierung des Satzes
angegebene Grofe R —=ocp, wo ¢ =15"s gesetzt sei, und nehmen in S,
einen Punkt ¢’ im Abstande R von P an (es ist R=o090 < 0 <7). Nach
(4,17) hat also R in der Tat den in (4,16) angegebenen Wert. Offenbar ist

3 —~

_ w—w]  xyd sin(Ygen) o w—w, xn® z?l
2ain (i) =o' sin (=)~ 52 fn 1 2 1.

z 2 2 a3l

und wegen 7 =>7 2> |w — w,|

R<L %n"’x fw — wlgs’/"
30. Der Kreishogen y =PQ bildet mit dem Bogen & von C offen-
bar eine geschlossene Jordankurve I'. I' enthilt den Punkt ¢’ im Innern.

Dies folgt wieder aus dem Hilfssatz 3 in Nr. 5, wenn man folgendes be-

achtet: Der Kurvenbogen PQ = B liegt nach dem oben Gesagten ganz
innerhalb des Winkelraumes W,. Da die Tangente # von k, in P sicher

auBerhalb von W, und W, verlduft, trifft der Bogen g = PQ diese Tan-

gente ¢ nur in P. Da aber auch der Kreisbogen y — PQ mit ¢ nur den
Punkt P gemeinsam hat, und also die beiden Bégen g und y von P aus-
gehen und den gemeinsamen Endpunkt @ (== P) haben, so liegen sie
beide auf derselben Seite von ¢, und zwar auf derselben Seite wie der
Strahl g und die Aufennormale von C in P. Der Sektor S,, der wegen
(n,<<%,) t nicht enthilt, liegt ganz auf derselben Seite von t wie die
Innennormale von C in P, also auf der enigegengesetzten. Auf dieser Seite
befindet sich somit auch ¢’, so daBl in der Tat der Hilfssatz 3 anwendbar
ist. Die Kurve C und der Kreis 4 =4k, stellen dann offenbar eine

Konfiguration dar, die den Vora.ussetzungenwdes Hilfssatzes 2 geniigt, wenn
fiir die dort genannten Bogen «,f,f,y und die geschlossene Jordan-
kurve I', sowie den genannten Punkt ¢’ gerade die hier mit denselben
Buchstaben bezeichneten Gebilde gewihlt werden. Daher gilt (mq, B=A4¢
gesetzt)

Al = me,e B M,y
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31. Nach Hilfssatz 7 ist mit af = my,, -y und =1, +9, Sy -+, < %,
wo v, der Winkel zwischen ¢’w, und der Innennormalen von Cin w, ist,

. i @40}y _ 4y
(4’ _‘0> AC é Mpep, e’ Y é 26 COS(W1+‘71) o . e :

Dabei ist die Linge von y gleichfalls mit y bezeichnet.
Da -+, < % und 6 = #'> gesetzt ist, kann man den Ausdruck 4,

gleichmiBig fiir 0 < v, <y so abschitzen

1 (240) 1 2
A= o 2cos(y+1) = o cosy, (1 + h(n)),
wo Fi(n) nur von x abhingt und mit »—0 selber gegen 0 geht. Somit

erhalten wir aus (4,20)

" 2
(4,21) Aog_mﬂ“}"h(’?))%'
32, Hier wollen wir nun A4 = meqf durch 4o = Me,w, f - ersetzen

’
und schitzen zu diesem Zwecke den Quotienten z:'c",, nach oben nach dem
c

Hilfssatze 9 ab. Fiir die Anwendung dieses Hilfssatzes und auch fiir die
weiter unten folgenden Abschitzungen miissen wir die oben eingefiihrten
und auf hinreichend kleinen Werte beschrénkten Zahlen # und r mnoch
weiter einschranken. Wir bezeichnen den weiter unten zu benutzenden
Ausdruck 44,1 % mit 6 und nehmen 7 so klein an, daf

9 a2 402+ ‘/:)‘4 /s 1/x
4,22) 6—=4 P CL ) R e Gk k. B B (A
(4,22) 4ns 27"/ cos (v +¥n) V7 2cos(y+¥ ) = 4<2 w)
ist. Wegen der Winkeltreue der durch z= ¢ (w) vermittelten Abbildung
in w=w, folgt*), daB das Bild des oben genannten Sektors S, in der
z-Ebene innerhalb des Bereiches

(4,28) 1z2—1{L(r), =n— (p-+1'(r) <arc(z—1)La+ (v +1(r)

liegt, wo I(r) und I'(r) positiv sind, nur von r abhingen und mit
r—0 selber gegen 0 konvergieren. Wir wihlen nun 7 so Klein, daB

V(r) <vy= 5 (5 —v) und I(r) <sin’p ist. (Dann liegt, wie leicht zu
sehen ist, der Sektor (4,23) (bis auf den Punkt z=1) ganz im Innemn
des Einheitskreises.)

33. Unter diesen Annahmen sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes 9
fiir o' = Ag, "= 4dg, ¢ =¢/,

-zl='zp—'r-l'(r)<1/)—{~v0<—';i

3) Vgl. die in der FuBnote %) zitierten Abhandlungen.
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sicher erfiillt. Man beachte noch, daB, wie in Nr. 28 gesagt, der Bogen
y < 20 (9 +7Vy) ist, so daB fiir den Bogen A7 = m¢, B sicher wegen (4, 22)
die Ungleichung gilt

MALal< AW+ n<and=s<y5(5—mn)
SchlieBlich gilt fiir y = |arc p(c’)| wegen l(r)gsin%
sing <I(r)<sin%, 2<% wnd < FI().

Daher gilt fiir jedes nach der obigen Konstruktionsvorschrift in & wahl-
bare w nach dem Hilfssatz 9

1-1b, r”
Ag b=(P<G')
" 2 ’ a i ? ’
2,b]cos-<qp+l(r)+—-;—l>.

(4,24) A5

wo
4 1 3 3 /s
)+ St 3 (348 == H ) <F v
ist. Da Zgyl(r)istund 60— 0 mit y — 0 geht und |;b] —1]{ <L I(r) ist,
konnen wir (4,24) weiter abschétzen

(4,25) A5 < 2= A8+ B o) (148, (),

== 9cos“’

wo A, (%), 6,(r) nur von % bzw. r abhdngen und mit —0 bzw. r—0
gleichfalls gegen 0 gehen.

34. Nun beachte man, dafl der Bogen PQ = y die Liinge 20 (u' +7V7n)
hat, wo u’ der mit Vorzeichen genommene Winkel ist, den die Sehne PQ mit
der Tangente in P bildet. Daher ist (wegen |u'| < %), unter d, die Lénge
der Sehne PQ verstanden,

_ 2e(u'+V¥n)

~Bedne Ty = T

wo h,(n) nur von x abhingt und mit # |0 gleichfalls gegen 0 geht.
Ferner gilt nach (4,19) zwischen der Linge D, der Sehne ww, und der
Sehne PQ die Relation

. ,., (1— ') sin®(y,— 1)
o e

4,26 ¥
(4,26) x

SchlieBlich beachte man, daB wegen der obigen Annahme ((4,23))
iiber 7

1_...
(4,28) rl—’ff%% < (14 8,(r)) cosy,

ist, wo 8,(7) nur von r abhiingt und mit r—0 gegen O geht.
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Somit gibt es ein nur von n und r abhingiges ¢, >0, so daB fiir
alle w auf € mit . w —w,| < g, und die zugeordneten Punkte ¢’ in G
und W im Abstande R von w, wegen (4,25), (4,21), (4,26), (4,27), (4,28)
< |9 €)— (o) (L +he)A+H ) A+ Am) 1+, ) A+ ()
= c'—w, cosZy
sin®(n,+7) *
sin?(n,—9) 1—o’
gilt. Hiermit ist die Relation (4,15) — fiir den Fall =1 — mit
2(1+hop) (1+hy (0)) (1+hy ) (L + 83(r)) (1+ g () sin® (o, + )
(1—o’) sin? (7, — )
bewiesen. K, hingt noch von 7 und r ab. Da wegen r <7 mit n—0
auch r— 0 strebt, so konvergiert K,—x mit #|0. Hieraus folgt die
zweite Behauptung des Satzes 2 iiber die Konstante K, — fiir den Fall z = 1.
Der Fall z &1 kann durch wortlich dieselben Uberlegungen wie beim
Satze 1 (Nr. 24) auf den Fall z =1 zuriickgefiihrt werden.
Auch hier gilt eine ganz analoge Bemerkung iiber den Quotlenten
wie beim Satze 1 (Nr. 25).
35. Wir formulieren noch das folgende, sich unmittelbar aus den
Satzen 1 und 2 ergebende

K,=

_.wl'

Korrolar. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, die im Punkie
w=w, eine Ecke der Offnung v, 0 < v <2, besitzt und diein w, linear
unbewallt ist (d. h. ihre Unbewallthestsfunktion A(e) in w, gewiigt der
Bedingung A(e) = 0(e)). w=f(z) bilde {z| <1 so auf das Innere G
von C ab, daff z=0 in w=w, (w, tn G), z=1 n w=w, dubergeht.
Es ses L eine in z=1 miindende Jordankurve, die bis auf den End-
punkt z=1 ganz in iz] <1, und zwar innerhalb eines von zwei sym-
metrisch zum Radius in z =1 verlaufenden Kreissehnen gebildeten Winkel-

raumes der Offnung 2y, 0 <y < =, liégt. Dann gibt es zwei positive
=Y gt

Konstanten M, und M, und ein zugehoriges q' >0, sowie zu jedem z +1
mit |2) =1, |z —1| < ¢’ ein geeignetes b(z) und ein b'(z), auf L, die
mit z gegen 1 gleichjalls gegen 1 konvergieren, so daf

FOR (P STRVORIIOF

-1y (=71 -1y |
und
;f(z) f1(1)5>M“f(b') fﬁl)‘
_ L fa—1F | (¥ —1)
gilt.

Dabei kann man auch

cos (?—)
T
>

M,=(1+o)xecos™ (L) und M,=(1— o)
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wdhlen, wo 0 < w, w'<1 ¢st, » =§§@ 18t und w, w’ beliebig klein
gemacht werden konnen, wenn man g’ hinreichend klein annimmd.

Zum Beweise hat man nur zu beachten, daB das Bild von L in der
w-Ebene ein in w=w, miindender Jordanbogen L' ist, der wegen der
Quasikonformitdt der Abbildung schlieBlich innerhalb eines von zwei von w,
ausgehenden symmetrisch zur Innennormalen in w, verlaufenden Strahlen

gebildeten Winkelraumes der Offnung yz -+ 6, bleibt, wo wt+68< % T

ist. Dann ergibt sich der Beweis durch Anwendung der Sitze 1 und 2 auf
die von f(z) inverse Funktion z = ¢ (w), indem wir die Punkte ¢ und ¢’
jeweils auf L' annehmen und b =g¢(c), b’ = ¢ (¢’) wiihlen.

§ 5.

Folgerungen aus den Sitzen 1 und 2.

36. Wir beweisen zunichst eine Folgerung aus den Sitzen 1 und 2,
die sich auf die Existenz der allseitig genommenen Ableitung bezieht.

Satz 3. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, die im Punkte P:
w=w, eine Ecke der Offnung nt, 0 <1< 2, besitzen mige; z =g (w)
bilde das Innere von C auf |21 <1 ab. Es sei L ein in w — w, miinden-
der, sonst innerhalb von C verlaufender Jordanbogen, und zwar moge L
innerhalb eines Winkelraumes liegen, der wom zwei wvon w, ausgehenden,
zuerst ¢m Innern wvon C verlaufenden wund symmetrisch zur Winkel-
halbierenden des Eckenwinkels bei w, liegenden Sirahlen gebildet wird.
Ferner moge bei der Anndherung lings L

lim 9’(“’)‘9”(&1): 35)
wrw (w—w)®
existieren und von 0 und oo verschieden sein.
Hinreichend und notwendig dafir, dap auch auf C und daher (wre
wir zeigen werden) allseitig

(5,1) lim ‘P(w)’_?’@

w>ws (w—w)V*
existert und gleieh y ist, ist, daP C in P reguldr unbewallt ist.
37. Wir schicken dem Beweise den folgenden Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 10. Es ses I' eine geschlossene Jordankurve, f(z) eine im
Innern @ von I' regulire und auf G -+ I" stetige Funktion. Es sei 2, emn

%) Wir denken uns die Potenz (w—w,)"/" etwa fir einen Wert w auf der
Winkelhalbierenden des Eckenwinkels bei w, im Innern von C irgendwie normiert.
Dann bleibt diese Potenz im Innern von C und auf C eindeutig und stetig.
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Punkt auf I'. Qilt fir beliebige z auf I
f(z)—1(2)1
T L2, «>0,
so gilt dies gleichmdfig auch fir alle z tm Innern von I'.

Beweis. Wir bilden G mittels z=g({) auf |{/ <1 so ab, dal} etwa
=1 in z =2, iibergeht. Dann zeigen wir, daB, f*(¢)={f(g({)) gesetzt,
h(é—) — f*(z)‘f*(l) 36

(9(0)—g@)*®
werten £ (e’”) — darstellbar ist, und leiten aus dieser Darstellung dann

in iiblicher Weise die behauptete Ungleichung ab.

) durch das Poissonsche Integral — mit den Rand-

38. Um nun einzusehen, daB man %({) durch das Poissonsche Inte-
gral darstellen kann, braucht man nur die folgende Tatsache zu beachten:

Ist 9 (z) in |2| <1 regulir und besitat y(z) integrable radiale Rand-
werte w(e'”) auBer auf einer ¥-Menge vom MafBle 0, ist ferner

22, .
(5,2) [lglp(re’®) do0 <0, 0<r<1 %),
0

so ist 1 (z) durch das Poissonsche Integral, z =re'®, r <1,

27 27
1 ‘ 1—r 1 .
w(z):Q—nfzp(e ﬂ)l+r2—2rc:;s(0—¢)d'9=§§fy)(e NEK(r, 9 — @)d¥d
0

0

gegeben.
Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich sofort aus einem Satze von
Herrn Ostrowskis®), der besagt, daB eine in |z| < 1 regulire Funktion y (2)

%) Wir denken uns die Potenz in k() fiir einen Wert |Z{<1 in bestimmter
Weise normiert. Dann bleibt (%) wegen g(£)=+¢(1).in [{|<1 eindeutig und
regular und hat fir |£|41, arclZarcl eindeutige, beschrinkte und integrable
Randwerte. %

%7) Dabei ist fiir ¢ =01ga=Iga, wenn ¢ =1, und =0, wenn a <1 ist.

38) A. Ostrowski, Acta litterarum ac scientiarum Reg. Univ. Hung. Francisco
Josph. T.I, Fasc.II, p. 87, FuBnote. Dort ist der Satz folgendermaBSen formuliert:
Ist F(z) in |2! <1 reguldr, hat F(z) auf einer &-Menge positiven Mafes (z=re'?) die

2z

Randwerte 0 und ist [lg!| F(re'®)|d9<C,, 0<r<1, soist F(z)=0. Um einzu-
0

sehen, daB die obige Fassung mit dieser dquivalent ist, hat man nur zu beachten,
daB, wenn zwei in 2| <1 regulire Funktionen F,(z) und F,(z) fast iiberall die
gleichen radialen Randwerte haben und den Bedingungen geniigen

2:rz+ 2n+ .
JIglF(re?)ido=0,, [lglR(re’)dd=C,,
0 0

F=F,—F, fast iiberall die Randwerte 0 besitzt und daB ferner

T

2n+ 2:t+
1gm—Fgﬁdagof1ggF,,d0+oflg[F21da+1g2§2o,+1g2

N

ot

gilt.
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durch die Angabe ihrer Randwerte auf einer Menge positiven MaBes ein-
deutig bestimmt ist, wenn (5,2) gilt. Da némlich nach Fatou

W(s) = () K (r, 8 — p)ao

fiir fast alle ¥ die Randwerte v (e’”) besitzt und da ferner

27

[oen
0
)

gleichmifBig in r beschrinkt3®) und somit auch
[l e ase,
0

fir alle 0 <7 <1 bleibt, sind v (z) und ¥(z) miteinander identisch.

Fir A () ist nun diese Voraussetzung erfiillt. Denn wegen der Be-
schranktheit von if(z) —f(2)! und g(¢)—g(1); fiir [ <1 bleibt
auch (¢ =re®):

+, Lo ]
of I8 fg0) —flgw) dd,  [lgig(t) —g(1) db
fir 0 <7 <1 beschrinkt, und dies ist bereits hinreichend dafiirt?), daB

%) Dies gilt ja sogar fiir eine allgemeinere Klasse von Funktionen % (z), némlich
fir alle ¥ (z), die durch ein Stieltjes-Poissonsches Integral darstellbar sind (siehe
A. Ostrowski, die in der FuBinote ) ziterte Arbeit. Fiir die ausfiihrliche Darstellung
des Beweises vgl. die in FuBinote ®) zitierte Abhandlung von Herrn Ostrowski, S.255f.
Vgl. auch die Darstellung von G. C. Evans, Logarithmic potential, S.46.)

) Denn ist @(z) eine in |z |<1 regulire und beschrinkte Funktion, so gilt
fir lg' @(z)| bekanntlich die Jensensche Ungleichung (@(0)—#0, sonst betrachte

( 2) fiilr passendes ganzes n > 0)

2

lgi0(0) < [lg!d(re?)|dd (r<1)
oder . ’ .
1|6(0)| < [ 161 (re?) | ad+ [ g D(ret?),do,
wobei fiir @>0 . ° ’
Iga=Ige fir a=1 und =0 fira < 1,
1§a=lga fira<1und =0 fir a =1

ist. (Man beachte, daB mit lg ;@ | auch 1§;¢; und léi@f integrable Funktionen
von # sind.) Da nun Ig!®(rei?)| <0, —Ig!@(rei®)| >0 ist, ist

} ¢(re"’)lld19——flg q)(re-“’)uw<j1g1¢(re'~’)1d19 Ig ®(0) <K,

OL.,IO

(Fortsetzung der FuBnote %°) auf nichster Seite.)
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auch fir 0 <r<1

2%

[[ESE—
0
beschrankt bleibt.
Es gilt daher

1 (e — e 1-r -

PO =52 G gy T grem g0 PTTET

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.

39. Beweis von Satz 3. Offenbar geniigt es, den Satz fiir den Fall
7=1 zu beweisen.

a) Wir zeigen zuerst, daB die Bedingung Ale)
reichend fiir das Bestehen von (5,1) ist. ‘

Zunichst folgt aus dem Satze 2, daB die fiir w in C regulire und
fir w4w, suf O stetige Funktion ®(w)=2(0=2(%) glichmasig

w—w,
fir alle w auf C und daher auch nach dem vorausgeschickten Hilfs-
satz fiir alle w innerhalb von € beschrinkt ist. Daraus ergibt sich auf
Grund unserer Voraussetzung nach einem Satze von Lindelof*!), da8
wl'_]fxilmdi(w) =y =¢'(w,) auch gleichméBig bei Annéherung ,im Winkelraum*

—1 mit ¢ — 0 hin-

gilt, also auch insbesondere lings der Normalen in w,. Daher gilt nach
Satz 1 und Satz 2 fiir hinreichend kleine w —w, , w + w,,

2

(c—w,) - W—wy ! ¢ —w

(l_w)gq’(c)_q’(wl) <f9”(w)"¢’<w1) é(l—{—w) @(c’) — o (w)

wo ¢,c¢’ die dem Punkte w nach Satz 1 und Satz 2 zugeordneten Punkte

im Abstande B von w, auf der Innennormalen in P sind. Somit gilt
ﬁil' w—»wl

(1), (1~ @) < TBm 2200 <o) (14 w).

w > w, W~
und daher auch (0<r<1)
27 X 27, 27
f }lg | @ (rei?)] }dbgf lgi@(re’®) dd — [ Ig|®(re’?). d9 < konst.
0 0 0

Vgl. fiir die obige Bedingung fiir den Mittelwert von l+g sowie diese Uberlegung die
in der FuBinote °®) zitierte Abhandlung von Herrn Ostrowski S.261. Die Bedeutung
dieser Bedingung fiir 1§ besteht darin, daB sie firr einen Quotienten zweier analyti-
scher Funktionen erfiillt ist, wenn sie fiir jede einzeln gilt.

4) E. Lindel6f, Sur un principe général de l'analyse, et ses applications & la
théorie de la représentation conforme, Acta Soc. scient. Fennicae 46 (1915), Nr. 3,
p.10—11.
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Also ist auch mit w0

9/ ()| <Tm D=2 g0 (u,)),

0 —> 0, w— W,
und somit folgt, daB hm "p(w;ﬂ;(w‘)‘ existiert und = |¢’(w,), ist.
— %
Um nunmehr die Behauptung (5,1) herzuleiten, beachte man, daB wegen
der Existenz der Tangente in w = w, **)

o (w)— Qﬂ(wl)
w.—

lim arc = arc o’ (w,)

w >w,

ist. Damit ist die Relation lim M =y fir w auf dem Rande

wrw (w—w,)
bewiesen. Die allseitige Konvergenz des Ausdrucks (5,1) folgt dann wegen
der Beschrinktheit aus einem Hilfssatz von Lindelof **).

b) Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes beachte man die am
SchluBl von Nr.17 bewiesene Tatsache. Bezeichnet man die zu ¢ (w) in-
verse Funktion mit w = f(z) und ist ¢ (w,) =1, so besagt die Aussage, dall
flef)—f(1)1

s

lim
$>0"

existieren und von 0 und oo verschieden sein soll (vgl. Nr. 17, Bemerkung 2):
# ist ein metrischer Parameter fiir C' in w,, fiir den *r( ),

& — 0 gilt, wobei »(¥) die Lénge des oben a.ngefuhrten von P,
(w=w,, ¥ =0) nach dem Punkte P = P() gezogenen Radmsvektors
ist. Hierfiir ist aber nach dem in der Nr.17 Gesagten notwendig, dafl
I

ey0 &

— o >0 fir

40. Aus dem Satze 1 und 2 sowie aus dem in Nr. 35 formulierten
Korrolar und dem Satze 3 ergibt sich nun das folgende

Korrolar. Es mige w=1{(z) den Kreis |z2| <1 auf das Innere
einer Jordankurve C abbilden, die in f(1) = w, eine Tangente bestizt und
deren Unbewalltheitsfunktion A(e) der Relation 4(e)=0 (&) geniigt.
Blezbt bei Anndherung lings eines in z =1 miindenden, aus dem Innern
des Einheitskreises kommenden Jordanbogens L mit stetiger Tangente,
welcher die Peripherie des Einhestskreises micht beriihrt, |f'(z), < M,
so hat f(z) in z=1 nach oben allsestiqg beschrinktien Differenzen-
quotienten.

4%) Vgl. E. Lindelof, die in der FuBnote 3%) zitierte Abhandlung, S. 85—87.

43) Siehe z.B. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2, S.21ff. Dieser
Satz ist ein Spezialfall des oben zitierten.
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Existiert bei Anndherung lings L lzj_xplf'(z)=y“) und 1st Pﬂ A—ii) =1,
so existiert auch allsertig 121_1311%2{—(1—) und 1st =y.
Beweis. Wegen (f'(z)| < M fiir z auf L ist

1
1) — )= [f(2)dz

z
wo lings L von z bis 1 zu integrieren ist und I die Lange des Kurven-

bogens L von z bis 1 bedeutet. Daher ist
'»f(z)"'f(l)i<_M !

por—1 z—1p?

(L)

< M,

und wegen der Stetigkeit der Tangente von L ist lim A 1, woraus

z>1 |z—1]
die Beschrinktheit dieses Differenzenquotienten bei allseitiger Anndherung
aus dem Korrolar zum Satze 1 und 2 und dem Hilfssatz 10 folgt.

Aus lim f/(z) =y und der eben benutzten Integraldarstellung von

f(2) = f(1) + [ f'(z) dz, die ja bis in den Punkt z=1 hinein gilt, folgt,
1
daB auch
() —F(1)

(B.8) fim S =
fiir z auf L gilt. Denn z bleibt dabei im Stetigkeitsintervall von F(z)-
Nach Satz 3 folgt hieraus die Behauptung, falls y 0 ist. Ist y =0, so

folgt wegen (5,3) die Behauptung direkt aus dem Korrolar zum Satz 1
und 2, Nr. 35 (1. Behauptung).

§ 6.
Heranziehung der Vergleichskurven.

41. Definition. Wir sagen, die geschlossene Jordankurve € sei eine
inmere (resp. duflere) Vergleichskurve der geschlossenen Jordankurve O im
Punkte P (oder C besitze in P die innere (resp. &uBere) Vergleichskurve €),
wenn © den Punkt P mit C gemeinsam hat und nirgends auBerhalb von
O verliuft (resp. nirgends innerhalb von C liegt und ' in ihrem Innern
enthalt). .

Dann gilt der folgende

Satz 4. Es ses C eine geschlossene Jordankurve, die tm Punkte
P (w=w,) eine Bcke der Offnung mt, 0 <7< 2, besitzt und die im

44) Hier darf auch y =0 sein.
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Punkte P Linear wnbewallt ist (fir deren Unbewalltheitsfunktion 4 (e)
also in P die Relation A4 (¢) = 0 (&) ¢ilt). Ferner moge C in P eine
innere oder dufere Vergleichskurve € besilzen, die in P eine Ecke der
Offnung nt’ haben mige. Dabe: werde angenommen, dafy die Winkel-
halbierende s des Eckenwinkels der Ecke in P won C zugleich auch den
Eckenwinkel von € in P halbiert. z= ¢ (w) bilde das Innere von C,
2= (w) das von € so auf z! <1 ab, dap ein ¢m Innern von C und €
liegender Punkt w=w, in z =0 dbergeht. Dann gibt es:

a) falls € eine imnere Vergleichskurve ist, zwer positive Konstanten
"K] und q, sowie zu jedem w 4w, auf C mit 'w—w,! <q, ein c auf
der Winkelhalbierenden s, so daf

@ (w) 99(”11‘)‘_2K1'_‘p_(c)“¢(w1)1

/7 11/z

]
jW— Wy, 6=, |

gilt, und

b) falls € eine dupere Vergleichskurve ist, zwesi positive Konstanten
K, und ¢, sowie zu jedem w+w, auf C mit 'w—w,' <gq, en ¢
auf s, so daf

e () —e(m)| o g0 B(E)—B(w,)

Iw"'wxflﬂ la/__wl:l/'t
ist #3).
Dabei diirfen fir K{ und K. die Werte > “,:) bew. (14 )= gesetzt
P 7

werden, WO x = ]j_;—%éi—” ist und w, 0 < w <1, beliebig klein gemacht

£y

werden kann, wenn nur q, bzw. g, hinreichend kletn angenommen wird.

Der Beweis ergibt sich aus dem Satze 1 und dem Satze 2, wenn man
beachtet, dal nach dem sogenannten Lindeldfschen Prinzip) im Falle a)
fiir ¢ im Innern von € [ @(¢)' = ¢(c): und also 1 —'@(c)i <1 —"o(c) ,
im Falle b) fir ¢’ im Innern von ¢ @(¢’) <.¢(c’) und daher
1— @(¢’")! 21— 'g(c’) ist, und wenn man in beiden Fillen die Quasi-
konformitit *?) der Abbildung in w, beriicksichtigt. Denn danach ist sowohl

: 1-"g(w), __ ; 1-|o(w)] _
e oy -Gy 1 ek e —

45) Man kdnnte an Stelle der Winkelhalbierenden s auch allgemeiner einen be-
liebigen in P miindenden Jordanbogen L wahlen, der ganz innerhalb eines von zwei
von P ausgehenden Strahlen gebildeten Winkelraumes bleibt, die ihrerseits mit an P
anstoBenden Stiicken im Innern von C und von G verlaufen. Wir brauchen aber diesen
Satz nicht in dieser Allgemeinheit und beweisen ihn daher nur in der obigen Fassung.

46) E. Lindelof, Mémoire sur certaines inégalités de la théorie des fonctions
monogénes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le voisinage
d’un point singulier essentiel, Acta societatis scientiarum Fennicae 35 (1908), Nr. 7,
pp. 3fi. Siehe auch L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2, 8.117.

47) Vgl. die in der FuBnote 3%) zitierten Abhandlungen.
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wenn w auf s angenommen ist. Man erhdlt somit beispielsweise im Falle a)

pw) =)l ~ 1—-jge); < 1—-[P(e)| 5 1@(w)=P(e)! oy
Wy —C . g ;'“"1_631/1 = :w1‘_011/t = :wl“cilﬁ ( ? )
und mithin nach Satz 1 (mit y = 0) bei vorgegebenem « und passendem
g, >0 fiir alle wa4w, auf C mit 'w—w,}<q, und die ihnen zu-
geordneten ¢

p@)—g(w), S 1-o [8(m)—P(c)|

:w__wx ll/r = xl/t ]l/t

1
jw,—¢

Bemerkung. Beriicksichtigt man die am SchluB des Beweises von
Satz 1 und Satz 2 gemachten Bemerkungen iiber den Quotienten

‘—**Qi_:;l- bzw. CE,‘-““_ Z‘ , 8o sieht man, daB auch hier Analoges gilt: Ist

16— W — Wy

w, 0 < w <1, beliebig vorgegeben, und sind g, bzw. g, die zu K, = 1 -I:o
Y

bzw. K, = (1+ o) #'" nach dem Satze 4 zugeordneten Zahlen, so gibt es
zwei positive Konstanten u, und u,, so daB

B oy, RS o Sy,
1

C— W,

0<pu £

fir alle w auf C mit ‘w—w, <gq, bzw. jw—w,  <gq, gilt. Diese
(beim -Beweise der Sitze 1 und 2 angegebenen) Konstanten konvergieren
aber gegen 0, wenn man o — 0 konvergiéren la8t.

42, Zusatz zum Satz 4. Dizeser Saiz bletbt noch richisg, wenn der
Punkt, den man bes der Abbildung des Innern won € in den Nullpunkt
iibergehen ldft, nicht derselbe ist wie der, der be: der Abbildung des
Innern won C in z =0 dibergehi.

Es sei beispielsweise € eine innere Vergleichskurve. Bildet man dann
vermittels z = ¢@*(w) das Innere von C so auf |2/ <1 ab, da w =,
{w, nicht notwendig im Innern von €) in z=0 iibergeht, und ver-
mittels z = @(w), daB w=w, (in C und €) in z= 0 iibergefiihrt wird,
so hat man

* _ p(w)—@(my) iy
@*(w) el e (y reell).
Ist daher der Satz 4 auf ¢ (w) mit der Konstanten K, anwendbar, so gilt er
auch fiir ¢*(w), wenn man K, durch K;(1—¢) ersetzt, wo 0 <e<1 ist
und & beliebig klein durch geniigende Verkleinerung von ¢, gemacht werden
kann. Denn es ist ja zunichst

() —@*(w)| _ le*(w) —9*(w)| je(w)—e(w)]

foo—w, |17 o (w) —p(w)| [0 —w, |V*
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und analog
[@*(c) —g*(wy)] _ i e¥e)—*(w) | |p(c)—@(w)]
{c—wlilﬁ p(c)—@(w) | ;c_wlllﬁ ’
so daB
lo*(w) —9* () | #*(w) —@*(w) | 71 [@(c) —o(w,)]
(6.1) | w—w |* g{ @ (w) — ¢ (w,) & [e—w,|Y*

— ‘P*(w)‘_“P*(wJ}_I P(c) —@(w) K’I¢*(c)—¢*<wlﬂ_

@ (w) — @(w) ‘P*(c)_‘i’*(wx) [c_wifl/t
ist. Ferner gilt, ¢*(w)=1{_* ¢@(w)=1{ gesetzt,
im 20 —e*(w) . p*(e) —@*(w)  (dc*
wh}):e”x o (w) — @ (w,) ‘clina%, @ (c)—g(w) ~<d4“ ):=qo<w,>

_ 1=32*

C (-Tewy)?
bei beliebiger Anniherung von w und ¢ an w, auf C oder aus dem
Innern von O. Daher konvergiert das Produkt in (6,1)

e +0, A=g(1v,),

g*(w) —* ()" @(c)—@(w) L o1
{ @ (w)—@ () | E‘P*(c)'—¢*(wx)! ’
wenn w —w; und ¢— w, streben. Hieraus und aus (6, 1) entnimmt
man die Richtigkeit der Behauptung im Falle a). Analoges gilt im Falle b).
43. Wir definieren noch die folgenden beiden Begriffsbildungen :
Definition. Wir sagen, die geschlossene Jordankurve (' besitze in
P (w=w,) eine ,konforme Ecke“ der Offnung nv, 0 <7< 2, %), wenn
C In P eine Ecke der Offnung 77 besitzt und wenn fiir die Abbildungs-
funktion z = @ (w) des Innern von C auf den Einheitskreis bei allseitiger
Annsherung von w an w, die Relation gilt
1= lw—ap 27 =727
wo K,, K, Konstanten sind, die natiirlich von der Normierung von ¢ (w)
abhéingen. Wir sagen weiter, C' besitze in P eine ngeneralisierte konforme
Ecke“ der Offnung nv, wenn C in P eine Ecke der Offnung 77 besitat
und es eine innere und duBere Vergleichskurve C; und €, gibt, die beide
in P eine konforme Ecke derselben Offnung besitzen %),

Satz 5. Notwendig und hinreichend dafir, daf die Jordankurve C,
die im Punkte P eine generalisierte konforme Ecke der Offnung =,
0 <7< 2, besitat, esne konforme Ecke derselben Offnung in P hat, ist,
daf die Unbewalltheitsfunktion A (¢) von C in P der Bedingung 4 (&) = 0(e)
geniigt.

%) Vgl. die FuBnote 9),
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DaB diese Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem Satze 4. Sie ist
aber auch notwendig, und zwar auch dann, wenn das Bestehen einer
generalisierten konformen Ecke nicht vorausgesetzt wird. Denn bildet
w = f(z) den Kreis 2' <1 auf das Innere von C ab und ist w, = f(e‘%),
so bestehen die Ungleichungen y g
< o5 HEDE
Dies bedeutet aber (vgl. die Bemerkung 2 in Nr.17), dal ¢ ="8—4, "sgn ($—3,)
ein metrischer Parameter von C in bezug auf w = w, ist, und daher gilt
notwendig 4 (&) = O (¢). :

44. Als eine Anwendung des Satzes 4 beweisen wir noch den folgenden

IN

Cy-

Satz 6. Es set C eime geschlossene Jordankurve, die tm Punkte P
etne Ecke der Offnung mz, 0 <1< 2, bestizt. Ferner ses C in P linear
unbewallt, d.h. die Unbewallthertsfunkizon won C itn P geniige der Be-
dingung A(e)=0(e). z=¢@(w) bilde das Innere von C auf 2z <1
ab. Dann konvergiert fir jedes feste ¢ >0 (e<<rt) gleichmifig fiir
gegen w, aus dem Innern von C oder auf C konvergierendes w

@ (w) —g(w) o,
(w_wl)?i—é (w—w;) "+

Beweis. Da C in P Halbtangenten besitzt, kann man ein sich nicht
iiberschneidendes Polygon mit endlich vielen Seiten konstruieren, das den
Punkt P mit C gemeinsam hat, in P eine Ecke der Offnung mt’ besitzt,
wo sich 7z’ um beliebig wenig von 7 unterscheidet, und sonst entweder
ganz innerhalb oder ganz auflerhalb von C verliuft und in dem zuletzt
genannten Falle C im Innern enthilt. (Im ersten Falle muB 7' <7z, im
zweiten v’ >t vorausgesetzt werden.) )

M)_‘P(wx)__’().w)

Sei nun erstens £>0 (e<<7) und @, ein solches ,inneres Ver-
gleichspolygon¥, das in P eine Ecke der Offnung 7'z =z (7 — &) besitzt;
wir diirfen annehmen, dafl die Winkelhalbierende s des Eckenwinkels von
C in P zugleich den Eckenwinkel von €, in P halbiert. 2z = @(w) bilde
das Innere von @, auf 'z <1 ab. Daher gibt es nach dem Satz4 in § 6
(unter Beriicksichtigung der im AnschluB8 an ihn gemachten Bemerkung und
des Zusatzes zu diesem Satze) eine Konstante K, und zu jedem w < w, auf C
mit hinreichend kleinem w — w,! ein ¢ auf s mit 0 < u, < —’%___Z’ <y,
derart, daB ‘ e
(6,2) [plw) ~olw)] « 1 200)— ®(c)]

w—w ¥ = [w e
i 1

49) Unter der Annahme, da C in der Umgebung von P stetige Tangente besitzs,
ist die Behauptung dieses Satzes bereits in der in der FuBnote %) zitierten C.R.-Note
von Herrn Lawrentieff hergeleitet worden. :

Mathematische Zeitschrift, 35. 25
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gilt. Nun gilt bekanntlich fiir die Abbildungsfunktion z — D (w) eines
Polygons in einer Ecke der Offnung v’z == (v — &) fiir alle ¢ auf s

| D (wy) — ‘151(0)]' > %, > 0,

!wl_c[m

wo x, eine Konstante ist. Hieraus ergibt sich wegen (6,2)
TETH

T T = gKﬁ‘lfc_wxl >
[w—w|* fe—w, |7=¢ Je—w, | *€=9

und indem man (6,3) und die Relation 0 < o= ‘ 'z:zx ‘ < u, beachtet,
erhilt man v

o) —p)] 5 g 19()=Bw)| 1

) —plm) > g,
[w—w |7=2

Da dieses fiir jedes feste &> (0 mit einer von ¢ abhingigen Konstanten
K, = K, (¢) gilt, ergibt sich daraus leicht die erste Behauptung fiir alle
w auf C. Fir w im Innern von O folgt sie dann aus dem Hilfssatz 10.

46. Wir konstruieren nun zweitens fiir ein beliebig vorgegebenes
€>0 (e+7<L2) ein ,duBeres Vergleichspolygon“ €,, das in P eine
Ecke der Offnung 7’z = 2 (7 +¢) hat, und zwar so, daB sein Winkel bei P
durch die Winkelhalbierende s des Eckenwinkels von € bei P halbiert
wird. @ (w) bilde das Innere von G, auf {z;<1 ab. Indem man nun
beachtet, daB fiir jedes ¢’ auf s

|2(c )—45(*1“71)1 g
jw—c’|T+e
Wo x, eine nur von ¢ und nicht von ¢’ abhingige Konstante ist, und
die zweite Hilfte des Satzes 4 analog wie eben die erste Hilfte dieses
Satzes anwendet, erkennt man durch ganz analoge Schliisse die Richtigkeit
der zweiten Behauptung.

II. Kapitel
§7.

Formulierung des Hauptsatzes iiber konforme Ecken und
Yorbemerkungen.

47. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, Bedingungen fiir das
Vorhandensein einer konformen Ecke der Ofinung #7, 0 <7< 2, be
einer geschlossenen Jordankurve C, resp. fiir die allseitige Existenz des
lim 2020 =20%) o gio Abbildungsfunktionen ihres Tnnern z — o (w) auf
wW>w, (w-—wl)m
das Innere des Einheitskreises anzugeben. Wir nehmen dabei von wvorn-
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herein an, daff die Unbewalltheitsfunktion A(¢) der Kurven C, die wir
betrachten wollen, tn dem zu wuntersuchenden Punkte P, der Bedingung
A(e)=0(¢e) gensigt. Wir wihlen dann zu ihrer Parameterdarstellung
w=w(t)=x(t) +1y(t) einen metrischen Parameter {. Dem Punkte P,
entspreche dabei ¢ = 0. Durchliuft ¢ das Intervall —7'<t < 7, so mége
P(t) die Kurve C durchlaufen. Unser Resultat 148t sich dann am ein-
fachsten formulieren, wenn wir die folgenden Groflen einfiithren: den senk-
rechten Abstand %(¢) eines Punktes P= P(¢) 4 P, in einer hinreichend
kleinen Umgebung von P, der Kurve C von derjenigen Halbtangente, gegen
die der Radiusvektor 1—50—17 fir £)0 bzw. £10 konvergiert, die Linge der
Projektion #(t) des Radiusvektors P, P auf diese Halbtangente und schlie-
lich die nur fiir hinreichend kleine '#| definierte stetige und monoton gegen 0
abnehmende Funktion von #:

Max &(7) fiir £ >0,
‘*(t)_{

0<7z<t

ngéts(t) fiir 1 < 0.

&*(t) ist also der groBte Abstand des Kurvenbogens 0...# von der ent-

sprechenden Halbtangente. — Dann lautet unser Satz: )

Satz 7. Ist C eine geschlossene Jordankurve, die in einem Punkte P,

der Bedingung 4 (&) = O(¢) gendigt, und ist das mit der oben eingefiihrien
s

£* (1)
12

Funktion £*(t) gebildete Integral f

Cin Py (w=w,) eine konforme—;?cke der Offnung =t (0 <1< 2).
A( )

Ist dariber hinaus hm

funktion z= @ (w) des Innem von C auf 'z/<1 der lim () — ()
w>w (w—w, )

bei allsestiger Anndherung wund ist von 0 und oo verschieden.

=1, so existiert sogar fir die Abbildungs-

48. Wir schicken dem Beweise dieses Satzes (den wir im § 9 erbringen)

einige Vorbemerkungen und Hilfssiitze voraus.

E* (t)dt ist

Vorbemerkung 1. Die Tatsache der Konvergenz von f

unabhingig von der Wahl des melrischen Parameters t. Denn ist t' ein
anderer metrischer Parameter, bei dem gleichfalls P, der Wert #' =0 ent-
spricht und der dasselbe Vorzeichen wie ¢ hat, so sind ¢ und ¢’ offenbar
monotone und stetige Funktionen voneinander: #' = g,(), t = g,(t’), und

es gilt wegen r(1) =F () =7 (g,(t), r=VE+ 7",

o~
~

IA

Xy

(7.1) 0<n<|%|=

|

't’em[ﬁ|

26%
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Ferner ist die mit dem Parameter #’ definierte &*-Funktion:
E*(¢') = £%(g,(t)) = £ (¢). Hieraus wollen wir folgern daB auch das Integral

e

J."c ) gpr gleichzeitig mit ff (t) dt
6

konvergiert, Wir setzen dabei d, 6 >0 voraus; fiir §, 4 <0 ist alles analog.
Nun bemerken wir, da8 fiir eine beliebige Funktion X (¢) mit X (#),0
fir 2,0 die Integrale

fX(t) dt und de(z) 50)

glelchzeltlg konvergleren und divergieren. Wir tragen ibrigens den Beweis
hierfiir als den ersten der unten folgenden Hilfssiitze nach. Hiernach geniigt
es also, nur die Konvergenz des Integrals

4 P
fee

fiir £} 0 nachzuweisen. Dies folgt aber sofort aus der Bemerkung, da8 fiir
jede Definitionssumme dieses Stieltjes-lntegrals wegen (7,1)

T ~[6%(1,0) — s<t]<2 L85 (1) — EX(10)]

v—O =0 ty
n

<5 () — €]

r=0 bt
ist (Wo E=1 <<t <..<t,,=20 eine beliehige Zerlegung des In-
tervalls (z, 0) ist, ¢, 1rgendwelche Zwischenwerte aus (Z,,#,.1) sind und
t,=g,(8), f,=g2(f') ist) und daher

J’de (t)<fd5 &) 1 fds (2) .
ist. — ’

49. Hilfssatz 11. Fiir eine beliebige Punktion X(t) mat X(t)'
feir t 0 konvergieren und divergieren die Integrale

X(2) aX(t) . y
J?dt und f_t_ (5>0)

0

gleichzeitig ™).

) Dieses Integral ist als ein Stieltjes-Integral aufzufassen.

%) Fiir den Fall monoton ins Unendliche wachsender Funktionen wurde dieser
Satz von Herrn Ostrowski hergeleitet (s. die in der FuBnote 9 zitierte Abhandlung
8. 202). Unser Beweis ist seinem nachgebildet.
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Beweis. Es ist (0 < &< 9)

8 I
X (8) x(t)|® aX(¢)
5 € &

Ist >f‘X(t)dt konvergent, so folgt fiir festes y >1

tz
fX(f—)dtz 20 (4 _t)=¥.lygl

&

und daher

vt
X)) L 1 ~J‘Xt(,f>dt—»0 fiir ,0;
¢ s

daraus folgt dann wegen (7,2) auch die Konvergenz des Integrals J.——dXt(t)

fiir ¢ i 0. £
Ist umgekehrt dieses letzte Integral konvergent, so folgt wegen

3

X(z)_lj‘
N

t
0

1
dX(t)gfi‘%g—)—w fiir 440
0

X
2

b}
aus (7,2), daB auch das Integralf gt)dt fiir £, 0 konvergiert. —

50. Vorbemerkung 2. Die auf die Funktion £*(t) beziigliche Vor-
aussetzung des Saizes 7 ist offenbar mit der Bedingung dquivalent, daf
es eine monotone mit 140, 140 gegen O abnehmende Funktion X(t)
P
X

t

gibt, so dap &(t) < X(t) ist und das Integral (;)dt konvergiert.

£¥(t) ist nur die ,kleinste* derartige Funkiion. —¢

51. Vorbemerkung 3. Die Voraussetzung des Satzes 7 ist, wie nun
gezeigt werden soll, invariant gegeniiber einer Transformation der Kurve
von der Form wu=(w—w,)% «>0, reell. Da andererseits auch die
Tatsache, da in w — w, eine konforme Ecke vorhanden ist resp. der

lim 20D =(%) oxistiert 52) gleichfalls bei einer solchen Transformation
wW—>w;y (w — wl)l/'z

erhalten bleibt, so folgt hieraus insbesondere, dal man beim Beweise des
Satzes 7 sich z. B.auf den Fall einer Ecke der Ofinung z beschrinken darf.

Aus der Bemerkung 1 in Nr.17 folgt bereits, daf ¢ = t%sgnt ein
metrischer Parameter der transformierten Kurve C' in bezug auf » =0 ist.

52) Vgl. Nr. 24.
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Wir haben also nur noch zu zeigen, daB, unter £*(#') die zu £*(¢) analoge
o

Ty
Funktion bei C verstanden, f = tst ) dt’ konvergiert. Zu diesem Zwecke be-
weisen wir die folgende nach Vorbemerkung 2 mit dieser dquivalente Tat-
sache: Ist X (#) irgendeine (fiir hinreichend kleine 't; definierte) monotone

Majorante von &(t), wo £(¢) die in Nr. 47 eingefithrte Funktion ist, mit
5
konvergentem Integral f @ dt, so gibt es eine monotone Majorante X(')
von £(#'), wo E(t') di:zu &(t) analoge Funktion bei € in u =0 ist, so
5
daB das Integral f%d t’ konvergiert.

Beim Beweise dieser Behauptung diirfen wir uns aus Symmetrie-
griinden etwa auf > 0, das heiBt auf die Betrachtung eines der in P
zusammenstofenden Kurvenzweige beschrinken.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w; =0, und der Winkel,
den die rechtsseitige Halbtangente an C in w — 0 mit der positiven
reellen Achse bildet, sei gleich 0. Ist dann w=—z -4 y=Re™, so ist
u=w"=R"¢'"**, Daher gilt

§(t)=Rsin 2’
und analog fiir die £(¢) entsprechende Funktion £(t’), zunichst als Funk-
tion £, (¢) von ¢, )
E(t)=R%sin «l:.
X(#)

Nun ist wegen &(t) < X(¢) auch sin'i' <=5, so daB

(1) S B X(1)-(1+e)e
ist, wo &> 0 ist und mit #0 gegen 0 konvergiert. Da wegen der fiir
den metrischen Parameter giiltigen Relation l%; zwischen zwel positiven
Schranken bleibt, ist sowohl fiir « >1 als au(lzh fiir <1
E) =LK X() =KX, (1), X, (1)=1"""X(1),
wo K eine passende positive Konstante ist.

Die Funktion X,(t)=12"""X(¢) ist fir «<1 im allgemeinen nicht
notwendig monoton; sie ist aber, wenn man X,(0) = 0 setzt, im Nullpunkt

X(¢t)
[

5
stetig (weil wegen der Konvergenz von f % di th_g% =0 ist, siehe

0
Nr. 49) und durchweg von beschrinkter Variation. Denn zunichst ist in
jedem abgeschlossenen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall
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von (0,d) sowohl #“7" als auch X(#) und somit auch ¢*~*X(f) von
beschrinkter Variation. Daher kann man X(¢) in der Form darstellen

X0 = () = 47 X0) = [ aX (0 + (= 1) f X0 0,

wo die beiden ersten hier vorkommenden Integrale Stieltjes-Integrale sind.
Da ferner die beiden Integrale in der rechts stehenden Summe fiir &0
einzeln konvergieren, folgt, dal

Xg(t)=6ft“—1dX(t)—'—(lx——1) ftX(t)t"‘”"dt =Z,(t)+ (e —1) Z,(2),
Z, (1) =ft" tdX(1), Ze(t)zfX(t) t* " *dt

ist, also entweder selbst monoton («>1) oder die Differenz zweier mono-
toner Funktionen (Z, (¢) und — (e —1) Z,(t)), somit also von beschrinkter
Variation ist. Bezeichnen wir die Totalvariation von X,(¢) in 0...¢ mit
V(t), und setzen wir

V) =V ) =T (), Z(t)=Z,(t'), Zy(t)=2Zy(t"),
so konvergiert, wie wir zeigen wollen,
&

f W) gy,

J

Wegen V(') < Z,(¢')+ «—1' Z,(¢') und der daraus folgenden Ungleichung
& 5

(7,3) ff%—)dt’gfz;t%;)dt’—}—; 1;fz<t)dt’

genligt es, die Konvergenz der beiden in (7,3) rechts stehenden Integrale,
oder also auch (nach Hilfssatz 11) die der beiden Integrale

&' b
fu {87) de (8 fdz_e(t’)__fdzi(t)
¢! = e

& &

zu beweisen. Dies folgt aber wegen>3?)

5%) Hierbei benutzen wir den folgenden Satz: Sind @,(?), @a(¢) in (e, B) stetig,
und ist P (¢t) dort monoton, so gilt, wenn

t
qf(t>=af @, (t) dy(2)
gesetzt wird,

t &
af @) AT (8) = 0{ @:(2)-@s(8) dy ().
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[
fd J‘z“ 1dX(t) de(z)
£ i

&

und

s s s
dZ, [ X(¢)s** . [ X(¢)

&

aus der Voraussetzung unter Benutzung des Hilfssatzes 11.

Wir kénnen daher fiir die oben genannte Funktion X (#') die Total-
variation V' (#') als Funktion von #' setzen. — Hiermit ist dann die obige
Behauptung bewiesen. —

§ 8.
Hilfssiitze.

52. Wir beweisen nunmehr die folgenden Hilfssiitze, von denen wir
beim Beweise des Satzes 7 Gebrauch machen werden, und wenden uns
erst dann dem Beweise dieses Satzes zu.

Hilfssatz 12. Bs sei X(1) eine in —& <t < 46 (0<a<%)

definterte micht negative Funktion, die fir 1,0 wund ¢t10 monoton gegen 0
abnimmt und fir die das Integral J- %dt fir ez 0, & < 6% kon-
0

vergiert. Dann gibt es zu X(t) eime gleichfalls in —6 <t < +6 defi-
nzerte nicht negative durchweyg mit stetiger Ablestung @ (t) versehene Funk-

|3
tion V(t) = [ Q(1)dt, die gleichjalls fiir 1,0, t10 monoton gegen O ab-
0
nimmit mit den folgenden weiteren Eigenschaften:
1. Es 1st

(8,1) X(2)

T 0 far 1t40.

Q(2) lapt sich fir —n <t <7 so geeignet stetig forisetzen und
alsdann fir alle t periodisch mit der Periode 27 definieren, daf fir
alle reellen t [Q(t) < Max Qo) , Q(0)=0, Q(¢)>0 n (0,x),

)

Q(t)<0 in (—x,0) ist und daf ferner fiir jedes reelle t das Integral
) Nach dem Hilfssatz 11 ist die Konvergenz dieses Integrals dquivalent mit

der des Stieltjes-Integrals f@ ;
0
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(8,2) ﬂ Q<‘+°);Q<‘—°)ida
existiert und gleichmdfig fir alle reellen ¢ beschrankt ist®®).

Zusatz. Unser Konstruktionsverfahren der Funktionen @ (t) und V(t)
aus X(t) wird uberdies die folgende Eigenschaft besitzen:

Ist allgemein lf (1) < fir la, < 8(y), vst ferner d eine posi-

tive Zahl, die von mmdestens esnem Wert der Funktion 6(n) dibertroffen
wird, so gilt fiir die im Beweise des Hilfssatzes 12 fir |t < d *¢) kon-
struerte und auf die dort angegebene Weise fir ‘d, < :t| < = fortgesetzte
Funktion Q(1):
1. Zu jedem @ >0 gibt es ein nur von w,d und der Funktion 6(7)
abha"ngz'ges 8, =10,(w;d,8(n)Ld, sodap Q1) Lo fir |t; <6, ist.
. Es gibt eine nur von d wnd der Funktion 6(7) abhangzge Kon-
stante k k(d,d(n)), so dap fir alle reellen t
Q1) <Max Q(1)| <k
ist. nEd
3. Zu jedem 8 >0 gibt es ein gleichfalls nur von S, d und der
Funktion 6(n) abhingiges 6,=0,(8;d, d (1)), so daf
X(?)
V(t)

<5 fir 0<|t' <3,
8t.

4. Es gibt eine nur von d und der Funktion 6(n) abhdngige Kon-
stante K= K(d, 6 (n)), so daf3 fir alle reellen t

f Qita)=QE=0)| 45 < (4, 5(n))

|

i

¢ 0
281,

) Dieser Satz hingt eng mit dem bekannten Reihensatze zusammen, daB es
zu jeder Reihe mit positiven Gliedern eine ,schwicher“ konvergierende Reihe gibt,
und wir werden auch von diesem Satze beim Beweise unseres Satzes Gebrauch machen.
Jedoch wiirde die jenem Satze in unserem Falle entsprechende Aussage etwa dahin

lauten, daB es eine Funktion V(t) fQ(a) do mit der Eigenschaft (8,1) gibt, fiir

av(t)

die das Integral f f Q) dt auch noch konvergiert. Unser Satz behauptet
0

dariiber hinaus noch die glelchmaﬁlge Beschrinktheit des Integrals (8,2), eine Be-
hauptung, die wesentlich weiter geht als jene.

%) Es ist also d die im Hilfssatz 12 mit 8 bezeichnete Grofe.
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53. Vorbemerkungen. 1. Offenbar darf Q(¢) mit einer beliehigen
Konstanten multipliziert werden. Wir wollen im folgenden (bei der An-
wendung dieses Hilfssatzes) uns @(#) stets so normiert denken, daB

Q) < 78— ist. Geniigt X () den Voraussetzungen des Zusatzes und ist

k die im Zusatz unter 2. genannte Konstante, so soll im folgenden unter
Q(t) stets diejenige Funktion verstanden sein, die aus der im Hilfssatz

konstruierten Funkblon durch Multiplikation mit hervorgeht so daB
also Q1) < 8 ist.

2. Offenbar darf die Funktion (%) als eine ungerade Funktion vor-
ausgesetzt werden: @ (¢) = —@(—1¢). Denn man braucht ja nur an Stelle
von Q(?) die Funktion @(#)= Q(#) —Q(—t) zu wihlen. Auch |{(¢)]
darf immer < % vorausgesetzt werden. —

Beweis des Hilfssatzes 12. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:
Der erste Schritt besteht darin, daB wir unter Zuhilfenahme des konver-

+a

genten Integrals f Ii(t), a>0, ene fir ¢ <o stetige Funktion ¢(?)
6

konstruieren, die fiir £ > 0 positiv, fiir < 0 negativ ist, im Nullpunkt

verschwindet und fiir die

Pt Pt
(8,3) iX(t}[zfch(t)gvfjg(a)gdaI fiir jedes [1! <4
‘o t Lo

gilt.
Der zweite Schritt besteht darin, aus ¢ (#) die in dem Satze genannte
Funktion @ (#) zu bilden.

. 54. Es sei zunéichst 0 <t < 4. Wir markieren in dem Intervall 0...4
die Punkte 7, = —,, (»=0,1,...) und schreiben

f Zfdx(z)>2 de(t)—22a,,

=0 tyi1 tyi1
wo a, den Mittelwert -

de (2) bezeichnet. Die durch

r+1

a, fir 1, <t<4,
ql(t)= ar ” v+1ét<tv (7=1’ 2"")
o t=0
definierte , Treppenfunktion® ¢, () ist im Nullpunkte stetig, und es existiert
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das Integral

f_l <f‘-”1“) dt—1g2 Ya,

0 r=0

fiir jedes ¢ mit 0 <t < 4.
Die Funktion ¢,(¢) dndern wir noch etwas ab, indem wir sie stellen-
weise noch vergrofern. Wir setzen

Q2(t)=1+a0 =g, fiir t, St<t, =9,
at)=g+a,+2a,_,=q, , t,<t<t,  (r=L2,..),
g,(0) = 0.

Auch das Integral fngt—t) dt existiert, da fir 1 <1, n>1

tn

f%(t)dt <‘[qg(t)dt—lg2 qu
(1]

Y=n

und wegen der Definition der @, und wegen 3¢, =1f —1¢, .,

ty )
(B4) qu 32a+2n1£32 5 v+1fd)ift>+2'}~l

y=n r=n—1

y+1

- ix dX(t 1
<o 32 EO gm0+ g w2

=Bl .1

ist. Fir n =0 gilt wegen

8
g=1+a, <142+ fix—t“—)gl—{—zf t
0

17

5
(84%) D < 6f‘”‘,“’+1.
0

r=0

55. Analog konnen wir fiir ¢ < 0 eine éihnliche Funktion g,(#) kon-
struieren, die bis auf Sprungstellen in {= —7 = — (v =1,2,...) kon-

stant ist, die durchweg negativ ist und fir die das Integral f 09 44
. 0

fiir jedes ¢ mit — & << 0 existiert. Es geniigt zu diesem Zwecke offen-
bar, die obigen Uberlegungen auf die Funktion X(—¢) fir >0 an-
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zuwenden und dann in der resultierenden Funktion das Vorzeichen um-
zukehren. Es sei dann etwa

9 (1) = g, fir —f <1< 1,

%(t)=(jy ” —tv<t§_ty+1’

9, (O) =0,

so dal also die Reihe 37, absolut konvergiert (weil alle g, negativ sind).
56. Wir bemerken weiter, daB fiir jedes ¢ mit 't <6

(8,5) Jax() <! fa ()0

ist. Es geniigt aus Symmetriegriinden, dies fiir > 0 zu beweisen. Es sei
t, 1 Z<t<t, Dann ist

nrl=

z ©

f t)<fdx(z)_2fdz((z Za,om

Y=n Bicq V=n

Andererseits ist

[ 71

fqa t)dt>f (= 3 fqu(t)dt— PR T 2 3o+ 26,_) 5

r= nTltﬂ.y_ v=n+1 y=n+1
(o] 6 {ee]
_..// a, +1+ ya 2‘= Z ,2,+1‘F‘2 ygp i
ry=n-1 w—n+1 u=n

Da 2 @, 5ori 2 = 0 ist, so folgt hieraus die Behauptung.

r=7n+1

57. Wir machen nun aus der Funktion g,(¢) eine stetige Funktion,
indem wir sie in der Umgebung der Sprungstellen -+ t, etwas abidndern,
und zwar auf die folgende Weise: Ist (zundchst > 0 vorausgesetzt)
9,>4,,5, so verbinden wir den Punkt P,(#,,,,q,) mit dem Punkte

v 1+ v . . .
M, (—T—Q—i, 0) durch eine Strecke, welche die Gerade im Abstande g, , ,
parallel zur ¢-Achse in S, , schneiden moge. Dann ersetzen wir das hori-
zontale Stiick der Kurve y = g,(t) von 8,,, bis (¢, ,,¢,,,) durch S,.,P,
(s. Fig. 14). Ist dagegen 7,<4,., (1n der Fig. 14 z.B. ¢,_,,q,), so ver-

binden wir den Punkt P,(z,,,,q,.,) mit dem Punkte (”T’; . ) durch

eme Strecke, die dann die Gerade im Abstande ¢, parallel zur #-Ache in
8, schneiden mége. Wir ersetzen nun das Stiick der Kurve Y =q,(t) von
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S, bis (¢,.,,q,) durch S,P,. Ist g,=gq,.,, so nehmen wir keine Anderung
am Streckenzug an der Stelle 7, vor. Der so entstehende Polygonzug defi-
niert fiir ¢ > 0 eine stetige ,stiickweise“ differenzierbare Funktion, die in

den Ecken des Streckenzuges rechtsseitige und linksseitige Ableitungen
besitzt, und deren Ableitung

in jedem abgeschlossenen
Teilintervall von (0, é), das
0 nicht enthdlt, nur endlich
vieler Werte fahig ist. Hier-
aus folgt, dal diese Funktion
in jedem derartigen abge-
schlossenen Teilintervall be-
schrinkte  Differenzenquo- i
tienten hat. — Fiir negative | 7% #*7 &
t ist die Konstruktion ganz
analog. Diese neue, fiir posi-
tive und negative Werte von

t definierte stetige Funktion sei mit g () bezeichnet. Auch fiir ¢ (#) existiert
¢ v 4

5

e~ —— ce—m e

g_m__,____M_J_-_-_-_

Fig. 14.

f{——q(tt)lidt, da die Anderung, die dieses Integral gegeniiber fl %01 g4
i
]

It
J
erfahrt, absolut den Wert

21g2§)iq7+1——qvi bZW. 21g2—§)iq‘)‘1—1—q"§

nicht iibersteigt, Ferner gilt offenbar wegen ;¢ ()| > |g,(¢)' nach (8,5)

t , t !
(8,3) Sle(0) do 2 | [aX (1),
v ! 0

0
58. Zu der Reihe 3 ¢, konstruieren wir nun eine ,schwicher“ konver-
r=0

gierende Reihe 3'Q’, Q. >0, so daB also
»=0

= ’

§ Qw !
y_;t — 0

24,

yY==n

fiir n — oo gilt, indem wir etwa (auf die von Hadamard angegebene Weise)
>q,=r, setzen und Q] durch Q= 1r, — y/r,,, definieren. Analog ver-
v=n

fahren wir mit 3] (—g,); die entsprechende Reihe sei 3 (— @.), ,<0.
Wir defipieren :dann eine neue Funktion
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Q,(2) = Q=@ fir 1, <t<t,,
Q=@+ Q.. +Q_.=Q » t.=<i<s (r=1L12..),
Q,(0)=0,

Q. ()= Qs =G y —h 2P i,

Q)=0.+Q..,+Q_,=Q, » —t,=t>—t (r=12..)

und machen dann @, (¢) auf genau dieselbe Weise stetig wie g, (¢). Die so
entstandene stetige (,,stiickweise“ differenzierbare) Funktion ist nun die in
der Formulierung des Satzes mit @ (¢) bezeichnete Funktion. Alle Derivier-
ten von Q(¢) sind in jedem Intervall 0 <4, < |¢| < d nur endlich vieler
Werte fihig. Ferner ist fir |¢]| < |7,.,]

(8,6) Q1) <3(@Q,+8,]), und d1e51st<32(Q +1Q)) fir n>1.

Hieraus erhalt man insbesondere die obere Schranke Z’(Q,—J— 'Q,|) fiir

|Q(2)] fir \tlgg Beachtet man aber, daB fiir %g]tgga sicher

1Q(1) £Qy+ Qo]+ Q.+ @] ist, so erkennt man, daB
(8,7) QWI<I@Q+]Q,) firalle [t]<o

gilt. — Es wird bei den spiteren Betrachtungen niitzlich sein, sich vor Augen
zu halten, daB die zur Funktion — g(—1#), die ja gleichfalls vom Typus
g () ist, nach unserem Verfahren konstruierte Funktion gerade —@Q(—1)

ist. SchlieBlich bemerken wir noch, daB wegen der Konvergenz von Zm’ Q,
o »=0
bzw. 3 @, das Integral
IQ (o) do
0

r=0
fir || < 8 konvergiert. Fiir spater sei bemerkt:

8/2

fQ(O)d6<y(Qy—1+ Q-+ Q1) fdt <32Q

v=1 t,,+‘ =0

8/2

und daher, da Analoges fiir E e da gilt,
i

0
2 8/2

67 [ 297252005 CICHEIED 2)ao £33 @+
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Wegen (8,3) folgt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der
Differentialrechnung etwa fiir ¢ > 0 (fiir 1,,, <# <))

n+l =

t t
X dde(t) qu(a)da

V(s ¢t ?
0f@<o>da' ()f@(a)do

= 2408 (0<d<1),

IA

und dies ist weiter (da fir ¢,,, <t<1 gq() < Max (92-1s @G> iv)s
Q)= Qi Qi Q1_, ist)
- g—%:%:}/‘r—}—]/rﬂ (n=n—1).
Qi Vru—Vrusa # £

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Eigenschaft 1.

59. Wir weisen nunmehr die Eigenschaft 2 fiir die Funktion Q(2)
nach. Wir setzen @ (¢) fir —2n<¢t< —6 und 6 << x fort, indem wir
etwa @ (—n) =@ (n) =0 setzen und

o] 7¢ Y+0p) fir s<iga
Q1) =
—(+9)E55+0(=0) fir 8212

definieren. Das graphische Bild von Q(f) in diesem Intervall ist dann
einfach die die Punkte (d, @ (4)) und (z, Q (x) =0) bzw. (— 4, Q (— 9))
und (— =, @ (—=)) verbindende Gerade. Ferner setzen wir Q (¢ 22)=@Q ().
Dann ist Q(t) offenbar fiir alle ¢ stetig und periodisch mit der
Periode 27z, und die Relation (8,7) bleibt offenbar fiir alle ¢ noch richtig.
Fir das Folgende sei noch bemerkt, daB fiir alle ¢ |Q(z)] < Max | Q(2)|

und fiir gg It] £z der Differenzenquotient
Max {Q(4)]

< ~nSisxn

| Q(t+0)=Q(t—o0)

| G

8
ist. — Nun existiert das Integral
“Q(t+a)—0<t~a) do
o
0

fiir jedes feste 7. Dies folgt sofort aus der Existenz der Integrale
J'iQ(t+6)-Q(¢)!da i le(t-G)—Q(t) s
o i G
7] 0

fiir jedes feste t mit — 7 <t <z Die Existenz dieser beiden Integrale
aber kann man so einsehen: Ist # — 0, so haben wir sie am Schluf von
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Nr, 58 bewiesen. Ist £ ein von 0 verschiedener Punkt, so beachte man,
daBl der Integrand fiir feste von O verschiedene f eine fiir alle ¢ bis auf
eventuell 6 = 0 stetige und gleichmiBig beschrinkte Funktion ist. (Man
beachte das iiber die Derivierten in Nr. 58 Gesagte und die Definition
von @) in —2<t< —6, 6<t<a.)

60. Wir behaupten nun, daB das Integral (8,2) gleichmdfig fir alle

reellen t beschrankt bleibt. Es geniigh, die Behauptung fiir — Lt

. . ¥ . . s J
zu beweisen. Wir weisen dies zunichst fiir — L] <t < - nach. Da das

g='=3
Integral

" Qt+0)—Q(i— ) 2 0

| ( 6)6 (¢=o [d6§g°<n -—§>-2M
&2

gleichmiBig fiir alle 7 bleibt, wo |Q ()| < M vorausgesetzt ist, so geniigt es

/2

sz(tJ—o);Q(t—c) ds,  —
J

| o
| &

i<

no
(3]

abzuschitzen. Nach dem oben iiber @ (¢) und — @ (—1) Bemerkten (Nr. 58)
genligt es, diese Behauptung nur fiir positive 7, 0 < ¢ < —g, zu beweisen.
Es sei also 0 <t§—g~. Dann ist

82 t

4,2
(8,9)1';(«?(8%—0);@(#—6) da:f: Q(t+a)~Q(t—o):’do+f 'Q(t—&—a‘)-—Q(t—o){da
o 0’ ‘ ¢

g [

Wir schétzen zuerst den ersten Summanden der rechten Seite dieser Glei-
chung ab:

t

4 ¢
(8,10) ﬂ Q(t"r")‘Q(‘_“):dgéfoﬁi%tQ_@’d6+ff Qe—0)-Q(t) 4
0 ' ! ! ;

° 4 ‘
0

Es gibt ein n, so daB #,,, <t < ist. Dann ergibt sich fiir den Inte-

n+1l =

granden des ersten der beiden Integrale auf der rechten Seite von (8,10)
wenn | Q(t)| < M ist, fiir alle ¢ mit 0 <6 <1¢

L Q(E+9)—Q(2) M onieM
] c g—l é =2 El

2 2nH

Denn die Steigung der vom Punkte (t, (@) nach dem Punkte

((t 4 0), Q(t + o)) gezogenen Sehne der Kurve Yy =@Q(?) kann, wie man

sich leicht iiberlegt, den Wert i -] ik Ma = la[ nicht iiber-
P gmm ()
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schreiten®”). Daher ist

t
J’iwidog 23”.2_’:;.M=4M.
0

Ferner erkennt man, daBl auch

t

f Q(t_"g—'Q(t)ido.él M-t =3 JMJ %=8M
0 ' §(tn+1"'tn+2) ’2‘ 2,,+g
ist, so daB '
i
(8.11) f QU+0)=Q(i=2) g < 121
0 0 ‘ )
ist.

61. Jetzt schitzen wir den zwesten Summanden auf der rechten Seite
von (8,9) ab. Zu diesem Zwecke schreiben wir, falls ¢, , <t <?, ist,
fir n >3

L)

% s
(8,12) f'@(:+a>;@<t—a> do — f LIGDEIGELIPP
¢ t *
+y f Q) =QUt=0) [ g4 ¢ f;o<t+a>;<a(»—o‘>:do'
v=9t+ﬂ_—ah_1 t+2—,. ‘

Ist n< 2, so zerlegen wir das Integral links iiberhaupt’ nicht.
Es sei zuichst n > 3. Fiir den ersten der in dieser Gleichung rechts

stehenden Summanden erhalten wir sofort (wegen o=>t> 5%) die Ab-
schatzung
.,
2n~1
1 Q(E+06)—Q(¢—0) . ) 2M o34y
f l = :dOgF'—a“———g.M—SM.
(57

) 57) Dies kann man sich geometrisch an Hand der Figur leicht iiberlegen. Man
kann dies aber auch aus einem allgemeinen Satze von Scheefer folgern, der besagt,
daB samtliche Differenzenquotienten einer in einem abgeschlossenen Intervall stetigen
Funktion zwischen der unteren und oberen Grenze simtlicher Derivierten dieser Funk-
tion in diesem Intervall liegen. Man hat nur diesen Satz auf Q(f) in (Z,,, 6}
anzuwenden.

Mathematische Zeitschrift. 35, 26
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Fir den letzten dieser Summanden ergibt sich dhnlich:

o

+
| %k—\m] [

Q(t 6)—Q(¢t—o0)' d _<__§ ——%=2M
¢ 4

Die iibrigbleibenden Summanden schiitzen wir folgendermaBen ab:

Setzen wir oyzt—}—% (»=1,2,...,n —2) und tragen wir auf der
t-Achse des Diagramms von @(t) die Punkte —y, —1—o, = 2,,6 .

und j,=1t-+o,= ‘)t—}—z,, 5 ab, so fallen die Punkte —y, mit den
Punkten —1¢, ., —1, ,,..., —t, zusammen; von den Punkten 7, dagegen,
die rechts von ¢ liegen, fillt keiner mit einem der t,= é—# zusammen, son-

dern es liegt in jedem offenen Intervall (58, ) fir2 < u <m—1 genau
ein Punkt y, und zwar liegt der Punkt 7, in dem Intervall A A

Denn es ist ja

é 24 0
.2_"‘=2tn+1§2t<2tn=ﬁ= gn—1

und daher
P . P F)
2—n—v< Y, 21 Qn—1'< gn—v-1"

Liegt ¢ in (o,, 0, 1), so liegt ¢ 40 in (7,,¥,,,> und (t —o) in (—y,_,,
—y,>. Da ferner in jedem der abzuschitzenden Integrale der Nenner des
Integranden nicht kleiner als die Integrationsstrecke ist, ist daher

Oy+1 M. ! M
f il Q(+0)—Q(t—0) st‘ < fyéll?@rdlo(y)‘—*_-wn az;xs e (0,
! 4 ! =

== Q. ]
(6,,+1 o ) »+1 v)

62. Um die genannten Integrale abzuschitzen, haben wir nun einfach
die Summe der rechts stehenden Ausdriicke

n-3
2( Max [Q(y) + Max [Q(y))
v=1 y, <y<yy+1 —Y»:1SYS ~Us»

abzuschitzen. Da auf der negativen ¢-Achse die Endpunkte eines Inter-
valles —y, .., —y, mit den Punkten —¢,,,, — 7 zusammenfallen, kom-
men in dem festen Integrationsintervall {0,, 06, ,) nur drei aufeinanderfol-

gende | Q,|-Werte der oben konstruierten Reihe 3§ . (die ja den wesent-
u=0

lichen Bestandteil der Funktion @ (¢) ausmachen) als ein solches Maxi-
mum in (—y,,,, —¥,) in Frage. Es ist daher dieses Maximum

Q' +1Q,+.9,.,.
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Mithin ist
n—3 n—3 _ o - - n P
Ma'x |Q<y)igZCQv—l‘+{Qv{+,Q¢+li)§3Zinl‘
v=1 —Yps1SYS —U» =1 »=0
Jedes Intervall (7,,7,,,» enthilt den Teilpunkt ¢, , , im Innern und

ist in der Vereinigungsmenge der in #, ,_, anstofenden Intervalle enthal-
ten. Daher ist das gesamte

Ma‘x_ ‘»Q (y)‘l é (Qn—r+ Qn—w—-l =+ Qn—r—-2 -+ Qn_,_g):

ISEYSYrsa

somit ist die Summe

S Max 1Q(y) < ( @y F Qe @y ) S43Q,

v=1 9 SYSPr- r=0
Wir haben also fiir das abzuschitzende Integral (8,12), falls n > 3 ist,
é/2

(]

(8.18) [ | QUuED-Q=9 g 1oy +3 51 +430,
: ) »=0 »=0

<10M+331Q,,+430,.
=0 »=0
Fir n <2, d.h
4/2
|Q(+0)—Q(t—0) s 1
[ : sd“§<§—‘>'(§j‘2Mé6M’
J 8
so daB also die Abschitzung (8,13) in jedem Falle richtig ist.

Da nun die in (8,13) rechts stehende Reihe unabhéingig von der
Stelle ¢ ist, folgt hieraus in Verbindung mit (8,11) die Behauptung fiir ¢

in 0<¢< 3. Damit erkennt men dann (vgl (8,7*) und Nt. 60) die
Richtigkeit der Behauptung fiir — ~2— <t g Da schlieSlich bei unserer

<t g% gilt offenbar

| &

0| o

Definition von @ (¢) fiir alle # mit .g-g t, <z der Quotient
Max
| QUt+0)—Q(—0) | o ¢
| o = 9
8

(siehe Nr. 59) bleibt, ist in der: Tat das Integral (8, 2) glelchmaﬁlg fiir
—a<litln beschrankt Insbesondere ergibt sich, da man M < 2} Q,+18@,)

(vgl. (8,7)) annehmen kann, nach der Abschitzung (8,11), (8, 13) und (8,7 )

é/2

(8,14) flQ(H-o):Q(t—a)idoé%‘%(@vﬂm), M§%~
h r=

26%
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63. Beweis des Zusatzes. Nach (8,4) gilt fiir » >1
R

2-;—1.
dX(t) | 1 . - T ‘ X
r,.=2'q.g6f—+’+§.—:;, ro=Jlgigle [ ZO) 4 1
=0 0 r=n | 0 '
und nach (8,4 )
8,15) r,=Sla < 6f‘”“‘> 1, ef“(”
»=0 »=0
Daher ist wegen (n = 2)
= f
@ co 2nd_2
Yao<s Ye=syrn <) 5[0, 8
r=n y=n—1 0 2
/ | ]
5 " e
bt =1 === dX 9
Z’i wi§3Z[Qv}=3 n—lé 54] f t<t)#+2u——2
y=n r=n—1 h H
- d
fir |21] < PET fiir n > 2 nach (8,6)

2% E';—z I
Q)i s4f O L) s | T g
t o
Nun ist aber auch fiir alle it/ <d (s (8,7)
eI E@+a) <33 @+,
und daher ist wegen (8,15)

(816) g<q+l@,o<]/s4f +204 ]/54|f—ﬁf 2%
(817) ;Q(t)lsVs4ji£+2°+Vs4{j4% +2¢
1 <d.

1. Ist @ > 0 vorgegeben, so bestimme man zunichst ein n, so, daB

1 »? d »? o
FS? und Wga(m> fir ngnOQZ
ist. Dannlstfurltl__<= 1= 571> WO Mo nUr.von o, d und der Funktion
d(n) abhingt, ' '

Q) L.

*
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2. Dad so gewshlt ist, daB es ein 7 = 7, >0 gibt, so daB 8 (n,) >4
ist, ist nach (8,17)

Q1) < 2V54n, + 25 =k=Fk(d,0(n)
und daher fiir alle reellen t

(8.18) Q1)) =Max! Q(1)| < k-
it|£d
3. Aus der Abschitzung (8,8) ergibt sich fir0<t<t?,
X(@) ~

V(t) = V" +V7' -1

und Analoges gilt auch fiir negatives . Ist 8§ > 0 vorgegeben, so bestimme
man ein n,, so daf

1 1 1 d 1 -
é‘;z_é_g(—é—sﬂ);, 2n—2§-‘3(g.“2.—(2—§)?) fir alle % >n,

ist. Dann ist fiir alle ¢ mit 0 < {t}_<__—%-=62 (83 d,8 ()

X(t)
8 40) 5 S"

4. Ist (wie in 2.) 6(5o) > d, 7 >0, so ist wegen (8,16)
3(@Q,+18,)L2V54n,+ 25 =k,

=0

wo % nur von d und der Funktion 8(») abhingt. Nach (8,14) ist daher fiir
lt!é§
£ .
2
fiQ("i'G)—‘Q(t-") ‘de < 26k
| o e, S5
0
Das Integral
Q(t+a) Q(t—o) d d
f% |do, —5St<3,

e
ist offenbar (wegen (8,18))

g(n——) 2EL %7k,

Um weiter das Integra.lf L Q(t"")lda fiir alle ¢ in % <1t]$n

abmschiitzen, beachte man, daB (Nr.59) fiir dleset der Dlﬁerenzenquotxenh

Q(t+0)—Q(t—o)! <M?XIQ(‘)'
. e 1= 4 .
8

ist. Hieraus folgt dann, daB dieses
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Integral (wegen (8,18))

IA

8x
d

ist, und somit ergibt sich in Verbindung mit dem Oblgen die Behauptung 4
des Zusatzes. —

64. Fiir unsere spiteren Betrachtungen ist es niitzhch, den folgenden
von Lindel6f®®) herriihrenden Satz hervorzuheben:

Ist w= D(z) in (2! <1 requlir und bildet D (z) die Peripherie
dieses Kreises auf eine geschlossene Jordankurve ab, die lings eines Bogens ¢
eine sich stetig drehende Tangente hai, so existiert in jedem Punkte des
entsprechenden Bogens 9, <9 < 9, der Peripherie

& (') — @ ()

. i . Vi it
Jim arc KT =Adg (e’ )=}1£11a.rc¢ (re'”),

und es ist Ap(e'”) lings dieses Bogens eine stetige Funktion von 9.
Hieraus ergibt sich fir den Winkel 60 =0(3), den die im mathe-
matisch positiven Durchlaufungssinne won C gerichiete Tangente im
Punkte @ (e*®) mit der positiven reellen Achse bildet (bez  geedgneter
Normierung der Winkel mod 2x) wegen
@ ( ezﬂ)

0(9) = hm arc (P (%) — @ (ei?)) = hm arc&)“——

o' _ gt?
—}—01,15%&1:0 (et — e“’) ,

(8,19) 0(9) =ds(e”)+0+3.

65. Hilfssatz 13. Es set w= D (z) n 'z, <1 reguldr, in |2]| <1
stetig und es moge D' (z) in |z! <1 nach unten beschrinkt sein, d.h. es
moge ein N > 0 existieren, so daf

[®'(2)| >N>0
ist. Ferner Dbesitze die in 2! <1 regulire Potentialfunktion arc®'(z)
auf {z! =1 stetige Randwerte As(2), und es gelte insbesondere fiir einen
szld z=2, von |zl =1
(8,20) |arc®'(z) —Ads(z,)|<e, 0<e<l, fir jz2—2,'<d(), |z'<1.

Dann ist fir alle ', 2" mit |2’ — z, | < 8(e), |2” —2,,<d(e), |2'1<]1,
j2"1<1
(8,21) |2(2") -2 () =2 N(1—¢)|2"—2'|,
oder, mit anderen Worten: in einer allseitigen Umgebung von z =z, besitzen
alle Differenzenquotienten von D(z) absolut eine positive untere Schranke.

%) E. Lindelof, Compte rendu du quatriéme Congrés des Mathemat. Scandinaves
1916, p. 891
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Das Innere des von dem wum z =z, mit dem Radius d(e) beschrie-
benen in |z <1 liegenden Kreisbogen und dem z, enthaltenden Peri-
pheriebogen gebildeten Kreisbogenzweiecks Z wird durch w=®(z) auf
das Inmere einer geschlossenen Jordankurve abgebildet.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Ag(z,)=0. Es
ist bei geradliniger Integration von z” nach 2" fir z” und 2’ in der d(¢)-
Umgebung von z,(;2”| <1, 2", <1)

g 1
B (") — B () = [P (2)dz=e'" [ &'+ € D)d1,
z' 0

wo
z=2'11e"%, 0L1Ll, z2'=2'41e"

ist. Nun ist ‘aber
}qs(z")—sp(z')g=§of;qs';.eiaw@'dz!;(fgqs';cos(amqs')dz,
und dies ist wegen 'arc ®’(z). <L e <1, 'sinare®’(z)! < e <1 und wegen
cos f—Y1—sm*f= (I ) (1— sm 1) = Y1 [sin §, 21— sinp!
> f19-0— a1 2N =) =N (1= ) '~

womit die Ungleichung (8,21) bewiesen ist.

Um die zweite Behauptung einzusehen, beachte man, daB das Bild
des Randes des in der Behauptung genannten Kreisbogenzweiecks Z wegen
der Stetigkeit von @(z) in [z| <1 und der Ungleichung (8,21) eine
doppelpunktfreie stetige Kurve ist. :

66. SchlieBlich brauchen wir nach dem folgenden potentialtheoretischen

Hilfssatz 14. Es sei g(t) eine fir alle reellen t definierte reelle,
integrable und periodische Funktion mit der Periode 2n. Wir bilden die
fiir |z| =|re’®| <1 regulire Potentialfunkiion

T+
(8,22) u(re) =g [ 9(9) L-r' 49
’ =3z )9 14+72—2rcos(d—o)

—T

und die zu thr konjugierte Potentialfunktion

+xz

i 1 ‘ 2 rsin (& —
(8,23) v(re")—.:—ﬂfg(ﬁ)1+r,is';fm(3)_¢)d6.

Gibt es dann fir ein @ =y eine reelle Konstante A derart, dafs das
Integral

(8,24) f

gy +d9)+glp—3)—24
t - ad




408 8. Warschawski.

8v (re'?)

konvergiert, so hat die Ablestung oy
radialen Randwert. Ferner gilt fiir diesen Randwert

an der Stelle ¢ =1y einen

EL4

(8,25) k("/’)'_—hﬁ (3‘”(2'9”)) - __l_fg(¢+'9)+9‘(;”—’9)—2‘4 dﬁ.”)
£ P=y

o 4n sine 2

% 2

Vorbemerkungen. 1. Da wegen der Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen
du(re’®)  dv(re’?)
r ==
or op

ou (re'?)
or
2. Ist g(2) in t=1v stetig, so ist A= g(y). Ist g(t) zweimal stetig
differenzierbar, so ist }i_l)%g('p'*'t)'*'g(;’;*t)_w("’)=g"('zp). Dies veran-
schaulicht die Bedeutung des Integranden in (8,24) in diesem Zusammen-
hange.
3. Gibt es insbesondere fiir zwei Konstanten 4 und B, so daB das
Integral

ist, liefert dieser Satz auch eine Bedingung fiir die Existenz von 11111}

+7
g(p+t)—4—Bi
f I t* §dt

konvergiert, so ist offenbar die Voraussetzung des Hilfssatzes 14 erfiillt
und also der Hilfssatz anwendbar,

67. Beweisdes Hilfssatzes 14. Man darf ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit y = 0, 4 = 0 annehmen. Denn sonst setze man g*(t)=g(y+1)—A4

%) Dieser Satz laBt sich dem folgenden Satz von Herrn A.PleBner (Dissertation,
GieBSen 1923, 8. 2) zur Seite stellen:

Es sei g(¢) eine fir alle reellen t integrable, reelle und periodische Funktion mit der
Periode 2m. Ferner mige fiir ein &t =v der

i
. 1
tim — f(g(p+0+g W= —2g (p) ds
t>0? .

existieren. Man beirachte die Funktionen (8,22) und (8,23). Dann ist notwendig und
hinreichend, damit die Funktion aiv(re""’) an der Stelle ¢ =1y einen radialen Rand:
wert besitzt, daf das Integral %

N T

fﬂw+0+ﬂw—0—2ﬂwut

o b
sin?
2

0

existiert. Ferner gilt ‘fir diesen Randwert die Relation (8, 25).
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und beachte, daB, wie wir sogleich zeigen werden, (= ¢ — v)
(8,26) v(reiv) = v (reiv.eile=v)

— i 1 2rsin ($—B)dd
=v*(ref?) = —5= fg*(0)1+fﬁ—2rcw(ﬂ—¢)
-z

ist und betrachte :—@v*(re“’) an der Stelle @ = 0. Die Richtigkeit von
(8,26) ergibt sich so: Nach (8,23) ist

+7

; 9 o (o= 1 2rsin(f—y—(¢—yp)
v(re”’)='v(re"f’e“‘7’ w)z_ﬂfg(’ﬁ)1—|—1’9—2'rcos(t9-—1p—(¢pltp))d19

-7

-y
= 1+72—2rcos(® — (@ —p))

g
und wegen der Periodizitit des Integranden ist daher auch

+7x

5 z'“_l_f ) 27 sin (8 — (¢ — )
(8,27) w(re'?) 5n | 9@+ v) STy

-7

Da nun ferner

+x
27 sin (& — (¢ — ) =
(8,28) fAl+r*—2rcos(z9—(¢—1ﬁ))d0—0

ist, so ergibt sich (8,26), indem man (8,28) zu (8,27) addiert.
Wir bilden nun

ov (;;ﬂ — g_; fg(ﬁ) —-(1-]—1"3——21'(305(19——97));:08('15‘—4,1”)-{-Sin(f—zp)%'sin(#—¢p)d19
(14r2—2rcos(®—¢))

-7
T

e 27— (1+472)cos (¥ — @) ld
= 21[9(’9) (1+72—27cos (8 —¢))° ’

und daher ist

+7
dv(re'?) r A—-r)—1+7r*)(1—cosd)
] = (0 - —dd
( o9 >¢=0 "_; ) ((l—r)2+4rsin2—g-)
. . , —
, (1-—r)'—2(1+r9)sm’—2—
= 9(0) N L9\ ad.
((l—r) +4rsin ?)
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Da hier der Faktor von g¢(¥#) im Integranden eine gerade Funktion von
9 ist, so wird schlieBlich

T

(8,29) (M;;—if—))qgo:,,if{g(ﬁ)wLy(—ﬁ)}

0

1-r)2-2q +rﬁ)sin2§
ad.

((1—7)“’+4rsin2 %)3

Hieraus ergibt sich die Behauptung am schnellsten nach dem Integralsatz
von Lebesgue iiber Konvergenz von Integralfolgen, wenn man beachtet,
daf 1. der Integrand in (8,29) fiir jedes von O verschiedene ¢ mit 11

gegen — Mg(sﬁ) konvergiert und daB 2. der Integrand fiir ; <r <1,

4sin'3—5-
0<d¥<n
in2 9 2

< [ g@)+g(—=3)] (1—r)29° N 4 sin ?5
= 2 . ,'19\2 ' o N 19 2

" <(1~’)'+4'S‘“°?) (<1“T)“+4rsm-.2_>
< 19(19)—4-9(—19)}{ (1—r)2 92 ot
= 92 _2_}_,2_19_ /1_202}

1—r) 425m 5 \42sm _2_>

=

_s_ig(ﬂ)fg(—ﬂ)i{ s i s }

#* 2 sin? 1;- 4 sin* g

und das Integral IM:;—Z(———& d® nach Voraussetzung existiert.
0

§9.

Beweis des Hauptsatzes (Satz 7). Zusitze und Erginzungen.

68. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit beim Beweise
des Satzes 7 durchweg annehmen, daB z=1 (sieche Vorbemerkung 3),
w, =0 und die Innennormale von C in w, in die Richtung der positiven
reellen Achse gelegt ist, so daB insbesondere die Tangente mit der imaginiren
Achse zusammenfallt. Es ist dann &(¢) =, 2(t)!, 5(2)=|y(¢)| (siehe
Nr. 47).

Wir erbringen zuerst in den Nrn. 69 bis 82 den Beweis fiir den ersten
Teil des Satzes, daB namlich in w, eine konforme Ecke vorliegt. Hieraus

folgt dann die Richtigkeit der zweiten auf die Existenz des lim £ =2(%)

w->w, w—wy
beziiglichen Behauptung leicht in Nr. 83 — im wesentlichen unter Zuhilfe-
nahme des Hilfssatzes 14. Der Beweis des ersten Teiles liuft darauf hin-
aus, daBl wir eine geeignete snnere und dufere Vergleichskurve von C im
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Nullpunkt konstruieren und dann den Satz 4 des § 6 anwenden. Durch die
Konstruktion der snneren Vergleichskurve, die wir in Nr. 69 bis 77 be-
sprechen, beweisen wir die Beschrinktheit des allseitig genommenen Diffe-

renzenquotienten ple)—wle)
w—w,

gleichskurve (Nr. 78 bis 82) die nach oben.

69. I Nachweis der Existenz der konformen Ecke. A. Kon-
struktion der inneren Vergleichskurve. Es sei X (¢) irgendeine fiir

nach wunten, durch die der dupferen Ver-

11, L6 g% definierte monotone Majorante von |z (#) =£&(¢) in der Um-

w

¢
Dar (2 B,

gebung des Nullpunktes mit konvergentem Integral f

]
X () = £%(t)). Wir konstruieren dann zu X (t) nach dem Hilfssatz 12
eine Funktion @ (¢) (und V(¢)) mit den dort angegebenen Eigenschaften 1
und 2. Wie in der Vorbemerkung 1 zu diesem Hilfssatz gesagt, setzen

wir stets |Q (¢)! < Z voraus. Wir benutzen nun Q(¢) dazu, um eine im
1 =3

Einheitskreise 'Z! <1 regulire Funktion @ () zu bilden, die eine geeig-
nete ,Halbumgebung“ des Punktes { =1 (]{ <1) auf das Innere einer
geschlossenen Jordankurve € abbildet. Diese Kurve € wird gerade eine
innere Vergleichskurve fiir C in w =0 sein. Und zwar gehen wir folgen-
dermaBen vor: Wir wollen & () so bestimmen, daB arc®’({) n [£[<1
stetig ist. Dann ist @ () schon bis auf drei reelle Konstanten eindeutig
bestimmt, wenn die Randwerte von arc®’(() als stetige Funktion von
arcl vorgegeben sind. Dabei wird @ (t) + = arc®’({) auf [{|{=1 und
t = arc{ sein.

70. Wir bilden mittels des Poissonschen Integrals die in {{' <1 regu-
lire und (wegen der Stetigkeit von @ (#)) in [{{ <1 stetige Potential-
funktion

(9, 1) - QJ(Qew> = _%I[Q(O) + 7 l+g=—12;(i)os (0—o)do'
)

Die zu — @, (¢ ¢’?) konjugierte Potentialfunktion P, (o ¢'?) hat nach einem
wichtigen Satze von Fatou®?) wegen der gleichmafigen Beschrinktheit des

60) P, Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Math. 30 (1905),
p.360. — Aus der Voraussetzung

%fl Q(t+a)—Q(t—é)lcotg-;-dagk
0

folgert man leicht mittels der Fatouscheri Umformungen, daB fir 0< o<t
[P,(0eid)| < k4| P(0)] ist.
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Integrals

1
(9,2) 2103 +0)— (8 — N ootg do

0

durchweg fir —z <9 <n gleichmiBig beschrinkte Randwerte, die bis
auf eine additive Konstante (= P,(0)) durch (9,2) gegeben sind. Diese
Konstante soll so angenommen werden, da8 P (oe'? glg% ist, wo ¢, die
kleinere der beim metrischen Parameter auftretenden Konstanten ist, also
(9,3) 0<e< ™0, _r<icr
. ; 1

18t.
Wir bilden nun die in || =]|ge'®| <1 regulire Funktion

F180'(0) = +Q,(ee™®) — i B,(0¢")
(— P, ist zu @, konjugiert). Dann hat
1g0'(0)=P,(0e®) +iQ,(0e™)

und mit lg®’(¢) auch @’'(Z) eine gleichmiBig beschrinkte Randfunktion
(fiir radiale Anniherung). Ferner gibt es eine Zahl N > 0, so daB

(9:4) 0<NL|P(5)]=ePesr <2

fiir alle |{] <1 gilt. Wegen der Stetigkeit der Funktion Q(t) in t=0
gibt es zu jedem &> 0 ein 4,(e), so daB®)

(9,5) !Q1(:)_Q1(1)|§5 fiir alle 1§ —1]| £ 4,(e), 121 <1

gilt. Wegen

T =20 s ="(ec)ige™
=ePeo[icos(9+Q;(0e™) —sin (9 + @y (o))
wird
(9,6) D(oe'”) — D (p)

@

=fgeP:‘9°"’) [—sin(®+Q,(0 ei”)) +icos(d 4+ Q, (o em))] ad.
6

®) Dies folgert man aus der Darstellung von Q.(0e’?) durch das Poissonsche
Integral (9,1) unter Benutzung der Stetigkeit von Q(#). Achtet man beim Beweise
darauf, in welcher Weise 4,(s) von den Eigenschaften von @ (¢) abhingt, so erhalt
man das folgende Resultat: Ist fir alle t|Q(8)| < M und ist die »Stetigkeitsfunktion®
von Q(t) in t=0 &,(w), d. h. ist .
[R(N-Q(0)|=Sw fir |¢|<4(w),
0 hiingt die Funktion 4, () nur noch von Mund der Funktion 9, () ab, 4, = 4, (¢; M; 8, (w)).
Vgl. H. A. Schwarz, Ges. Abhdl. IT, S.186. Vgl. ferner A. Ostrowski, Uber das Poisson-
sche Integral und fast stetige Funktionen, Jahresber, d. Deutsch, Math.-V. XXXVI,
(1927), 8.349-853, insbesondere S. 3501 :
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In diesem Integral darf man ¢f1 gehen lassen®?). Es konvergiert dann
gegen

4
wa@bwmw+04dw+dmﬂm+aw%ﬂw

Da. (wegen (9,4)) %) &({) stetige Randwerte besitzt, konvergiert die
linke Seite von (9,6) gegen @ (e'”)—®(1). Normieren wir &({) so,
daB @ (1) =0 ist, so wird (wegen @, (e'°) =z + Q(0))

$
) =J'er(e*°) [— sin (o + Q,(e"*)) +icos (0 + @, (e))]do

o
= [eP:*) [sin (6 + Q (6)) — s cos (6 + Q (0))] do
=X +:Y(H).

@ ({) bildet die Peripherie des Einheitskreises auf eine stetige ge-
schlossene Kurve I' ab. Ferner ist fiir alle (9] <6 X(4)=0 und

Y(9) < 0 fiir 9 >0 und > 0 fiir 4 <0 (wegen unserer Annahme ¢ < g,
Q)< T fir 2] <8)™).

2) Nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue wegen der Beschranktheit des Inte-
granden (sieche etwa L. Schlesinger und A. PleBner, Lebesguesche Integrale und
Fouriersche Reihen, S. 103).

%) Denn aus (§,=¢,¢'?, Lo=0,¢"% ,<1, ,<1)

233
D (0, 6'?) ~B(e. ') =" [ @' (0e'?)do
29

folgt wegen ;qb'(;);g%
¢
1@(Qlew)—@(gge"’)l5_?1191—@2] .
Ist >0 beliebig vorgegeben, so ist fiir alle ¢ und o,, 0, mit |0, — ;| _<.2c~
1

[ D(0, ") — Blepe™?) Se.

Hieraus folgt -(na,ch Cauchy-Bolzano) die gleichmaBige Konvergenz von &(ge’?)
mit p41 gegen eine stetige Funktion ®(e’?).
%) Fiar spiatere Anwendung sei noch folgendes angemerkt: Es sei allgemein

de(t)}<n fir 'a| < 8(y). Wir werden im folgenden gelegentlich d(y) als

dX(¢)

»Konvergenzfunktion® des Integrals f bezeichnen. Es sei ferner ¢ ugendeme

positive Zahl <~ g die von mmdestens einem der Werte von 8(#) #ibertroffen wird.

Nun gelten fir die zu X(¢) konstruierte Funktion Q(f), die nach' Voraussetzung
(Fortsetzung der FuSnote *) auf nichster Seite.)
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71. Nun behaupten wir, daf man einen so kleinen =1 als Mittel-
punkt enthaltenden Bogen y. won |{|=1 finden kann, daf das Bild Yw
von y, vermdige w= P (L) bis auf w—=0 ganz innerhalb von C liegt.

Den Beweis hierfiir erbringen wir in den Nrm. 72 bis 74. Hier schicken
wir zundchst die folgende Bemerkung iiber die Funktion

(9,7) Y(t)=— [P« cos (o + Q (o)) do

voraus, die wir bei diesem Beweise brauchen werden. Es ist wegen (9,4)
und wegen 6+ Q(o)| < T+ 5 =7 fiir 6] <8

i b= ! 7 '+
(9,8) t3V2 N[t Neos 7 <[ Y(1)| < 22

Ferner ist ¥ (¢) fiir 2] < J (stetig und eigentlich) monoton und daher fiir
[#] < 6 eindeutig umkehrbar. Es seitz—¢(y) die (sicher fiir iy L1y26N)
eindeutig definierte Umkehrfunktion von Y (z). Dann kann man X () als
Funktion von y darstellen: 2 = X*(y).

72. Es sei nun r*(¢) eine Richtungsfunktion der Kurve € in w = 0,
d. h. schliet man die Tangente in w =0 zwischen zwei Geraden durch

w =0 ein, die mit dieser den Winkel &> 0 (a< —;) bilden, so liegen alle

Punkte P(t) von C im Innern oder auf dem Rande des Kreises K,» mit
dem Radius 7*(¢) um w =0 zugleich auch im Innern der beiden von
diesen Geraden gebildeten Scheitelwinkelriume der Offnung 2¢. Es sei

7o S 1* (—Z—) » und es werde dariiber hinaus r, < %\T ¥2 angenommen. Dann
ist fiir alle Punkte P(#) von C innerhalb oder auf K,, wegen [t|< tf:,i)
((9,9), r(1) <7, < 2¥y3, §<1: 4| < 6. Femer gilt fir die Ordi-
naten y(t) aller dieser Punkte P() (z(#) + 1y (1)):

(99) [y 2r(eos Z=r(t)512, r(t)=Vz(t) + y(1)".

absolut durchweg < % ist (vgl. die Vorbemerkung 1 zum Hilfssatz 12), die in dem

Zusatze des Hilfssatzes 12 ausgesprochenen Behauptungen. Hieraus folgt, daB die in
(9, 5) angegebene Funktion A, (s) (auBer von s) nur von der Zahl & und der Funktion 8(n)
abkingt, da ja nach dem in der FuBnote ®) Gesagten 4,(z), abgesehen von e, nur
noch von der oberen Schranke M =% von Q(¢) und der ,Stetigkeitsfunktion“
8,=3,(w) von Q() in ¢=0 abhingt Diese ist aber wiederum nur Funktion der
Zahl 3 und der Konvergenzfunktion 0(n) (Zusatz 1). SchlieBlich folgt aus dem Zu-
satz 4, daB die Konstante N in (9,4) nur Punktion von 0,8(n) und natirlich der
Konstanten ¢, in (9,8) ist.
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78. Wir zeigen nun: Es gibt ein B < r,, so daf fir alle Punkie P(t)
von C tm Innern oder auf dem Rande des Kreises Kp um w =0 mit dem
Radius R

(9,10) le(t)| < X*(y(@), t+0,

gilt, d. h. jeder innerhalb oder auf Kp liegende Punki P(1) von C liegt
m dem folgenden Sinne ,links* vom Kurvenbogen f auf I': x = X*(y),
ly < <? . f Legt man durch den Punkt P(t) (z (1) +1y(8)), P(t)+0,
die Parallele zur x-Achse im Abstande y = y(t), so ist die Abszisse des
— einzigen — Schnitlpunktes @ von f mit dieser Geraden (absolut)

groﬁer als die von P(t). (Man beachte, daB wegen |y(¢)! <R <Lr, < o ﬁ
X*(y (1)) sicher fiir alle diese y(#) definiert ist.)
Zum Beweise von (9,10) bemerken wir zunichst, da fir 0 < |¢| <8
z(t), _ z(2)]
X(@) fepl("w)sin(a-i—(}(o))da
0

ist, und dies ist wegen |z (1)| < X (¢) und [eP’)| =|®'(e’")| > N sowie

wegen |1+ Q(2)| < T fiir ¢ <6

(9,11) << JO
Nafsin(a-{-Q(c))da N;on(o)do

Nach der im Hilfssatz 12 ausgesprochenen Eigenschaft 1 der Funktion Q (t)
gibt es nun ein 4, > 0, so daB dieser letzte Quotient und "daher

(9,12) <<t s 0< (1< 4,

ist. Wahlen wir daher R = Min (¢, 4,, r,), so ist fiir alle P(t) innerhalb
oder auf Kp [t < <£<A und somit (9,12) erfiill.

Nun ist aber offenbar X() im allgemeinen noch nicht die Abszisge
X*(y(#)) des Punktes @, in dem die Gerade y — y(t) den Kurvenbogen 8
trifft. Es sei nun 7 der diesem (einzigen) Schnittpunkt zugeordnete Para-
meterwert in der Parameterdarstellung (X (), ¥(#)) von 8, so daB glso

t)~ Y(z), X*(y(t)) = X(z) ist. Wegen (9,7) ist

HOIEMOTES LR
Da ferner wegen (9,9) und (9,3) |y(z)! > r(t)v2 == V ist, wxrd
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Da wegen |Y(7)]<R<r,<1Y26N<Y(5) — wegen der Monotonie
von ¥ (1) — auch [7]=|[#(¥(z))| < d ist, ist X(¢) fiir [t] < |z! sicher
monoton und daher ist
X (y (1) = X(v) > X(1)
und also wegen
X*y) > X(t)>'z(t), fir 0<a(t)+y(t)'< R,

womit (9,10) bewiesen ist. :

74. Hieraus ergibt sich nunmehr leicht, da8 man fiir den gesuchten
Bogen y, z'B. den Bogen

(9,13) lc—llgcif, 1Z]=1

wihlen kann®¥). Denn da wegen der aus (9, 4) und wegen @ (1) = 0 folgen-
den Relation

(9,14) [N 21E~1] fir [¢]<1 (C+1)

das Bild y, von y, vermittels w = & (¢) sicher im Innern von K r verlauft,

kann y, C nur in Punkten P(z) trefien, die innerhalb Kp liegen. Nun ist
d

aber (wegen R —2117 ]/§) 7, sicher ein Teilbogen des Kurvenbogens B,

%) Auch die oben im Text fiir 7: angegebene obere Schranke hingt nur von den
Zahlen 8 und ¢, sowie von der Funktion 6(n) ab. Denn man hat offenbar nur zu
zeigen, daB der oben angegebene Radius R des Kreises Kg nur von den genannten
GroBen abhingt. Um dies einzusehen, beachte man: 1. Man kann in w =0 eine
Richtungsfunktion 7*(z) angeben, die auBer von & nur noch Funktion von diesen

t

3
_! _
Graﬁenist.nennausUd—tngq fir [¢| < 8(y) folgt H—fdf(t) <u, H—X(t)fgq
0 0

i

und wegen 'z(¢)| < X(¢) und @{gq
2(8)| _ 1
@)=

Ist «(2) der (nicht groBere) Winkel zwischen der Tangente in w =0 und dem

von 0 nach P(#) gezogenen Radiusvektor r(t), so ist x—(:—) =sina(¢). Ist ¢>0, so
ist demnach )
a(t)§2sin¢x(t)='2’i:?(g§§e fir 7(¢) < r*(s)=Min(dc,, c, (s cy).
2. Nach dem Zusatz 3 zum Hilfssatz 12 sowie nach dem in der FuBnote )
iiber die Zahl N Gesagten, folgt, wie aus der Abschitzung (9, 11), (9, 12) hervorgeht,
daB die Zahl 4, nur noch von 4, ¢, und der Funktion 8(#) abhingt.

Da nun
b4

; , ,
R=Min(c, 4,, 1)’ 70=Mm(w_2_y2, - (I))

ist, so ist hiermit die obige Behauptung itber B bewiesen.
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so daB (da nach dem oben Gesagten jeder von 0 verschiedene Punkt von C
in oder auf Kz ganz links von g liegen muB) C y, nur in w=0 treflen
kann. Da im iibrigen der Bogen y, in der Umgebung von w = 0 auf der-
selben Seite von € wie die Innennormale im Nullpunkte verliuft, mufi er
(bis auf w=0) im Innern von C liegen, womit die am Anfang der Nr. 71
aufgestellte Behauptung bewiesen ist.

75. Es sei hieran noch die folgende Bemerkung gekniipft: Der
Bogen f (sz*(y), !ylgézl—vﬁ) werde vom Nullpunkt aus nach

beiden Seiten durchlaufen, und es seien A resp. B die zuerst dabei an-
getroffenen — wegen R < 3ON V2 sicher existierenden — Schnittpunkte
von B mit Kz. A und B liegen auf verschiedenen Seiten der reellen
Achse, wie aus der Darstellung von g durch die (monotone) Funktion

z=X"(y), ———‘Sg 2<y<+ %lj V2 folgt. Ferner liegt der Kreisbogen

AB — ¢, der die positive reelle Achse trifit, ganz im Innern von C. Denn
jeder Punkt P(#) von C auf ¢ wiirde ja entgegen dem in Nr. 73 Be-
wiesenen (in dem oben gebrauchten Sinne) rechts von f liegen. Daher
liegt das Kurvenbogenzweieck AO B, dessen eine Seste der Bogen « ist,
bis auf w="0 ganz innerhalb von C.

76. Wir wollen nun y, einer weiteren Einschrinkung unterwerfen:
Es soll fiir y, der Bogen

(9,15) t—1<e=Mmn(Z,4,(3)) ™ ltl=1,

gewidhlt werden, wo 4,(¢) die in (9,5) definierte »Stetigkeitsfunktion“
von @, () in =1 ist. Dann ergibt sich aus der eben gemachten Be-
merkung unter Zuhilfenahme des Hilfssatzes 13 das folgende Resultat:
Beschreibt man durch die Endpunkte dieses Bogens y. wm (=1 den
Kreis k mit dem Radius o, so wird das Innere des von y, und dem in
[£| <1 liegenden Kreisbogen & vom k gebildeten Kreisbogenzweiecks Z
durch w = ® (L) in das Innere einer geschlossenen Jordankurve € dber-
gefiihrt, die selber bis auf w=0 ganz tm Innern von C liegt. DaB
nimlich das Bild des Kreisbogenzweiecks Z eine geschlossene Jordankurve
ist, folgt wegen (9,15) aus dem Hilfssatz 13. Nun besteht aber € aus
einem Teilbogen des Kurvenbogens 4 O B von I und einem weiteren Bogen,
der einen Punkt von O A mit eingm Punkt von OB verbindet. Da wegen
(9,15) und (9,4) € ganz im Innern von Kp liegt und ferner der Umlaufs-
sinn von © derselbe ist wie von Z, so liegt € nicht auBerhalb des Kurven-
bogenzweiecks 4O B, und also auch ganz in C.

%) Offenbar hiingt ¢ nach dem in der FuBnote %) iiber R und dem in der FuS-
note ) iiber 4,(s) Gesagten nur von ¢,, 4 und der Funktion 8(n) ab.
Mathematische Zeitschrift. 35. 27
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77. € ist also eine innere Vergleichskurve von € in w=0. Wir
zeigen, daf jede Funktion F(z) mit F(1) =0, die |z| <1 auf das Innere
& von € abbildet, in z =1 eine im Winkelraum gebildete von 0 und oo
verschiedene Ableitung besitzt. Man kann eine solche Funktion herstellen,
indem man |z|< 1 auf das Innere von Z vermittels £ = g(z) so abbildet,
daB g(1) =1 ist und dann die Funktion w = ®(g(z)) bildet. g(z) ist in
einer Umgebung von z=1 noch analytisch und |g’(1)|=e, ist dort
positiv. Nun existiert, wie oben gesagt, lcjﬂ @'({) = ¢,, und es ist nach (9,4)

N g < 32‘— Daher existiert auch wegen der Beschrinktheit von |®'(¢)'
nach einem schon oben ztierten Satze von Lindelof der 411_1311 ®’(£), wenn ¢

»im Winkelraum*“ gegen 1 konvergiert, und ist gleich «,. Somit ist auch

- dD(g(z) T ’ >

llﬂlT = lzlﬂ 2:(8)g'(=)
vorhanden und absolut gleich |e, ¢,/ und somit also von 0 und oo ver-
schieden. Aus der Integraldarstellung

8(9(2) — Blg0) = [ & B(g(2))dz
1

ergibt sich dann leicht, daf lim ‘Mﬁi = |&, &, | ist, wenn z — 1

z->1 z—1
»im Winkelraum® konvergiert, d. h. die obige Behauptung. Nach dem
Satze 4a des § 6 folgt unter Beriicksichtigung der im Zusatz zu diesem
Satze gegebene Formulierung — angewandt auf die Kurven ¢ und G Tesp.
die Funktionen z = ¢ (w) und die zu @ (g(z)) inverse Funktion z=y(w) —

die Beschrinktheit des Differenzenquotienten iw

p” bei allseitiger
Anniherung nach unten®?), !

6?) Normiert man die im Text genannte Funktion ¢ =g(z) so, daB z=0 in den
Mittelpunkt x der Verbindungsstrecke der beiden Ecken des Kreisbogenzweiecks Z
und z=1 in w=0 iibergeht, so bildet w= &(g(z)) den Punkt z=0 auf einen im
Innern von € legenden Punkt w=a ab, dessen' Minimalabstand vom Rande von G
und somit vom Rande von C > als eine nur von 4, ¢, und der Funktion 4 (%) ab-
hangige positive Zahl d ist. Da namlich Z in der 4,(4)-Umgebung von =1 ge-
wihlt ist, gilt nach dem Hilfssatz 13 fiir alle ¢ ,0'in Z

1 N
Nehmen wir 4,(3)<1 an — was natiirlich erlaubt ist —, so ist der Minimalabstand

>

RIORLIOIEL A S A A

von px vom Rande von Z gleich 1 —p und daher dg(l—,u)g.

Bildet nun @ (w) insbesondere das Innere der Kurve C so auf das Innere des Ein-
heitskreises ab, dafp w=a in 2=0, w=0 in z2=1 itbergeht, und gilt fir die Unbewallt-
(Fortsetzung der FuBnote %) auf nachster Seite.)
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78. B. Konstruktion der suBeren Vergleichskurve. Wir gehen
dhnlich wie oben vor:

Wir bilden nach Hilfssatz 12 zu X (¢) (siehe Nr. 69) fiir [] <8 <§

die Funktionen @(¢) und V(¢) mit den dort angegebenen Eigenschaften.
Nach der an diesen Hilfssatz angeschlossenen Bemerkung kann Q(t) als
eine ungerade Funktion angenommen werden. Dies wollen wir tun®f).
Dann setzen wir

Q*(t)=-—Q(x)—2z fir 0<Lt<0,
Q* (1) = —Q( )—2 S(m—1) , 6LtZa,
und
*()=~Q(t)—2t fir 0>1> —4,
Q*(t)=—Q(t)+2.—; (n+) y—821> —am.

Dann ist @ (¢) fiir alle ¢ stetig, verschwindet fiir =0 und ¢ = * 7 und
bleibt stetig fiir alle reellen #, wenn Q(f+ 2a) = Q" (¢) gesetat wird.
Ferner ist in (—=, +2) Q*(¢) >0 fir 1< 0, @*(¢)<0 fiir £>0 und
fiir |2 < 6 ist |Q*(2)| = 2|¢|. Weiter gilt offenbar fiir @™ (1)

X(¢) X ()
t . ™ g 2
0fsm(Q (6)-+a)do ;on(o)do

(9,16) —0 fiir t—0,

und —Q*(¢) hat ebenso wie Q(t) die Eigenschaften 2 des Hilfssatzes®?).
SchlieBlich bemerken wir noch, daB auch @*(f) eine wngerade Funktion

ist, es gilt also Q*(¢) = — Q" (—1).
Wir nehmen wie bisher an, daB fiir |¢] <6 [Q(2) |<— und somit

Q) +tI< T
ist. Ferner ist fiir [¢/ < & und daher durchweg [Q*()| < %

heztsfunktmn A(g) von C im Punkte w=0 Tim i )—x, so gilt nach dem Satze 4
ey 0
pw)—@(0) |~

B 2
w

w->0 " C 0
fiir beliebige w aus dem Inmern und auf dem Rande von C. Dabei ist o =|g’(1) eine
nur von dem Kreisbogenzweieck Z , also mur von den Grofen 8, c, und der Funktion & (n)
abhiingige Zahl.

®) Dies wird zur Folge haben, daB die der obengenannten Funktion @(Z)
hier entsprechende weiter unten zu definierende Funktion @, () fir —1< <1 reell
ist. Von dieser Tatsache werden wir im Text keinen Gebrauch machen. Sie wird nur
in FuBnote ”) benutzt werden und uns dort einige Abkiirzungen zum Beweise gestatten.

%) Man beachte noch, da8 die Zusitze 1 bis 4 zum Hilfssatz 12 wortlich richtig
bleiben, wenn man die Funktion Q (i) durch @* () ersetat.

27+
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79. Nunmehr verfahren wir analog wie in Nr. 70, um eine geeignete
dullere Vergleichskurve an C in w = 0 zu konstruieren. Wir bilden die in
[Z]=]|ee”| <1 regulire, in || <1 stetige Potentialfunktion

* i 1 T 1—e®
— Q1 (0e #)= _ﬂj(Q*(") +a) 1+9?—-29c§)s(a—29) da
0

+7
1 * 1—p® .
= _ﬂf(Q (0) +=) T¥ e — 2o cos(o—8) 2%
wegen Q" (1) = — Q" (—1) ist fiir 9 =0 und ¥ ==

4 * 1—p?2

fQ (o) T+ o°—2pcos (6 —9) ¢e =0,
so daB Q; (¢) fiir —1< ¢ <1 konstant gleich - ist. Die zu —Q7(0)
konjugierte Potentialfunktion Py ({) ist in || < 1 regulir und wegen der
Beschrinktheit des Integrals

E24

]

0

(vgl. %) gleichmiBig beschrinkt. Daher ist auch

®](L) = ePYO+iQt®
in |[£|<1 regulir und beschrinkt. Da Qf({) in —1<¢ <1 konstant
gleich 4= ist, so ist @{({) fiir diese { (negativ) reell. Wir normieren
P{(ge'?) so, daB Pf(ge“’)glg% ist; dann gibt es ein N >0, so daB
(9,17) 0<NL|®i(0)| <3
ist. Ferner hat @{(Z) in jedem Punkte von |£| =1 einen radialen Randwert.

Wegen der Stetigkeit von Q7 () in { =1 gibt es zu jedem &> 0
ein 4,(¢), so dal

1Q1(0) — QI |<Le firalle |¢—1]<4,(e), [¢] L1
gilt. Die Funktion

* * J
Q (t+0)—@Q (t_a)idﬁ

tg o |

(L) — B, (0) = f ®i(2)de

istin [{| <1 regulir und in |£| <1 stetig®). @,(¢) bildet daher |Z] < 1
auf ein (eventuell mehrfach iiberdecktes) von einer stetigen Kurve
begrenztes Gebiet ab. Normieren wir die additive Konstante in @, (Z)
durch @, (1)=0, so wird™)

%) -Vgl. FuBnote 3),
) Vgl. FuBnote ©2).
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4
&, (') = [ ePT@ [ —sin (o + Q1 (e*%) +1cos (o + Q1 (e))]do

0
4
= [ eP1€ [sin (6 4 Q*(0)) — £ cos (6 + Q™ (a))] do
0

— X,(8) + 3 ¥,(9).
Es ist hier fir |9| < 8: X,(9¥) L0, wihrend Y,(¢#) <0 fir 4 >0 und
>0 fiir ¥ < 0 ist. (Man beachte, daB 2[#|<|Q™(¢)| < S = fiir [t| < & ist)
Ferner ist, da, wie oben gesagt, @;(¢) fir —1 <L <1 reell ist, wegen
®,(1)=0 auch P ({) auf diesem Intervall reell.

80. Analog wie in den Nrm.71 bis 74 zeigt man auch hier, dafl es
einen { =1 als Mittelpunkt enthaltenden Bogen y, von [Z]=1 gibt, so
daB sein Bild y, vermittels w =®,({) in der w-Ebene (bis auf w=0)
ganz auBerhalb von C verliuft: Man zeigt unter Benutzung der Un-
gleichung (9,17) wie in Nr. 71, daB fiir hinreichend kleine !y
(z. B. ly! _g_i’—éz ﬁ) X, (¢) als Funktion von y darstellbar ist (z =X @),
und beweist sodann — vgl. Nr. 72, 73 — unter Benutzung der Re-
lationen (9,16), (9,17), daBl es ein B >0 gibt, so daB fiir alle Punkte
P(t) (z(#) 4y (2)) von C im Innern oder auf dem Rande des Kreises Kr
mit dem Radius R um w =10

L2 (2)] < — X (9 (1) (t+0)
gilt. Dies besagt, daB alle in Kz liegenden Punkte P(z) von C (wegen
X*(y) <0) rechts vom Kurvenbogen z=X*(y) liegen. (Die Zahl R

soll dabei — #hnlich wie in Nr. 72 — <7r* (—Z—) gewdhlt werden, wo

r*(¢) eine Richtungsfunktion von € in w =0 ist.) Hieraus findet man
dann wie in Nr.74 unter Benutzung der Relation (9,17) eine positive
Schranke fiir die Lange des Bogens y,.") '

“%) Auch hierbei sei bemerkt, da8 die Lange des Bogens y, als nur von den Kon-
stanten &, ¢, und von der in der FuBnote ) genannten ,Konvergenzfunktion & ()
a

des Integrals fd_l%(_t_)

die entspreche;de Behauptung im Teil A unseres Beweises, indem man beachtet, da
die dem Zusatz zum Hilfssatz 12 entsprechenden Behauptungen fir @ (¢) auch fiir
Q*(¢t) wortlich zutreffen: Man zeigt zuerst (Benutzung der Behauptung 1 dieses
Zusatzes), daB die Funktion 4,(s), abgesehen von s, nur noch von diesen Gro8en
abhéngt (vgl. FuBnote 1)) Wie in FuBnote ®) zeigt man ferner, daB das gleiche
fir N gilt. Indem man noch schlieflich die in FuBinote ®) unter 1. bewiesene Tat-
sache benutzt, daB man fiir C in w =0 eine (abgesehen von ihrem Argument &) nur
von diesen GréBen abhingige Richtungsfunktion r*(s) angeben kann, und im iibrigen
ganz ahnlich wie dort schlieSt, erkennt man die Richtigkeit unserer Behauptung.

abhingig gewihlt werden kann. Dies folgt ganz ahnlich wie
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81. Beschreibt man nun um { =1 den Kreis ¥ durch die Endpunkte
von y, mit dem Radius o, so braucht das Bild der Begrenzung des Kreis-
bogenzweiecks Z

[E—1i<e, &1
vermittels w = ®,({) noch keine doppelpunktfreie Kurve zu sein. Die
Anwendung des Hilfssatzes 13 jedoch lehrt, daB dies der Fall ist, wenn
o weiter hinreichend klein angenommen wird. Wir denken uns nun y, und
damit o ”) so klein gewihlt; die geschlossene Jordankurve §, sei dann
das Bild des Randes von Z.

82. Liegt nun C innerhalb von €,, so ist €, eine ZuBere Vergleichs-
kurve von C in w=0. Wir bilden dann den Einheitskreis 'z| <1 ver-
mittels { =g (z) auf das Innere von Z so ab, daB ¢(1)=1 ist. Dann
ist g(z) in z =1 noch analytisch, und ferner ist [g’(1){ =« > 0.7) Weiter

2
von Kp ist und 4,(3)<1 angenommen werde, so da8 insbesondere wegen (9, 17)
G, innerhalb Kp liegt. o hingt dann nach dem in FuBinote ) Gesagten nur von
4, ¢, und der Funktion é(y) ab.

") Fir spitere Anwendung sei noch hervorgehoben: Normiert man die Funktion
{=g(z) so, daBl z=0 in den Mittelpunkt {=u der Verbindungsstrecke der beiden Eck-
punkte von Z ibergeht, so fithrt w=®,(g(2)) z=0 in einen (reellen) Punkt w=a’ im
Innern von €, und C iiber, dessen Abstand vom Rande dieser beiden Kurven oberhalb
einer nur von 8, ¢, und der Funktion 0 () abhiingigen positiven Konstanten d’ bleibt.

Da niémlich Z in der 4, (})- Umgebung von =1 liegt und 4, (})<1 angenommen
worden ist, ist der Minimalabstand von x vom Rande von Z gleich 1— x, und es ist
daher wegen der nach dem Hilfssatz 13 fiir alle {,{’ in Z geltenden Relation

1B —B(2) ZIE-2'| 5

der Minimalabstand von a’ von €, =(1—u)3N. N hingt nach FuBnote %) nur
von den genannten GroSen ab. Da hier nun aber €, niché im Innern von C liegt,
miissen wir die Behauptung iiber den Minimalabstand von a’ von C noch besonders
beweisen: Wie oben bemerkt (s. FuBnote %)), war o so gewahlt, daB das Bild G,

von Z vermittels w=®,() ganz im Kreise Kp mit dem Radius R <r* (%) um

%) Wir wiahlen g=Min(c£, 4, (i», wo R der im Texte genannte Radius
1

w =0 liegt, wobei r*(¢) eine Richtungsfunktion von C in w =0 ist. SchlieBt man
daher die Tangente an C in w=0 zwischen zwei Graden ¢ und g, durch w=20

ein, die mit dieser den Winkel —li bilden, so liegen alle Punkte von C in oder auf Kp
im Innern der von diesen Geraden gebildeten Winkelrsume der Offnung % Da

auch @, innerhalb Ky liegt, geniigt es zu zeigen, da8 der Abstand von @’ von den
Geraden g, und g, oberhalb einer nur von 4, ¢,, 6(7) abhingigen positiven Schranke
bleibt. Dies folgt nun aber so: Da, wie oben hervorgehoben (Nr. 79, s. auch FuS-
note %)), @,(f) fir —1<¢(<1 und daher @,(g(z)) fir —1<z<1 reell ist, ist
a’ =®,(u) reell. Daher betrigt sein Abstand von g, und g, nach dem oben Gesagten

mindestens (1 —y)%—sin—l‘—:(l—y)%yg.
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gilt, wie aus der Ungleichung (8,21) des Hilfssatzes 13 leicht folgt,

(0,18) lm | 2E)=2M) /> & und daher lim | ZEE=2EAN > g 0
= —_ i= *

—>~1I -1 ‘ z->11 z—1

vy

Hieraus ergibt sich dann die Behauptung sofort aus dem Satz 4b.

Liegt aber C noch nicht innerhalb von €, so erginze man 7, so zu
einer geschlossenen Jordankurve €, daB sie sowohl €, (bis auf y,) als
auch C (bis auf w =0) im Innern enthilt, wende dann auf €, und €
den Hilfssatz 4 in Nr.7 und dann auf C und € den eben genannten
Satz 4b an™). — Hiermit ist die Behauptung des Satzes 7 iiber die kon-
forme Ecke bewiesen.

83. IL Der Beweis fiir die Existenz des lim 2{2)=#(%)

. w->w, w— Wy
ergibt sich folgendermaBen: Da nach dem bisher Bewiesenen auch unter
unseren jetzigen Annahmen C in w =0 eine konforme Ecke hat, also fiir

die zu z = ¢ (w) inverse Funktion w = f(2) =u+iv‘(f(1) =0) die Relation

| id
(9,19) 0<p g [ETTIA <,

) Da g(z) eine eindeutig bestimmte Abbildungsfunktion von {z[<1 auf Z
ist und Z nur von den GroBSen 8, c,, 8(») abhingt, so hingt auch |g'(1)j=« und
damit auch die Zahl N in (9,18) nur von diesen GroBen ab. Es sei w=a’ der
Punkt, der bei der in FuBnote ) besprochenen Normierung von g(z) bei der Ab-
bildung w =®,(g(z)) dem Nullpunkt entspricht. In dem Falle, in dem man G zu
einer geschlossenen §, (bis auf den gemeinsamen Boden y,) und C' im Innern ent-
haltenden Jordankurve G erginzt, die innerhalb des Kreises mit dem Radius D’ um
w=0 liegt, gibt es nach Hilfssatz 5 eine nur von d’, ¥z, D’, also nur von d, ¢, 6(7)
und D’ abhingige Konstante 4= 1, so daB fiir die durch y(a’) = 0, (0)=1 nor-
mierte Abbildungsfunktion z =1 (w) des Innern von € auf {z|<1

2 —w @) _ L

w->0 a0 | = Ne

fiir beliebige w aus dem Innern von C oder auf C gilt.

Liegt C in einem Kreise mit dem Radius D, so kann man offenbar erreichen,
daB © im konzentrischen Kreise mit dem Radius D’= D+ R verlduft, wo B die in
Nr. 80 genannte Zahl ist. 2 hingt dann nur von 4, ¢,, 8() und D ab.

Bildet man nun auch das Innere von C vermittels z=q@(w) so auf |z|{<1 ab,
daf w=a’ in 2=0 (w=0 in z=1) dbergeht, und gilt fir die Unbewalltheits-

T 4(2)

funktion A(g) von C in w=0 Lm =5, so ist fiir beliebige w aus dem Inmern
von C oder auf C eyo ¢

E {¢(w)_¢<0)[<_2_"_=-”r_x

w>0 | w !=N“ ?

wo die rechts stehende Konstante M’ nur von den genamnten Grofen 8,¢,, D und der
Funktion 8(7) abhingt und der Minimalabstand von a’ won C grofer ist als ein nur von
diesen Grifen abhimgiges d'>0. D ist der Radius einer C enthaltenden Kreisscheibe.
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gilt, so ist ¢ ein metrischer Parameter der Kurve C in w=0. Es be-
zeichne nun Z¥(§) die Funktion &*(¢) als Funktion des Parameters o.
Dann konvergiert nach der Vorbemerkung 1 auch das Integral
EX*(9
(9,20) f =D as
V]
und somit wegen ju(e’”)| < Z*(9) auch die Integrale

a

[u(ei®)] flu(e-"’)l
J‘—Td&, J = as.

Hieraus folgt aber nach dem Hilfssatz 14 (nach Vorbemerkung 3, mit
. . du(re’)  odw(rei?) . "
A=B=0), daB die Funktion 7 Gy — 53— b #=0 fir rt1
Ik
einen Randwert besitzt. Da ferner aus der Konvergenz von (9, 20) “T@ —0
folgt, so hat nach einem bekannten Satze von Fatou % in =0 fiir r11
den radialen Randwert 0. Daher hat (z =re’® gesetat)

i Of 4% [du -ﬁ)i
e =+53= (35 T9355)

fir 241 einen Randwert. Hieraus folgt aber nach dem Korrolar zum

Satze 3, daB
lim £(2)=7F(1)

z->1 z—1 ?

wenn z allseitig gegen 1 strebt, existiert und wegen (9,19) von 0 und oo
verschieden ist, w. z. b. w.

84. Aus den in den FuBnoten ¢7), %) beim Beweise des Satzes 7 ge-
machten Bemerkungen ergibt sich der folgende

Zusatz zum Satze 7. Es set O eine geschlossene Jordankurve, die
durch den Punkt w =0 hindurchgeht und dort die imaginire Achse zur
Tangente hat. Sie sei in der Parameterdarstellung w(t) = () +13y(1),
—T<t<T, gegeben. Dabei sei t ein von w =0 aus gezihlier metrischer
Parameter, d. h. es gelte fiir den von w =0 zum Punkte P(t) gezogenen
Radiusvekior r (1)
(9,21) C0<eg <

”‘—;)]gol.

&

Schlieplich gelte fir das mit einer monotonen Majorante X (t) der in Nr. 47

Ferner ses fiir die Unbewallthestsfunkison 4 (&) von C in w=10 h'?ng- a0 %.%)

%) Man beachte, da8 unter der Annahme (9,21) fir » die Relation xggl
gilt (Nr. 15). G
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esngefithrien Funktion £ (t) gebildete Iniegral
X "
[[EO<y far ol<o(n).
0

0 sei eine beliebige positive Zahl, die von mindestens einem der Werte der
Funktion & (n) dbertroffen wird, und es sei X (3) fir alle |4| < 8 sicher
definiert. O liege innerhalb des Kreises mit dem Radius D um w=0.
Dann gibt es ‘
1. etnen Punkt w=a tm Innern von C und zwel positive nur von
den Konstanten 8, ¢, und der Funkiion 6 (1) abhdngige Konstanten d und M,
so daf der Kreis mit dem Radius d um w=a tm Innern von C liegt,
und dap fir die Funktion z= @ (w), die das Innere von C auf |z2| <1
abbildet und durch @(a)=0, @ (0)=1 normiert ist, fiir alle w aus dem
Innern oder auf dem Rande von C
hm J‘P(w) P

w—»o

]75
v
N
v
o

gelt.

Es ¢ibt 2. einen Punkt w=a’' tm Innern von C und zwer nur von
d,¢,,8(n) und D abhingige Konstanten d’ und M', so daf der Kreis
mit dem Radius &' um w =a’ ganz im Innern von C legt, und dap fir
die Funktion z = @ (w), die das Innere von C auf |z| <1 abbildet und
durch @ (a’) =0, @ (0) =1 normiert ist, fiir alle w aus dem Innern oder
auf dem Rande won C

fim 22 —2(O)} - gy, o
gz'lt. w->0 w -

85. Die Bedingung fiir &*(¢) des Satzes 7 ist, was die Grofenordnung
von £¥(t) anbetrifit, die schirfste. Genauer gilt der folgende

Satz 8. w={f(z) bilde |z|=|re'®| <1 auf das Innere einer ge-
schlossenen Jordankurve C ab, die im Punkie w,={f(1) (= P) eine
konforme Ecke der Offnung =z, 0 <t <2, hat und in der Umgebung
des Punktes P ganz innerhalb eines der beiden von den Halbtangenten in P
gebildeten Winkelrgume bleibt. Dariber hinaus moge der Abstand &(9)
(siehe Nr. 47) des Punktes f(e'?) auf einem jeden der beiden in P zu-
sammenstoPenden Kurvenzweige von der entsprechenden Halbtangenie in P
eine monotone Funktion von 9 sesn. Dann 1st 6 = |9 |"sgn ¥ ein metrz'scher

Parameter von C in bezug auf P, und es konvergiert das Integral fﬁl( )g g,
wo 0Z0 und & (o) =&(D) st

Beweis. Nach der Vorbemerkung 3 zum Satze 7 geniigt es, den Satz
fiir eine Ecke der Offnung = zu beweisen. Ferner diirfen wir ohne Be-
schriinkung der Allgemeinheit w, = f(1) =0 voraussetzen.
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Da o=|&|"sgn® ein metrischer Parameter von C in bezug auf P
ist, folgt aus der Voraussetzung, daB C in P eine konforme Ecke be-
sitzt (siehe Nr. 17). -

Die Konvergenz des Integrals f%:) do folgt leicht mit Hilfe des

0

Poissonschen Integrals. Es gilt nimlich fiir den Realteil z =2 (r¢’?) von £(z)

27
ig __l_ " 1=
z(re )_2zfx(e )1+r=—2'rcos(19—¢)d0.
0

Da C in P eine konforme Ecke besitzt, so muB insbesondere 1%] zwischen
zwei festen Schranken liegen. Daher muf auch '
(9,22) A
sein. Es sei etwa z(e'”) in der Umgebung des Punktes & — 0 (bis auf
9 =0 selbst) positiv. (Wenn z (e*%) negativ ist, so braucht man in der
folgenden Betrachtung nur x durch — z (e'”) zu ersetzen.) Es sei also fiir
-0, L9<L4,, 8,>0, 8,>0, z(e'*) > 0. Dann gilt

3 0

z2(r)' o 1 [ =) (1+7) 1 [ =)+
?i:r:g2nf1+r“~—21mdﬂ+2:z 1-}-7‘*‘—27’::031.‘%&9
0 3
27—0, '

1 f z(e)(1+7r)dd

2n 1472—2rcos?d ]’

2

und da das dritte Integral rechts fiir alle » mit 0 <r <1 beschrinkt
bleibt, ist wegen (9,22) fiir hinreichend kleines (1 — )

3y 3,

1 z (e'?) 1 z(e*?)
xlgﬁf1+rz—2rwsﬂd0>ﬂf ad.

I 1 (1——r)”+4rsi.n’—2—

Da auf der Integrationsstrecke (1—r)? < 9* und-4rsin"’§§z92 ist, ist
3,
id
%y ; £; f.’t ,;2 )dﬁ

1—-r

und ebenso
—(1-1)

1 z (e'?)
f 82 0,

ix
-4,

woraus mit 711 die Behauptung folgt?).

v

*1

%) An Stelle des im Beweise eingeschlagenen Weges hiitte man auch den in
FuBnote %) genannten Satz von Herrn PleBner verwenden konnen.
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§ 10.
Anwendungen des Hauptsatzes auf rektifizierbare Kurven.

86. Wir wenden in diesem Paragraphen den Satz 7 aus dem §7 auf
rektifizierbare Kurven an, die in einem Punkte P, (den wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit als den Nullpunkt annehmen) eine Ecke der
Offnung 7, 0 <7< 2, haben. Wir stellen sie durch die Gleichungen

w=w(s)==z(s)+1y(s), —-g—__<_s<—'zg,

dar, wo s die vom Nullpunkt aus in der einen Richtung positiv in der
entgegengesetzten Richtung negativ gezihlte Bogenlinge und S die Gesamt-
linge von C ist. Dann existieren bekanntlich fast iiberall z'(s)=cosf(s),
y'(s)=sinb(s), wo 0(s) der nur mod2xn bestimmte Tangentenwinkel
(= Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der im Sinne wachsender s
gerichteten Tangente) in den entsprechenden Punkten ist, und es gilt

x(s)=fx’(s)ds, y(s) =6fy’(s) ds.

6, und 6_ seien die Richtungswinkel der rechtsseitigen resp. linksseitigen
Halbtangente im Nullpunkt Dann gilt der folgende

0 0, | .
Satz 9. Ist f[cos A s~ ds (0>0) konvergent wund blesbt

r(s) ]’x*—{—y
|8y {8l

eine konforme Ecke der Offnung nx.

Ist dariiber hinaus der lir.% T<:i) vorhanden und =0, so existiert

fur die Abbildungsfunktion z = ¢ (w) des Innern von C auf {z| <1 der
A% s AC)
w—>0 wt

zwzschen zwes festen positiven Schranken, so hat C tn P,

ber allseitiger Anndherung.

Zum Beweise haben wir zu zeigen, daB fiir jeden der beiden Kurven-
dste in w =0 die Voraussetzungen des Satzes 7 selbst erfiillt sind. Wir
zeigen dies etwa fiir s >0 und denken uns dazu die rechtsseitige Halb-
tangente in die Richtung der positiven y-Achse gebracht (cosf, =0).

3
Dann ist £(s) =|x(s)|, so daB also X(s)=J 2'(s)|ds eine monotone
s o
Majorante von £ (s) = |z (s); < X (s) -———fi:c’(s) Ids ist. Daher ergibt sich
Wegen cosf, = 0 aus der (vorausgesetzten) Konvergenz des Integrals

fiee

dXs(s) ch Hilfssatz 11 die Konvergenz von fX(s)ds
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Da ferner aus 0 < ¢, <~ (sl) < O, fiir die Unbewalltheitsfunktion 4 (¢) von ¢
in Py4(e) =0 (é) resp. aus hm r(s)‘ a>0: hmA(a) 1 folgt, so sind
die Voraussetzungen des Satzes 7 in der Tat erfullt

87. Fiir das Folgende brauchen wir noch zwei Hilfssitze. Um sie kurz
zu formulieren, ist es niitzlich, die folgende Begriffshildung einzufithren:
Es sei @ ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, o eine positive Zahl.
Wir sagen, eine in @ verlaufende doppelpunktfreie stetige Kurve € sei eine
o-Kurve in bezug auf G, wenn der Kreis mit dem Radius ¢ um einen

beliebigen Punkt von € ganz im Innern von @ liegt.

Hilfssatz 15. Es sei G ein wvon esmer geschlossemen Jordankurve
begrenztes Gebiet, das vollstindig im Innmern eines Kreises mit dem
BRadius M enthalten ist. w, und w, seien Punkte im Innern von G, die
sich durch eime o- Kurve in bezug auf G verbinden lassen. z= ¢ (w; w,; @)
und z = @ (w; wy; G) mogen G so auf |z| <1 abbilden, daf w — w, bzw.
w=w, In z=0 dubergeht. Dann existiert fir jedes w in G -+ C

im 2w w5 G)—@ (w's wy; @)
w>w @ (W; Wy; G) — @ (w'; wy; @)

(w'+=w in G+ C)

und liegt absolut zwischen zwei nur von M und o abhdngigen positiven
Schranken A, i,.

Extstiert ferner der hm @ (w3 s G)—q’,(w;w‘; &)
w'>w w—w

lim @ (W' wy; @) — @ (w; wy; G)
w >w w —w

, 80 existiert auch

= @' (w; wy; @), und es gilt

P’ (w; w5 @) |
liS'qp(w w2,G)1[= 2

Beweis. a) Es sei & ein in G gelegener Kreis mit dem Mittelpunkt a
und dem Radius ¢, @’ ein Punkt aus § mit o — a’| g—g—. z=¢@(w;a)

und z=¢(w;a’) mogen G so auf |z| <1 abbilden, daB w = a bzw.
w=a" n z2=0 iibergeht. Dann ist fiir die im Satze genannten w,w’

1 (2 (ws a’)—g(w';a’)
s S, | S ey | <
Denn nach dem Schwarzschen Lemma (angewandt auf die in
|w—a| < o regulire Funktion ¢ (w; a), die in |w — a| < o sicher absolut
<1 ist und in w = a verschwindet) ist zunichst
_a‘

lp(w;a)| <1220l lw—al<,,

IS

und somit

lp(ata)|<2. 1

'E.
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Nun ist, ,
{=9p(w;a), & =¢wsa), (=¢(a)a)
gesetzt,
—& it
= 2L ', 11,

p(w;a’)=8(¢)= 1 7E e 7 Tee

und daher
p(wsa’)—p(wha) _ 8(0)—8(') o(wsa)—p(w; a)

w—w' L=t w—w’

so daB

p(wsa’)—p(wia’)  qriay_ 1=141° e
w>w @(w;a)—¢(w';a) a (5)——(1—521)26
ist. Nun ist fir 17! L1
1—[4] 1+141
1+l§1 <\S (C)ES 1—[&, !
und also (wegen (10,1))
1041 . |e(w;a)—g(wsa’) 1+]4]|
< 1+14 | ga}"ﬂﬂw, o (w; a)—o(w';a) = 1—-14] =1
wie behauptet.

88. Ist nun |w, — w,| _<_7, so ist der Hilfssatz 17 bewiesen. Es sei

also lw, —w,! >%

b) Es sei nun € =G, die o-Kurve in bezug auf das Gebiet G, welche
die im Satze genannten Punkte w, und w, miteinander verbindet™). Wir
behaupten nun: Es gibt esne Folge von endlich vielen Kreisen &, S‘?l, e .@,,H
i G mit dem festen Radius o und den Mz’ttelpunlcten a,o, a, .

n+1
2 ? v - l 2 :
(0<y,u<n+41,7+ u). Zum Beweise dieser Behauptung geben wir em Ver-

fahren zur Konstruktion dieser Kreise an. &, ist der Kreis um w = w, = a,
mit o als Radius. Wir beschreiben sodann um a, den Kreis f, mit dem

Radius %. Dieser trifft (Se in endlich oder unendlich vielen Punkten; wir

suchen denjenigen Schnittpunkt von €, mit f, auf, den man beim Durch-
laufen der Kurve €, von w, aus zuerst antrifft, und bezeichnen ihn mit a,.
Das Stiick der Kurve €, von w, bis a, hegt dann ganz auperhalb von .

auf €, mit ay = w,, fan+1'"‘wa]§‘§" la, —a,,. |=

Liegt nun w, innerhalb des Kreises f, mit - um a,, so ist die Behauptung

bereits bewiesen. Falls nicht, so sei a, der]emge Schnittpunkt von ¥, mit €
den man beim Durchlaufen von @, von w, aus nach @, zuerst antrifit.
Der Teil der Kurve €, von w, bis a, liegt sicher auferhalb der Kreise ¥,

") Bei der Redaktion von b) und c¢) haben wir eine Uberlegung aus einer noch
nicht verdffentlichten Arbeit von Herrn Ostrowski benutzt.
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und ¥,. Ferner ist offenbar [a, — a,| > %. Liegt nun w, innerhalb des
Kreises f, mit —g— um a,, so ist der Beweis vollendet; sonst verfahren wir

in analoger Weise wie bei @, und a, bei @, und gelangen zu einem neuen
Mittelpunkt @, und so fort. Dies Verfahren muB schlieflich abbrechen,

indem 1w, entweder in das Innere oder auf die Peripherie eines Kreises f, , ,

mit dem Radms um einen der konstruierten Punkte @, , auf G, fillt.
Denn da fiir alle so konstruierten Punkte a, |a@, —a,|=> 5 9 gilt und da

alle @, im Innern von @ also auch im Innern des Kreises mit dem Radius M
liegen, so kann es nur endlich viele Punkte a, und somit nur endlich viele
Kreise f, geben. Beschreibt man nun um jeden Punkt @, den Kreis §,
mit dem Radius o, so liegt wegen der Eigenschaft von €, und weil
ferner @, auf €, liegen, §, in G. Hiermit ist die Behauptung b) bewiesen.

¢) Aus der zuletzt angegebenen Uberlegung folgt noch genauer: Die
Anzahl n + 2 der Kreise §, (»=0,1,2,...,n+1) der w, und w, ver-
bindenden , Kreiskette“ bleibt fiir jede Wahl von w, =a,, w, und G,
gleichmdfig unterhalb einer festen nur von M und ¢ abhéngigen Schranke.
(Sie héngt also nicht von G, w,,w,, €, ab, wofern natiirlich w,, w, sich
nur durch eine g-Kurve in bezug auf G verbinden lassen.) Dies folgt aus
der Tatsache: Ist @, irgendein Punkt im Innern des Kreises Ky mit dem
Radius M, sind a, (»=1,2,...) beliebige Punkte, fiir die nur die Re-

lation ;'a,—-a#}g% (»,u=0,1,2,...) gilt, so ist die Anzahl N der
Punkte @, in Ky sicher < [1“‘

sehen, indem man ein quadratisches ,Gitter mit der ,Maschenweite“ -g—

zeichnet, das den Kreis Ky vollstindig iiberdeckt. Liegt dann ein Punkt a,
im Innern eines der Quadrate dieses ,Gitters“, so liegt sicher keiner auf
dem Rande dieses Quadrates, da ja % > —g— V2, also groBer als die Diagonale

dieses Quadrates ist. Liegt aber ein Punkt @, auf dem Rande eines
Quadrates, so gibt es sicher zwei an diesem Rande aneinanderstoBende
Quadrate, in deren Innerem und auf deren Rande kein Punkt a, liegt.
Daher sind sicher nicht mehr Punkte @, in Ky vorhanden als es Quadrate
gibt, die den Kreis K, iiberdecken, Deren Anzahl ist aber sicher

<[ r]=1
Bl

+1] Dies kann man nun leicht ein-

d) Durch sukzessive Anwendung des unter a) Bewiesenen folgt nun
die Behauptung des Satzes: Bezeichnen wir nadmlich mit z = ¢ (w;a,),
v=0,1,2,...,n 1, diejenige Funktion, die G so auf ;z! <1 abbildet,
dal w=a, in 2= 0 iibergeht, so ist wegen der E1genscha.ft der Kreise &,
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fiir die im Satze genannten w, w’

1 .| e(wsa)—g(wsa,)
< ‘ = <38,
3 -—w'—>w!|tP(w; 1) =@ (w5 8y 41)

Multiplizieren wir alle diese Ungleichungen firy =0, 1, 2, ..., n miteinander
und der entsprechenden fiir ¢(w, a,,,) und @ (w, w,), so erhalten wir

1 .o (wsw)—g(ww)
3a+2 = i > | @ (W5 wp) — @ (W5 wy)

und wegen n < [%l[ —l—l]‘ ist hiermit der Hilfssatz 17 bewiesen.

89, Nun brauchen wir noch den folgenden einfachen geometrischen

£3n+2

Hilfssatz 16. Es sei O eine geschlossene rektifizierbare Jordan-
kurve. Ist r(P,, P,) der geradlinige Abstand zweier Punkte P,, P, von C,
o(P,, P,) die Linge des sie verbindenden (klesneren) Bogens won C, so
gelte fiir beliebige P,, P, auf C
(P, By)
o(P, )
wo ¢, eine feste Komstanie ist. w, und w, seien schlieflich zwei im
Innern von C liegende Punkte, die Mittelpunkie je einer ganz im Innern
von C gelegenen Kreisscheibe vom Radius o >0 sind. Dann lassen sich
w, und w, durch eine r-Kurve in bezug auf das Innere G von C fir

(10,2) =t >0 (e, <1),

r= %cl miteinander verbinden.

Beweis. Wir diirfen annehmen, daB |[w, —w,| > ¢ ist, da man
sonst offenbar w, mit w, durch eine ~§—-Kurve in bezug auf @ verbinden

kann. — Wir denken uns zunichst durch die Mittelpunkte w, und w«,
der Kreise §, und §, mit dem Radius ¢ die Geraden g, und g, gezogen,
und zwar so, daB g, und g, im Innern von C oder auf C einander nicht
treffen, und daB ferner weder g, den Kreis &, noch g, den Kreis &, trifft.
(Man beachte, daB |w, —w,|> ¢ vorausgesetzt wurde.) Wir verfolgen
nun zuniichst g, von w, aus nach beiden Seiten bis zu den so zuerst
angetroffenen Schnittpunkten A,, B, (die w, zwischen sich enthalten).
Dann zerfillt € durch 4, und B, in zwei Teile, von denen jeder zusammen
mit der Strecke 4, B, eine geschlossene Jordankurve bildet. O, sei die- -
jenige dieser beiden Jordankurven, in deren Auferem der Kreis &, liegt,
C, die andere. C, enthilt sicher einen Halbkreis von ®, (vom Radius ¢)
im Innern, und da dessen Mittelpunkt auf 4, B, liegt, so muB die Lénge
desjenigen Teiles der Kurve C,, den C, mit C gemeinsam hat, sicher
>70>2p sein. — Analog denken wir uns auch g, von w, aus nach
beiden Richtungen bis zu den beiden auf diese Weise zuerst angetroffenen
Schuittpunkten A4,, B, durchlaufen. Diese liegen notwendig auf dem Teile
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von CO,, den C, mit C gemeinsam hat, da ja die Strecke 4, B, von g,
nach der Konstruktion nicht getroffen werden kann. Durch 4, B, zer-
fillt nun C, in zwei Teilkurven C, O,, von denen die eine, etwa Cj, als
Begrenzung u. a. die Strecken 4, B, und 4, B, hat. Die Linge desjenigen
Bogens von C,, den C, mit C, und somit auch mit C gemeinsam hat,
ist sicher > @ > 2p.

90. Wir betrachten nun genauer die Kurve C,. Diese besteht aus
den beiden getrennt liegenden geradlinigen Stiicken A, B,, 4, B, und den

beiden punktfremden Kurvenbogen y, =ﬂ2 und y, = ]5’/1??2 von C,
welche die Endpunkte 4,, 4, bzw. B,, B, dieser Strecken miteinander
verbinden. Ferner hat jeder Punkt P, von y, von jedem Punkte P, von y,
einen gréferen Abstand als 2¢¢,. Denn es ist ja nach der Bemerkung
iiber die Lingen der Bogen @1 von C, und A:Ez von C,, die diese
Kurven mit C' gemeinsam haben: ¢ (P,, P,) =70 > 20 und daher nach
(10,2)
(10,3) (P, P> 2006,

Es sei nun ¢, die Menge aller Punkte in der w-Ebene, deren Ab-
stand von y, < g;—‘, A<M, die Gesamtheit aller Punkte, deren Abstand von
7. £ % ist. Sowohl 9, als auch M, bilden ein Kontinuum. Denn beide

Mengen sind abgeschlossen, und sind etwa P, und P, Punkte von I, so
liegt jeder von ihnen im Innern oder auf dem Rande eines ganz zu 9%,

gehorenden Kreises mit dem Radius % um einen geeigneten Punkt von y,;

sie kénnen somit beide (durch Radien) mit p, und daher auch miteinander
verbunden werden. Analoges gilt fiir 9¢,. Ferner ist 9¢,- M, = 0; denn
gibe es einen Punkt P, der zugleich zu 9%, und I, gehorte, so gibe es
auch einen Punkt @, auf y, mit |Q, — P| < % und einen Punkt @, auf y,
mit | Q, — P! gé’;, so daB |Q, — Q,| < pc, wire — im Gegensatz zu
(10,3). Nach einem bekannten Satz ) gibt es dann aber ein geschlossenes
Polygon II mit endlich vielen Seiten, das sich nicht selber iiberschneides
" und das M, im Innern enthilt und N, von M, trennt. Dieses Polygon
muf nun notwendig die Strecken 4, B, und 4, B, (in je endlich vielen
Punkten) treffen, und es gibt einen ganz im Innern von C; verlaufenden
Streckenzug 8 von I, der einen Punkt 4 von A4, B, mit einem Punkte B
von 4, B, verbindet. Der Streckenzug €, der sich aus der Strecke w, 4,
dem Streckenzug 8 und der Strecke w, B zusammensetat — ist w, = 4

") Siehe L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie I, S. 84.
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oder w, = B, so ist die Strecke w, 4 bzw. w, B als der Punkt w, =4
bzw. w, = B aufzufassen — ist dann offenbar eine r-Kurve in bezug auf G

mit 7 =Q—2cl. Denn jeder Punkt dieses Streckenzuges € hat offenbar von
der Kurve C einen groferen Abstand als %. —

91. Satz 10. Es ses C eine geschlossene Jordankurve, die lings eines
Teilbogens ¢ eine sich stetig drehende Tangente besitzt. Dieser Teilbogen
moge durch die Qleichung

(10,4) w=w(s)==x(s)+1y(s), 0Ls=ZLa,

dargestellt sein, wo s die ldngs ¢ gemessene Bogenldnge ist. Ferner mogen
fiir jedes feste o' und ', 0 <&’ < B’ < a, und ein gecignetes ¢ >0 die
Integrale

(10,5) f

gleichmdfig fir alle s mit 0 < o’ < s < p' < a konvergieren.

Bildet man dann das Innere G von C auf |2| <1 wvermittels z = ¢ (w)
ab, so existiert tn jedem inneren Punkie w von ¢ die allseitige Ableitung
o' (w), und es ist auf jedem inneren Teilbogen won ¢ ¢@'(w) stetig und
von O verschieden.

Beweis. Zunichst bemerken wir, daB man fiir den Beweis annehmen
darf, daB C durchweg eine sich stetig drehende Tangente besitzt. Sonst
verfahre man folgendermaBen: Es seien ¢/, ¢” zwei feste innere Teilbogen
von ¢, und ¢” enthalte ¢’. Dann kann man bekanntlich ¢” durch einen
(bis auf seine Endpunkte) ganz im Innern von C verlaufenden Jordan-
bogen zu einer geschlossenen, durchweg mit stetiger Tangente versehenen
Jordankurve C'* erginzen. Bei der durch z = ¢ (w) vermittelten Abbildung
gehen die Bogen ¢/, ¢” in Bogen y’ bzw. y” von |z| =1 und C* in eine
geschlossene Jordankurve I'* iiber, die den Bogen y” mit der Peripherie
gemeinsam hat und sonst ganz innerhalb dieses Kreises verliuft. z = g({)
bilde nun den Kreis [£| <1 einer [-Ebene auf das Innere von I'* ab,
und es entspreche bei dieser Abbildung dem Bogen y’ von [z|=1 der
Bogen 3" von {{!=1. Dann ist nach dem Schwarzschen Spiegelungs-
prinzip ¢(¢) auf dem abgeschlossenen Bogen b’ noch analytisch und g'({)
ist dort von O verschieden. Es sei nun w = f(z) die zu z = @ (w) inverse
Funktion; dann bildet w = F({) = f(9(Z)) {{' <1 auf das Innere der ge-

z <sia)—z'(s)1d J’!y (8:&:6) ¥4 s0)

89) Die Voraussetzung, daB beide Integrale in (10,5) konvergieren, ist insofern
unndtig, da aus der gleichmaBigen Konvergenz des einen der beiden Integrale auch
die des anderen folgt, wie leicht zu sehen ist. Fiir unsere Zwecke ist es aber bequem,
diese Annahme zu machen. .

Mathematische Zeitschrift, 35. 28
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schlossenen durchweg mit stetiger Tangente versehenen Jordankurve C* ab,
die den Bogen ¢” mit C gemeinsam hat. Ist nun unter der Annahme der
gleichm#Bigen Konvergenz der Integrale (10, 5) fiir alle s auf ¢’ (¢’ <8< 8')
fiir F (L) bewiesen, daB F'(Z) auf b’ existiert und zugleich mit F’l stetig
ist, so folgt wegen (©

 fEO=FE) o PO—F&)  E=t g 1
I I e = T

(Z=g(:), 2129(61); C: C1 auf b': 2, 2 auf )’I),

daB f'(z) auf y’ existiert und dort zugleich mit ﬁ; stetig ist. —
z

92. Da wegen der Stetigkeit der Tangente C in jedem Punkte P
regulir unbewallt ist (d. h. fiir die Unbewalltheitsfunktion 4 (¢) von C in P

die Bedingung ligg—di—e) =1 gilt) und ferner in jedem inneren Punkte P

von ¢ die Integrale (10,5) konvergieren,. sind die Voraussetzungen des
Satzes 7 erfiillt, und es folgt daraus, daB ¢ (w) in jedem inneren Punkte
von ¢ eine allseitzge von 0 und oo verschiedene Ableitung besitzt. —

Um die Stetigkeit von ¢ (w) zu zeigen, beweisen wir zuerst: Ist ¢’
(e’ <8< B') ein fester innerer Teilbogen wonm ¢, so gibt es zwei fir
alle w auf ¢’ feste Konstanten K,, K,, so dafy fir alle w auf ¢’

(10,6) 0< K <|9'(w)] <K,

ist. Der Beweis fiir diese Behauptung wird sich aus dem Zusatz zum
Satze 7 ergeben. — Da C nach der Annahme durchweg stetige Tangente
besitzt, konnen wir fiir die analytische Darstellung von C durchweg die
Bogenlinge als Parameter benutzen und also annehmen, daB C durchweg
durch die Gleichung (10,4) mit 0 <s < S (S Gesamtlinge von C) ge-
geben ist, wobei s bei der Durchlaufung von C in mathematisch positivem
Sinne wdchst. (Der Bogen ¢ werde, wie in der Formulierung des Satzes an-
gegeben wird, durch diese Gleichung fiir 0 <s<a <8 geliefert.) Wir
denken uns die Funktionen w (s), w’(s) sogleich fiir alle reellen s stetig und
periodisch fortgesetzt, indem wir w(s +»8) =w(s), w'(s+»8)=w'(s)
(» % 0, ganz), 0 < s < S, annehmen. Ahnlich kénnen wir den Tangenten-
winkel 0(s) von C etwa fiir s =0 beliebig normieren und zunichst fiir
alle s mit 0 < s < S und sodann fiir alle reellen s stetig fortsetzen, indem
wir 0{(s+v8)=10(s)+2nv (v % 0, ganz), 0 < s< 8, annehmen:

93. Es sei nun P(s,) ein beliebiger Punkt von C. Dann ist jeder
Punkt P von C eindeutig dadurch festgelegt, daf wir seinen lings C ge-

messenen kiirzesten Abstand ¢ von P(—-—g <o< ig—), mit eimem Vorzeichen

versehen, angeben. (Dabei soll natiirlich ¢ in der Richtung wachsender s
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von &, aus positiv gerechnet werden.) Wegen der Stetigkeit der Tangente
gibt es dann ein ¢, mit 0 <¢, <1, so daB, unter r(P,, P) den gerad-
linigen Abstand zweier Punkte P, = P(s,), P = P, (), unter ¢ (wie eben
gesagt) die Lange des kiirzesten sie verbindenden Bogens von C verstanden,

T(Po:

(10,7) 0< o< tPeP) <4

gilt und also die Bogenlinge ,gleichmaBig“ fiir alle Punkte P,= P(s,)
von C (und also insbesondere auch von ¢’) metrischer Parameter von C' ist.

94. Es sei nunmehr P(s,) ein Punkt auf ¢’, & (o), 5, (o) seien die
in Nr. 47 eingefiihrten GroBen (der Abstand des Punktes P; (s) von der
Tangente in P(s,) bzw. die Projektion des Radiusvektors P(s,) P, (5) auf
die Tangente in P(s)). Wir denken uns die Tangente und die Normale
in P(s,) als die Achsen eines Koordinatensystems (z*, y*) aufgefaBt (ihn-
lich wie es in der Differentialgeometrie iiblich ist: das ,mitbewegte Zwei-
bein“), und zwar fassen wir die innere Normale als positive 2*-Achse,

diejenige Halbgerade der Tangente, die aus ihr durch Drehung um % in

mathematisch-positivem Sinne hervorgeht, als die positive y*-Achse auf.
Dann ist, wenn @ =a(s,) den Winkel zwischen der positiven 2- und
der positiven z*-Achse bezeichnet und w*=2* 4+ jy* gesetzt wird,
bei geeigneter Zahlung von « w* = (w — w(s,)) e‘* oder
x* = (z — x(s,)) cose — (y — y(s,)) sine,
y*=(x —x(sy)) sine + (y — y(s,)) cos«.
Sind 2* (o), y* (o) d1e Koordinaten des Punktes P, (o), so ist &, (o) =|2*(o)],
1s,(6) = |y*(0)|, r*=2%(6)* +y™(0). Ferner gilt — man beachte, daB
0=8—s, bzw. =5 —s,+ 8 ist, wo P, (o) der Parameterwert s der
Bogenliinge entspricht —
?: ¥ =2"cose — y' sine, 2*(0)=0,
¢ i S
|0 ! < 5 -

Wir kénnen z*’ auch in der Form schreiben
(10,8)  z*'(o) = (2’ (s) — 2"(s,)) cos & — (y’(s) — ¥’ (s,)) sine,
da wegen 2'(s,) = —cos (% - cc), y'(8,) = —sin (—;z— — a) der hinzugefiigte

Bestandteil sine« cose — cose sine = 0 ist.
Dann ergibt sich wegen (10,8), daB

N P L
Jmjafs]f[zesmreal ]
Ji=

VR DEVACS dt’

28%
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fiir alle s, in (&', p’) gilt; es ist also, wenn &X(¢) die in Nr. 47
definierte Funktion von C im Punkte P(s,) ist, fiir die ,Majorante“

¢
X(t) = X, (t) = | [|2*/(c)|do| von £4(1) fir jedes 7> 0
‘o
|f1§m?=1fiz*_'@|d,]<,,ﬁn,w,q'(z)
g - -

gleichmiBig fiir alle s, in ¢a’, B'), wo 8'() die ,Konvergenzfunktion® der
Integrale (10,5) ist.
95. Es werde nun o auf das Intervall [o| < 6 < 5. beschrinkt, wo o

so klein gewihlt ist, daB es von mindestens einem Wert der eben ge-
nannten Funktion é'(%) iibertroffen wird®!). Da nun die Kurve ganz im
Endlichen verlsuft, also einen endlichen Durchmesser D hat, so sind fiir
die Kurve C im Punkte P(s,) gleichmiBig fiir alle s, in (a’, 8’), im
Koordinatensystem (z*, y*) betrachtet, simtliche Voraussetzungen des Zu-
satzes zum Satze 7 erfiillt. Daher gibt es zu jedem Punkte P(s) erstens
einen Punkt w*= a,,=a in G und zwei fiir alle s, in (e’, ') feste posi-
tive Konstanten d, M, so daB der Kreis mit d um a, in G liegt, und
daB fiir die durch ¢, (a’) =0, ¢,(0) =1 normierte Abbildungsfunktion
z =, (w*) von @ anf |z]| <1 fiir alle w* auf C

|9i(0)] = Jim, [ 27520 = b > 0

w*>0
fiir alle s, in (e’, B) gilt. Zwestens gibt es zu jedem P(s,) einen Punkt
w*=ga;,—a’ in G und zwei fiir alle s, in (&', p’) feste positive Kon-
stanten d’, M’, so daB der Kreis mit d' um @/ in @ liegt, und daB
ferner fiir die durch ¢, (a’) =0, @, (0) =1 normierte Abbildungsfunktion
z=@;,(w*) von @ auf |z| <1 fir alle w* auf C

g : Sa *)— 00
|94, (0)| = lim, | 222 20elO)) <

fiir alle s, in (¢, f’) gilt®®). Hieraus folgt nun nach dem Hilfssatz 15

) Fiir den Fall, daB die Integrale (10, 5) gleichmaBig fiir alle s auf ¢ konver-
gieren und dieselbe ,Konvergensfunktion“ 8’(y) besitzen, wollen wir & genauer fest-
legen. Ist § =7>0, so soll é =} Min (7, 8°(1)) gesetzt werden (8 hiingt also nur von
7 und der Funktion 8'(%) ab).

%) Man beachte, daB die Zahlen d, M und d’, M’ nach dem Zusatz zum Satze 7
nur von der Konstanten ¢, in (10,7), dem Durchmesser D von C, von & und der
Funktion §’(y) abhingen. Da in dem Falle, daB die Integrale (10,5) gleichmaBig
fir alle s auf C konvergieren, die Zahl  nach FuBnote 5!) als nur von der unteren
Schranke Z von § und von der Funktion 6’(7) abhingig gewiahlt werden kann und
soll, so hingen dann d, M, d’, M’ nur von c,,l, D und der Funktion 8’ () ab.
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(10,6) %), sobald wir zeigen, daf man jeden der den Punkten g, bzw. a;,
im (z, y)-System entsprechenden Punkte A4, A;, mit dem Punkte w,, fiir
den ¢ (w)=0 ist, durch eine o-Kurve in bezug auf G fiir ein passendes
o0 > 0 verbinden kann. Dies folgt aber wegen (10,7) sofort aus dem Hilfs-
satz 16. Denn ist o’ der Radius einer Kreisscheibe um w,, die ganz in G
liegt, und ist # — 1 Min (d, d’, ¢"), wo d resp. d’ die eben genannten unteren
Schranken fiir die Abstinde von a,, resp. a@;, von C sind, so kann man
nach Hilfssatz 16 wegen (10,7) jeden Punkt A, bzw. A; mit w, durch

eine o-Kurve mit o —-—-’;ﬁ verbinden, wobei ¢, die in (10,7) definierte
Konstante ist5t). —

96. Jetzt beweisen wir die Stetigkeit von <p(w) Nach dem Satze
von Lindelsf in Nr. 64 ist der Tangentenwinkel §*(%) von C als Funktion
des Zentriwinkels ¢ stetig, und es gilt (bei geeigneter Normierung der Winkel
mod 2 7)

(10,9) 0*(9) =arc () + 9+ 5
Weiterhin bemerken wir, daB wegen der Beschrinktheit der Ableitung

f'(e'®) von f(e*®) ®) fiir die Bogenlinge s von C als Funktion des Para-
meters & die Relationen gelten

3 X
(8,) = s(8) = J 17'(e™)| a9,
und fast iiberall

ds(#) i) a1 |
lf( I: ds lf( “9)] ]¢(w(s))l'

Schlielich gilt auf dem ¢’ entsprechenden Bogen ' von [z|=1

88y Na,ch Hilfssatz 15 dirfen die Konstanten K, =2, M, K,=/1,M’ gesetzt

werden, wo A,, 4, als nur von dem Durchmesser D von C und dem Radius o der
¢-Kurve in bezug auf G abhangig gewihlt werden konnen, durch die ein jeder
Punkt A, resp. Aj, mit w, verbunden werden kann.

8) Da fir den Fall, da8 die Integrale (10,5) durchweg auf C gleichmaig kon-
vergieren, die Zahlen d, d’, wie in FuBnote %) gesagt, nur von D, der unteren
Schranke 7 von 8, ¢, und der Funktion 8’(%) abha.nglg sind, so folgt hieraus, daf
auch ¢ nur von D, I, ¢,, der Funktion 8’(7) und o’ abhingt. Da aber auch M, M’
(nach FuBnote %)) und ,, 4, (nach FuBnote %)) nur von diesen GrofSen abhéngen,
erhalten wir in diesem Falle das Resultat: Konvergieren die Integrale (10,5) gleich-
miipig fiir alle s auj C, so gilt die Relation (10,6) fir alle w auf C mit den nur von
D, 1, ¢, o' und der Funktion 8'(n) abhingigen Konstanten K, =i, M, Ky=1,M’, wo-
bei D der Durchmesser von C, 1 eine untere Schranke fiir die Gesamtlinge 8 won C,
¢, die in (10,7) definierte Konstante und o der Radius einer ganz in G liegenden Kreis-
scheibe mit dem Mittelpunkte wy (@ (wy) = 0) ist.

) H. Lebesgue, Lecons sur Pintégration, 2. éd., pp. 62£.



438 S. Warschawski.
(8, <9 <9, 12| — 1) wegen (10,6)

1 _ ds(d) 1
(10,10) =" <%
-4 a
[s(®)—s(®)| 1 fii 1
(10,11) R A b 10 9| | J dP s Kll‘

Nach einem (oben mehrfach benutzten) Satze von Fatou®®) hat nun
die zu —arc f'(z) konjugierte Potentialfunktion Ig!f’(z)| an der Stelle ¥ dann
und nur dann einen Randwert bei radialer Annsherung, wenn das Integral

T

(10,12) _217f arc f'(ef @+0) __:rc (et @) i

0 tg‘z‘

existiert, und dieser Randwert ist bis auf eine feste additive Konstante
(K=1log|f'(0)]) durch das Integral (10,12) gegeben. Existiert ins-
besondere dieses Integral fiir 9, <7, <& <7, < ¥, gleichmiBig, so sind
die Randwerte lg|f’(e*?)| auf dJesem abgeschlossenen Bogen 7, <9 <7,
(gleichmiBig) stetig. Wenn wir also die gleichmiiBige Konvergenz des Inte-
grals (10,12) nachweisen, so ist damit die Stetigkeit von f’(z) auf diesem
Bogen und somit die von ¢’(w) auf dem entsprechenden Bogen von O
dargetan. Um dies aber zu beweisen, geniigt es, die gleichmiBige Konver-
genz der Integra.le

.arcf (e“"“"")—arcf (e*?) ¢
(10,13) | dt,
0 0

nachzuweisen. Nun beachte man, da$ es nach der Voraussetzung zu jedem
7>0 ein f>0 gibt®), so daB gleichmiBig fiir alle s, in (&’, 8"

arcf’(e!®=9) —arcf’(e’?)
> idt

%) P. Fatou, loc. cit. S. 360.
%) Da namlich, @ (s,+0)=0, 0(s,) =8, gesetzt,
sin (6 —6,) = sin 6- cos 6, — cos 6-sin 6,

. = sin §-cos 6, — sin 6, - cos 6, — cos §-sin G, + sin 6, cos 6,

(a) [sin (6 —6,)| < |cos 6| |sin6— sinf, |+ |sinf,| | cos 6 — cos 6, |
ist, ist fir {0 —6,, <v;'—, |sin (6 —6,|< 1, also sicher fiir hinreichend kleines |o| wegen
16—, ] <5 sin 001, 10—y < [[2"(s+0) 2" (8) |+ |8"(s0 o) ¥"(s)']-

Hieraus folgt nun die im Text aufgestellte Behauptung. —

Wir kniipfen an die Ungleichung (a) noch eine weitere Bemerkung, die uns
weiter unten (beim Beweise des Zusatzes 2 vom Satze 10) niitzlich sein wird. Ist
die ,Stetigkeitsfunktion” von x’(s), y'(s): 8(s), d. h. gibt es zu jedem s >0 ein §(&),

(Fortsetzung der FuBnote ®7) auf nichster Seite.)
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do <7 (0 >0)

0

gilt, sobald w < B ist. Nach (10,9) ist (0 < ¢, <1,)
& t
* * | —
a < [| =00 4y (102020 4,
t t

Da nun fir 7, <9 <7, (0<, <1, <P, —17)%)

23
r’ iF+oy _ '( i¥
(10’15) J'Ia.rc (e 2 arc f'(e’")
121

ty Gy
L0*(9+6)—0%(®)' .. [ 0(s+0)—0(s)] o dF
f!——‘r"——i'“— 2—"—6’"_}75(8‘*"’)“’
121 L1

und dieses wegen (10, 10), (10,11), sowie wegen 0 <o, <0,

é_z_gﬂ "(s+"3“"<ﬂ[d0g%ﬂ O(e+e)~00) do )
10] 10 i

so daB fiir alle reellen s und s, mit |s—s,| < d(¢)
[2'(s)—2'(8) e, |y'()—y'(s)| =
gilt, so folgt aus (a) fir s <1, daB
(b) [sin(68—6,)|£2s<1
ist. Hieraus ergibt sich weiter, da ja (b) fir alle s mit 0 <|s—s)| = [0, = 0(¢) gilt
und 6(s) stetig ist und fiir s— s, in 0(s,) iibergeht, daB auch fir alle 18—8{Zd(s)

19—6015_23%:”
ist, und also
0()—0(s) I Se fir [s—5]S8(2), o<
ist. Somit ist auch fir den Fall, dap die Integrale (10,5) gleichmifig fir alle s auf C
konvergieren, fiir alle reellen s, das Integral

() Ef;ﬂ(so-i-tz—e(so)idtig__n
‘0
far lalgﬂ(n)=]\ﬁn(6'(—:7;>, a(%)) so dap die ,Konvergenzfunktion® des Integrals

in (e) nur von den Funktionen 8’(n) und () abhingt.

) Fiir die Rechtfertigung der Variablentransformation vergleiche etwa Hobson,
The theorie of functions of a real variable, Cambridge 1907, p. 4101.

89) Die ,Konvergenzfunktion® 8" (n) des Integrals

J‘% are fl(ei(ﬁ:kt)z._ arc fl(ei‘:’) - ('9 beliebig, reeu)
0

darf also = 8 (% 1/) gesetzt werden, wo B(7) die am Schlusse der FuBinote *7) an-
1

gegebene Funktion ist, und nur von der ,Stetigkeitsfunktion® 8(g) von x'(s) und y’(s)
und der ,Konvergenzfunktion® 8'(n) der Integrale (10,5) abhingt.
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ist, so folgt hieraus mit Riicksieht auf (10,14) und (10,15) die gleich-
maBige Konvergenz des ersten der Integrale (10, 14) fiir 7, < 9 < 7,. Die
des zweiten ergibt sich ganz analog. — Damit ist der Satz 10 bewiesen. —

97. Wir formulieren nun noch das in der FufBinote %*) gewonnene Er-
gebnis besonders als

Zusatz 1 zum Satze 10. Es sez C eine geschlossene durchweg mit
stetiger Tangente versehene Jordankurve, die unter Zugrundelegung der
Bogenlinge s als Parameter durch die Gleichungen (10,4) dargestellt sein
moge, und es ser insbesondere:

1. Der Durchmesser von C <D und die Gesamtlinge S von C=>1>0.

2. Ist r(P,, P,) der geradlinige Abstand zweier Punkte P, und P,
auf C, o(P,, P,) die Linge des sie verbindenden (nicht groferen) Bogens

von C, so gelte
r(Py, Py)
@ =a>0

3. Die Integrale

& &

(10,5) fi'ﬁf_i_"_g_‘_’”_(i) do, f
0 0

mogen fir alle reellen Werte von s existieren und sie mogen durchweq
die ,Konvergenzfunkiion“ 6'(n) besitzen, d. h. sie migen absolut <7
fir e < 68'(n) sein.

w = f(z) bilde dann |z| <1 so auf das Innere G won C ab, daf
z2=0 n einen Punkt w= w, tbergeht, der mitsamt einer vollen Kreis-
scheibe mit dem Radius ¢ um w, ganz in G liegt. Dann ist f'(z) in
2| <1 stetig, und es gibi zwes positive nur von ¢,, !, D und o, sowie
der Funktion 6'(n) abhingige Konstanten p, und p,, so daff fir |z! =1
und daher fir alle |2| <1
(10,16) 0<m Z|f(2)| L g
ist.

EULBy g a0}

98. Wir heben nun noch den folgenden weiteren Zusatz zum Satze 10
hervor.

Zusatz 2 zum Satze 10. Ist auPer den in Zusatz 1 genannten
Eigenschaften der Kurve C moch bekannt, daf fiir jedes ¢ > 0

(10,17) [2'(s,) — 2 (s)| S o, |¥'(8)) —¥'(8)| <& fir |5, —8,] S 5(e)

glesichmafig fir alle reellen s, und s, ist, so gibt es auch zu jedem >0
etn nur von D, 1, ¢,, o und den Funktionen 6 (&), 6'(n) abhdngiges 8, (&), so
dap fir die Ablestung der vm Zusatz 1 eingefihrten Funktion w = f(z) gilt:

}f'(zx)"'f’(zs)lge flir |z, — z,] < 8, (e), |2,] =2 |=1.
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Beweis. Es sei 0(s) der Tangentenwinkel von C als Funktion der
Bogenlinge s, s=s(¥) vermittele den Zusammenhang zwischen dem
Zentriwinkel in der z-Ebene und der Bogenlinge s von C. Dann folgt aus
der Voraussetzung (10,17), daB auch

10(s,) —0(s)| <6 (0<e <) fiir 's,— 8 <F(e)=8(2) ")
gilt. Nun ist bei geeigneter Normierung von 0(s(9)) = 6*(#9)
6%(8) =0 (s (9)) =arc f'(e”™) + 9+ 5.
Da nach dem Zusatz 1 zum Satze 10 0 < u, < |f'(¢?)| < , ist, ist auch
|8y — 83| =[8(9,) — (D) S i | B — D).

_ 3(5
Daher ist fiir |9, — 9,| < &(e) =Min(_£ﬁ, g-)
2
|are f'(ei%) — are f'(ei?) | < e.

Hieraus werden wir herleiten: Die zu — arcf’(2z) konjugierte Potential-
funktion 1g|f’(z)| hat fiir |z| = 1 durchweg stetige Randwerte lg|f’(e*?)!,
und zwar gibt es zu jedem &> 0 ein nur von D, ¢,, I, o und den Funk-
tionen &(e) und o'(n) abhingiges 8,(¢), derart, daB

gl (™) —lg| F(™) || <e fiir |8, —8,| <8,(e)

fiir alle reellen ,,d,, die dieser Bedingung geniigen, ist.
Hieraus erglbt sich dann sofort in Verbindung mit dem iiber arc f ‘(')
Gesagten wegen

(2,) — (2) | = | elaf' @) — glof @) | — |18l @) |, glaf @) —1ef () 1 |
< If'(z,) |- [eler @ -ler@| 1] ) lal=lal=1
und wegen !f'(z)| < p, die Richtigkeit der Behauptung des Zusatzes 2.

99. Die Behauptung iiber die Randwerte von lg|f’(z)| ergibt sich
nun aus der Fatouschen Darstellung dieser Randwerte durch das in unserem
Falle sicher fiir alle reellen ¢ gleichmiBig konvergente Integral (s. die
FuBinote %))

T
a.rcf (ei(0+z)) - arcf (eiw——ﬂ)

Ig|f'(e)] —1g|£'(0)] = 5= 7,
0 tg2

%0) Vgl. die FuBnote 87).
1) Man beachte, da8 fiir beliebiges (komplexes) a

<5 e

lee—11=| Y4

st 7=1
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und zwar stiitzt sich der Beweis nur auf die beiden folgenden Tatsachen:
1. Auf die eben gemachte Bemerkung iiber die Stetigkeitsfunktion von
arcf’(e’”) und 2. auf die Bemerkung in der FuBnote 89), nach der es
eine Konvergenzfunktion des Integrals

j‘"! a.rcf’(e“""’”)—-arc f’(ei#) dt
0

gibt, die, abgesehen von ihrem Argument, nur von u,, u,, der Funktion 6 ()
und der Konvergenzfunktion §’() der Integrale (10,5), also auch nach
Zusatz 1 zum Satze 10 nur von D, ¢,, I, ¢ und den Funktionen 8 (&) und 6(7)
abhingt. Es gilt namlich allgemein die

Bemerkung. Ist g(9) fir alle reellen 9 stetig, d. h. ist fiir jedes ¢ >0

19(P)—g(9,) L& fir |9, — G| < B(e),
ust ferner
(10,18) flwidt, ®>0,
0
gleichmdfig fir alle reellen & konvergent, und ist B'(n) eine Konvergenz-
funktion von (10,18), so ist auch

7T

h(9)= fg(19+ t)—tg =1 44 + konst.
0 g5

stetig und h(9) hat eine nur von den Funktionen 8(e), B’(n) abhdngige
Stetigkeitsfunktion B* ().

Beweis. Es sei ¢ > 0 vorgegeben, und es sei w, eine positive Zah!
< ﬁ'(;—s). Wir bilden dann die Differenz
(10’ 19) k(’ﬂl) . h(’ﬁg) - f9(191+t)_9(’91—t)_g(’92+ £)+g(%—t) di

6 g5

und zerlegen in dem Integral in (10,19) die Integrationsstrecke 0 ...z in
die beiden Teile 0 ... w, und w, ...n:

(10,20) 0f=o + /.
Dann sind die Integrale (» =1, 2)

an

ﬂgwﬁ—z)-gm—t);dtéﬂgw,+z;—gw,)
v tg_._z_ i S _2_

dz+f{*’(”'“g"g("v)!dtgz%-‘g=%
Ji z k

2
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Daher liefert das erste Integral in (10,20) absolut genommen héchstens
den Beitrag % Nunmehr denken wir uns o, festgehalten und wahlen

9, — 9, < B(%5=~). Dann wird such fiir 1> w,

Pg(B ) —g(F: 1) <Zg(ﬂxit)_g(ﬂsﬁ:t)'< 2 3wy, &

—_—— =

)
)
|

| t _ 2 | =, 8=z 4n
ey 2 '
und daher auch das zweite Integral in (10,20) sicher < —;— Wir kénnen

somit B*(&) = ﬂ(%f) setzen, wo w, nur von ¢ und der Funktion 8'(%)

abhéngt. *

§11.
Kurven mit stetiger Tangente: Lipschitzbedingung fiir die Tangente.

100. Wir betrachten nunmehr Kurven C, mit einer Ecke der Offnung =z
0 <7<2, in einem ihrer Punkte, die von zwei Kurvendsten mit stetiger
Tangente gebildet wird. Man kann bei diesen Kurven auch nach einer
Bedingung fiir den Tangentenwinkel als Funktion der Bogenlinge in der
Umgebung der Ecke fragen, die hinreichend fiir eine konforme Ecke in
diesem Punkte P, ist. Aus dem Satze 7 konnen wir eine fiir die Grofen-
ordnung der Anderung des Tangentenwinkels notwendige und hinreichende
Bedingung folgern. Wir charakterisieren sie, ganz entsprechend wie bei
der allgemeineren Fragestellung des Satzes 7, durch die Angabe einer Lipschitz-
schen Bedingung, und zwar folgendermaBen: Bildet die (im Sinne wach-
sender Bogenlinge gerichtete) Tangente in P mit der positiven reellen
Achse den Winkel = 0(s), wobei s die von P aus gezdhlte Bogenlénge
bedeutet (— & < s < 4), und haben die Halbtangenten in P die Richtungs-
winkel 6, und 6_, so moge

(1L1)  16(s) =0, <w(s), [6(s)—0_<n(s)
(0<sL9) (0 >s=—9)

sein, wo (o) eine fiir o} 0 monoton nach 0 abnehmende stetige Funktion
von o ist, 0 < 06 < 8. Wir bezeichnen w(|s|) als den Lipschitzschen Modul
von 6(s) in s=0. Wir fassen alle geschlossenen Jordankurven, deren
Tangentenwinkel 6(s) als Funktion der Bogenlinge s in einer von zwei
Kurvenisten mit stetiger Tangente gebildeten Ecke P, (s=0) fiir hinreichend
kleine 6 der Lipschitzschen Bedingung (11,1) geniigen, zu einer Klasse
L({w (o)) zusammen.

Satz 11. Hinreichend und notwendig dafir, daf alle Kurven der
Klassen L(w(0)) in dem betrachieten Punkte P, eine konforme Ecke
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besitzen, ist, daf} das Integral

fm—iﬂda, >0,

0

konvergiert.

101. Vorbemerkung. Die Bedingung dieses Satzes ist invariant
gegeniiber einer Transformation der Form w* — w;* = (w — w, )% d. h. nach
Ausfithrung dieser Transformation geht die Kurve ¢ in eine Kurve O*
iiber mit einer Ecke m7-«, in w* =w, und es gibt gleichfalls eine Funk-
tion @*=w*(|s*|) der Bogenlinge s* der transformierten Kurve, so daB
der Tangentenwinkel 8% = 6*(s*) von C* in der Umgebung von w* = w*
der Bedingung geniigt (Of = 81‘1'%0*(8*), 0*= }jl&ﬂ*(s*)):

10%(s%) — 0] < 0*(Js*)),
und das Integral
o s,
f 2" 4o gleicheitig mit f 20) o
0
konvergiert und divergiert. Wir berechnen zuerst den Winkel 0*(s*), in
den 6(s) durch die obige Transformation iibergeht. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit sel w, =0, w,*=0. Dann ist fir w* auf O, wenn
w= Re'’ = z(s) +1y(s) gesetzt wird,
dw*

(11,2) —d—é—huw"“l%?zaR“_l eiﬂ(a—l)(xl(s) _}_zy/(s))

— “Ra-—lez'(ﬁ (a~1)+6).

Beachtet man nun, da8 (w*=z*-4;y* gesetzt)

8
ds* z > dw* - ds*
(1L,8) =T (o) + 9 () = [T —aret, o= U0,
0
1st, so findet man aus (11,2) und (11,3)
Guwt __dw* ds _ ige-nie),

Hieraus folgt, daB (bei geeigneter Normierung der Winkel) der Tangenten-
winkel des transformierten Kurvenastes

0" () =ple—D)+0(s), o*= L g,
¢
ist. Dann gilt fir s*>0, s> 0 (man beachte, daB wegen (11, 3)
sgn s* —sign s ist)

10%(s*) — 0] = | (@—1) B+-0 — (a—1)0, — 0, | < l«—1]1f—0, | - 160, |
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Nun ist nach dem Satze von Rolle 8 gleich einem Werte von 0(s) an
einer zwischen 0 und s gelegenen Stelle ys, 0 <y <1: B=06(ys), also
10%(s*) — 0 | < le—1]-0(lys]) +o([s)),

und dies ist wegen der Monotonie von w(ls
Sle—1jo(js)+o(ls))=(le =1+ 1) o(ls)).
Nun ist aber wegen (11,3) |s*| ~ |s,“, also ist fiir hinreichend kleines {s!:

SIZ
ls*l= 5 -

Daher ist wegen der Monotonie von w( s!)

1\ ) .
10%(s") — 61 < (le—1+ D o(2'8*1%) = w*(s* ),
81 3,
wo ff’_%(_‘f) do gleichzeitig mit f figi) dt konvergiert. Denn setzt man

0 0
1

% = 20“, so wird
5,

f“’*(")d __J‘ oz—-l;-——l)d fw(u)(]a—l]—;—l) gﬁdu
1 u

8 w(y)

5
=2% (e =10 +1)- fm(u) () e utdu= (a1 +1)a 2P u.
&

102. Der Beweis des Satzes 11 ergibt sich unmittelbar aus dem
Satze 9 und dem Satze 8. DaB die Bedingung des Satzes hinreichend ist,
folgt sofort aus dem Satze 9, da offenbar seine Voraussetzungen hier er-
fillt sind. Um zu beweisen, daB sie notwendig ist, konstruieren wir auf
eine einfache Weise zu einer beliebig vorgegebenen Funktion (o),
0<6<Ld, 6>0, die mit 6}0 selbst monoton gegen 0 abnimmt, und

s

fiir die das Integral f ?’~§6—)do divergiert, eine geschlossene Jordankurve I

0
mit den folgenden Eigenschaften: 1. I" besitzt in einem ihrer Punkte P
eine von zwei Kurvenisten mit stetiger Tangente gebildete Ecke von vor-
geschriebener Offnung z7, 0 <7< 2. 2. Fiir den Tangentenwinkel 6(s)
als Funktion der (von P aus in der einen Durchlaufungsrichtung positiv,
in der entgegengesetzten negativ gerechneten) Bogenlinge s gelten die
Relationen

(11,4) 0(s) =0, | =w(s), [0(s)—0_|=w(is)),
§>0 s<0
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unter 0., 6_ wie oben die Winkel verstanden, welche die Halbtangenten
in P mit der positiven reellen Achse einschlieen. 3. I' hat in P sicher
keine konforme Ecke. Wir verfahren bei dieser Konstruktion folgender-
maBen: Wir ziehen durch w =0 zwei Strahlen s, und s,, die mit der

positiven reellen Achse die Winkel zg resp. — z% bilden, und senkrecht

zu s, die Gerade g,, senkrecht zu s, die Gerade g,. Wir fassen s, als
die positive 7-Achse und ¢, als die zugehdrige &-Achse eines iiblichen
rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems (&, n) und analog s, und
und g, als die entsprechenden - - bzw. £-Achsen eines zweiten derartigen
Koordinatensystems auf. Dann betrachten wir den fiir hinreichend kleine
s = 0 sicher doppelpunktfreien Kurvenbogen

(11,5) $(s)=6fsinw(o)da, 7(8) =bfcosw(a)da

in bezug auf ein jedes dieser Koordinatensysteme und erhalten so zwei in
w =0 zusammenstoBende Kurvenbogen, welche die Strahlen s, bzw. s,
(die entsprechenden - 7-Achsen) in diesem Punkte zu Halbtangenten
besitzen und somit dort eine Ecke der Offnung zz bilden. Wegen der
Monotonie von w(c¢) liegt ferner ein jeder dieser beiden Kurvenbégen
ganz auf einer Seite der entsprechenden Achse, und zwar — wegen unserer
Normierung der + #-Achse — ganz im Innern des Winkelraumes (s,, s,)
der Ofinung =z. Erginzen wir nun diese Bégen durch einen die (nicht
gemeinsamen) Endpunkte verbindenden Jordanbogen zu einer geschlossenen
Jordankurve I', so ist I" bereits die Kurve mit den angegebenen Eigen-
schaften. Denn da der Tangentenwinkel in der Umgebung des Null-
punktes als Funktion der Bogenlinge s der Bedingung (11,4) geniigt,
folgt sofort aus (11,5). DaB aber I' in w =0 keine konforme Ecke
besitzen kann, ist eine Folgerung aus dem Satze 8. Sonst wire nimlich,
wenn der Kreis |2 =!re’”| <1 auf das Innere von I" so abgebildet wird,
daB z=1 in w = 0 iibergeht, ¢'= | & |"sgn ¥ ein metrischer Parameter von
I' in bezug auf w =0 (Nr.17), und es miiite das mit der Abszisse &, (¢')

8,
von I’ als Funktion von ¢ gebildete Integral fE’i(’i)dt' konvergieren.
(¢}

Dalm miite aber nach der Vorbemerkung 1 zum Satze 7 auch das Integral

J“’t(s) ds und damit auch wegen : ‘E(S) <1 und

fg(s)do =(—£&(s) %)i—i— fm———-——(: (9 do
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s
das Integral J‘@ do konvergieren, da ja die Bogenlinge s wegen der
0

Stetigkeit der Tangente von I" in der Umgebung des Punktes w =0
sicher ein metrischer Parameter ist. Dies aber widerspricht der Voraus-
setzung. —

103. Wir machen noch zu dem Satze 11 den folgenden

Zusatz. Es moge C langs des Teilbogens ¢ eine sich stetig drehende
Tangente besitzen, und der Tangentenwinkel 0(s) gendige auf einem festen
inneren Bogen ¢’ von ¢ gleichmdfig einer Lipschitzschen Bedingung, d. h.
es moge

18(s) — 0(s5) | < (|5 — 5, )

setn. Dann ist die Ableitung ¢'(w) der Abbildungsfunktion z = @ (w)
des Inneren von C auf |z| <1 auf dem Bogen ¢’ gleichmdfig stetig,

falls das Integral
]
j @(o) do
[
(1}

Der Beweis dieses Zusatzes ergibt sich unmittelbar aus dem Satze 10,
da offenbar seine Voraussetzungen erfiillt sind. —

existzert.

104. Man kann nun insbesondere, indem man spezielle Funktionen
fir w(]s — s,|) einsetzt, Kriterien fiir die Existenz einer konformen Ecke
bzw. fiir die Stetigkeit von ¢’(w) und f’(z) am Rande herleiten. So kann
man z. B. w(o) = Ko% « >0, setzen; das mit dieser Funktion gebildete

5 3
Integral J‘f’%‘) do = Kfa“'lda konvergiert. Fir den Fall, daf C lings
0 0

eines Bogens ¢ eine sich stetig drehende Tangente besitzt und der Tangenten-
winkel 6(s) dort gleichmadBig in s auf ¢ einer solchen Lipschitzschen
Bedingung geniigt, also

(11,6) 6(s)—B(so) | < Kjs—s,]% 0<a<l, K>0, fesh

ist, erhalten wir den Sa#z von Kellogg #?). Wir beweisen zugleich etwas mehr:

Satz 12. O besstze lings des Bogens ¢ eine sich stetig drehende
Tangente. z= @(w) bilde das Innere von C auf |z| <1 ab. Es sei ¢’
an innerer Teilbogen von c. Bei dieser Abbildung entspricht ¢’ einem
Bogen y' der Peripherie des Einheitskreises.

%) Kellogg, Harmonic functions and Greens integral, Transactions of the Am.
Mathemat. Society 13 (1912), pp. 109—132.



448 S. Warschawski.

Notwendig und hinreichend dafir, daff ¢'(w) und die Ablestung der
zu @(w) inversen Funktion f(z) auf ¢’ bzw. y' stetig sind und dort
gleichmdfig einer Lipschitz-Bedingung mit festen Exponenten ¢, 0 <o <1,
und festem K in thren Argumenten geniigen, ist, daf3 der Tangentenwinkel
6(s) gleschmdpig in s auf ¢’ der Bedingung (11,6) gendigs.

Beweis. Ist die Voraussetzung (11,6) erfiillt, so folgt die Stetigkeit
von ¢'(w) bzw. f'(z) auf ¢’ bzw. y’ aus dem obigen Zusatz zum Satze 11.
Es geniigh nun zu beweisen, daB f’(z) fiir z auf y’ einer Lipschitz-Bedin-
gung mit dem Exponenten ¢, 0 < & <1, geniigt, da wegen (z= ¢ (w),

2, = @ (w,))
e Sk @) Zm>0
und wegen
! 1
|9’ () — @ ()| _ llf’(Z)"f’(zo)i, l2=20° __ IFfG—F@)|  |2-% °

lw—w,|® lz—2|® lw—w,[* " | (2)-F (20)] |2—2,|% 1®—W |

<k IF@=F @)

=m?  [z—zl®

dann auch ¢’(w) einer solchen Bedingung mit demselben « geniigt.

105. Zum Nachweis dafiir, da8 nun f'(z) einer solchen Bedingung
geniigt, diirfen wir annehmen, daBl ¢ = C ist, daB also C' durchweg eine
sich stetig drehende Tangente besitzt und der Tangentenwinkel 6(s) von ¢
fiir alle s mit 0 <s < 8 (8 Gesamtlinge von C) einer Lipschitz-Bedingung
mit dem Exponenten « geniigt. Denn sonst kann man den Bogen ¢ durch
einen bis auf seine Endpunkte ganz innerhalb von C' verlaufenden Jordan-
bogen J zu einer geschlossenen Jordankurve C* erginzen, die durchweg
diese Eigenschaft besitzt®). Vermittels 2= ¢ (w) wird der Bogen ¢ auf
einen Bogen y von |z| =1, die Kurve O auf eine geschlossene Jordan-
kurve I'* abgebildet, die den Bogen y mit |z| =1 gemeinsam hat und
sonst ganz innerhalb von |2 =1 liegt. z=g({) bilde den Kreis [{]| <1
auf das Innere von I'* ab; entspricht dabei dem im Satze genannten Teil-
bogen y’ von y der Bogen &’ von |Z!=1, so ist g(£) auf b’ analytisch
und ¢’(¢) ist dort von 0 verschieden, so daB also auch insbesondere ?;_’I(T)

%) Man kann J stiickweise aus endlich vielen Bégen j, so zusammensetzen,
daB C*=c¢’+ J durchweg stetige Tangente hat und daB ferner auf jedem Bogen j,

|w'(o+5) ()|
DI

ist (o die langs C* gemessene Bogenlinge, w(s), w(s-+h) auf j,). Dann gilt, wie
leicht zu sehen ist, eine solche Ungleichung durchweg auf C*.
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auf b’ sicher eine stetige Ableitung nach [ besitzt und somit a fortiori
einer Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten ¢ geniigt. w= F({)=f(g9())
vermittelt dann die Abbildung von |{'<1 auf das Innere der Kurve c*.
Ist nun fir w= F({) bewiesen, daB F' (Z) durchweg auf |{|=1 einer
Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten « geniigt, so folgt wegen

D) — B () , : Sher 1
f'(z) = F'({) 7 (z auf 9’, £ auf b') nach dem eben iiber 7

" (esagten, daB auch f’(z) fiir alle z auf y’ einer solchen Bedingung in z
geniigt. —

106. Wir nehmen jetzt also an, daB C durchweg stetige Tangente
besitzt und daB der Tangentenwinkel 0(s) fiir alle s mit 0 <s< S
(S Gesamtlinge von C) der Bedingung (11,6) geniigt, und zeigen, da8
dann f'(z) fir alle z=e’® auf |z] =1, oder, was auf dasselbe hinaus-
lauft, fiir alle ¥ in (0,2x) einer Lipschitz-Bedingung mit dem Ex-
ponenten « geniigt. Hierzu beniitzen wir den folgenden Satz von Herrn
J. Privalofi ), der eine Verschiirfung eines Satzes von Herrn Fatou dar-
stellt: Ist g(z) =wu +4v ¢n | 2| <1 reguldir und geniigt die Randfunktion
von v(«rew) fiir alle reellen & einer Lipschitz-Bedingung mit dem
Exponenten ¢, ist also

[2(e'™) — ()| S K|D, — 8,1%,
so gendigt auch die dann sicher existierende Randfunktion wvon u(re'®)
fiir alle diese © einer solchen Bedingung mit demselben «

iu(ewl) - u(eiﬂz) <Ko —9, %

s(®#) bezeichne (wie oben) die Bogenlinge s als Funktion des Para-

meters . Wir denken uns nun den Tangentenwinkel 6(s) etwa fiir s =0
beliebig normiert und fiir alle s stetig fortgesetzt und sodann die (nach
dem Satze von Lindelof in Nr. 64) in |2/ <1 stetige Potentialfunktion
arc f'(z) so normiert, daf durchweg

0(s(9) =0*(9) = aref(e””) + 0+ F

besteht. Dann sind sowohl arcf'(z) als auch lgf’(z) in |z: <1 eindeutig
festgelegt. Ferner gilt fiir 0 < 9, ¥ < 2x

7 L —smfle) < 12 20 0~ 05 £, %)

94) J, Privaloff, Bull. de la société math. de France 44 (1916), p. 100—103.
Geht man den Beweis von Herrn Privaloff durch, so erkennt man, da die Lipschitz-
Konstante K’ von «(e*?) nur von dem Exponenten ¢ und von der Lipschitz-Kon-
stanten K von o (e’?) abhingt.

95) Man beachte, da88 die Konstante K; nur von «, der oberen Schranke y, von
{f'(z)| und der Lipschitz-Konstanten K in (11,6) abhingt.

Mathematische Zeitschrift. 35. 29
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und daher auch fiir alle reellen ¢, 9,

‘are f(e’?) —arcf'(ef) |
: 19—, ¢ .i

IA

2K,.

Somit ist nach dem genannten Satz von Herrn Privaloff

Hg (et —lgi e 1 1 e | o6
[0=9,.° _W’—ﬂof'xig'f’(ew°)[i§K2' )

Nun ist (man beachte, daB Igf'(z) in 2! <1 eindeutig und reguliir
und auf z =1 stetig ist)
Hf(ef?) — fef?) | =eler'e'? _ glef'e?¥) i=I elgf’(e"*’O)i ;elgf%e”)—lgf'(e‘%)_ 1!

é Mo [ellgf’(e"”)—lgf’(ei"o) - 1] éﬂ?(e(2K;+Kg)“9—"%|a__ 1), 91)

CCEHE) | 9-0 @ _ |

Bekanntlich ist nun 612%0 B =2K, 4+ K,, so da
: f;(ei‘ﬁ) _ fl(eit%) |l e(2K,+K.,) 19— |¥__ 1
Pog =TT

in der Tat beschrinkt bleibt, wenn ¢, 9, in einem festen endlichen Inter-
vall bleiben ®7).

107. Die Umkehrung des Kelloggschen Satzes ergibt sich unmittelbar
aus der folgenden etwas allgemeineren Tatsache.

Es sei ¢ ein Kurvenstiick mit durchwey stetiger Tangente. w = g (t)
=u(t)+iv(t), e <t < B, sei eine beliebige Parameterdarstellung dieses
Kurvenstiicks mit durchweg stetiger und nirgends wverschwindender Ablei-
tung g’(¢) =u'(t) +20'(t). s sei die von dem Endpunkt g(c) von ¢ an
langs ¢ gemessene Bogenlinge s, und w= G (s) sei die Parameterdarstellung
vermitiels der Bogenlinge s (a <s<b). Geniigt dann g (t) gleichmdfig
in (e, B) einer Lipschitz-Bedingung mit dem Expomenten y, 0 <y<1,
d. h. ist also gleschmdfig fir alle t, und t, in («, f)

ag (e dg (¢ |
ey ) -8 <ha-nr G
so gilt das amaloge auch fir G'(s) =2z'(s) +3iy'(s).

%) Man beachte, daB8 nach dem in der FuBinote %) Gesagten K, nur von « und
der Lipschitz-Konstanten K; in (11,7), also nach FuBnote %) nur von «, u, und der
Lipschitz-Konstanten K in (11, 6) abhingt.

7) Man beachte, daB die Lipschitz-Konstante von f’(e??) nach den FuBnoten )
und %) nur von «, der Lipschitz-Konstanten K in (11,6) wund der Schranke p, von
[£(2) | abhangt.
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Beweis. Es gibt eine feste Konstante m > 0, so dafl fiir alle ¢ in
(e, By g’ (t)| =m >0 ist. Wir zeigen, daB gleichmiBig fiir alle s, s, in ¢a, b)

|2'(s) — &’(s,) ) = cosl (s) — cosB(s,) | < K|s —s,]",
19(s) — ¥’ (8) | = |sinB(s) — sinf (5,) | < Kls — s/
(K >0, fest)
gilt. Dies beweisen wir fiir z’(s) (fiir 4’ (s) ist der Beweis analog). — Wegen

n u! , d ’
cosb (s) = (8)=W=%'3§, Yy (3)::;

gilt, wenn die Werte ¢, , den Werten s bzw. s, entsprechen,

dt di
B—S(‘) ~3 (%) |

/() —a'(8)| (WO —u/(l)] |t—28 7dE | R At S PR
ls—s8 " é [E—2 [ }s——s‘): ds ' [e—24 [ | §—% lut(tO)l'
1 s »7
Man beachte nun, da8 !T:-—?i und %: wegen der Beschrinktheit von
e %

g’—l(z—), = g—z gleichmiBig beschrinkt sind. Da ferner der erste Faktor des

ersten Summanden auf der rechten Seite dieser Ungleichung beschriankt
bleibt, geniigt es zu beweisen, dafl

[dt, . di
18 (t)"a*s (%)

NG < konst.

gilt. Dies folgt aber sofort aus der Voraussetzung (11,8), wenn man be-
achtet, daB

1 I 1 1 1 1 1 g —g'(4)
ii—t 7 g ()] (k) T le=4["1g"(8)  g'(w)| (=617 ¢'(2)g"(2) |

ist, und dieses wegen ig'(¢)| =m >0 in (e, f) und wegen (11,8)

IA

k
m?
ist. i
108. Unter Beriicksichtigung der Fufinote °7) ergibt sich noch der
folgende

Zusatz zum Satz 11. Hs sez C eine geschlossene durchweg mit
stetiger Tangente versehene Jordankurve, fir die die Voraussetzungen 1
und 2 des Zusatzes 1 zum Satz 10 erfillt sind. Dariiber hinaus gelte fiir
den Tangentenwinkel 0(s) von C als Funktion der Bogenlinge s (0 <s<< 8,
8 Gesamitlinge von C)

[0(s)— 0(s)| < K's—5,]%, 0<Zs, <8, 0<e<l.
29%
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w={f(z) bilde 'z} <1 so auf das Innere G von C ab, daff z=10 in
etnen Punkt w = w, ubergeht, der mitsamt einer wollen Kreisscheibe vom
Radius o in G liegt. Dann gibt es eine nur von den in der Voraus-
setzung genannten Zahlen 1, 9, D, ¢,, K, o« abhingige Konstanie L derart,
daf fir alle z, z, mit 2| =z,|=1

f'(2) —f'(2) £ L z2—2), L=L(,0, D,c; K, )
gult.
Ist ferner bei dieser Abbildung s = 8(19) die Bogenlange lings C als

Funktion des Zentriwinkels &, so ist wegen (0) =] und wegen

(552, — (55, | S T e9) = £,

19 =7,

auch

ds ds y | @ . .

! (W)M’— (W)Mg; <L'9,—9,%° L=L(,e D,c;K,c).

Beweis. Aus dem genannten Zusatz 1 zum Satz 10 folgt — man

beachte, daB die dort genannte Konvergenzfunktion der Integrale (10,5)
1

o' (n) = <“7117>" ist —, daB es eine Konstante w, > 0 gibt, die nur von /,

D,¢,, 0, K, « abhingt, so daB
f(2){<uy i f2]<1
ist. Hieraus folgt nach der Fubnote °?) die Behauptung.

Anhang.

Wir gehen noch auf die in der Einleitung erwihnte Verallgemeinerung
der Sitze der Herren Carathéodory und Valiron iiber die Existenz einer
endlichen, im Winkelraum gebildeten Ableitung ein. Es bezeichne G ein
einfach zusammenhingendes Gebiet, P (w = w,) einen Randpunkt von G,
w=f(z) bilde 2| <1 auf G ab. Dann lautet das oben erwihnte Resultat
von Herrn Carathéodory: Gibt es einen Kreis K, der P mit dem Rande
von (@ gemeinsam hat und sonst ganz in @ verlduft, und einen Kreis K,,
der gleichfalls den Punkt P mit dem Rande von @ gemeinsam hat und
sonst ganz auBerhalb von G verlduft, so gibt es einen Punkt z, der Peri-
pherie |z, =1, so daB Jim £(2) = w, ist, wenn z ,im Winkelraum* gegen
z, konvergiert, und ferner f(z) in 2, eine ,im Winkelraum* gebildete Ab-
leitung besitzt. Das Resultat von Herrn Valiron kann nach Durchfiihrung
einer trivialen Transformation folgendermaBen formuliert werden: Es sei G
ein im Einheitskreis |w!=1 liegendes Gebiet, das den Punkt w =1 zum
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einfachen Randpunkt hat. w = f(z) bilde {2 < 1 konform auf G ab, und
es sei in [z <1 li_xlxlf(z)=1. Ferner moge es zwei bis auf w =1 in G
verlaufende, in w = 1 miindende und sich dort unter dem Winkel 7 trefiende
Kurvenbégen y,, y, geben, die in der Umgebung des Punktes w =1 durch
eine Gleichung der Form ‘

C .
1) :c———l T lly] o, w—l=z+1y,
Ery7 8% 7 (8o )

dargestellt werden, wo &> O C eine Konstante und lga‘ I den ¢-fach

iterierten Logarithmus von —i? bedeutet. Dann besitzt f(z) in z =1 eine

endliche ,im kaelraum gebildete Ableitung. Weiterhin zeigt Herr Valiron,
dal der hm f ( ) (fiir z— 1 ,im Winkelraum*) nicht endlich ist, wenn

der Rand von G in der Umgebung von w =1 von zwei in w =1 unter
dem Winkel z zusammenstofenden Kurvenzweigen gebildet wird, von dem
jeder durch eine Gleichung der Form

@) - e S . (C Konstante),
lg—1glg— ... lg, —
ETyT &8 Ty Ty

i

dargestellt wird.

Dieser Ansatz von Herrn Valiron hat eine gewisse Ahnlichkeit mit
dem unsrigen: Die Einfithrung der Kurvenbdgen (1) bzw. (2) entspricht
bei unserem Ansatz der Einfilhrung der ,Majorante“ &*(¢) von £(¢) in § 7,
und zwar fiir den Spezialfall

Clt|

£5(1) = : : WTE bzw. £(1) =
lgmlglgm...<lgam> lg 13

Man beachte, daB im ersten Falle das Integral f& (t)dt konvergiert, im
zweiten Falle divergiert.

Wir wollen nun diese Sitze folgendermaBen verallgemeinern: Analog
wie in der in Nr. 41 gegebenen Definition bei einer Jordankurve C sagen
wir auch von einem einfach zusammenhingenden beschrinkten Gebiet G,
es besitze im Randpunkte P die snnere bzw. dupere Vergleichskurve €;
bzw. §,, wenn es eine geschlossene Jordankurve ©, bzw. €, gibt, die den
Punkt P mit dem Rande von G gemeinsam hat und sonst ganz im Innern
von G bzw. ganz auBerhalb von @ verliuft und im letzten Falle G
ihrem Tnnern enthilt. Dann beweisen wir die folgende naheliegende Ver-
allgemeinerung der obigen Sitze:
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Es sei G esn beschrdankies esnfach zusammenhingendes Gebiet, P (w=w,)
etn Randpunkt von G, und es mige G in P eine innere (€,) und eine
dupere (C,) Vergleichskurve besitzen, die eine gemeinsame Tangente in P
haben. z =y, (w) und z =y, (w) mogen das Innere von €, bzw. von €,
auf das Innere des Einheitskreises ;2! =1 abbilden. Ferner moge v, (w)
i w, esne allseitig genommene endliche und von 0 verschiedene Ableitung
besitzen, wakrend iber y,(w) nur vorausgesetzt werde, daf fiir eine in einem
»festen Winkelraum* gegen w, konvergierende Punktfolge ¢ " {p==1,2..)
(3) 1—_11":—2&‘—) =m>0

P
blesbt, unter m eine positive Konstante verstanden.

Bildet dann w = f(z) den Kreis 'z1 <1 auf G ab, so gibt es einen
Punkt o von {z;=1, so dafi {(z) be: Anniherung von z an « ,sm Winkel-
raum* gegen w, konvergiert und ferner in « eine ,im Winkelraum* ge-
nommene (endliche) Ablestung besiizt.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dal y;(w,) =vy,(w,) =1 ist und daB ferner die zu w = f(z) inverse
Funktion z= @ (w) und z=y,(w) denselben Punkt w = w, im Innern
von €, in den Nullpunkt iiberfiihren. Ferner bemerken wir, daf der Punkt P
(w=w,) ein mehrfacher Randpunkt von G sein kann; alle Punkte w*
jedoch, die im Innern von &, gegen w, streben, konvergieren gegen einen
und denselben Randpunkt in w,, da ja das Innere von €; ganz dem Innern
von G angehort. Daher konvergieren ihre Bildpunkte z = ¢ (w*) nach
bekannten Satzen iiber die Rénderzuordnung bei konformer Abbildung
gegen einen und denselben Punkt z = « der Peripherie des Einheitskreises.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ¢ —1 ( sonst betrachte man f ( 2}
und —@ statt f(z) bzw. <p(w)> Da nun auch die Punkte {, in §; gegen
w, streben, konvergieren auch ihre Bildpunkte z,=¢({,) gegen 1 fiir
4 > Wy

Endlich bemerken wir noch, da wegen der Winkeltreue der durch
z =1, (w) vermittelten Abbildung die Punkte w;({,) in einem festen

Winkelraum gegen den Punkt z =1 konvergieren. Daher gibt es eine
positive Konstante 1, so da§

1— |y (20|
(4) OIS T &1
gilt.

Nun ist nach dem Lindeléfschen Prinzip, angewandt auf ¢ (w) und
w;(w) (da beide Funktionen im Innern von @, regulir und absolut <1
sind, in w, verschwinden, und da w;(w) die Abbildungsfunktion des Innern
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von @, anf |2/ <1 ist), fiir alle w im Innern von G

)l Slwte)], SRR mt

fwp—w| = |u,—w]

und daher insbesondere fiir w = ¢ u

1-9 (&) 1= w (&)

fwi—Cyy = Jw—0y)
Nach (4) und der Voraussetzung (3) ist daher
@ l_I‘p(Cy)’ il‘wi(;u)[
(5) st 2 A a2 Am>0.

Wir betrachten nun die Funktion F(z)=1y,(f(2)). F(z) ist in

{z| <1 regulir und absolut < 1. Daher existiert nach dem in der Ein-

leitung zitierten Satz a) auf S.327 (Satz 4 der in Fulnote °) genannten
Carathéodoryschen Abhandlung) der

i 1= F(2)

z>1 1—z

3

wenn z ,im Winkelraum gegen“ z =1 konvergiert. Wir zeigen, da8 dieser
Grenzwert endlich und von 0 verschieden ist. Hierzu geniigt es nach dem
Satze 1 in der eben zitierten Abhandlung von Herrn Carathéodory zu zeigen,
daB fiir die Folge der Punkte z,= ¢ ({,) fiir die (siehe oben) die Re-

lationen ) _
limz =1, }‘)un;oF(z#) =31_I’r;wa(4‘”) =1

u—>co
bestehen, der Quotient
1—-|F(z,)]
(6) —1_—17;!;— <k
also beschrinkt bleibt. Fiir diesen ergibt sich aber
1Pz 1=lya(fu)i fwa—Cu  T—=lwa(Cy)] 1
1—!2#( - I'wl—;.,u{ l—[zyg o !wl"tllg 1*:99(4.#)_1
lwi_Cp]
und dies ist wegen 1 — [y, (L) <[1—w,(L,)' und (5)
< Il"tpa(t‘u)} L

= |w—~f,, im’

Da nun y,(w) in w, eine allseitig genommene Ableitung besitat, ist

[ 1— Wa(cy)
w -,

sache, daB

sicher beschrinkt, womit (6) bewiesen ist. Aus der Tat-

I_F(z)zliml_wa(w) w, —f(2)

lim 1—2 w—w 1-2

fiir gegen 1 ,im Winkelraum“ konvergierendes z existiert und endlich ist,
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und daf ferner hm%”—) existiert und von 0 und oco verschieden ist,
folgt nun, daB auch '

lim %= f(z)

z>1 11—z
fir z—1 ,im Winkelraum“ vorhanden und endlich ist. Hieraus ergibt
sich auch unmittelbar die Konvergenz von f(z)—w, fir z—1 ,im
Winkelraum®, — Hiermit ist der Satz bewiesen. —

Besitzt nun insbesondere das Gebiet G Vergleichskurven ; und G,
bei denen im Punkte w — w, die Voraussetzungen unseres Satzes 7 (oder
auch der Sitze 9 oder 11) (fiir den Fall z=1) anwendbar sind, so haben
die Funktionen y,(w) und y,(w) in w, sicher ,im Winkelraum gebildete
Ableitungen, so dafl also dieser Satz anwendbar ist. Hierin sind offenbar
die oben angegebenen Resultate der Herren Carathéodory und Valiron als
spezielle Fille enthalten.

(Eingegangen am 2. Juli 1930.)
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