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Eine hinreichende Bedingung fiir die Unitit der Losung
von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Von

Oskar Perron in Miinchen.

§1.

Beweis des Nagumoschen Satzes.

Herr Nagumo hat kiirzlich den folgenden Satz gefunden?):
Satz 1. Wenn die Funktion f(z,y) im Bereich

(1) 0<Lz<a, [y|<Lb - (a>0, b>0)
stetig vst und daselbst der Bedingung geniigi:
(2) 2 f (=, ?/;)"‘;(z: Ya) é 1 fz'ir y1+ Yo s

1= J2

so hat die Differentialgleichung
d
(3) W — f(z,9)

nur ein Integral y, welches fir = 0 verschwindet.

Bei der verbliiffenden Einfachheit und Schénheit dieses Kriteriums
muB man sich wundern, daB es nicht schon léngst gefunden wurde. Nach-
dem es nun aber entdeckt ist, sei es mir gestattet, noch einen besonders
einfachen Beweis dafiir mitzuteilen.

Sind y und z zwei am Nullpunkt verschwindende Integrale, so ist
mit Riicksicht auf (2)

1) Mitio Nagumo, Eine hinreichende Bedingung fiir die Unitdt der Losung von
Differentialgleichungen erster Ordnung, Japanese Journal of Mathematics 3 (1926),
8. 107—112. Herr Nagumo muBte allerdings in der Bedingung (2) das Gleichheits-
zeichen ausschlieBen; wir werden aber sehen, daB es noch zuldssig ist.
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| I ,
I 'Y(2) —2(2)| < Jf[f(f,y(f)) it 2(8)]d¢ |
(4) : g
']
und auBerdem nach den Regeln der Dlﬁ‘erentxa.lrechnung
(5) Iim%:]imM:f(o,o)—f(0,0)=0.
z->0 z->0

Wenn nun nicht stets y(x):z(x) Wire,
daB y(z,)+ z(,) ist. Dann hiitte die Funktion

Iy(x);z(z)!’
die wir mit Riicksicht auf (5) i
0<z<a ein Positives Maximum G, ohne konstant gleich @ my sein,
und aug (4) wiirde folgen:

LM<%IGQ;§=G fir 0co<y,
(1]

also auch ¢ <@, was ein Widerspruch ist,

§2.

Beweis, dag dag Kriterinm in einer bestimmten Richtung
keine Verschéiri‘ung zuliBt,
Wir zeigen jetzt, daB,

wenn die Bedingung (2) durch die nyr Wenig
geringere ersetzt, wird :
2a) z %)‘;(xi*)/g1+e fir y 4y,
1Y I

(1+e)% fir 0<y<gite
(14+¢)ze iy Y > ie,
. 0 fir y<g.

Y= (Cgl+s fiir Ogogl.
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§ 3.
Ausdehnung auf Systeme von Differentialgleichungen.
Der Nagumosche Satz 138t sich in folgender Weise auf Systeme von
Differentialgleichungen ausdehnen N
Satz 2. Das System wvon Dz'fferentz'alglez'chuugen
dy

(4) az = (% %, y,) ("'=1,2,...,n)
hat, wenn die Punktionen f, tm Bereich
(B) O=2<e, |y|<b,...,0y,|<b (@>0, 5> 0)

stetig sind und daselbst den Bedingungen geniigen :
n

(0) x!f;(xa Y5 - ooy yn) - f;(x, B1reeey zn)‘ —_<—Ma'1x]y;¢ - z#[,

=
nur ein System von Integralen Y153 Yy die fiir =0 verschwinden,

Beweis. Sind Y,> 2, zwei solche Integralsysteme, so ist mit Riick-
sicht auf (C)
19, (2) —2,(2)|

= |[th 0@, ) -t nen ... %, ()] d¢ |
(7) 0 '
e 19,2, ()
go Moz F dé
und auBerdem

% @)=z, (2) g (2) =2 (2)
; lim Y ———=lim =" 7\
(8) z->0 % 20

=400, ...,0) —£(0,0,...,0)=0.
Wenn nun nicht stets
Yu(@) =2 (2) fiix pu—1, 2,..,n
wire, 80 wire die Funktion

Max 1% (®)=2,(2)|
=1 z
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-

die wir mit Riicksicht auf (8) am Nullpunkt gleich 0 setzen, an einer
gewissen Stelle z, positiv. Ihr Maximum @ im Intervall 0 <z <=,
wire also positiv, ohne daB die Funktion konstant gleich G ware. Aus
(7) wiirde dann folgen:

Y, (2)—2,(2) |
xz

<%J-GdE=G fir 0<z<La,r=12,...,n.
0

Daher auch:

Max OO g s 0<2<a,

v=1

und folglich auch G < @, Was ein Widerspruch ist.

(Bingegangen am 29. Mai 1927.)
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