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Einleitung.

Die wichtigsten Randwertaufgaben der mathematischen Physik fiihren,
wie bekannt, auf das Problem der Eigenwerte, welches sich in dem
typischeri Falle der gewdhnlichen Schwingungsgleichung folgendermafen
formulieren 1aBt: Es sei im zwei- bzw. im dreidimensionalen Raume
mit den rechtwinkeligen Koordinaten z, y bzw. x, y, 2 ein Gebiet G' mit
stetig gekriimmter Begrenzung gegeben; gesucht sind diejenigen Konstanten
A, fiir welche die Differentialgleichung

(1) - du—+Au=0
eine nicht identisch verschwindende, im Inneren und auf dem Ra,ndelvop

G stetige Losung w besitzt, die am Rande des Gebietes einer homogenen
Randbedingung, etwa ' ‘

W

(2) w=0
oder

' ou
(3) 50
oder allgemeiner
(_4) . ZL: = ou

oder schlieBlich auf einem Teil R’ des Randes der Bedingung (3) oder
(4), auf dem iibrigen Teil R” des Randes der Bedingung (2) geniigt.
Hierbei bedeutet 4w den Differentialausdruck d
2 2 2 2 2
Au=%:—:—l—,2—y2, bzw. Au=g—£—z+%£+%—;-:,‘

» die nach innen gerichtete Normale, ¢ eine stetige oder stiickweise stetige
Funktion auf dem Rande. Die Konstanten 1 sind die ,,Higenwertes des
_Problems, die zugehdrigen Losungen u die ,,Eigenfunktionen. " Jeder
Eigenwert ist so oft zu rechnen, als es zu ihm gehdrige linear unabhingige
Eigenfunktionen gibt. Physikalisch sind die Eigenwerte bei den Schwin-
gungsproblemen im wesentlichen die Quadrate der Eigenschwingungszahlen
und dsher positiv. Wir werden im folgenden jedoch solche Fille nicht
ausschliefen, wo auch negative Higenwerte auftreten konnen. '

An Stelle der Differentialgleichung (1) kann man eine allgemeinere

Differentialgleichung
(5) L(u)+ 2ku=0

in Betracht ziehen, wobei L(u) ein sich selbst adjungierter elliptischer

Differentialausdruck der Form ; ,
op 0 op 0

E(w)=pdut g+t +qu
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ist. Hlenn sind p, a s g » ¢, kin G mit stetigen Ableitungen versehene
Funktionen, die obendrein noch den Bedingungen

6) p>0, k>0

geniigen sollen.

Man kann ferner analoge Eigenwertprobleme untersuchen, bei denen
an Stelle der gesuchten Funktion % ein Vekior u steht, welcher ebenfalls
am Rande gewissen homogenen Randbedingungen unterworfen ist.

Durch die klassischen Untersuchungen von H. A. Schwarz, H. Poincaré
und ihren Nachfolgern, vor allem aber durch die Theorie der Integral-
gleichungen sind die genannten Eigenwertprobleme in dem Sinne voll-
stindig gelost, daB die Existenz einer abzihlbar unendlichen, sich im End-
lichen nirgends hiufenden Menge von Eigenwerten 1,, 4,, 43, ..., des
»Spekirums®, und eines zugehdrigen vollstindigen Systems von Eigenfunk-
_ tionen w,, %,, U, ... erwiesen ist, welche die Gesamtheit aller linear von-
" einander unabhingigen Losungen des Problems darstellen. - Die ,,normier-
ten* Eigenfunktionen erfiillen die Orthogonalitatsbedingungen

(7) | [J buwmdzdy =0 (541)
8 ffkmdxdy—1- :

und ]@de den betrefienden Randbedingungen geniigende mit ihren Ablei-
tungen bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich im Innern und auf dem
Rande von @ stetige Funktion f 1Bt sich in eine absolut und gleich- .
miBig konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen entwickeln:

f=cyu 4ty +Caus + .. o,

Wobei die Entwicklungskoeffizienten mnach Fourieréchex Art durch die
Gleichung

(9) o;= [[hu,fdedy
gegeben sind. - ¢ ‘

Allgemein kann man fiir irgend zwei in G definierte Funktionen f; ¢,
deren Quadrate iiber G integrabel sind, die Fourierschen Koeffizienten ¢;,
7; gemaB der Definition (9) bilden. Bs gilt dann stets die sogenannte
Vollstandigkeitsrelation '

(10) {,fquodxdy= Wt earatorst-...

Nachdem diese Resultate gesichert sind, erscheint als die nachste
Aufgabe die Untersuchung der Abhdngighkeit der Eigenwerte von den Be-
dingungen des Problems, d. h. von dem zugrunde gelegten Gebiet &, von

den Randbedingungen sowie von den in der Differentialgleichung auftreten-
15



4 R. Courant.

den Ortsfunktionen. Auch vom Standpunkt des Physikers aus bieten diese
Fragen hohes Interesse. Fiir fundamentale Theorien der modernen the-
oretischen Physik, wie die Theorie der Hohlraumstrahlung und der spezi-
fischen Wdrmen ist insbesondere die asymptotische Verteilung der Eigen-
werte, d. h. das Verhalten des n-ten Eigenwertes bei wachsendem 7, von
entscheidender Bedeutung; die hier positiv angenommenen Eigenwerte sind
dabei in eine aufsteigende Reihe geordnet zu denken. A. Sommerfeld
und H. A. Lorentz') haben auf Grund physikalischer Erwigungen das
Postulat aufgestellt, daf die Eigenwerte der klassischen mit der Glei-
chung (1) verkniipften Schwingungsprobleme asymptotisch, d. h. bis auf
einen mit wachsendem n gegen 1 konmvergierenden Faktor, von der Gestalt
des Gebictes unabhdingig sind und sich lediglich durch dessen Flichen-
snhalt bzw. Volumen bestvmmen. :

Bezéichnet man z. B. fiir ein rdumliches Gebiet mit dem Volumen ¥V
mit A (1) die Anzahl der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen Eigenwerte
der Differentialgleichung (1), so driickt sich das asymptotische Eigenwert-
gesetz durch die Formel ‘

lim 24 _ Y

i e, 11} 6x?
aus. '
Die zuletzt genannte Frage nach der asymptotischen Eigenwertver-
teilung wurde von H. Weyl?) in einer Folge scharfsinniger Arbeiten auf-
genommen und in weitgehendem Umfange geldst, so daB das Postulat von
- Sommerfeld und Lorentz fiir eine Reihe der wichtigsten Schwingungs-
probleme mathematisch bewiesen ist.

Die Untersuchungen von Weyl beruhen auf der Aquivalenz des
Eigenwertproblems fiir die Differentialgleichung mit einem solchen fiir
eine Integralgleichung und auf der Anwendung von allgemeinen Sétzen
der Integralgleichungstheorie. ' Wirft man jedoch die Frage nach der
Abhsngigkeit der Eigenwerte von den' Daten des Problems in ihrer
vollen Allgemeinheit suf, so findet man, daB die .Benutzung der Inte-
gralgleichungen einen Umweg bedeutet, der keinen vollen Einblick in die
vorliegenden Zusammenhinge gewéhrt und nicht gleichméBig zum Ziele fithrt.

Ich méchte nun in der vorliegenden Abhandlung zeigen, daB man
von einem andern Gesichtspunkte aus einen direkten Zugang zu dem

1) A. Sommerfeld, Phys. Zeitschrift 11, 1910, 8. 1081; H. A. Lorentz Vortrag
auf dem internationalen MathematikerkongreB in Rom 1908; Phys. Zeitschr. 11 (1910),
S. 1248. — Zur PFrage der spezifischen Wirmen siehe P. Debye, Ann. d. Physik,
39 (1912), 8. 789 ff. : :

%) H. Weyl, Math. Annalen, 71, S. 441—479, zitiert mit A., Crelles Journal, 141,
8. 1—11, zitiert mit C. 1, daselbst S. 168—181, zitiert mit C. 2; dasselbe Journal, 143,
8. 177202, zitiert mit C. 3.

N . ‘ s r%_’%“"



Uber die Eigenwerte. . 5

ganzen Komplex der gestellten Fragen erhilt und in iberraschend ein-
facher und einheitlicher Weise zu einer wollstindigen Beherrschung der
Eigenwerte in threr Abhdngigheit von den Koeffizienten der Differential-
gleichung, den Randbedingungen wnd dem Gebiete gelangt. Die Sitze
iiber asymptotische Eigenwertverteilung ergeben sich dabei aus den all-
gemeinen Resultaten und Uberlegungen ganz von selbst und zwar fiir
samtliche betrachteten Randbedingungen und eine beliebige Anzahl von
unabhéingigen Variabeln; gleichzeitig erhilt man fiir den bei Ersetzung des
n-ten Eigenwertes durch seinen asymptotischen Wert gemachten Fehler eine
Abschétzung, welche die Weylsche an Genauigkeit wesentlich tibertrifft
und theoretisch befriedigend erscheint.

Der leitende Gedanke bei unserer Methode wird sein, die Eigenwerte
und Eigenfunktionen durch Eztremaleigenschafien zu charakterisieren, wie
dies auch dem Wesen der Schwingungsgleichungen entspricht, welche ja
aus Variationsproblemen entspringen.

Die seit langem bekannten Minimaleigenschaften der Eigenfunktionen
und BEigenwerte sind jedoch in ihrer klassischen Form®) ungeeignet, als
Grundlage der beabsichtigten Untersuchung zu dienen, da sie eine rekur-
rente Definition der Eigenwerte liefern, bei der man zur Charakterisierung
des n-ten Eigenwertes die Kenntnis der zu den vorangehenden Eigen-
werten gehorigen Bigenfunktionen voraussetzt. Von diesem Ubelstande
kann man sich nun durch eine(einfache Bemerkung befreien, welche dazu
fithrt, den n-ten Eigenwert fiir \sich nicht durch ein gewohnliches isoperi-
metrisches Minimum-Problem /zu char:-tkt}lisieren, wie dies bisher .iiblich
war, sondern durch ein neugrtiges mum-Minimum- Problem. Diese
an sich schon fruchtbare Bemerkung werden wir mit folgendem allgemeinen
Prinzip der Variationsrechnung in Verbindung bringen: Wenn in einem
Minimum-Problem der Bereich der zur Konkurrenz zugelassenen Ver-
gleichsfunktionen durch Verschdrfung der Bedingungen verengert wird,
so nimmt der Wert des Minimums nicht ab; wenn umgekehrt der Bereich
der zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen durch Milderung der Be-
dingungen erweitert wird, so nimmt das Minimum nicht zw. Durch
sinngemiBe Anwendung dieses Gedankens werden wir fast ohne jede Rech-
nung zu allen Resultaten dieser Abhandlung gelangen. "

Die independente Definition des n-ten Eigenwertes durch ein Maximum-
Minimum-Problem bietet iiberdies, wie in § 8 gezeigt werden soll, die
methodisch bedeutsame Moglichkeit, die Theorie der Eigenwerte von der-
Theorie der Eigenfunktionen vollstindig loszulésen, so daB die Resultate

%) Vgl. H. Weber, Math. ‘Annalen 1, S. 1ff.
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dieser Arbeit begriindet bleiben, auch wenn man von der Existenz der
Eigenfunktionen keinen Gebrauch macht*).

In § 1 werde ich die Formulierung und Begriindung der klassischen
Minimaleigenschaften geben. Diese Auseinandersetzung ist wiinschenswert,
weil sich in der Literatur die betreffenden Tatsachen nirgends zusammen-
héngend in der ndtigen Allgemeinheit dargestellt finden.

" Der § 2 enthilt einen Hilfssatz und einen sich daraus ergebenden
allgemeinen Satz iiber den wesentlich positiven Charakter der Eigen-
werte elliptischer Differentialgleichungen. In § 8 wird die Maximum-Mini-
mum-Eigenschaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen bewiesen. In § 4
werden eine Reihe grundlegender Siitze iiber die Verteilung der Eigen-
werte gefolgert; dabei ergeben sich durch physikalische Deutung der
gewonmenen Resultate allgemeine Sdtze diber die Schwingungszahlen
schwingender Systeme, die sich als Erweiterungen bzw. Ergéinzungen be-
rilhmter Untersuchungen erweisen, wie sie Lord Rayleigh in seiner
theorie of sound iiber schwingende Systeme von endlich vielen Freiheits-
geraden angestellt hat. In § 5 werden als weitere Folgerungen der all-
gemeinen Grundgedanken vor allem die Stetigkeitseigenschaften der Eigen-
werte in ihrer Abhingigkeit von den Daten des Problems erértert. Die
§§ 6, 7, 8, 9 enthalten Untersuchungen iiber die asymptotischen Bigenwert-
gesetze fiir die samtlichen oben angefiihrten Eigenwertprobleme, und dariiber
hinausgehend eine moglichst scharfe Abschétzung der durch die asym-
ptotische Formel gelieferten Genauigkeit. In § 10 endlich werden die Grund-
gedanken dieser Arbeit auf ein vektorielles Eigenwertproblem, némlich das
Problem der Hohlraumstrahlung angewandt. Hier ergibt sich' das Spek-
tralgesetz der Hohlraumstrahlung mit befriedigender Schirfe fast miihelos
ohne jede Rechnung oder Abschitzung aus unseren ‘allgemeinen Resultaten.

Die Methoden dieser Abhandlung sind in véllig unveréinderter Form
fiir eine beliebige Anzahl von wunabhdngigen Variablen snwendbar. Es
wird daher geniigen, der Betrachtung im allgemeinen. zwei unabhingige
Variable zugrunde zu legen. Wo Modifikationen in den Beweisen oder
den Resultaten bei Ubergang zu mehr unabhiingigen Veriinderlichen auf-
treten, wird dies ausdriicklich bemerkt und ausgefiithrt werden.

Im iibrigen sind die allgemeinen Uberlegungen dieser Arbeit auch
von der Ordnung der Differentialgleichung unabhingig, rso dal Resultate wie
z. B. die in § 4 entsprechend auch fiir solche Schwingungsvorginge gelten,
.welche von einer Differentialgleichung vierter Ordnung beherrscht werden,
etwa fiir die Schwingungen von Platten, die ja durch die Differential-
gleichung AAu % Ju =0 gekennzeichnet sind.

% Auf diesen Gedanken werde ich in einer' folgenden Arbeit niher eingehen.
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Vom prinzipiellen Standpunkt aus scheint mir die hier entwickelte
Methode insofern Interesse zu verdienen, als sie einen Beitrag zur Lo-
sung der seit Riemann und Dirichlet immer deutlicher hervortretenden
Aufgabe darstellt, die Tatsachen der Analysis unter dem Gesichispunite,
der Variationsrechnung zu ordnen wnd zu verstehen*®).

§ 1.
Die klassischen Minimaleigenschaften der Eigenwerte und '
Eigenfunktionen.

Um die Minimaleigenschaften der Eigenwerte und Eigenfunktionen,
der allgemeinen sich selbst adjungierten Differentialgleichung (5) zu ent-
wickeln, benutzen wir folgende abkiirzende Bezeichnungen:

pio1=[[{ (32 + ()] +av"Joxds,

- dg iy | g 0y
Hierbﬁéi sind @, v Funktionen in @, fiir welche die betreffenden Integrale
einen Sinn haben; D[¢] soll das Dirichletsche Integral der Funktion ¢
heilen. L
Ferner werden wir uns der Greenschen Formel

(11) Do, ] =l'—“fff13(¢)dxdy"—fpfg“§d3
(=] R

bedienen. In dieser bedeuten ¢, f zwei in G‘“j stetige Funktionen, von
denen die erste in G stetige Ableitungen erster und im Innern stiickweise
 stetige®) Ableitungen zweiter Ordnung besitzt, wahrend fiir die Funktion /'
nur stiickweise Stetigkeit der ersten Ableitungen in G vorausgesetzt zu werden

43) Den Grundgeda:nken der hier entwickelten Methode habe ich an dem Beispiel
der Differentialgleichung (1) und der Randbedingung (2) in einer Note in den Got-
tinger Nachrichten, 1919, S. 255ff. dargelegt. '

5) Mit der Bezeichnung ,stetig in G“ ‘soll hier, wie im folgenden stets Stetig-
keit mit EinschluB des Randes gemeint sein. ,

6) Stiickweise stetig soll eine Funktion in G heifen, wenn sie bis auf endliche
Spriinge an endlich vielen analytischen (oder allgemeiner stetig gekriimmten) Kurven-
stiicken und bis auf endlich viéle isolierte Punkte in G stetig ist. Gelegentlich werden
wir auch die abgekiirzte Bezeichnung ,stetig differenzierbar, Jstickweise stetig
differenzierbar® usw. gebrauchen, wenn wir Funktionen meinen, welche selbst stetig
sind und stetige bzw. stiickweise stetige Ableitungen besitzen. — Wir bemerken, da8
bei einer stetigen Funktion mit stiickweise stetigen Ableitungen diese letzteren tan-
gential zu jeder der betrachteten analytischen Linien stetig sein miissen.

-
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braucht. Mit ds ist das Linienelement. des Randes R von @ bezeichnef;
% bedeutet die. Ableitung nach der ins Innere von @G gerichteten

Normale.

Das Gebiet G sei zuniichst als von endlich vielen geschlossenen stetig
gekriimmten Kurven begrenzt vorausgesetzt.

Wenn auch die Funktion f die fiir ¢ gemachten Voraussetzungen
erfiill, so folgt unmittelbar die zweite Greensche Formel

(11a) H[fL(qv)— eL(f)]dzdy = —fp (f?,—"” - <p§f) ds.
@ R

Wir wollen. die Randbedi'ngungbn (2) oder (3) oder (4) betrachten,
wobei jedoch zunichst fiir die in der Bedingung (4) auftretende Funktion ¢
vorausgesetzt sei, dafl '

(12) 6=>0

gelte, wie dies iibrigens bei den meisten Problemen der mathematischen
Physik der Fall ist (z. B. bei Problemen der Warmeleitung). Dann ergibt
sich aus der Formel (11) sofort, daf8 alle Eigenwerte oberhalb einer end-
lichen Schranke liegen. Denn es folgt, wenn wir = @ = u setzen, wobei
u eine zum Eigenwert 1 gehorige Eigenfunktion des Eigenwertproblems:
ist, mit Riicksicht auf (8) ' '

D (4] =ffulkudzdy —fpug—:ds-—— l—fpu%:ds.
( R R

Da aber wegen der fiir die Eigenfunktion geltenden Relation (8) und der Be-
_schriinktheit der Funktion g in G das Integral f f gqu®dxzdy oberhalb einer
¢

nur von ¢ und % abhiingigen Schranke liegt?), so lé%gt auch D[u] ober-
halb dieser Schranke, und da ferner wegen der Vorzeichenbedingungen
p>0, 6 >0 das Randintegral jedenfalls nicht negativ ist, so folgt die
behauptete Eigenschaft der Eigenwerte unmittelbar. Wir diirfen uns die
Eigenwerte also in eine ansteigende Reihe geordmet demken:

(13) . llélﬁélsé"',

wobei jeder Eigenwert so oft zu schreiben ist, vﬁe seine Vielfachheit an-
gibt. - In entsprechender Weise werden die Eigenfunktionen durch
U, Uy, ... bezeichnet. 4

kMin ’
werte der betreffenden Funktionen in G- bedeuten. (Vgl. auch S.'36.)

") Es ist nimlich | f [ qutdady | < wobei | ¢ |ygax und by, die Extrem-
@

-
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Nunmehr lassen sich die klassischen Minimaleigenschaften der Eigen-
funktionen und Eigenwerte fiir die Randbedingungen % = 0 folgender-
mafen aussprechen:

Satz 1. Dern-te Eigenwert ), der Differentialgleichung L (u) -+ Aku =0
fir das Gebiet G ber der Randbedingung w =0 ist der kleinste Wert,
welchen das Integral D[] annehmen kann, wenn zum Vergleich- alle
in G stetigen und mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen versehemen,
der Randbedingung ¢ = 0 geniigenden Funktionen ¢ zugelassen werden,
welche die weiteren Bedingungen

(14) [[koudedy =0, (=12,...,n—1)
(&

(15) . fafk<p‘ldxdy=1

befriedigen. Das Minimum wird angenommen fir die n-te Eigenfunktion

Q=1u,.

+ Zum Beweise nehmen wir zunichst an, ¢ besitze in G stetige erste
und im Innern stiickweise stetige zweite Ableitungen, derart, daB das
Integral von L((p)g iiber G existiert. Dann folgt aus der Greenschen
Formel (11) wegen der Randbedingung ¢ = 0 fiir f=¢

D(g] == — {;ftpL(qv)dwd%

Wenden wir hierauf die Vollstindigkeitsrelation (10) an, indem wir an
Stelle der dort stehenden Funktion f den Ausdruck L—k@ setzen, so ergibt
sich

t=w

Dlp)=— 2 n[fwLlg)dzdy, wo y,=[[kpudedy,

i=1 @

und hieraus durch Anwendung der Formel (11a) auf jedes Glied der
Summe und Beriicksichtigung von L (u;) = — 4;ku;:

D] = 2}';}’3-
i=1

Da nun aus (14) und (15) ebenfalls vermdge der Vollstéandigkeitsrelation
die Gleichungen
7, =0, (¢=12,...,n—1)

2 =1
i=1

folgen, so ergibt sich unmittelbar wegen (13)

Dlg] 24,
wie behauptet wurde.



10 . R. Courant.

Um die zuniichst iiber die Ableitungen von ¢ gemachten Voraus-
setzungen abzustreifen, brauchen wir einige im. wesentlichen bekannte
A pproximationssitze, deren Beweis im Anhang dieser Abhandlung ange-
fiigt ist, um den Gedankengang hier nicht zu unterbrechen. Man kann
nimlich, wie im Anhang ausgefithrt werden soll, jede den Bedingungen
von Satz 1 geniigende Funktion ¢ durch eine ebensolche Funktion @’ beliebig
genau approximieren, welche iiberdies in @ durchweg stetige erste und im
Inneren stiickweise stetige zweite Ableitungen besitzt, fiir welche L (¢ )2
iiber @ integrabel ist, und deren Dirichletsches Integral sich von dem-
jenigen der Funktion ¢ um beliebig wenig unterscheidet. Aus dieser
Bemerkung folgt unmittelbar, daB die in Satz 1 ausgesprochene Minimal-
eigenschaft von w, auch gilt, wenn fiir ¢ auBer der Stetigkeit nur stiick-
weise Stetigkeit der ersten Ableitungen vorausgesetzt wird.

' Ganz ebenso wie Satz 1 ergibt sich die entsprechende Minimaleigenschaft
fiir die Randbedingung %1: =0. ' '

Satz 2. Der n-te Bigenwert 1, der Differegtialgleichung L(u)+ Aku=0

w

fﬁr das Gebiet G bei der Randbedingung —— =0 st der kleinste Wert,

den das Integral D[p] annehmen kann, wenn zum Vergleich alle in G
stetigen, mat stiickweise stetigen ersten Ableitungen versehenen, der Rand-

bedingung 2v =0 geniigenden Funktionen ¢ zugelassen werden, welche
die weiteren Bedingungen

(14) ' [[kpu,dzdy =0, (1=1,2,...,n—1)
@
(15) £J'k¢2dxdy=1 o

befriedigen. Das Minimum wird angemmohen fiir die m-te Eigenfunk-
tion @ =u,®).

Die Aussagen dieses Satzes lassen sich noch erweitern durch folgenden
Zusatz:

Wenn in dem Variationsproblem des Saizes 2 der Fumktion ¢ auf
dem Rande R keinerlei, Bedingung auferlegt wird, so bleibt die Aussage

von Satz 2 bestehen. D.h. die Randbedingung %—'—‘; = 0 stellt sich bei dem

Minimum-Problem von selbst ein, wenn die zur Konkurrenz zugelassenen
Funktionen @ am Rande iiberhaupt keiner Bedingung unterworfen werden.

Diese Tatsache folgt unmittelbar aus der Bemerkung, daB man jede
den Bedingungen des Zusatzes geniigende Funktion nebst ihrem Dirichlet-

%) Hierbei ist natiirlich A, =0, u, = const. als erster Eigenwert, bzw. erste Kigen-
funktion zu rechnen. o '
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schen Integral durch eine den Bedingungen des Satzes 2 geniigende
Funktion nebst deren Dirichletschem Integral beliebig genau appro-
ximieren kann. Die nahere Begriindung dieser Bemerkung wird ebenfalls
in den Anhang verwiesen.
~* Fiir die allgemeinere Ran&bedingung % = ou, wobel o eine stetige
Funktion auf dem Rande sei, erhdlt das charakteristische Variationsproblem
eine etwas andere Gestalt dadurch, daB zu dem Integral fiber das Gebiet G
noch ein Integral iiber den Rand R hinzutritt. Es gilt nimlich
Satz 3. Dern-te Eigenwert i, der Diff'erentialgleichung L(u)+1ku=0
ber der Randbedingung —aa% =ocu st der kleinste Wert, welchen der
Ausdruck .
| D¢l =Dlg|+ [poyp*ds

R

annehmen kann, wenn zum Vergleich alle in G stetigen mit stiickweise
stetigen ersten Ableitungen versehenen Funlktionen ¢ zugelassen werden,

welche der Randbedingung %f = o @ gentigen und auferdem die Bedingungen

[ kpu,dzdy =0, (3=1,2,...,m—1)
G

 [[kerdedy =1
(o) .

erfillen. Das Minimum wird angenommen fir die n-te Eigenfunktion
P =1U,.

Auch hier gilt entsprechend wie bei Satz 2 folgender

- Zusatz: Die Aussage von Satz 3 blesbt bestehen, wenn der Funktion ¢
keine Randbedingung auferlegi wird.

Der Beweis verliuft ganz ebenso wie bei den entsprechenden Tat-
sachen fiir die anderen Randbedingungen. Besitzt zunschst wieder ¢ in G
stetige zweite Ableitungen und existiert das Integral von L ()? iber G,
so folgt aus der Greenschen Formel (11) wenn man f= ¢ setzt,

V(gl=—[[oL(¢)dzdy.

Auf die rechte Seite wenden wir die Vollsténdigkeitsrelation an und
schlieBen sodann wortlich wie oben, indem wir beriicksichtigen, daB wegen
der Randbedingungen am. Rande
a
gilt. _ A
. Der Zusatz folgt aus der Bemerkung, daB wir jede den Bedingungen
des Zusatzes geniigende Funktion durch eine den Bedingungen des Satzes 3



12 R. Courant.

gentigende Funktion derart approximieren kénnen, dal dabei auch der
Wert von D [¢] und D [¢] beliebig genau’ approximiert wird. Auch dieser
Approximationssatz wird im Anhang bewiesen werden.

Die oben ausgesprochenen Sitze lassen sich in zwei Richtungen er-
weitern. Erstens kann man, anstatt auf dem Rande R durchweg die

Bedingung % = 0 oder% = ow zu betrachten, die letztere Bedingung auf

einem aus endlich vielen Stiicken bestehenden Teile R’ des Randes, die
erste — iibrigens aus der zweiten als Grenzfall fiir 6 = co sich ergebende —
Bedingung auf dem iibrigen Tell R” des Randes stellen, und obendrein
der Funktion ¢ noch eine endliche Anzahl von Spriingen gestatten. Zweitens
kann man die Voraussetzung, daB der Rand durchweg stetig gekriimmt
ist, aufgeben, und statt dessen zulassen, da8 der Rand aus endlich vielen
durchweg stetig gekriimmten — oder, was keine wesentliche Einschrinkung
fiir uns ist?), aus endlich vielen analytischen — Teilen besteht, die mit-
einander Ecken, oder im Raume Kanten bilden diirfen, ohne sich zu
berithren. Die in den Satzen 1—3 gekennzeichneten Minimaleigenschaften
der Eigenwerte und die Begriindungen dieser Sétze bleiben dann bestehen.
Dabei 'sind in den Eckpunkten des Randes, bzw. an den Punkten, wo die
Randbedingung unstetig wird, die Stetigkeitsvoraussetzungen iiber die ersten
Ableitungen durch die erweiterte Voraussetzung zu ersetzen, daB diese Rand-.
punkte kein Hindernis fiir die Anwendung der Greenschen Formel auf

das ganze Gebiet G bilden, daB also etwa das Integralf

Null erstrebt, wenn es iiber den in G liegenden Teil eines um den be-
treffenden Punkt geschlagenen Kreises vom Radius & erstreckt wird, und
wenn ¢ gegen Null riickt. In der Tat geniigen die Eigenfunktionen u
des Problems dieser Voraussetzung'?).

% Wie aus den spiter in § 5 bewiesenen Stetigkeitseigenschaften der Eigen-

werte folgt, ergeben sich alle Resultate der vorliegenden Arbeit unmittelbar fiir stetig

~gekrimmte, sogar noch allgemeinere erdstueke, wenn sie fiir analytische Rand-
" gtiicke gelten.

1) Das Eigenwertproblem der Differentialgleichung (1) bzw. (5) fiir Gebiete
mit Ecken usw. ist in einer Reihe neuerer Arbeiten behandelt: S. Zaremba, Journal
d. Math. 10 (1904), S. 895—444; L. Lichtenstein, Journal fiir Ma.thematlk 140 (1910),

- 8.100—119; Acta math. 36 (1913), S.345—386; T. Carleman, “Uber das Neumann-
Poincarésche Problem fiir ein Gebiet mit Ecken, Dissertation Upsala 1916; Bér,
Uber Greensche Randwertaufgaben bei der .Schwingungsgleichung, Dissertation
Wiirzburg 1915. Man wergleiche auch den soeben erschienenen Enzyklopadieartikel
von L. Lichtenstein. IIC8. ,Neuere Entwickelung der Potentialtheorie. Konforme
Abbildung.“ Die genannten Untersuchungen sind nicht ohne Weitlauftigkeiten, sie
beziehen sich ferner explizite nur auf das Problem in der Ebene (vgl indessen
Carleman, S. 31—38). Ich werde daher im folgenden, wenn es sich um Gebiete mit
Ecken bzw. Kanten oder um Randbedingungen mit Unstetigkeiten handelt, zeigen,
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Der Satz 3 und sein Zusatz sind zuniichst nur unter der Voraus-
setzung o > 0 bewiesen. Wenn auch diese Voraussetzung bei zahlreichen
Problemen der mathematischen Physik erfiillt ist, so gibt es doch Fille,
fiir welche dies nicht zutrifit, so z. B. die Randwertaufgabe der Strah-
lungstheorie fiic einen Hohlraum, der nicht von einer einzigen kon-
vexen Fliche begrenzt ist (siche § 10). Um die Voraussetzung ¢ > 0
beseitigen zu konnen, beweisen wir einen Hilfssatz, welcher zudem noch
ein selbstindiges Interesse besitzt.

§ 2.

Ein Hilfssatz. Ein allgemeiner Satz iiber den wesentlich positiven °
Charakter der Eigenwerte.

Der hier zu beweisende Hilfssatz, welcher spéter lediglich verwandt
werden wird, wenn es sich um die Randbedingung %%=ou mit nicht

" durchweg positiven oder verschwindendem o handelt, lehrt, dall gegen-
iber dem Dirichletschen Integral D[g] das Randintegral [pogp®ds
R

relativ beliebig klein wird, wenn der Wert des Dirichletschen Integrales
hinreichend gro8 ist und die Bedingung (15) gilt.

Hilfssatz. Ist g eine in G stetige, stiickweise steisg differenzierbare
Punktion mit beliebig grofem Dirichletschen Integral, welche der Be-
dingung ' ' '

(15) A j(;fkqvgdxdy=1

gewiigt, sind ferner ¢ und p beschrinkte, stickweise stetige Funktionen
der Bogenlinge s auf dem Rande R wvon G, dann ist das Randintegral

[ pogids
R
héchstens von der Grofenordnung ‘ .

VD (o], D)
d. h. es gilt stets eine Beziehung der Form i o T

| Jpogrds| <OVIDIII+ 0",

wobes C, C’ zwei von ¢ unabhdngige Konstanten sind.

wie man direkt und unabhingig von der genannten Literatur die Resultate der vor-
liegenden Arbeit sichern kann. — Ubrigens werden wir spéter an Gebieten mit Ecken
bzw. Kanten im wesentlichen nur Quadrate bzw. Wiirfel zu betrachten haben; hier
aber kennen wir die Eigenfunktionen explizite und stellen fest, daf sie noch in den
Ecken bzw. Kanten stetige Ableitungen besitzen.
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Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf der Anwendung der
Schwarzschen Ungleichung

(Sy-zdt)" < Jyrdt-[52ds,
welche fiir irgend zwei Funktionen v, y von ¢ gilt, wenn die betreﬂenden
Integrale existieren. ‘

Es sei zundchst L (u)=Adu, k= 1. ‘Wir betrachten vorab ein Ge-
biet, T' von folgender Gestalt (vgl. Fig. 1). Die Begrenzung wird gebildet
von drei sich rechtwinkelig schneidenden geraden Strecken
CA, AB, BD und einem mit stetiger Tangente ver-
g g’ sehenen Kurvenstiick CD, welches ganz in dem durch
AC und BD definierten Parallelstreifen liegt. Der
Hochstwert des Abstandes eines Punktes auf OD von 4 B
4 5 sel Kleiner als eine positive GréBe 2 k; andererseits mége

Fig. 1. die Kurve CD die im Abstande » zu AB durch das

Gebiet, T' gelegte Parallele A4’ B nicht treffen. SchlieB- -
lich soll der Winkel, den die Tangente in einem beliebigen Punkte von
CD mit der Richtung 4 B einschlieBt, absolut genommen, einen festen,
unterhalb  90° gelegenen Wert, etwa 60° nicht iibersteigen; A4 B falle in
die z-Achse, AC sei parallel zur y-Achse.

V]

Es sei @ eine im Bereiche 7T stetige, stiickweise stetig dJﬁeremmerbare
Funktion, deren Dirichletsches Integral

J G + () Jamay -2

existiert. Wir setzen ferner
(16) [ p2dady=a.
T

Die Werte vgn ¢ auf dem Kurvenstiick C D bezeichnen wir mit ¢ (s),
indem wir die zﬁnéﬁngigkeit von der Bogenlinge ¢ zum Ausdruck bringen,
Vermoge der Schwarzschen Ungleichung folgt aus der Identitdt

-~ ﬂ‘
(o9 = 9or )= | 25
Yo
fiir die Differenz zwischen einem Werte ¢ (s) und einem Werte g, der
zu einem Punkte mit derselben x-Koordinate wie der durch den ‘Wert

von s definierte Rgndpunkt und einer zwischen 0 und % liegenden y- -Ko-
ordinate y, gehort,

y(8) v (8)

[ () — 9] < 19(9) = || (32)" dy < 2h | (3*3)"’?# o

Yo
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Integrieren wir diese Beziehung iiber alle Werte von z zwischen den
Abszissen z, und x, der Punkte 4 und B, wobei ¢, bei festem y, eben-
so wie ¢ (s) als Funktion von s oder als Funktion von z angesehen
werden kann, so folgt

z,

S [9(s) =, dx < 2k Dy.

o
Wegen ‘gg ‘ < 2 ergibt sich, wenn wir links als Integrationsvariable s
einfiihren,

” 2
(17) J [(8) — ¢,] ds < 4k Dy.

SchlieBlich bemerken wir, dafl aus der Beziehung (16) die Existenz
eines Wertes y, folgt, fiir den '

(18) [ptas<e [praz<e

ist. Man erkennt dies uﬁmittelbar, wenn man das iiber das Rechteck
ABA'B' erstreckte Integral von ¢? als Sukzession zweier einfacher Inte-
grale, erst nach #, dann nach y, auffaBt und beachtet, daf dieses Inte
gral sicher kleiner oder gleich a® ist.

Nach diesen Vorbereitungen zerlegen wir den Rand R unseres Ge-
bietes G in eine endliche Anzahl m von Stiicken mit stetiger Tangente,
derart, daB in jedem Stiick die Tangente sich um weniger als 60 Grad
dreht, und schlieBen an jedes dieser Randstiicke ein Teilgebiet von G an,
welches den soeben betrachteten Typus 7' zeigt. Wir denken uns da-
bei die Zahl » so klein gewihlt, daB diese Teilgebiete, die wir mit
T,,T,,...,T, bezeichnen wollen, keinen Punkt von @ mehr als dreimal
. bedecken, behalten uns aber im iibrigen die Verfiigung iiber die Kleinheit
von h vor. ,

Ist @ eine der Bedingung (15) fiir =1 geniigende Funktion, und
bezeichnet af den Wert des iiber 7', erstreckten Integrales von ¢*, so
folgt jedenfalls '

(19) | Sass.

=1

‘Addiert man ferner simtliche durch die Beziehung (17) fiir die Gebiete T
gegebenen m Ungleichungen, so ergibt sich

(20) f[qo(s)—qoo] ds < 4h(Dp,+ D, + .. +DT,,)<12hD[¢]

wobei die Werte ¢, = @,(s) fiir jedes Stiick des Randes durch d_le oben
getroffene Festsetzung definiert sind.
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Setzen wir noch zur Abkiirzung
[o(s)'ds=r, [@2ds=rl, r>0, >0, |
: 4 : : :
und beachten, daB aus der Schwarzschen Ungléichqng
. ([ o-pods)* <rord
R ‘
folgt, so ergibt sich aus (20)

) 12hD[<p]>r2—|—r§——2'r'r0=(r—ro)”.
Andererseits liefert die Addition der Ungleichungen (18) fiir die Bereiche 7',
unter Beriicksichtigung von (19)

[prds=rt <.
R
Mithin ist

_— I 2

(21) r=[ords < (V12VZVD[¢]+£) .
R

Die Zahl % in dieser Ungleichheit ist — von einem gewissen Kleinheits-

grad an — frei verfiigbar und kann mit D[p] verdndert werden. Setzen

wir, was erlaubt ist, sobald D [¢] eine gewisse Girenze iiberschritten hat,

h={D[p]}7",
so folgt aus (21)
(22) i{gv“ds<0VD[<p,

und somit fiir alle Funktionen ¢
1{¢ﬂds<01/p[¢] -,

wobei €' und O’ numerische positive Konstanten sind.

Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, vorausgesetzt, da p=k=1, ¢ = 0,
o=1 ist. Fiir den allgemeinen Fall folgt er hieraus unmittelbar wegen
der Beschrinktheit von p, g, k, o, und wegen der durchweg geltenden Be-
ziehungen p >0, k> 0. Denn einerseits ergibt sich aus (15) und aus
der Beziehung ¥ > ¢, wo ¢ eine positive Konstante ist, die Beschrinktheit
von _f('; f p?dxdy, andererseits ist

| [ pogpds| <o’ [g2ds,
2 R

wo ¢’ eine andere pesitive Konstante ist, und schlieBlich erkennt man,
daB die Ausdriicke D[] und der spezielle Ausdruck fiir D[¢] im Falle
p=k=1, ¢ =0 gleichzeitig und von derselben Ordnung ins Unendliche
wachsen. Damit aber ist der allgemeine Fall auf den besonderen zuriick-
gefiihrt.
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Als erste Folgerung aus dem Hilfssatz ergibt sich die Tatsache, dafl
der Satz 3 des § 1 auch dann noch gilt, wenn die Funktion o auf R
negative Werte annehmen kann. Die Schliisse von § 1 beruhten darauf,
daB unterhalb einer festen Schranke nur endlich viele Eigenwerte liegen,
so daB man die Eigenwerte in eine ansteigende Reihe ordnen kann. Dies
ist auch der Fall, wenn nicht durchweg o>0. Denn aus dem Hilfs-
satz folgt

Satz 4. Die Differentialgleichung L(w) -+ Aku =0 kann auch be:
der Randbedingung ;)ﬁ = ou nur endlich viele negative Eigenwerte haben.

In der Tat, da sicher nur endlich viele Eigenwerte absolut genommen
unterhalb einer endlichen Schranke liegen, muf, von endlich vielen Eigen-
werten und Eigenfunktionen abgesehen, der Ausdruck

A==D[u] —}—ﬁfpou"ds

fiir eine Eigenfunktion w absolut genommen groBer als eine beliebig vorge-
gebene Zahl d sein. Wenn d iiber alle Grenzen wichst, kann D [u] nicht
beschréinkt bleiben, weil sonst dem Hilfssatz zufolge auch das Randintegral
mithin der Betrag von A beschrinkt bliebe. Wenn aber D[u]. hinreichend
groB ist, so betrigt nach dem Hilfssatz das Randintegral absolut genommen
nur einen beliebig kleinen Bruchteil von D [«], mithin ist dann der Eigen-
wert A positiv, da D [u] positiv ist. — Satz 4 erscheint an sich bemerkens-
wert, weil er besagt, daB der wesentlich positive Charakter der Eigenwerte
durch die Randbedingung nicht beeinflut wird, sondern lediglich auf der
elliptischen Natur der Differentialgleichung beruht.

‘ § 3.

Die Maximum-Minimum-Eigenschatt der Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Die oben entwickelten klassischen Minimaleigenschaften stellen eine
rekurrente Definition der Eigenwerte und Eigenfunktionen dar und sind
deshalb ungeeignet, die Grundlage einer Untersuchung zu bilden, welche
sich direkt auf den n-ten Eigenwert bezieht. Der gekennzeichnete Ubel-
stand 1aBt sich jedoch durch folgende Bemerkung beseitigen:

Wir betrachten irgendeines der in § 1 untersuchten Variationsprobleme,
etwa das allgemeinste aus Satz 8, und modifizieren es dadurch, dafB wir
der Funktion ¢ statt der Bedingungen (14) die n — 1 verinderten Be-

dingungen ’
(23) [[kovdady=0 (6=1,2,..., (n—1))
¢

- auferlegen, wobel v,, v,, ..., Up_; irgendwie gewdhlte in G stiickweise
Mathematische Zeitschritt. VII. : 2



18 R. Courant.

stetige Funktionen sind. Ob und wann das so entstehende Variations-
problem eine Losung besitzt, bleibe dahingestellt. Jedenfalls aber werden
die Dirichletschen Integrale D[] oder allgemeiner die Ausdriicke D[]
unter den gestellten Bedingungen eine uniere Grenze besitzen, welche von

den Funktionen v, v,,..., v,—, abhingig ist und mit d{v,, v,, ..., vy—,}
bezeichnet werden soll. Wir konnen nun leicht folgende Tatsache beweisen:
Die untere Grenze d{v,,v,,..., Vo1 des modifizierten Variations-

problems ist stets kleiner oder gleich dem Minimum 2, bei dem wur-
spriinglichen Variationsproblem, d. h. es gilt

(24) A{v, V5, .o s Vn—a} S A, =d{U, Uy, ..., Upn_1}.

Zum Beweise!?) bilden wir aus den ersten n Eigenfunktionen-u, , u,, ..., %,
des Randwertproblems mit » Konstanten ¢,, c,, ..., ¢, eine lineare Kom-
bination

@ =10, U+ CoUy ...+ C,u,
welche den 7 Bedingungen (23) und der Bedingung

(15) j{;fkcpﬂdxdyr—;l

gentigt. Die Bedingungen (23) stellen n —- 1 homogene lineare Gleichungen
fiir die n GréBen ¢; dar, wihrend die Relation (15) wegen der Ortho-
gonalitdt der Funktionen u, gleichbedeutend ist mit

(25) ci+e+...+el=
Die Bestimmung der ¢, ist somit stets mindestens auf eine Art méglich.
Die so gebildete Funktion ¢ geniigt iiberall auf dem Rande R von @
ebenso wie die Eigenfunktionen den gestellten Randbedingungen. Sie ist
also im Variationsproblem konkurrenzfihig.

Aus der Greenschen Formel (11) folgt, wenn wir fiir ]‘, @ zwei ver-
schiedene Eigenfunktionen ;, u, einsetzen
. D[w;, u,] —l—fpou{u]ads == 0. 4 R awdide,
Mithin wird L 1 7
D(p)=Dlyl+ [pogpds =ocll +ejh+...+elh,

also ist wegen (25) und wegen A, < 4.,

D[el<4

Damit ist bewiesen, daB bei vorgegebenen Funktionen v,, v,,..., Vs -1
der Ausdruck D [¢] Werte annehmen kann, die jedenfalls nicht groBer als
4, sind, und daB somit auch die untere Grenze d{v,, v,, ..., Un—y} dieser

11) Vgl. eine analoge, auch sonst in der Literatur &hnlich vorkommende Sohluﬂ- '
weise bei Weyl loc. cit.?) A, S. 445. '

v
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Werte nicht gréBer als i, ist. Da fiir v, = u,, . vey Vp—y = Uy -, diese
untere Grenze gerade gleicH i, wird, wie der § 1 lehrt, so erhalten wir
folgendes grundlegende Resultat welches die gesuchte 1ndependente Defi-
nition des n-ten Higenwertes darstellt:

Satz 3a. Es seten v, ¥y, ..., V-1 1 G n —1 stiickweise stet'bge
Funktionen, es sei ferner d{v,,v,,..., ¥y} das Minimum bzw. die
untere Grenze aller Werte, welche der Ausdruclc

D[e]=D|[¢] -}—Rf popds

annehmen kamn, wenn ¢ irgendeine in G stelige und stickweise stetig
differenzierbare Funktion ist, welche den Bedingungen

[[kgvdady =0, (4=1,...,n'—1)
[[kprdzdy =1,

sowie einer der betrachteten Randbedingungen gentigt. Dann ist der n-te
Eigenwert A, der Differentialgleichung L(w)—+ Aku =0 fir das Gebiet G
und die beireffende Randbedingung gleich dem gropten Wert, den diese

untere Grenze amnehmen kann, wenn fir die v,, ¥, ..., Vo, alle zu-
lassigen Funktionensysteme wn Betracht gezogen werden. Dieses Maaxi-
maum-Minimum wird erreicht fiir v, =1, ..., Vp_3="Up_1; @ =1U,.

Von der Randbedingung ¢ = 0 abgesehen, diirfen die Randbedingungen
wn dem Variationsproblem fortgelassen werden. :

Der algebraische Sinn dieser Maximum-Minimum-Eigenschaft er-
hellt aus dem Vergleich mit der folgenden, ganz ebemso zu beweisenden
Eigenschaft der Hauptachsen eines m-dimensionalen Ellipsoides:

Ordnet man die Ldingen der Hauptachsen eines m-dimensionalen
Ellipsoides in eine fallende Reihe, so ist die m-te dieser Zahlen gleich
dem Fleinsten Wert, welchen die Ldnge der groften Hauptachse eines
m — n +1-dimensionalen auf dem wrspriinglichen gelegenen Schnitt-
ellipsoides annehmen “kann, wenn die m — n 4 1-dimensionale Schniti-
ebene -alle moglwhen Lagen durchliuft.

Das Resultat dieses Paragraphen ist unabhiingig davon, ob das Gebiet
G aus einem einzigen in sich zusammenhingenden Stuck besteht. Es datf
“auch G aus einer Reihe von getrennten Gebieten &, 6", G", ... gebildet
sein, welche ihrerseits keine inneren Punkte gemein ha,ben aber wohl ge-
meinsame Randpunkte besitzen diirfen. Die Eigenwerte und Eigen-
funktionen von G sind dann emiach dle entsprechenden Eigenwerte und
Eigenfunktionen der Teilgebiete &, @, @7, ... ausammengenommen,
wobei jede dieser Eigenfunktionen immer nur in ihrem zugehérigen Gebiet

2*
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Q" von Null verschieden ist, und auBerhalb als identisch Null fort-
gesetzt wird. ' '

Physikalisch bedeutet dies die selbstverstindliche Tatsache, daB bei
einem Schwingungsvorgang, der mehrere voneinander getrennte Gebilde
erfaBt, diese Gebilde unabhéngig voneinander schwingen.

-Ferner sei noch bemerkt, daB die hier dargelegte Maximum-Minimum-
Eigenschaft, genau analog fiir sich selbst adjungierte Differentialgleichungen
hoherer Ordnung, z. B. die Differentialgleichung der schwingenden Platte

AAdu :lc A= ()
“herleiten la8t.

Man kann, worauf zum Schluf3 hingewiesen werden soll, die bewiesene
Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte geradezu als Ausgangspunkt
der Theorie der Eigenwerte wihlen, indem man das Variationsproblem
dieses Paragraphen an die Spitze stellt und den n-ten Higenwert einfach
als den Wert des Maximum - Minimums definiert. Man hat dabei unter
dem Maximum-Minimum die obere Grenze der Werte d{v,,%,,...9,_,}
zu verstehen. Wie sich aus den Betrachtungen des néchsten Paragraphen
unmittelbar ergibt, ist die Existenz des so definierten n-ten Eiéenwertes
einleuchtend?®), und zwar ganz gleich, ob der Rand Ecken bzw. Kanten
und die Randbedingung Unstetigkeiten aufweisen oder nicht. Ferner gelten
alle Betrachtungen und Séitze der folgenden Paragraphen ohne weiteres
fiir diesen neuen Eigenwertbegriff. Man ist also durch die gegebene De-
finition in der Lage, die Theorie der Eigenwerte von der Theorie der
Eigenfunktionen und den damit verbundenen Existenzschwierigkeiten voll-
stindig unabhingig zu entwickeln und auf eine elementare Grundlage zu
stellen??).

12) Man erhilt nimlich auf Grund der Uberlegungen des § 4 als obere Schranke
fiir diesen Wert den n-ten Eigenwert irgendeines im Innern von G liegenden Qua-
drates fiir die Randbedingung w4 =0, also eine wohlbekannte feste Zahl.

18) Der hier ausgesprochene Giedanke wire nichts als eine wenig interessante
Abstraktion, wenn der neue Eigenwertbegriff nicht etwas Ahnliches besagte wie der
+ iibliche; mit dem er ja, den oben gewonnenen Resultaten zufolge, im allgemeinen
gleichbedeutend ist. Ganz unabhiingig aber von den vorangehenden Entwickelungen
dieser Arbeit und fiir den allgemeinsten hier in Betracht gezogenen Fall ergibt sich,
wie ich in einer folgenden Arbeit ausfiihrlich zeigen werde, aus der Maximum-Minimum- .
Definition unschwer die Tatsache, daB man zu jedem Eigenwert 4 Funktionen ¢
finden kann, welche den Randbedingungen geniigen und fiir welche das Integral
f f [L(p)+ikpl®dedy so klein- wird wie man will. Diese ,genéherten Eigen-

G .

funktionen‘‘ geniigen mit beliebig groBer Genauigkeit denselben Relationen wie die
‘exakten Eigenfunktionen, insbesondere der Orthogonalitétsrelation. Sie kdnnen, also
in gewisser Weise die Rolle der gewdhnlichen Eigenfunktionen iibernehmen.
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§ 4. |
Folgerungen. Allgemeine Sitze iiber die Verteilung der Eigemwerte.
Anwendung auf Schwingungsvorginge.

Die Fruchtbarkeit der Resultate des vorangehenden Paragraphen beruht
darauf, daB man die Maximum-Minimum- Eigenschaft in Zusammenhang
bringen kann mit dem in der Einleitung erwihnten Grundprinzip der
Variationsrechnung, wonach durch Verschirfung der Bedingungen in einem
Minimumproblem der Wert des Minimums vergroéBert, jedenfalls nicht .ver-
kleinert wird, und ‘wonach umgekehrt bei Milderung der Bedingungen das
Minimum f&llt, jedenfalls nicht wéachst.

-Fiir die Schwingungsvorginge der Physik konnen wir aus diesem
Prinzip unmittelbar eine bedeutsame Folgerung ziehen. Wir betrachten
irgendein schwingungsfihiges System, dessen Eigenschwingungen durch ein
Eigenwertproblem der hiet behandelten Art charakterisiert werden, wo-
bei an Stelle der sich selbst adjungierten partiellen elliptischen Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung auch eine solche hoherer Ordnung oder ein
System von gewdhnlichen Differentialgleichungen treten: darf. Dann
beachten wir, daB irgendwelche Zwangsbedingungen, unter denen das
System seine Schwingungen auszufithren genétigt wird, sich mathem\atisch
als Nebenbedingungen fiir die in dem Variationsproblem auftretenden
Konkurrenzfunktionen ¢ aussprechen. Werden in dem Maximum-Minimux-
problem die Bedingungen fiir ¢ verschirft, so wird jedesmal bei fest-
gehaltenem System der Funktionen v,,v,,...,v,—; die untere (renze
d{v,, V5, ..., Vp—y} vergroBert oder jedenfalls nicht verkleinert, mithin
gilt dasselbe fiir das Maximum dieser unteren Grenzen, den n-ten Eigen-
wert. Entsprechend wird der Wert des Maximum-Minimums, d. h. der
n-te Eigenwert verkleinert oder jedenfalls nicht vergroBert, wenn die
Bedingungen fiir die Funktionen ¢ gemildert werden.

' Physikalisch besagt dies:

Satz 5. Waird ein schwingungsfihiges System gezwungen, unter
Zwangsbedingungen zu schwingen, so dndern sich der Grundion und
jeder Oberton mie anders als in wachsendem Sinne. Werden umgekehrt
Bedingungen, unter demen ein System schwingt, aufgehoben, so dndern
sich - der Grundton und jeder Oberton mie anders als in abnehmendem
Sinne. Dabei kénnen als Zwangsbedingungen auch innere Bedingungen
des Problems amgesehen werden.

Beispielsweise' mufl sich bei einer eingespanniten schwingenden elasti-
schen Membran der Grundton und simtliche Oberténe in dem angegebenen
wachsenden Sinne sindern, wenn die Membran auBer am Rande noch sonst
an Linien- oder Flachenstiicken festgehalten wird. Dagegen wird sich der
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Grundton und alle Obertone bei einer Membran in fallendem Sinne dndern,
wenn sie einen R¢f erhilt, oder bei einer schwingenden Platte wenn das
Material einen ,,Sprung bekommt. Im letzteren Falle werden namlich
fiir die Konkurrenzfunktionen ¢ ‘bzw. fiir deren Ableitungen an der Stelle
des Risses oder Sprunges die Bedingungen der Stetigkeit aufgehoben'*).

Mathematisch ergeben sich aus. unserem Prinzip eine Reihe von
wichtigen allgemeinen Sitzen diber die Eigenwertverteilung bei den be-
trachteten Randwertaufgaben. Der erste Satz bezieht sich auf die Rand-
bedingung % = 0 und vergleicht die BEigenwertverteilung fiir ein Gebiet &
mit der fiir Teilgebiete desselben Der zweite Satz leistet das entsprechende

fir die Ra.ndbedmgung == 0. Die: weiteren Sitze beziehen sich auf die

allgemeineren Ra.ndbedangungen und vergleichen die Spektra der Diffe-
rentialgleichung fiir verschiedene Formen dieser Randbedingungen.

Satz 6. Es seien &,q", Q" ... eine Anzahl von Teilgebieten des
Gebietes G, welche keine gemeinsamen inneren Punkie haben. Dann
18t die Anzahl A (1) der wunterhalb einer Grenze L gelegenen Higemwerte
der Differentialgleichung L(w)-+ Akwu=0 fir das Gebiet G bei der
Randbedingung u =0 mindestens so grofi wie die’ gesamie Anzahl der
unter derselben Grenze entsprechenden gelegenen Higenwerte der Teil-
gebiete G bei derselben Randbedingung®).

Dieser Satz 1i8t sich auch so aussprechen: Be: der Randbedingung
u =0 ist der n-te Eigenwert i, des Gebietes G kleiner oder gleich der
n-ten Zahl 1, aus der Gesamimenge der nach steigender Grife geord-
neten, in shrer richtigen Vielfachhest gezihlien Eigenwerte der Teilgebiete G.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgender Uberlegung. Legt
men in dem Maximum-Minimum-Problem, welches den Eigenwert 4, de-
finiert, den Funktionen ¢ die neue Bedingung auf, an allen Randern der
Teilgebiete ¢ und in dem ganzen, zu keinem der G gehorigen Teile
von G zu verschwinden, so wird einerseits dem oben formulierten Grund-
prinzip zufolge der Wert des Maximum-Minimums vergroBert, jedenfalls
nicht verkleinert. Andererseits ist das neuentstehende Maximum-Minimum-
Problem gerade dasjenige, welches den n-ten Eigenwert des aus den ge-
trennten Gebieten @', @”, ... bestehenden Gebietes definiert,.d. h. der
neue Wert des Maximum-Minimums ist gleich A}, und somit gilt 1, < A7,
wie behauptet wurde. '

14) Hiermit scheint die bekannte Tatsache zusammenzuhéingen, daf ein Porzellan-
teller, "welcher einen ,Sprung* erhdlt, seinem urspriinglichen Klang verliert und
dumpf klirrt.

15) Vgl. den entsprechenden Satz fiir dle Differentialgleichung (1) bei Weyl C.
Desgl. die oben zitierte Note des Verfassers. '
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Insbesondere ergibt sich aus dem bewiesenen Satze eine wichtige
Eigenschaft der zur Randbedingung w = (0 gehorigen Eigenwerte 1, die
man zweckmiBig als die Eigenschaft der Monotonitit bezeichnen kann.

~Satz 7. Der zur Randbedingung w = 0 gehorige n-te Higenwert
eines ‘Gebietes G ist mie grofer als der zur selben Ramdbedingung ge-
horige n-te Eigenwert eines Teilgebietes.
Der in Satz 6 ausgesprochenen Tatsache steht fiir die Randbedingung
= () eine entsprechende gegenuber

”n

Satz 8 Es seien G, G e ., ewne endliche Anzahl wvon Teil-
gebieten, welche das Gebzet G luclcenlos ausfillen. Dann ist die Anzahl

o _
dr

B () der unterhalb einer Grenze » gelegenen, zur Randbedingung ‘—;:f == ()

gehorigen Higenwerte der Differentialgleschung L (u)+ Akw =0 fir das
Gebiet G Fkleiner oder hdchstens gleich der gesamien Anzahl der zur
selben Randbedingung gehorigen, wunter derselben Grenze = gelegemen
Eigenwerte der Differentialgleichung fiir die Teilgebiete G®.

Man kann diesen Satz auch folgendermaBen aussprechen: Es sei x,;
die n-te der mach wachsender Grofle geordneten Zahlen aus der Gesamt-

menge der zu den Teilgebieten @” und der Randbedingung Z;—’:== 0.ge
horigen Etigenwerte, wobet jeder mit der richtigen Vielfachheit zu zdhlen

ist, damn st der n-te Higenwert », des Gebietes G fir dieselbe Rand—
bedingung grofler oder gleich der Zahl Hy-

Auch hierfiir folgt der Beweis fast unmittelbar durch A_nwendung
unseres allgemeinen Prinzips auf das Maximum-Minimum-Problem, welches
den n-ten Eigenwert x, von G charakterisiert. Denn wenn wir in
diesem Problem den zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen ¢ gestatten,
auf den in G verlaufenden Randlinien der Gebiete G derart unstetig zu
sein, daB sie beim Uberschreiten dieser Linien endliche Spriinge machen,
so wird durch diese Milderung der Bedingungen der Wert des Maximum-
Minimums verkleinert oder jedenfalls nicht vergroBert. Andererseits de-
finiert das modifizierte Maximum-Minimum-Problem nach § 3 gerade den

n-ten zur Randbedingung 311' = () gehorigen Eigenwert des Gebietes, wel-

ches aus den getrennten Gebieten G besteht, d. h. den Wert ». Hier-
mit. ist d1e Relation s, > bewiesen¢).

11%) Die oblgen Sétze 6, 7, 8 gelten, gleichviel ob die Teilgebiete Ecken. haben
oder nicht, Will' man im Falle des Auftretens von Ecken den Beweis, von der
Kenntnis der Existenz und der Eigenschaften der Eigenfunktionen unabhéngig machen
und auf die Maximum-Minimum-Definition der Eigenwerte stiitzen, so verfihrt man
in diesem Zusammenhange am kiirzesten folgendermaBen: Zum Beweise von Satz 6
betrachte man statt der Gebiete G zunschst Gebiete Gm (m=1,2,8,...), wobei
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Die nachfolgenden Séitze geben AufschluB iiber das gegenseitige Ver-
haltnis der Spektren der Differentialgleichung bei den verschiedenen Arien
der vorkommenden Randbedingungen. ‘

Satz 9. BEs sei 1, fir das Gebiet G der n-te zur Randbedingung

-0 gehorige Eigenwert der Differentialgleichung L (u) - Ak =0,
%, der n-te Eigenwert fiir die Randbedingung Z:‘ == 0, schliefiich u, der

n-te Bigenwert fiir die Randbedingung gg = ou oder allgemeiner :;f = ou

auf eimem Teile R’ des Randes R, w=0 auf dem dbrigen Teile R”
des Randes. Damm st stets

(26) . Fl'n é Aﬁ’
und bei wnicht megativem o .
(26&) “‘n";—&_': #n'

. Mit andern Worten besagt der Satz, daf unter den betrachteten Rand-
bedingungen w =0 die schérfste, und wenn o micht negativ wird, 3:’” e
die maldeste ist.

G,,(,? in G@® liegt, keine Ecken mehr hesitzt und mit wachsendem m gegen G% kon-
vergiert. Fiir die G,(,f) gilt der Beweis des Textes. Andererseits konvergieren die

Eigenwerte der G,‘,? gegen die der G, wie die lediglich auf der Maximum-Minimum-
Eigenschaft beruhenden Ausfiihrungen am SchluB des folgenden Paragraphen zeigen.
Hieraus aber folgt unmittelbar der Satz 6 fiir die Gebiete G,

Zum Beweise von Satz 8 modifizieren wir das urspriingliche Maximum-Minimum-
Problem, welches den n-ten Eigenwert von G definiert, dadurch, daB wir wie oben

im Text den Funktionen ¢ auf den in G liegenden Randstiicken der G% endliche
Spriinge gestatten, und daB wir dariiber hinaus von jeder der Funktionen v, iden-
tisches Verschwinden in allen Gebieten G-® mit Ausnahme je eines verlangen. Der
Wert des Maximum-Minimums bei dem so modifizierten Variationsproblem ist der

n-te unter den zur Randbedingung ?a—qs- =0 gehdrigen nach der Grofe geordneten Higen-

werten der simtlichen G-®. Andererseits wurde durch Erweiterung der Zulassungs-
bedingungen fiir die Funktion ¢ jeder Wert d {vl, Ugs + voy Unmy }verringert oder nicht
vergroBert und desgleichen durch die Verringerung des Variabilititsbereiches der
Funktionen v, die obere Grenze dieser Werte d {1:1, Vas s = 'v,,_l} wiederum verrin-
gert oder nicht vergroBert. Hieraus folgt der Satz unmittelbar wie im Text.

Es bediirfte dieser Uberlegungen gar nicht, wenn man.sich auf den Satz stiitzen
wiirde, daB auch bei Zugrundelegung der Maximum-Minimum-Definition des n-ten
Eigenwertes die Eigenwerte eines aus getrennten Gebieten bestehenden Gebietes mit
denen der Teilgebiete identisch sind. Dann bleiben einfach die Uberlegungen des
Textes unverindert bestehen. Der genannte Satz ist jedoch hier nicht, wie bei der
Kklassischen Eigenwertdefinition, trivial, und sein Beweis wiirde nicht kiirzer sein als
die hier gemachten Ausfiihrungen.

Es sei nochmals .darauf hingewiesen, daB uns diese Betrachtungen von allen
durch Ecken bzw. Kanten entstehenden Schwierigkeiten befreien.
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Der eine Teil des Satzes, namlich die Beziehung x, < u, folgt aus
der Tatsache, daB fiir 6> 0 stets das im Ausdruck D[] auftretende
Randintegral groBer, wenigstens aber gleich Null wird, daB also hier ‘stets

D[pl2D[e]
ist. Daher aber ist auch die untere Grenze der linken Seite bei gegebenen
Funktionen w,, v,, ..., vy—, groBer oder gleich der unteren Grenze der

rechten Seite, also stehen auch die Maxima dieser unteren Grenzen in der-
selben Beziehung, d. h. es gilt eben w & 2,

Um den zweiten Teil der Behauptung, d h. die Ungleichung u, < 4,
einzusehen, betrachten wir ein Teilgebiet G’ von G und dessen zur Rand-
bedingung u = 0 gehorigen n-ten Eigenwert An. Wenn wir in dem Maxi-
mum-Minimum-Problem, welches den n-ten Eigenwert w, von G charak-
terisiert, der Funktion ¢ die weitere Bedingung auferlegen, iiberall in &
auBerhalb G’ zuﬁverschwmden 80 wud sicher der Wert des Maximum-
M1mmums(verkle1nert ‘oder mchg\ vergroBert Andererseits ist dieser neue
Maximum-Minimum-Wert offenbar mit 1, identisch. Es gilt also g, < .
Nun ist aber, wie wir im nichsten Paragraphen sehen werden, der n-te,
zur Randbedingung u = 0 gehdrige Eigenwert Ay, eine stetige Funktion des
Gebietes. Wenn also das Gebiet @' so gewihlt wird, daB8 es das Gebiet ¢
hinreichend genau approximiert, so unterscheidet sich i, von 2, um be-
liebig wenig. Also gilt auch u, < 4,, wie behauptet wurde.

Bei den Anwendungen des Satzes 9 miissen wir beachten, dafl die
Anzahlen der betrefienden Eigenwerte unterhalb einer gegebenen Grenze
in der umgekehrten GroBenbeziehung stehen wie die Eigenwerte selbst.

Zusatz zu Satz 9. Dze Aussage von Satz 9 bleibt bestehen, wenn

man die Ra,ndbedmgung " = ou macht wberall, sondern nur auf eimem
Teile des Randes R bder des Ranmdstiickes R’ durch die Bedingungen
::—‘ =0 bzw. u == 0 erseizt.

Der Beweis folgt genau so wie der des Satzes 9 selbst. -
Satz 10. Wenn in der Ra’ndbedmgung 7 —=ou auf R die Funk-

tion o entweder an jeder Stelle vergrofert oder verkleinert wird*™), so kamn
sich jeder einzelme Eigenwert mur im selben Sinne dndern. '

Auch diese sehr bemerkenswerte Tatsache ist eine unmittelbare Folge
der Maximum-Minimum-Eigenschaft. Denn der Ausdruck ®[¢] éndert
sich bei glelch.smmger Anderung der Funktion ¢ fiir jedes ¢ im selben
Sinne wie ¢, also auch seine untere Grenze bei gegebenen v, und damit
das Maximum dieser unteren Grenze.

1) Dabei ist natiirlich auch eine Anderung um Null zugelassen.
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Wir erkennen aus den letzten Sétzen, daB die Eigenwerte fiir die
verschiedenen Randbedingungen in charakteristischen Beziehungen zueinan-
der stehen. Andert man die Funktion ¢ an jeder Stelle monoton von 0
bis 0o, so wichst jeder e1nze1ne Eigenwert monoton von dem Werte, den

er bei der Randbedmgung +— == 0 hat, bis zu dem Werte, den er bei der

Randbedingung » = 0 erhalt

Wir werden im nachsten Paragraphen erkennen, daB dieses Wachstum
stetig vor sich geht. Weiter wird die Untersuchung der asymptotischen
Eigenwertverteilung zeigen, dafl trotz des gekennzeichneten Verhaltens der
Eigenwerte doch der asymptotische’ Wert des n-ten Eigenwertes unab-
hingig von der Randbedingung bleibt, daB sich also das Wachstum des
Eigenwertes bei Wachsen der Funktion ¢ nur in einem zur GroBe des Eigen-
wertes unvergleichlich geringen Spielraum vollzieht. '

Auch die hier zuletzt entwickelten Tatsachen haben simtlich eine

einfache physikalische Bedeutung. Wir erkennen nimlich in der Rand-

bedingung 3? == ( ‘die eines sogenannten ,freien Randes, d. h. eines

solchen, wo bei dem Schwingungsvorgang keinerlei Randbedingung gestellt
ist, wo z. B. im Falle der Akustik die schwingenden Massen am Rande
in keiner Weise festgehalten werden. Die Randbedingung g” == gu ent-
spricht einem mit elastischen Kréften gehaltenen Rande, wobei die GréBe
der festhaltenden Kraft durch die Funktion o bestimmt ist. Die Be-
dingung % == 0 stellt den Fall dar, wo diese Kraft unendlich grol ge-
worden ist, d. h. der Rand absolut festgehalten wird.

§ 5.
Weitere Folgerungen. Stetigkeitseigenschaften.

Die Maximum-Minimum-Eigenschaft des n-ten Eigenwertes gestattet
uns, ohne Schwierigkeiten die Abhangigkeit der Eigenwerte von den Koeffi-
zienten der -Differentialgleichung, den Randbedingungen und dem Gebiet @
zu untersuchen. . ‘

Satz 11. Wenn n der Differentialgleschung L (u) -+ iku =0 der
‘Koeffizient k an jeder Stelle im selben Sinme verdndert wird, so dndert
sich bei jeder Ramdbedingung der n-te Eigenwert im entgegengesetzten Sinne;
wird der Koeffizient p uberall gleichsinnig verdndert, so am,dert sich jeder
Eigenwert im selben Stnne; wm Falle der Randbedmgung 5, == 0w st haer-
hei o6 > () vorauszusetzen.

In der Tat, es werde zundchst p iiberall gleichsinnig verdndert. ,Dann,
dndert sich fiir jede konkurrenzfihige Funktion ¢ der Wert des Ausdruckes
D [¢] monoton im selben Sinne, mithin auch die untere Grenze dieser Werte
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bei festen v;, also auch das Maximum dieser unteren Grenzen, der n-te
Eigenwert. Wird k& monoton veréndert, etwa in k', so wird eine Funk-
tion ¢, welche vorher den Konkurrenzbedingungen geniigte, dies nicht
mehr tun, vielmehr muf sie, um nunmehr der Bedingung

| ,L‘fk'qﬂdxdyzz 1

zu geniigen, mit einem gewissen konstanten Faktor multipliziert werden,
der kleiner als 1 resp. groBer als 1 wird, je nachdem k& wachsend oder
fallend sich gedndert hat. Die mit diesem Faktor multiplizierte Funktion ¢
werde ¢’ genannt. Da dieser Faktor quadratisch in ® [¢] eingeht, so
erkennt man, daB je nach der Art der Anderung von k die untere Grenze
der Werte D[] bei festgehaltenen Funktionen v; nicht kleiner bzw. nicht
groBer wird, als die untere Grenze der Ausdriicke D[¢'], wobei hier

aber an Stelle der Funktionen v; entsprechend der Verwandlung von k in

k' die Funktionen v/ — v,--kl—r, getreten sind. Da das System der Funktionen

v, zugleich mit dem der Funktionen v/ den ganzen Bereich der zuldssigen
Funktionssysteme erschopft, so folgt ebenso wie oben, daf das Maximum
. der unteren Grenzen von D[] und D[¢’] in der umgekehrten GroBen-
beziehung zueinander stehen wie die' Funktionen k und 78

Aus der so bewiesenen Tatsache ergibt sich die Stetigkeit der Eigen-
werte in ihrer Abhingigkeit von p und k. Wenn némlich zundichst die
Funktion k in k' geéndert wird und dabei 0 < (1 —e&)k <k <(1+4-¢)k,
ist, unter & eine positive Zahl verstanden, so muf infolge des Satzes 11
der n-te Eigenwert der Differentialgleichung fiir die Funktion k' zwischen
den n-ten Eigenwerten liegen, die wir erhalten, wenn wir in der Diffe-
rentialgleichung & durch k(1 — &) bzw. k(1 +-¢) ersetzen. Das aber sind
offenbar der mit den Faktoren (1 —e)™* bzw. (14&)”" multiplizierte
n-te Higenwert der urspriinglichen Differentialgleichung. Wenn ¢ hin-
reichend klein genommen wird, so liegen diese beiden Zahlen beliebig
nahe beieinander, und damit ist die behauptete Stetigkeitseigenschaft be-
wiesen.

Genau so verlauft der Beweis, wenn p gedndert ﬁrd, vorausgesetzt,
daB die iﬁ der Randbedingung g—:‘:’ 0w auftretende Funktion ¢ nirgends,
negativ wird. Ist dies nicht der Fall, so beachte man, daB nach dem Hilfs-
satz in § 2 jedenfalls das Randintegmlgpogv"ds mit D[] und D[]

_ zugleich beschrénkt bleibt. Da man nun in dem Maximum-Minimum-
Problem, welches den n-ten Eigenwert definiert, fiir die Werte von D [¢]



28 R. Courant.

von vornherein eine geeignete obere Schranke festsetzen darf'®), ohne die
Losung .des Variationsproblems zu &ndern, so folgt, daB eine hinreichend
kleine Anderung der Funktion p das Randintegral fiir alle bei Innehaltung
 dieser Schranke zuldssigen Funktionen ¢ um beliebig wenig veréndert, wo-
raus sich wiederum die Stetigkeit des n-ten Eigenwertes als Funktion
von p ergibt. ‘ , ,

~ Ebenso hingt der n-te Bigenwert stetig von g ab. Es folgt nimlich
“aus der Relation k> k,, wo k,, eine positive Konstante ist,

= [[ko*dady >k, [[p*dady.
G , (e}
Somit ist. fiir alle zulissigen Funktionen ¢ das Integral f [ ordedy
* : é

beschrénkt. Daraus ergibt sich, daB bei hinreichend kleiner Anderung
der Funktion ¢ sich der Ausdruck ® [@] um beliebig wenig &ndert, und
zwar um gleichmiBig wenig fiir alle zulissigen Funktionen ¢. Also gilt
dasselbe fiir das Maximum-Minimum von D [¢].

Zusammenfassend erhalten wir das Resultat:

Satz 12. Der n-te Bigenwert der Differentialgleichung L(w) 4 kw =0
dndert sich fir alle betrachteten Randbedingungen stetig mit den Koeffi-
zienten der Differentialgleichung. '

In shnlicher Weise erkennt man die Stetigkeit der Eigenwerte in ihrer
Abhiingigkeit von der in der Randbedingung auftretenden Funktion 6. Wir
diirfen wiederum von vornherein in dem Variationsproblem voraussetzen,
daB die Ausdriicke ® [¢] unterhalb einer festen Schranke liegen. Dann
liegt auch das RandintegralRf @? ds unterhalb einer festen Schranke. Andern

wir also in dem Randintegral [po@®ds die Funktion o um hinreichend
:

wenig, so #ndert sich auch dieses Randintegral um gleichmaBig beliebig
wenig, somit gilt dasselbe fir ® [¢] und daher auch fiir das Maximum-
'Mjnimum von D [¢p]. Wir haben also das Resultat:

Satz 12a. Der n-te Eigenwert dndert sich stetig mit der in der
Randbedingung g:‘ = gU auftrete'nden.Funktion a.

Wir untersuchen schlieBlich die Stetigkeitseigenschaften des n-ten
Eigenwertes als Funktion des Gebietes G und wollen dabei zeigen, dal

der n-te Eigenwert eines Gebietes G" den n-ten Eigenwert des Gebietes G
. 2 b
1%) Etwa den zur Randbedingung = 0 gehdrigen # -ten Eigenwer eines be-
liebigen im Innern von G- liegenden Quadrates. Denn zufolge der Sitze 9 und 7-
ist der betrachtete n-te Eigenwert von & sicher kleiner als der eines solchen Qua-
drates. Die Festsetzung dieser oberen Schranke fiir ® [¢] kann also an der Losung
4o Maximum-Minimum-Problems nichts @ndern.
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bei entsprechenden Randbedingungen beliebig genau approximiert, wenn
das Gebiet @ durch das Gebiet G’ hinreichend genau approximiert wird.
Dabei miissen wir jedoch den Begriff der Approximation eines Gebietes G
~durch ein anderes @ geniigend scharf fassen. Sobald in den Rand-
bedingungen normale Ableitungen auftreten, werden wir uns nicht mehr,
" wie es in der Analysis situs iiblich ist, damit begniigen kénnen, dall der
Rand von @ den Rand von G approximiert, wir werden vielmehr ver-
langen miissen, da$ auch die Normalen des Randes von @' die des Randes
von @ approximieren. In der Tat kann man zeigen, daB bei der milderen
Auffassung der Approximation der n-te Eigenwert nicht eine stetige
Funktion des Gebietes zu sein braucht'?). :

Analytisch konnen wir die Approximation des Gebietes G' durch da
Gebiet G’ im scharferen Sinne folgendermafien kennzeichnen.

Das Gebiet G’ geht mit Einschluf des Randes punktweise in das
Gebiet @ mit EinschluB des Randes iiber durch Transformationsgleichungen
der Form

(27) '=wtg(@y), Y =y+h(zy)
wobei die Funktionen g,  im ganzen Gebiet stetig und mit stiickweise

1) Als einfachstes Beispiel fiir dieses Vorkommnis diene folgendes: Es sei
L(g)=A4¢,k=1. G sei ein Quadrat von der Seite 1. AuBerhalb G, zu G parallel
orientiert und der Mitte einer der Seiten ¢ von G- gegeniiber werde ein zweites
Quadrat G, von der Seitenlinge s im Abstande & angebracht und sodann sein Inneres
mit dem von @ durch einen schmalen, senkrecht zur Mitte von ¢ verlaufenden Steg S-
verbunden, welcher von zwei im Abstand # parallelen Geraden der Lénge s begrenzt
wird. Das Gebiet ¢’ mdge aus den beiden Quadraten G' und G, sowie dem Stege S

bestehen. Der erste Eigenwert von @' bei der Randbedingung Z;_a:___ 0 ist », =0, die

zugehorige Eigenfunktion ist u, = const. Wenn nun zu jedem s die Breite 7 des
Streifens S hinreichend klein gewiihlt.wird, so kann auch der zweite Eigenwert von
@' beliebig klein gemacht werden. Betrachten wir nimlich eine Funktion ¢ in G',

welche in G, gleich —%—, in G gleich einer Konstanten ¢ ist und in S linear von ¢
nach — — abfills. Die Konstante ¢ sei so bestimmt, daB das iiber ¢’ erstreckte Inte-

gral von @ verschwindet. Wenn 7 hinreichend Klein ist, wird sich ¢ von 0 um beliebig
wenig unterscheiden. Das Dirichletsche Integral von ¢ iiber @ wird also von der

GrSBenordnung %. Wenn daher # als ein hinreichend kleiner Bruchteil von & gewihlt

wird, so ist dieses Integral beliebig klein, withrend das Integral von ¢?* iiber @' sich
beliebig wenig von 1 unterscheidet. Daher ist der klassischen Minimaleigenschaft
der Eigenwerte und Eigenfunktionen zufolge erst recht der zweite Eigenwert von (e
beliebig klein. LSt rhan also s gegen Null konvergieren, so konvergiert der

zweite Eigenwert von @’ sicherlich gegen Null, wenn %gegen Null konvergiert. Der

zweite Eigenwert von G ist jedoch positiv; also ist er nicht der Grenzwert des
zweiten Eigenwertes von @', obwohl der Rand von @' gegen den von G konvergiert.
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stetigen ersten Ableitungen versehen sind,und wobei diese Funktionen ebenso
wie ihre ersten Ableitungen absolut genommen unterhalb einer hinreichend
kleinen positiven Schranke & liegen. Wenn dies der Fall ist, so sagen wir,
daf3 das Gebiet G durch das Gebiet @/ mit der Genauigkeit s approxi-
miert wird.

Konverglert & gegen Null und éndert sich G’ entsprechend 80 sagen
wir, daB @' stetig in G iibergeht. Nunmehr gilt, wie wir zeigen wollen,
der folgende Satz.

 Satz 13. Der n-te Eigenwert der Differentialgleichung L(w )+ Akw=-0
bet irgendeiner der betrachteten Randbedingungen dndert sich stetig, wenn
das Gebiet G in dem gekemnzeichneten Sinme stetig deformiert wird.

Zum Beweise betrachten wir eine Folge von Gebieten G, fiir welche
die oben eingefiihrte Zahl e gegen Null konvergiert. Wir transformieren
- den Ausdruck ®[¢] durch die Transformation (27) in einen Ausdruck fiir
das Gebiet G' und erhalten dabei fiir D[¢] das Integral

ﬂ (Coa+30)+i 0 +(oi i (45 [porauasay,

wobe1 zur Abkurzung fiir die bei hinreichend kleinern & beliebig wenig
von 1 verschiedene Funktionaldeterminante

¥=(14+3) (1+5) o5 5

gesetzt ist. Fiir das Randintegral ergibt sich
| " [pogrds=[pogsods
R R’ 8

Hierbei bedeutet ds’ das Linienelement des Randes R’ von G'. Beachten
wir nun die Relation '

op 09 5 qo“ ' g,
2”ax,ayd dy’ <ff a— Y] da ay,

so folgt aus . .
e < 1< Bl
Dlg]=(1+34, )ff "+ (22)] + a9*}aa’ay
sowie

fpaqo"ds =(1434, f op?ds’,
R
wobei d,, J, zwei zuglelch mit & gegen Null strebende GroSen sind, mithin

. ' Dp]=(1+8)D'[¢],
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wo J, mit & zugleich gegen Null strebt und wobei D[] den D [¢]
entsprechenden Ausdruck fiir G’ bedeutet.

Wir haben ferner die Nebenbedingungen (15), (23) des § 3 fiir die
Funktionen ¢ zu transformieren und erhalten '

JJko*dudy = [ [k M " ¢*da’dy =1

¢ @
J[kpvdedy=[[kM "ovda’dy’ =0, (i=1,...,n—1).
@ ¢

Ersetzen wir also die Funktionen v; durch v/ = v; M~ " und multiplizieren
die Funktion ¢ mit einem — bei kleinem ¢ von 1 beliebig wenig ver-
schiedenen — konstanten Faktor, so daB fiir die neu entstehende Funk-
tion ¢’ die Relationen

ko tda' dy =1,
G’

ffkm’v{dzldy’r—- 0 (1=1,2,...,n— 1}
gelten, so wird erstens ¢
D[p]=(1+8)D'[¢'],
wobei J eine mit ¢ gegen Null konvergierende Zahl ist; zwéitens‘geniigt
die Funktion ¢ als Funktion von z, ¥’ in ¢ aufgefalt den Bedingungen
des Maximum - Minimum - Problems, welches den n-ten Eigenwert von &
charakterisiert, wobei die Funktionen v/ = M~ - v, die Rolle der Funktionen v,
in @ spielen. Da nun-der Bereich sémtlicher .zuléssiger Funktionen-
systeme v; zugleich mit dem der Funktionensysteme v, durchlaufen wird, so
folgt, daB auch das Maximum-Minimum der linken Seite sich von dem
der .rechten nur um einen — mit gegen Null konvergierenden ¢ — gegen
1 konvergierenden Faktor unterscheiden kann. Damit aber ist Satz 13
bewiesen. Wir erkennen gleichzeitig aus der obigen Entwicklung, dafB
dieser Satz sich folgendermaflen prizisieren laBt:

Zusatz zu Satz 13. Wenn ein Gebiet G’ in ein Qebiet G durch
die Tramsformation (27) dibergeht und dabes 43—5 ; <e, ’% ' <e,

oh

5}' <&
%!l < ¢ ist, unter & eine beliebig kleine positive Zahl verstanden, so gibt
es eine nur von & abhdngige, mit & zugleich gegen Null konvergierende
Zahl n derart, dap die n-ten Eigenwerte p,, uy der Gebiete G und Q' fiir
wrgendwelche der betrachteten Ramdbedingungen und jedes n.der Beziehung
o

Fn

‘ 1

<

geniigen. .
Fiir die Randbedingung u =0, bei welcher keinerlei normale Ableitung

auftritt, gilt naturgemaB der Stetigkeitssatz im weiteren Umfange:
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Satz 14. Der n-te Eigenwert der Differentialgleichung L(u) -+ Akwu =0
fiir die Randbedingung w = 0 ist auch dann noch eine stetige Funktion
des Qebietes G, wenn bet der stetigen Deformation des Gebietes die Stetig-
keit der Verdnderung der Normalen micht mehr gefordert wird.

Man kann némlich die Rénder zweier Gebiete G und @', welche hin-
reichend benachbart sind, ohne daf in benachbarten entsprechenden Rand-
punkten auch die Normalen benachbarte Richtungen besitzen miissen, stets
zwischen die Rénder zweier im engeren Sinne hinreichend benachbarter
Gebiete B und B’ einschlieBen. Da nun der n-te Eigenwert fiir die Rand-
bedingung « == (0 nach Satz*7 eine monotone Funktion des Gebietes ist,
so liegen die m-ten Eigenwerte von G' und @' zwischen denen von B und
B’, welche nach Satz 13 ihrerseits benachbart sind. Damit ist Satz 14
bewiesen 7). '

§ 6.
Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung fiir die Differential-

gleichung 4w + 2w = 0 bei Gebieten, welche aus endlich vielen Qua-
draten oder Wiirféln bestehen.

Unsere bisher gewonnenen Resultate und Methoden gestatten uns, fast
miihelos das asymptotische Verhalten des n-ten Eigenwertes zu verfolgen.
Wir wollen zunichst die Differentialgleichung (1) 4% - 2w == 0 betrachten
und voraussetzen, daB das Gebiet G aus endlich vielen, etwa h, kongruenten
Quadraten, bzw. im Falle von drei unabhéngigen Variabeln Wiirfeln der
Seitenlinge o besteht. Wir werden solche Gebiete als ,,Quadratgebiete® bzw.
,.Wiirfelgebiete bezeichnen. Der Flicheninfialt bzw. das Volumen von
@ ist dann f=ha® bzw. V = ha®.

Im folgenden werden wir mit dem Buchstaben ¢ stets eine zwischen
— 1 und -+ 1 liegende Zahl, mit dem Buchstaben ¢ oder C eine Konstante
bezeichnen und uns die Freiheit gestatten, gelegentlich, wenn ein Mif-
verstindnis ausgeschlossen erscheint, die Unterscheidung verschiedener
solcher Werte ¢ bzw. ¢ oder C durch Indizes usw. fortzulassen.

Wir erinnern zundchst an die bekannte Abschétzung der Eigenwerte
der Differentialgleichung (1) fiir ein Quadrat @ der Seitenlinge a. Hier

20) Falls G und G’ von einem gemeinsamen inneren Punkte aus konvex sind,
0 kann man fiir B und B’ zwei durch Ahnlichkeitstransformation von diesem Punkte
aus ineinander iibergehende Gebiete wihlen, deren Eigenwerte sich verhalten wie
das Quadrat des Ahnlichkeitsverhiltnisses zu 1, mithin bei hinreichender Nachbar-
schaft der beiden Gebiete selbst beliebig nahe beieinander liegen. Man kann also in
diesem Falle die Anwendung des allgemeinen Satzes 13 entbehren.
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werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte bei der Randbedmgung u =0
durch die Ausdrucke

\ lax mamy

T2
sin T-sm——, %(lg.—(-m?), (Lym=1,8,8 ...}
bei der Randbedingung =~ E = 0 durch die Ausdriicke

lnx mmy :7[_2(2

éos—cos——, I"+m?) (l,m=0', 1,2,8,...)

gegeben. Bezeichnet man die Anzahl der unterhalb einer Grenze 1 ge-
legenen Eigenwerte im ersten Falle mit A¢(4), im zweiten Falle mit Bg(1),
so sind diese Anzahlen identisch mit den Anzahlen der ganzzahligen
Loésungen der Ungleichheit
2
P+ m*<is,
wobei im ersten Falle >0, m >0, im zweiten >0, m > 0 vorge-
schrieben ist. Durch Abzdhlung der Gitterpunkte im ersten Quadranten’

des um den Nullpunkt des Koordinatensystems mit dem Radius —:—VZ
geschlagenen Kreises erhdlt man fiir hinreichend grofes i sofort

(28)  Ao(1)= Zit0caVi, Bo(l)=i+0 caVi.

Hierbei ist ¢ eine numerische von 1 und a unabha.ngxge Konsba.nt.e.
Es sei nun A4 (1) die Anzahl der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen
Eigenwerte der Differentialgleichung Aw 4 A% =0 fiir das Gebiet &
und die Randbedingungen % = 0 oder Z—:" =0, oder auch die allgemeinere
Randbedingung vom Typus (4), wobei jedoch zundchst o > 0 vorausgesetzt
werde. Bezeichnen wir mit Agq, (1), Ag,(4), ..., 4q,(4) die entsprechen-
den Anzahlen fiir die Teilquadrate bei der Ra.ndbed.mgnng % =0, mit
. Bg, (%), B, (), . BQ (1) diese Anzahlen bei der Randbed.mglm el O 0,
so besagt Satz 9 in Verbindung mit Satz 6 und 8

Ag(A)+ ...+ A, (4) £ A (4) < Bq,(4) + - -- + Ba,-
Da aber diese Anzahlen Aq (1), Bq,(4) ibereinstimmend durch die Gleichungen
(28) gegeben werden, so schliefen wir
(29) A()=Litvcavi. |

Mit anderen Worten, es gilt folgender Satz:
Satz 15. Die Anzahl A (1) der wunierhalb einer Grenze gdegenen
Eigenwerte der Differentialgleichung Aw 4 Au =0 fir ein Quadratgebiet
; AR
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vom Flicheninhalt f ist bei allen oben betrachicten Randbedingungen asym-
ptotisch gleich y
izt
d. k. es gilt
) L

A (
(30) b mT =

Genauer besteht fiir alle hinreichend grofen A die Beziehung

4m (D) v
Tfi

Yy
wo C eine von A unabhdngige Konstante bedeutet.

) Bezeichnet man mit o, den n-ten zu einer der betrachteten Rand-
" bedingungen gehorigen Eigenwert, so ist die Aussage dieses Satzes bzw.
der Gleichung (29) dquivalent mit der Gleichung

(31) o, =———n+ﬁcVn

wo wieder ¢ einen echten Bruch, ¢ eine von n unabhingige Konstante
bedeutet. Man braucht, um dies einzusehen, nur in (29) 4(¢,)=n zu
setzen.

Die Giiltigkeit des Satzes 15 bleibt bestehen, auch wenn etwa in der
Randbedingung ?: = ou die Funktion o negative Werte annehmen kann.
Wir schlieBen dies wiederum mit Hilfe des Hilfssatzes aus § 2.

Vorab bemerken wir, da8 nach Satz 9 der n-te Eigenwert u, bei der
betrachteten Randbedingung %"}: o jedenfalls nicht gr6Ber als der n-te

Eigenwert 1, bei der Randbedingung w = 0 sein kann. Wir diirfen also
von vornherein voraussetzen, daB der Ausdruck

Dg] = D[¢]+fp0¢ ds,

dessen Maximum-Minimum ja u, ist, die Grenze 1, fiir keine der zur
Konkurrenz in dem Variationsproblem zugelassenen Funktlonen @ iiber-
steigt; die Losung des Maximum-Minimum-Problems wird dadurch nicht
geandert. ’

Nun ist nach dem Hilfssatz

[ pods|<c VDI +e.

wobei ¢,, ¢, numerische Konstante bedeuten; es wird also _
D(g] — ¢, VID[g]| — ¢, < D[g] < Dg] + ¢, VID[¢]| + -
Aus der Annahme D [p] < 1, folgt
Dlgl — o VDTl — & <4,
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und hieraus wiederum ergibt sich, da8 D [¢] mit n nicht stirker wachsen
kann als 1,, d. h. daB eine Relation der Form

D [(P] < Cs ln
gelten muf, unter ¢, wiederum eine feste Konstante verstanden. Mithin
wird, da ja die Beziehung (31) fiir o, — 4 gilt, unter den iiber @ ge-
machten Voraussetzungen

D¢l — o, Vn <D[¢] < D[g]+¢,Vn,

und diese Beziehung gilt somit fiir die unteren Grenzen der Ausdriicke
D[@] und D[gp] bei gegebenen Funktionen v, v,, ..., v,_,, mithin auch
fir die Maxima dieser unteren Grenzen. Dieses Maximum ist fiir D¢]
der n-te zur Randbedingung %13= 0 gehdrige Eigenwert, fiir den die Be-
ziehung (81) schon bewiesen ist. Daher folgt sie nun unmittelbar auch
fir das Maximum der unteren Grenze von D[], den betrachteten n-ten
Eigenwert y, bei der Randbedingung aa—: =ou, und diese Beziehung ist mit
der Aussage von Satz 15 gleichbedeutend.

Wenn statt zweier unabhiingiger Variablen drei vorliegen, so &ndern
sich in der ganzen Betrachtung nur die Ausdriicke 4g(1), Bg(1) fiir die
"Anzahlen. der unterhalb einer, Grenze 1 gelegenen Eigenwerte bei den
Randbedingungen % = 0 bzw. %—Z— =0, und zZwar wird

do()y=gmatit +-9catt,  Bo(1) = hatit 4 Beatil

Somit erhalten wir jetzt das Resultat:

Satz 16. Die Anzahl A (1) der unterhalb einer Grenze i gelegenen
Eigenwerte der Differentialgleichung Aw - Au—= 0 fir ein aus endlich
vielen. kongruenten Wiirfeln bestehendes Polyeder vom Rauminhalt V ist
bei allen betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich B—Z,}l%, d.h. es
gilt : ‘

mAD_ 1

A=wo VZ% EL
Genauer besteht beir hinreichend groflem i die Formel

x4 (1) 1
=1 1 <0‘/71’

wober C eine von A unabhdngige Konstante ist®).

1) Eine schérfere allgemeine Abschitzung ‘des bei der asymptotischen Ab-
schatzung von 4 (1) gemachten Fehlers ist allgemein nicht méglich, da beim Quadrat,
bzw. beim Wiirfel die angegebene Gr6fenordnung des Fehlers wirklich erreicht wird.

3*
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§ 7.
Ausdehnung des Resultates aut die allgememe Dlﬂerentlalglelchung
L (w) + 2k =0.

Um die gewonnenen Sitze iiber die asymptotische Eigenwertverfei-
lung auf die allgemeine elliptische, sich selbst adjungierte Differential-
gleichung (5) zu iibertragen, denken wir uns die Quadrateinteilung bzw.
Wiirfeleinteilung des Gebietes ¢ durch mehrfach fortgesetzte Halbierung
der Seitenlinge a so verfeinert, daB in jedem der entstehenden Elementar-
gebiete die Differenz zwischen dem gréfBten und/klemsten Wert der Funk-
tionen p bzw. % unterhalb einer vorgegebenen hinreichend kleinen posi-
tiven Zahl & bleibt. Wir beachten ferner, daf die Funktion g auf die
asymplotische Bigenwertverteilung tberhaupt keinen Einfluf ausiben
kann, da der Ausdruck D [¢] und mit ihm sein Maximum-Minimum sich
bei . Streichung der Funktion ¢ nur um einen beschrinkten Betrag #ndert,
namlich um weniger als lqkl ”“"”, wie oben (z. B. 8. 8) unmittelbar aus der
Relation (15) gefolgert Wurde |@ | o und k,,;, bedeuten dabei die ent-
sprechenden Extremwerte der Funktionen im Gebiete G. Wir nehmen
demgemaﬁ in den folgenden Entwickelungen ¢ =0 an:

Die weitere Betrachtung werde fiir den Fall eines ebenen Gebietes G
durchgefiihrt. Die Anzahl der Quadrate, dus denen ( besteht, sei wiéderum 4,
ihre Seitenlédnge a, mit A’ (1) werde die Anzahl der unterhalb einer Grenze 1
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung L (w)~+A1kw~=0 be-
zeichnet, wobei als Randbedingung irgendeine der betrachteten genommen .

werden kann, die Bedingung g?= ou jedoch zundchst unter der be-
schrinkenden Voraussetzung o > 0. Die Teilquadrate bezeichnen wir mit

Q. Qs+ 00 s die zugehdrigen Anzahlen der unterhalb einer Grenze 4
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung fiir die Randbedingung

w=0 mit A4 (2), ..., 4, (1), fir die Randbedingung %% =0 mit
Bg, (), - Béh(}.). Nach Satz 6, 8 und 9 ist wieder

AQ (D) ...+ A,(2) SA' () By, () + - . + Bg, (4)-
‘Nun folgt aus Satz 11
' kD "

Ag, (2 >z Ae,u) By, (1) g—%Bq,m,

wenn mit p@, k9, die Maxima, mit p,?, k) die Minima der betreffenden
Funktionen in dem Quadrate @, bezeichnet werden und Aq, (1), Bo, (1)
wie im vorigen Paragraphen die durch die Gleichungen (28) gegebenen
Anzahlen der entsprechenden Eigeawerte fiir die Differentialgleichung

»
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Au -+ Au =0 bedeuten. Denn ersetzt man in der Differentialgleichung (5)
p durch p?, k durch k&®, so wird nach Satz 11 jeder der Eigenwerte
vergrofert, oder ]edenfalls mcht verkleinert, ihre Anzahl unterhalb einer
Grenze 1 also verkleinert: oder nicht vergrofert. Andererseits geht dabei
; (3)
die Differentialgleichung (5) in d1e Differentialgleichung 4w + l——-— =0
, p&)
R
rentialgleichung (1) sind. Das Entsprechende gilt, wenn p durch p?, &k
durch kY ersetzt wird.
Ferner ist, da & und p stetige Funktionen sind

i A m
ff dwdy-—a’Z m —}—6—=a?2 m +d

wobei die Zahlen |8],|8"| beliebig klein werden, wenn nur die a,nfang-
liche Quadrateinteilung hinreichend fein d. h. @ hinreichend klein gewahlt
ist. Somit ergibt sich durch Anwendung von (28) ganz ebenso wie in § 6

A (2 =-—ff dxdy—|—}.& "+9cVi,

iiber, deren Eigenwerte die mit multlphmerten Eigenwerte der Diffe-

wo auch |8”| beliebig ist, und dies ist nichts anderes als folgende Aus-“‘
sage ilber die asymptotische Bigenwertverteilung:

Satz17. Die Anzahl A (2)der zur Differentialgleichung L (u)+ Aku=0
gehorigen, unterhalb einer Gremze A gelegenen Higenwerte eines Quadrai-
gebietes @ ist fir jede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch

gleich f;tff%dxdy, d.h. es gils
' @

lim -
b= ff dedy

Die urspriingliche Voraussetzung ¢ > 0 erkennt man hier genau so
wie in § 6 als iiberfliissig.

" Dieselben Uberlegungen fiir den Raum durchgefuhrt ergeben folgendes
Resultat:

Satz 18. Die Anzahl der zur Dzﬁerentmlglewhung L(w)+ Aku = )
gehorigen, unterhald einer Grenze A gelegenen Eigemwerte eines Wiirfel-
gebietes G ist fiir alle hier betrachteten Randbedingungen asymptotisch

gleich N it
L (((r ‘
A g-;-g' Lff(}) dxdydz,
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d. h. es gilt die Relation

ALY 1 E\E
111=ni —F -—mfff(}) drdydz.
@

Zum Schlufl sei noch darauf hingewiesen, daB die Uberlegungen der
beiden letzten Paragraphen sich genau ebenso fiir einen allgemeineren
Bereich durchfithren lassen, der aus endlich vielen beliebigen Rechtecken
beaw. Quadern zusammengesetzt ist.

§ 8.

Die Gesetze der asymptotisehen Eigenwertverteilung fiir einen beliehigen
Bereich.

Um die asymptotischen Spektralgesetze der vorangehenden Paragraphen
fiir beliebige Bereiche zu begriinden, miissen wir diese Bereiche durch
Quadrate bzw. Kuben von innen heraus ausschopfen. Dabei werden wir
neue Uberlegungen lediglich anzustellen haben, um den Einflu des bei
jeder Approximation iibrigbleibenden Randstreifens abzuschitzen.

Zunédchst setzen wir voraus, daB G ein ebener Bereich sei, dessen
Rand iiberall stetig gekriimmt, ist, und betrachten ferner nur die Diffe-
rentialgleichung Au - Au = 0. '

Wir schicken eine Reihe von Vorbemerkungen voraus, welche sich auf
2

die zu dieser Diﬁerentialgleichung und zur Randbedingung %;, =0 ge-
horigen Eigenwerte, bzw. die Anzahl derselben unterhalb einer gegebenen
Grenze fiir gewisse einfache Gebiete beziehen.

Sei zundchst @ ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck 'mit der
Kathete a. Jede Eigenfunktion des Dreiecks ist auch Eigenfunktion des
durch Spiegelung an der Hypothenuse entstehenden Quadrates fiir dieselbe

Randbedingung %’:’7 = 0. Denn man erkennt ohne weiteres, daf} sich die

Eigenfunktion in das gespiegelte Dreieck fortsetzen léBt, indem man
spiegelbildlich zur Hypothenuse gelegenen Punkten denselben Funktions-
wert zuweist; dabei wird die Randbedingung aa—?, =0 auf dem ganzen
Rande des Quadrates erfiillt. Der n-te Eigenwert des Dreiecks -ist
also zugleich Eigenwert des Quadrates, mithin ist der n-te Higenwert
des Quadrates sicher nicht gréBer als der des Dreiecks, oder die Anzahl
der unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte fiir das Dreieck bei der
Randbedingung g% = 0 48t hochstens gleich der entsprechenden Anzahl fir
das Quadrat, d. h. der durch Formel (28) angegebenen Zahl.

Sei zweitens G ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit den Ka-
theten @ und b, wobei b < @ vorausgesetzt werde. Die Kathete a falle
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in die x-Achse, die Kathete b in die y-Achse. Wir transformieren durch
die Transformation &=z, 7 =%—y das Dreieck G in ein rechtwinklig

gleichschenkliges Dreieck G’ mit der Kathete a. Hierbei transformiert
sich der Ausdruck D[¢] in

pie) = [[ (58 + 5 ()] g asan
)

und die Nebenbedingung (15) in

ffwﬂ%dfdn -= 1,
G’

wiihrend die andern Nebenbedingungen (23) aus § 3 bei der Transformation
ihre Gestalt iiberhaupt nicht &ndern. Wir konnen also unter Weglassung
des unwesentlichen in beiden Integralen-auftretenden konstanten Faktors
Z- den n-ten Eigenwert x, des Dreiecks G als das Maximum-Minimum
-des iiber G’ erstreckten Integrales

ﬂ [0+ (3 (5] aean

charakterisieren, wobei im iibrigen das Maximum-Minimum ganz im ur-
spriinglichen Sinne zu verstehen ist. Da nun sicherlich wegen %-; 1

[ 0587+ 2 ey aean = [ [+ ) Jaser

gilt, so ist auch das Maximum-Minimum der linken Seite grofer oder gleich
dem der rechten Seite, d. h. dem n-ten Eigenwert fiir das rechtwinklige gleich-
schenklige Dreieck @', also erst recht groBer als der n-te Eigenwert eines
Quadrates der Seite a. Mithin ist bei der Randbedingung Z—Z= 0 die
Anzahl der unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte eines rechtwink-
ligen Dreiecks mit Katheten kleiner als a sicher nicht grofer als die ent-
sprechende Anzahl der Eigenwerte fir das Quadrat der Seite o und also
erst recht fiir jedes grofere Quadrat.

Ebenso ist die Anzahl der Higemwerte fiir ein beliebiges Rechteck
unterhalb einer Grenze sicher nicht groBer als die entsprechende Anzahl
fiir ein Quadrat, dessen Seite mindestens gleich der groSeren Rechtecks-
seite ist, Y

Aus diesen Tatsachen in Verbindung mit Satz 8 erhélt man ohn
weiteres die Moglichkeit, die Anzahl der Eigenwerte unterhalb einer ge-
gebenen Grenze nach oben abzuschitzen, wenn das betrachtete Gebiet
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aus einer endlichen Anzahl von Rechtecken und rechtwinkligen Dreiecken
zusammengesetzt ist.

Diese Bemerkungen wenden wir an, um den ZEinflup des Rand-
streifens, der bei einer Ausschépfung von G durch Quadrate iibrigbleibt,
auf die Eigenwertverteilung zu beurteilen. Hierzu muB zuerst dieser
Randstreifen definiert werden. Wir nehmen an, es sei, notigenfalls durch
mehrmalige Halbierung der Seitenléinge, die Quadrateinteilung der Ebene
so fein geworden, daB bei jedem in einem der Quadrate liegenden
Randstiicke von G' die Normale sich um weniger als einen vorgegebenen
kleinen Winkel # dreht, iiber dessen Kleinheit wir uns die Verfiigung
vorbehalten. Wir konnen dann, wie in der Figur 2, den Rand R durch
eine Anzahl r aneinander anschliefender Elementargebiete Z,, X,,..., B,
folgender Art begleiten: Jedes Gebiet E ist entweder begrenzt von zwei
zueinander senkrechten Geraden A B, AC der Quadrateinteilung, deren
Lange zwischen @ und 3a liegt, und einem Stiick BC des Randes (Fig. 3),
oder es ist begrenzt von einer Seite 4 B der Quadrateinteilung, zwei dazu
senkrechten Strecken A0, BD mit Lingen zwischen o und 8¢ und einem
Stiick C.D des Randes (Fig. 4). Ausr solchen Gebieten setzen wir einen Rand-
streifen S zusammen, so daB nach Abtrennung desselben von G ein Quadrat-
polygon, bestehend aus % Quadraten @,, @,, ..., @, iibrig bleibt. Die
Anzahl r ist offenbar kleiner als eine von @ unabhéngige, wesentlich von
der Lénge des Randes abhingende Konstante C' dividiert durch a.

¢

1 N\ ’ c

yal . r y LD

| \ A

[ B

( ) /
v

57 8 - A A 4

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Um die Anzahl Bg(i) der unterhalb einer Grenze i gelegenen zur
Differentialgleichung A% + A4 =0 und der Randbedingung %?7 =0 ge-
hoérigen Eigenwerte eines der Gebiete E nach oben abzuschétzen, haben
wir wieder fiir den n-ten Eigenwert eine untere Grenze aufzusuchen. Zu
diesem Zwecke ziehen wir durch einen beliebigen Punkt des krummlinigen
Randstiickes von B die Tangente. Diese begrenzt zusammen mit den
geradlinigen Randstiicken von E ein Gebiet vom Typus 4 B'C’ (Fig. 3),
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d. h. bei hinreichend kleinem. 5 ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten
kleiner als 4@ oder ein Trapez vom Typus ABC'D’, bei dem ebenfalls
die Seiten AC’, BD' kleiner als 4a sind (Fig. 4), je nachdem, welchem
Typus das Gebiet B angehort. Die Gebiete 4 B'C’ bzw. A BO'D’ wollen
wir mit B’ bezeichnen. Nun kann man das Gebiet Z stets in das Gebiet
E’ durch eine Transformation von der Form (27) iiberfiihren, wie sie in
§ 4 betrachtet wurde. Bei Gebieten des ersten Typus sei etwa A der
Pol eines Polarkoordinatensystems mit den Koordinaten ¢, o, und sei
o= f(¥9) die Gleichung der krummen Linie BC, ¢ = g(#) die Gleichung
der Geraden B'C’. Dann wird durch die Gleichungen

g(9)

&

die Transformation des krummlinigen Dreiecks B auf das geradlinige E’ ver-
mittelt .Im Falle des zweiten Typus 4 BCD liege 4 B in der z-Achse,
y = g(x) sei die Gleichung der Geraden C'D’ und y = f(z) die Gleichung
der krummen Linie CD. Dann betrachten wir die Transformation

¥ =9, 9’A= 0

Wenn wir voraussetzen, daB die zugrunde gelegte Strecke @ hinreichend
klein, also auch die totale Drehung der Tangente an dem Kurvenbogen CB
bzw. CD hinreichend klein genommen wird, so haben offenbar die hier
betrachteten Transformationen genau die Gestalt (27), und die dort mit ¢
bezeichnete GroBe wird beliebig klein. Nach Zusatz zu Satz 13 unter-
scheiden sich dann aber die entsprechenden n-ten Eigenwerte fiir die
Gebiete £ und B’ nur um einen fiir alle n gleichmiBig wenig von 1 ver-
schiedenen Faktor. K Mithin gilt dasselbe auch fiir di¢ entsprechenden An-
zahlen By(i) und Bg'(4) der unterhalb einer Grenze i gelegenen zur
Randbedingung %% = () gehorigen Eigenwerte. -

Da nun das Gebiet B’ entweder ein rechtwinkliges Dreieck mit Seiten
kleiner als 4a ist, oder sich aus einem solchen Dreieck und einem Recht-
eck mit Seiten kleiner als 3@ zusammensetzt, so folgt, sobald nur @ hin-
reichend klein genommen ist, jedenfalls fiir die Anzahl Bg(4) von einem
gewissen A ab

(38) Bg (1) << ¢ya?d+ ¢, aVi,
wo ¢,, ¢, geeignet zu wihlende numerische Konstanten bedeuten.

Nunmehr sind wir in der Lage, fiir das Gebiet G die asymptotischen
Eigenwertgesetze zu beweisen. Es sei also A (1) wieder die Anzahl der
unterhalb einer Grenze /. gelegenen Eigenwerte unserer Differentialgleichung
Aw -+ Au =0 fiir das Gebiet G und irgendeine der betrachteten Rand-

\
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bedingungen, wobei wir wieder zuerst gegebenenfalls die Voraussetzung o > 0
machen. Eine Quadrateinteilung der Ebene durch Quadrate mit der
Seitenlinge a fithre zu einer Zerlegung des Gebietes G in 7 Quadrate
@y, Q5 - .., @, und r Randgebiete E,, E,, ..., B,. Wie frither bezeichnen
wir die Anzahlen der zu den Quadraten gehdrigen unterhalb 1 liegenden
Bigenwerte mit A4;(4) bzw. B;(4), je nachdem die Randbedingung u = 0
oder ';% =0 gestellt ist. Mit Ap (1) bzw. Bg, (1) werden die entspre-

chenden Zahlen fiir die Gebiete B, bezeichnet; (von den letzteren brauchen
wir jedoch nur die Zahlen Bg (1)).
GemdB den Gleichungen (28) ist

A1) = Zatade Vi, . Bl)=L1+adeVi,
und nach dem Vorangehenden gilt ‘
Bg, (1) =34(csia®+ac, Vi),

wobei, wie stets, mit ¢, ©,,... echte Briiche, mit ¢,, ¢,, ... irgendwelche
von @ und 1 unabhingige Konstanten bezeichnet werden.
Nach Satz 6 und Satz 8, 9 ist

A,()FA,(D+ .+ A, AR S B ()4 ...+ By(2)
+ Bg (4)+ ...+ Bg (4),
ferner ist jedenfalls
A, 4+ 4, =200, 0 haVi= 1 (32 4 B8,

4z VA
B, (A)+ ...+ By(4) + Bg,(4)+ ...+ Bg, ()
- llf;l 4 0,6, ha Vi 9 ratlc, + drac, VA

= [(Z?J—: —|—19c,,'ra2> + (hadge, +radye,) ‘/11]

Da nun ar < ¢, also a®r bei hinreichend kleinem a beliebig klein ist,
da ferner bei hinreichend kleinem a fiir jedes noch so kleine 4 gilt
|ha® — f| <4,

so folgt aus diesen Ungleichungen unmittelbar das asymptotische Gresetz

Denn wir haben die GroBSe a frei zur Verfiigung und konnen, etwa indem
wir ein festes hinreichend kleines @ wahlen, die Faktoren von 1 in den
obigen Ungleichungen fiir hinreichend groBe 4 beliebig nahe an den Wert

4, bringen.
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Auch wenn wir die Voraussetzung o > 0 fallen lassen, erhalten wir
nunmehr dasselbe asymptotische Gesetz durch die schon mehrfach ausge-
fiihrte Anwendung des Hilfssatzes in § 2 mittels derselben Schliisse, wie |

sie an analoger Stelle in § 6 ausgefiilhrt wurden. Zusammengefafit ergibt
gich also das Resultat: ’

Satz 19. Bei allen betrachteten Randbedingungen ist die Anzahl A (1)
der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen Eigenwerte der Differentialgler-
chung Au—-lu =0 fir das Gebiet G asymptotisch gleich i’:—r, d.h. es
ol 4o A (1)

. ;h:?o TTF T L ‘
wobei f den Fldcheninhalt des Gebietes bedeutet.

Beim Beweise hatten wir zunéchst angenommen, daB der Rand R
von G keine Ecken besitzt. Die Uberlegungen sowie das Resultat bleiben
jedoch vollstindig unverdndert, wenn Ecken in endlicher Anzahl zuge-
lassen werden. Man zerlege dann das Gebiet durch gerade Linien, welche
durch die Ecken gehen, ohne dort die Aste der Randkurve zu beriihren, und
wende auf die Teilgebiete die Uberlegungen dieses Paragraphen unverandert an.

Ebenso bleiben die vorangehenden Uberlegungen giiltig, wenn statt
der Differentialgleichung A% + 1w =0 die allgemeinere Differentialglei-
chung L(w)+ Akw = 0 zugrunde gelegt wird. Es ergibt sich genau in
derselben Weise wie in § 7 als Resultat

Satz 20. Die Anzahl A(1)der zur Differentialgleichung L (u)+ Aku=0
gehorigen, unterhalb einer Grenze A gelegenen Eigenwerte des Gebietes G
ist fir jede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich

A k 5
fo;dxdy, d. h. es gilt
¢ :
lim —2=4@A)

b xffk dwd
3
[¢]

Die entsprechenden Uberlegungen, wie sie hier fiir die Ebene durch-
gefiihrt sind, ergeben fiir das Eigenwertproblem im Raume die folgenden
Resultate:

Satz 21. Die Anzahl A (1) der zur Differentialgleichung Aw -+ Aiu =0
gehorigen, unterhalb einer Grenze . gelegenen Eigenwerte eines raumlichen
Qebietes G mit dem Volumen V ist fiir alle betrachieten Randbedingungen

= 1.

§ :
asymptotisch gleich B’iﬁ V, d. h. es gilt
Clim SZAR) g
A= l'g‘V
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Satz 22. Die entsprechende Anzahl fiir die allgemeinere szferentzal—

gletchung L(u) -+ 2 k w=0 ist asymplotisch gleich & L fff dadydz,

d. h. es gilt
Jr*A(l)

1 ® f&fff dxdy dz

Dabei ist vorausgesetzt, daB G von endlich vielen Flichenstiicken
mit stetiger Krimmung begrenzt ist, welche sich gegenseitig nicht beriihren,
wohl aber Kanten bilden diirfen.

co

Die Gesetze der asymptotischen Eigehwertverteﬂung fiir die Differential-
‘gleichung Aw - A% =0 in verschirfter Form.

Unsere Theorie gibt uns die Moglichkeit, die in den obigen Sétzen
ausgesprochenen asymptotischen Eigenwertgesetze noch weiter zu prazisieren,
 d. h. eine Abschitzung fiir den Fehler zu finden, den wir machen, wenn
wir den Ausdruck A (A1) durch den gefundenen asymptotischen Wert ei-
setzen. Wir wollen die Untersuchung fiir die Differentialgleichung 4 % - ). u == ()
“durchfiihren. '

Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die bei der Exhaustion des
Gebietes G durch Elementarquadrate bzw. Wiirfel gegebenen Moglichkeiten
besser auszunutzen, indem wir diese Gebiete nicht zahlreicher und kleiner
als notig annehmen. Sei zundichst @ ein ebenes Gebiet. Wir bauen es
folgendermafBen auf??): Zuerst wird eine Quadrateinteilung der Ebene etwa
mit der Seitenlinge 1 zugrunde gelegt. Hs mdgen hiervon die A, Quadrate
Q. Q5 ..., Q;?O ganz ins Innere von @ fallen. Sodann werden simtliche Qua-
drate in vier kongruente Quadrate von der Seitenlinge % zerlegt. Von diesen
Quadraten mogen %, Quadrate Qj, @3, ..., @i ins Innere von &, aber
nicht ins Innere eines der Quadrate Q fallen. Nunmehr wird die Quadrat-
einteilung wiederum durch Halbierung der Seitenlinge verfeinert, und man -

gelangt zu h, neuen Quadraten Qi, Q5. ..., Qi mit der Seitenlinge 213,
welche im Innern von G liegen, aber keinem der fritheren Quadrate Qi
oder Q} angehoren, usw. Nach # Schritten gelangt man zu %, Quadraten
Qf, Qi ..., Qi, der Seitenlinge 2% Gem& den Vorschriften des vorigen

Paragraphen richten wir es so ein, daB der Exhaustionsrest aus r Elementar-

2%) Vgl. zu den folgenden Ausfithrungen H. Weyl C 3, S. 196—200.
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gebleten E,E,...,E, der dort definierten Art besteht, wobei die dort

mit @ bezeichnete Zahl gleich —t zu setzen ist.

Fiir die Zahlen A, und r gelten bei unseren 'Voraussetzungen iiber
den Rand die Beziehungen

(34) hi<2i-c, r<2'.c,

wobei ¢ eine von ¢ und # unabhiéingige wesentlich durch die Lange des
Randes bedingte Konstante ist??®).

Wir bezeichen wieder die Anzahlen der unterhalb einer Grenze 1 ge-
legenen Eigenwerte fiir die Gebiete Qm, B, mit A, (1), Ag, (1), wenn

die Randbedingung u = 0, mit Bj, (1), Bg, (1), wenn die Randbedingung

g—;—‘f =0 zugruhde gelegt ist. Jedenfalls gilt nach Satz 6, 8, 9, wenn ge-

gebenenfalls die Funktion o in der Randbedingung nicht negativ ist,

(85) AQA)L(B{+Bi+...+B)+...+Bi+Bi+...+Bj) .
+ (Bg, + Bg,+ .- + Bz,),

86) A()Z(AI+4s+.. + 4+ A+ At 4

( ¢

Nun ist die rechte Seite der ersten dieser Ungleichungen zufolge der

Grlelchungen (28) und der Gleichung (33) des vorigen Paragraphen glelch

toot Bt )V,

rde
22t

hy

(A - R E )z+ﬂc1(h+ L

22t

also folgt, da ' ,
bt it H o= = e

. . \ .
ist, mit Rifcksicht auf (34) daB diese rechte Seite die Gestalt hat
Py
(P 222) 14 9,0, (4 2) VA

Somit ergibt sich fiir diesen Ausdruck schlieBlich die bei hinreichend grofem 4
giiltige Ungleichung

(37) (Bl +...4+Ba) 4. +Br+ .+ Br) < g3 l+0(’;+tVI),

in welcher, wie immer, mit dem Buchstaben C eine von i und ¢ unab-
hiingige Konstante gemeint ist. ’

* 'Wihlen wir nun die Zahl ¢, welche ganz in unserem Belieben steht,
so, daB die beidén Summanden in der Klammer annshernd gleich werden,

) Diese Ungleichheiten driicken aus, da8 der Gesamtumfang der Quadrate Qi
bzw. Q' die GréBenordnung des Umfanges von G nicht iibersteigt.



46 R. Courang,

nédmlich ¢ etwsg gleich der groliten gangen in %]%gg\; enthaltenen Zahl, s
folgt aug (85) und (87)
(38) A< L o+ Const Vi-logy.

Problem fiir ein rdumliches Gebies vom Volumen v die Differey,

Vo3
44— T

mit wachsendem ) nicht stirker gegen oo als dep Ausdrucl .
' ilogj. o

§ 10.

Vektorielle Randwertaufgaben. Das Gesotz der asymptotischen
Eigenwertverteilung tiir die elektrischen Eigenschwingungen eines
. Hohlraumeg,
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eines Hohlraumes. Wir wollen unsere Methode an diesem Fall durch-
fithren und werden dabei erkennen, da8 wir das Problem nur sinngemiB
in unseren Gedankenkreis einzuordnen brauchen, um ohne Mihe das
asymptotische Eigenwertgesetz zu erhalten.

Zundchst haben wir das Problem geeignet zu formulieren.

Es sei @ ein ,,Hohlraum®, d. h. ein von einer oder mehreren ge-
schlossenen Flichen begrenzter Kérper vom Volumen V. Die Begrenzungs-
flichen mogen aus endlich vielen durchweg stetig gekriimmten Stiicken =
bestehen, welche Kanten miteinander bilden diirfen, ohne sich jedoch dort
zu berithren. Es gelten im iibrigen dieselben Bezeichnungen wie bisher.
Dann werden die elektrischen Eigenschwingungen des Hohlraumes durch
folgendes Eigenwertproblem charakterisiert: Es ist ein Vektor -e gesucht,

der in G mit seinen ersten und zweiten Ableitungen stetig ist, in G der
Differentialgleichung

(39) de+ie=0

fiir einen geeigneten Parameterwert 1 geniigt, der ferner in G die Bedin-
gungen

(40) dive =0 ~

und

(41) fﬂe*dxdydz =1 |
@

befriedigt, und der endlich am Rande normal steht.

Die Losungen dieses Problems, welches wir einfach als ,,Strahlungs-
problem‘* oder Problem I bezeichnen wollen, heilen die Eigenvektoren.
Die zugehdrigen Eigenwerte sind im wesenthchen die Quadrate der Eigen-
schwingungszahlen.

Man vereinfacht sich bekanntlich®*) dieses Problem, indem man zu-
nichst die Bedingung (40) fiir das Innere fallen laBt und lediglich fiir
den Rand R von G beibehélt. Hierdurch entsteht ein neues Eigenwert-
problem, welches wir als Problem II bezeichnen wollen. Ist b eine
Lésung des Problems II, so folgt unmittelbar fiir die Grofe g = divp

4g+1g=0,
d. b7 entweder ist g identisch Null, oder g ist eme Losung des frither
behandelten ,,skalaren Elgenwertproblems Aq+ 219 =0 im Innern, ¢ =0
am Rande. Im ersten Falle geniigt divp also iiberall in G der Bedin-

gung (40), d. h. p ist eine Losung des Stra.hlungsproblems Im zweiten
Falle trifit dies nicht zu.

%) Vgl. H. Weyl, A, S. 470f.
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Hat man umgekehrt eine Losung g des eben betrachteten skalaren
Eigenwertproblems, so erhilt man, indem man b = gradg setzt, eine
Losung des Problems II. Auf diese Weise ergibt sich, da8 man die
simtlichen Eigenwerte des Strahlungsproblems I erhdlt, indem man aus
der Reihe der Eigenwerte des Problems II die sicher darunter vorhan-
denen Eigenwerte des skalaren Problems mit der Randbedingung ¢ =0
fortstreicht. Da wir diese letzteren nach §§ 7 und 8 beherrschen, so
" brauchen wir uns also nur noch mit dem einfacheren Problem II zu be-
schaftigen:
: Ao+ 21p=0
im Inneren,

o - b normal, divp=10
am Rande R von G. .

Die Randbedingung der Normalitdt von b driickt sich, wenn u, v, w
die Komponenten von b und «, f, y die Richtungskosinus der Normale
am Rande sind, in der Form aus \

=ta, wv=1if, w=ty,

wo ¢ ein, allgemein vom Orte abhingiger, Proportionalititsfaktor ist. Die
zweite Randbedingung kann man unter Beriicksichtigung der ersten in d1e
Form setzen

% _Kv)=0.

Hierbei ist K eine auf der Oberfliche R beschrinkte, bis auf endliche

Spriinge an den Kanten stetige Funktion, némlich die doppelte mattlere
Krummung der Oberfliche?).

Normalkomponénte von (

s"’) Vgl. die Ausfiihrungen bei Weyl, C 8, 8. 181. Um den Leser von anderer
Literatur unabhiingig zu machen, sei hier kurz ein Beweis gegeben: Wir betrachten
einen Punkt P der Oberfliche R, von dem wir annehmen, daB er der Nullpunkt

des Koordinatensystems sei und die z-Achse zur Normalen besitze. Die Neben-

bedingung (40) ]a.utet ausgeschrieben M-]-av—}- - In P ist u=0, v=0,

lwl=|v|=]|9,|. In einem in Rwhtung der a: Achse ge'egeren Nachbarpunkte P,
finden wir den Wert u; von u, indem wir beriicksichtigen, daB auch dort der Vek-
tor » normal steht und bis auf GréBen hoherer Ordnung denselben Betrag |w | hat
wie in P. Die ebene Schnittkurve der z —x-Ebene mit der Fliche habe in P den
Krummungaradlus R,, dann ergibt sich sofort fiir den Wert von w, im Punkte P,

die GroBe w E , wo ds die bis auf GréBen héherer Ordnung mit dz iibereinstimmende

Lénge des Kurvenbogens PP, ist. An der Stelle P wird also -;%=-'Rg . Ent-
1

sprechend gilt —=-Ri , wenn R,. der Kriimmungsradius der von der z—y-Ebene

ausgeschnittenen Kurve in P ist. SchlieBlich ict —a-'-e= 9;—:, und hieraus ergibt sich

durch Addition unmittelbar dié¢ zu beweisende Tatsache.
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Entsprechend den Entwicklungen von § 1 setzen wir nun unser Diffe-
rentialgleichungsproblem in ein Variationsproblem um. Wir erhalten zu-
nichst, indem wir die Greensche Formel (11) auf die einzelnen Kom-
ponenten der betrachteten Vektoren anwenden und die Resultate addieren,
folgende Tatsachen: :

Fiir zwei mit ihren Ableitungen in G stetige Vektoren f, w besteht
die Greensche Formel

o ()f om__of aw | of iw _ (- aw
(42) f” sfom ot om o az)dxdydz.:_”f{f/lmdxdydz —”f " go.
' & R

Denken wir uns nun, wie in § 1, die Eigenwerte in eine ansteigende Reihe

geordnet
y < y Sty <

und bezeichnen die entsprechenden Elgenvektoren‘ mit e, eyy..., Wobei
fiir 422k die Orthogonalitdtsbeziehung

(43) féffe,-ekdxdydz=0

gilt, 'so erhalten wir genau wie in § 1 fiir den n-ten Eigenvektor e, und
den zugehérigen Eigenwert u,, folgende Minimalesgenschaft: Sei f irgendein
Vektor, welcher in Q stetig und mat, hochstens an endlich vielen analyti-
schen Flichenstiicken sprunghaft unstetigen, vm <brigen stetigen ersten
Ableitungen versehen ist, welcher ferner den Bedingungen

fbfff"'dxdydz——.l, _rgfffe,.dxdy;dz=o (1=1,2, ...,n—~1')

und den Randbedingungen
(44) f normal, divf=10

auf R gendigt, so st

=f@”[(aai)+ o)+ ]d“’dydz+fffafd02ﬂn,

wobes fiir | = e, das Gleichheitszeichen gv,lt; d. h., das Vamatwnsproblem,

den Ausdruck
DIf) = +”ﬁ

» oder, was dem obigen zufolge dasselbe ist, den Ausdruck
[f) = DIf]+ [ Kf*do

zum Minimum zu machen, wenn | den gestellten Bedingungen geniigt,
Mathematische Zeitschrift. VIL 4
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besitzt den n-ten Eigenvektor e, zur Losung, und der Wert des Minimums
18t gleich dem m-ten Eigenwert w,.

Diese Minimumseigenschaft gestattet sofort genau wie in § 8 die Um-
setzung in eine Maximum- Minimums - Eigenschaft: :

Es seien 0., 0y, ..., Dy Stetige oder stickweise stetige Vektoren in
@, es sei | esn Vektor, welcher den Bedingungen

[[[i*dzdydz=1, [[[fvdedydz=0 (i=1,2,...,n—1)
@ @G

und den Randbedingungen (44) unterworfen wird, wm dibrigen in G stetig
und stiickweise stetig differenzierbar ist. Es sei weiter d {0, 0y, ..., 0n_;}
die untere Grenze aller Werte, welche der Ausdruck

D(f) =DIf]+ [J Kf' do

fir olle zulissigen Vektoren | ammehmen, kann. Dann ist der n-ie
Eigenwert u, des Problems 11 das Mawimum aller Werte, welche die
Zahl d{v,, 0y, ..., On-1} annimmt, wenn das System der n — 1 Vektoren

Dy, 0y, ..., Du—y auf alle denkbaren Weisen variiert wird.  Dieser
Mazximum-Minimum-Wert wird angenommen fiir v, =e,, ..., Dy_y == Ly—y,
f=e,.

Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Gesetze fiir die Eigen-
wertverteilung unseres Problems folgendermaBen: Verschérfen wir zunschst
die Zulassungsbedingungen fiir den Vektor § in unserem Maximum-Minimum-
Problem, indem wir verlangen, daB er in einer gegebenen, nachher hin-
reichend schmal zu wihlenden, an die Oberfliche angrenzenden Schale
identisch verschwindet, wodurch die gestellten Randbedingungen identisch
erfiillt werden, so wird jedenfalls das einzelne Minimum d{b,, Dy, ..., Dp—y}
steigen oder nicht fallen, mithin auch das Maximum -Minimum.

Das durch die Verschirfung entstehende Maximum-Minimum-Problem
fordert, den Ausdruck

' Df],

genommen fiir das aus G nach Abzug der Schale entstehende Restgebiet
@', zu einem Maximum-Minimum im selben Sinne wie oben zu machen,
nur mit dem Unterschiede, daB auf dem Rande von @' fiir den Vektor
identisches Verschwinden verlangt wird. Die Losung dieses Problems bzw.
des entsprechenden Differentialgleichungsproblemes kann man nun direkt
angeben. Ist ndmlich u, die n-te Eigenfunktion des skalaren Problems
fir das Gebiet G und die Randbedingung %’=0, und ist A, der zu-
gehorige Eigenwert, so erhalten wir die Eigenvektoren des vektoriellen
Problems als die Vektoren, deren Komponenten

/ . ’ . @ ’
Un; 0,05 0, %n, 05 ° 0,0, up
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sind. Die zugehdrigen Eigenwerte sind T und man sieht, daB jeder dieser
‘Werte dreifach auftritt. Da die Eigenwerte A, nach Satz 14 stemg von G
abhéingen, so erhalten wir folgendes Resultat: -

Satz 25. Die Anzahl A (1) der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen
Eigenwerte des Problems II ist sicher mindestens dreimal so grofS wie die
entsprechende Anzahl fir das skalare Problem mit der Randbedingung u=0-

Um auch eine Grenze nach oben zu erhalten, nehmen wir zunichst
an, daB K durchweg groBer oder gleich Null ist, was jedenfalls zutrifft,
wenn G von einer einzigen konvexen Flache begrenzt wird. Dann wird
sicher

D[f] = DIf].

Erleichtern wir nunmehr die Zulassungsbedingungen fiir den Vektor { in
dem Variationsproblem, indem wir simtliche Randbedingungen streichen,
so erkennen wir wie oben, daB die Losung des so entstehenden Maximum-
Minimum-Problems, bei. welchem das Maximum-Minimum des Ausdruckes

DIj]

zu_ bestimmen ist, einen jedenfalls nicht groBeren Wert ergibt, als den
Maximum - Minimum -Wert u, des urspriinglichen Problems. Genau wie oben
erhalten wir aber die Eigenwerte des neuen Problems, indem wir die Eigen-
werte des skalaren Problems '

Adu+ At =10
im Inneren,

am Rande, dreifach nehmen. Wir gelangen also zu dem Ergebnis: Unter
der fir K gemachten Voraussetzung ist die Anzahl der unterhalb einer
Grenze gelegenen Eigenwerte des Problems 11 nicht grofer als die dreifache
Anzahl der entsprechenden Ezgenwerte des skalaren Problems mit der Rand-

bedmgung -= (.

Da d1e asymptotischen Eigenwertgesetze fiir die skalaren Probleme
iibereinstimmend durch den Satz 21 gegeben werden g0 erhalten wir aus
diesem Satze als asymptotischen Ausdruck fiir die Zahl A (1) sofort

Vv .4
und aus dem Satz 24 fiir den Fehler die Abschitzung
A(2)— ——1’} < const 4 log 4.

Um nun noch die iiber K gemachte Voraussetzung abzustreifen, brauchen
4*
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wir lediglich den Hilfssatz aus § 2 anzuwenden, welcher besagt, dall
das in dem Ausdruck ® [f] auftretende Oberflichenintegral jedenfalls mit
DJf] nicht starker ins Unendliche wachsen kann als VD[ f]. Hieraus
ergibt sich durch dieselbe SchluBweise wie in § 6, daf die oben gefundenen
asymptotischen Ausdriicke bestehen bleiben, auch wenn K nicht durchweg
posutlv oder Null ist.

Beriicksichtigen wir nun noch, da8 die Eigenwerte des Strahlungs-
problems erhalten werden, indem man aus denen des Problems II die
Eigenwerte des skalaren Problems fiir die Randbedingung % = ( fort-
strelcht und beachten wieder das fiir diese geltende asymptotische Gesetz
aus Satz 21, so gewinnen wir fiir das Strahlungsproblem folgendes Resultat:

. Satz 26. Fir einen beliebigen Hohlraum vom Volumen V ist die
Anzahl, (1) der unterhalb eimer Gremze ) gelegenen Eigenwerte des
)Stmhlungsproblems asymptotisch gleich

. vV .3

’ Gaik
und zwar gilt fir hinreichend groﬁes A die schdirfere asymptot:ische Formel

s ot < 0onloga,

" wober C eine von A unabhdngige positive Konstante ist.

Anhang.

Die in § 1 zu der allgemeinen Fassung der Minimaleigenschaften der
Eigenfunktionen benutzten Approximationssitze bediirfen, soweit sie sich
'nicht aus wohlbekannten Tatsachen der Analysis unmittelbar ergeben, noch
einer kurzen Begriindung. Es handelt sich dabei um Fragen, welche grund-
gitzlich in der Variationsrechnung eine Rolle spielen und welche darauf
abzielen, den Bereich der zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen még-
lichst zu erweitern, ohne daB dabei die Losung des Variationsproblems
geiindert wird. Auf die allgemeine Frage hoffe ich gelegentlich an an-
derer Stelle zuriickzukommen, wihrend ich mich hier auf das vorliegende
spezielle Problem beschrinken will.

Betrachten wir das Variationsproblem des Satzes 1. Es hardelt sich
darum, eine Funktion g, welche in @ stetig ist, stiickweise stetige erste
und im Innern stiickweise stetige zweite Ableitungen besitzt, am Rande
verschwindet, und den Bedingungen (14), (15), geniigt, durch eine ebensolche
Funktion ¢’ zu ersetzen, die in G stetige erste, im Inneren von @ stiick-
wesie stetige zweite Ableitungen besitzt, deren Dirichletsches Integral
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D[¢'] sich von dem Dirichletschen Integral D[¢| um beliebig wenig
unterscheidet und fiir welche das iiber G erstreckte Integral von L (¢’)”
existiert.

Derjenige Punkt, welcher dabei haupt;sai,chlich einige Aufmerksamkeit
erfordert ist die ;,(Mdttung der Funktion ¢, d. h. die Ersetzung von ¢
durch eine in @ stetig differenzierbare Funktion ¢,. Es sei C eine solche
zundchst ganz im Inneren von G gelegene ,Kante* der Funktion ¢, d. h.
eine Linie in @, lings deren die normalen Ableitungen von ¢ endliche
Spriinge machen. Wir wollen zur Fixierung der Vorstellung annehmen,
daB O eine geradlinige Strecke und zwar ein Stiick der y-Achse ist.
(Diese Voraussetzung der Geradlinigkeit von O trifft ohnehin iiberall in
der vorangehenden Arbeit zu und ist iiberdies fiir die folgende Beweis-
filhrung ganz unerheblich.) Ferner wollen wir, was ebenfalls fiir die Schreib-
weise bequem, aber sachlich ganz unwesentlich ist, annehmen, daB wir
es mit dem Differentialausdruck L (u)= 4% und dem entsprechenden
Ausdruck fiir D[¢] zu tun haben. '

Wird der Sprung der normalen Ableitung 2—: von ¢ beim Uberschreiten

der Kante C' von negativem zu positivem z mit 2 v( y) bezeichnet, dann
besitzt die stetige Funktion

vhy)—eo(y)  fir 220,
v(w,y)== —aw(y) fir 2<L0

auf C dieselbe Unstetigkeit der normalen Ableitungen wie ¢, und die
Funktion 8 = @ —» ist nebst ihren ersten Ableitungen stetig.

Nunmehr schlieBen wir die Strecke C' durch zwei Kurven 0,, C, mit
den Gleichungen z = = h(y) ein, welche jedenfalls ¢ in den Endpunkten
berithren und iiber die noch weiter verfiigt werden wird. Das Gebiet zwi-
schen diesen beiden Kurven heile E.

Dann wird » durch eine Funktion », ersetzt, welche auBierhalb F mit
» iibereinstimmt und in & durch

vy=ho+ ” - h~ -

gegeben ist. '~ Geometrisch gesprochen: es wird die Fliche der Funktion »
geglattet, indem man eine sich deformierende, normal zur Kante liegende
Parabel in der Kante so gleiten 1a8t, daB sie dabei an den Grenzen des
Gebietes B die Fliche der Funktion » berihrt. :

Die Funktion A(y) wird jedenfalls stetig differenzierbar gewshlt;
dann besitzt auch », (z, y) iiberall stetige erste Ableitungen. Ferner wird,
wenn man nur 4 (y) tiberall hinreichend klein wéhlt, » durch v, gleich-
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miBig beliebig genau approximiert. SchlieBlich konnen wir A(y) fir
jedes y so klein wihlen, daB das Integral von

(3%:Q> + (,f’_(_va;w)*

iiber B, oder was dasselbe bedeutet, iiber & erstreckt, beliebig klein wird.
Setzen wir @, =& -+ »,, so ist ¢, eine Approximation an g, und es wird

. D[Q’ - ‘P1] == D [’” - "1]
beliebig klein. Da nun

: D£¢]=D[¢1]+2D[¢1, 90‘-<P1]+D[<P“%]

Dp, ¢ — @] SD[«P]-D[QD —o]

ist, so wird auch D[] durch D[g,] beliebig genau approximiert. Diesem
GlattungsprozeB sind alle vorhandenen Kanten der Funktion ¢ nacheinander
zu unterwerfen. ’

Das obige Verfahren ist keineswegs an die Bedingung gekniipft, dafl
die Kanten ganz im Innern von @ verlaufen. Man kommt jedoch, wenn
Kanten sich bis an den Rand erstrecken, mit Riicksicht auf die Behand-
lung der zweiten Ableitungen rascher folgendermafen. zum Ziele: Man
grenze lings des Randes durch einen Linienzug C' einen von C und R
begrenzten schmalen Streifen S ab und lése mit den — bei hinreichend
schmalem Streifen beliebig kleinen — Werten, die ¢ auf dem Rande von
S hat, als Randwerten fir § die Randwertaufgabe der Potentialtheorie.
Ist o die Lidsung, dann ist bekanntlich®®) das Dirichletsche Integral von g,
iiber § erstreckt, nicht groBer als das von ¢, d. h. dieses Integral wird,
ebenso wie die Funktion o selbst, bei hinreichend schmalem Streifen be-
liebig klein. Wir komnen nun anstatt von der Funktion ¢ von vornherein
von derjenigen Funktion ¢, ausgehen, welche in S mit o iibereinstimmt
und auBerhalb § in G mit ¢ identisch ist. Diese Funktion g, besitzt in
S mit EinschluB des Randes stetige erste und zweite Ableitungen, und
das Tntegral von L(q,)", iiber G erstreckt, existiert sicher.

In ihnlicher Weise konnen wir bei denjenigen, in endlicher Zahl zu-
gelassenen einzelnen Punkten in G verfahren, in denen iiber das Verhalten
der ersten Ableitungen von ¢ zuniichst gar nichts ausgesagt ist. Wir
schneiden diese Punkte durch kleine Kreise aus @ aus, losen mit den
Werten, die ¢ auf diesen Kreisen besitzt, als Randwerten fiir das Innere
der Kreise die Randwertaufgabe der Potentialtheorie und ersetzen dann
¢ im Inneren dieser Kreise durch die betreffenden Potentialfunktionen.

und

%) Vgl. z. B. eine Abhandlung des Verf. in Crelles Journal 144 (1914) 8. 190 fi.
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Nachdem so die Glittung der Funktion ¢ gesichert ist, macht die
Ersetzung der geglitteten Funktion ¢, durch eine Funktion ¢,, welche
auch den weiteren, fiir die zweiten Ableitungen gestellten Bedingungen
geniigt, keine Schwierigkeiten mehr; man braucht hierzu nur die klassi-
schen Approximationssitze anzuwenden. Denn wir kénnen ¢, iiberall in
G durch eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢, gleichmaBig
derart approximieren, daB dabei auch die ersten Ableitungen von ¢,
gleichméfig approximiert werden und das Integral von L(¢,)” dabei end-
lich bleibt. Nach der oben getroffenen Wahl von ¢, konnen wir hierbei
@, mit @, in einem gewissen schmalen Streifen lings des Randes als iden-
tisch annehmen.

SchlieBlich haben wir zu beachten, daB bei Ersetzung von ¢ durch
<p2 die Nebenbedingungen (14) und (15) verletzt werden kénnen, aller-
dings, wenn die Approximation von ¢ durch ¢, hinreichend genau ist,
nur um beliebig wenig. Man kann also die Erfiillung dieser Neben-
bedingungen wieder sichern, indem man die Funktion ¢, und ihre Ablei-
tungen bis zur zweiten Ordnung an endlich vielen Stellen' im -Inneren
beliebig wenig in geeigneter Weise indert. Die so entstehende Funktion
@' geniigt dann allen gestelten Anforderungen.

Diese Betrachtungen gelten, gleichviel ob der Rand Ecken aufweist
oder nicht. ;

Bei den Sétzen 2, 3 werden genau dieselben Betrachtungen angewandt,
soweit es sich um das Glatten der Funktionen handelt. Dagegen bedarf
es noch einer kleinen Uberlegung, um zy erkennen, daf man tatséichlich
in dem Variationsproblem die Randbedingung fortlassen darf. Betrachten
wir etwa den Fall von Satz 2, so handelt es sich darum, eine in @ stetige und
~ mit stiickweise stetigen ersten, im Inneren mit stiickweise stetigen zweiten

Ableitungen versehene Funktion ¢, welche den Nebenbedingungen (14), (15)
geniigt, durch eine denselben Bedingungen geniigende, mit stetigen ersten
und im Inneren mit stiickweise stetigen zweiten Ableitungen versehene
Funktion ¢’ zu approximieren, derart, daf das uber G erstreckte Integral
von L(¢@")? existiert, daB die Randbedingung —= 0 erfiillt ist und daB
auch D[] durch D [¢’] beliebig genau approx1m1e1-t wird.

Wir kénnen von vornherein voraussetzen, daB ¢'nach den obigen
Vorschriften geglittet ist, d. h. stetige erste Ableitungen in G — hochstens
mit Ausnahme der endlich vielen Eckpunkte des Randes — besitzt. Sehen
wir zunéchst von solchen Ausnahmepunkten ab, nehmen also G als begrenzt
von durchweg stetig gekriimmten Kurven an, so konnen wir nach den
bekannten Approximationsséitzen @ von vornherein durch eine einschlieBlich
des Randes beliebig oft, etwa dreimal stetig differenzierbare Funktion ¢
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ersetzen, derart, daB dabei auch die ersten'Ableitungen von ¢ in G iiberall
gleichmaBig approximiert werden. Nunmehr ziehen wir in G parallel oder
annahernd parallel zum Rande in hinreichend klein zu wahlendem Abstande d
eine Kurve C, welche zusammen mit R einen schmalen Streifen § bildet,
- und definieren eine stetige Funktion ¢, in @, indem wir auBerhalb des
Streifens 8 ¢, = ¢ setzen, in § dagegen ¢, auf jeder Normalen zum
Rande R konstante Werte beilegen. Die so entsprechende Funktion ¢,
braucht man jetzt nur lings der Kante C' zu glitten und weiter wie
oben zu behandeln — wobei ihre Werte in einer hinreichend engen Nach-
barschaft von R unberiihrt bleiben —, um zu einer alle gestellten Anfor-
derungen erfiillenden Funktion ¢’ zu gelangen.
ou

Ganz analog liegt die Sache bei der Randbedingung -~ = ou. Die

Werte der Funktion ¢, lings jeder der konstruierten Normalen von der
Linge d sind dann geméB dieser Gleichung zu definieren.

Besitzt der Rand B Ecken, oder besitzt die Funktion d Unstetig-
keitsstellen, so kénnen wir nicht mehr von vornherein voraussetzen, daB
@ fiberall in @ einschlieBlich des Randes stetige erste Ableitungen hat.
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, denken wir uns G' durch eine von<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>