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Zur Analysis der unendlich vielen Variablen.

Zweite Abhandlung.

Reihenentwicklungen nach Eigenlunktionen linearer partieller
- Dilferentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus.

Von
Leon Lichtenstein in Berlin.

In einer vor einigen Jahren erschienenen Abhandlung habe ich gezeigt,
daB sich die Existenz von Eigenwerten gewohnlicher linearer Differential-
gleichungen zweiter Ordnung aus der Hilbertschen Theorie vollstetiger
quadratischer Formen mit unendlich vielen Variablen ohne Ubergang durch
die Integralgleichungen erschlieBen 1afit'). Den Betracltungen jener Arbeit
liegt die Differentialgleichung

(1) Aty iky=0

sugrunde. In (1) bezeichnet p eine in dem Intervalle (0, ) erklirte
positive, nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige
Funktion, ¢ eine stetige nicht positive, k eine beliebige stetige Funktion.
In der erwihnten Arbeit werden im einzelnen folgende Randbedingungen
betrachtet.

8) y(0)=0, y(m)=0; B) WO

dy(=) _ 4.
=0, dx = 0;

dy(=)
C) y(0)=0, _g;-;-):o;
p)&(©) dy(O) 7,4(0)=0, é%fc”—)%—yzy(n) =0, (7,20,7,20,7, +7,>0).

) Vgl. L. Lichtenstein, Zur Analysis der unendlichvielen Variabeln. I. Ent-
wicklungssitze der Theorie gewohnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 38 (1914), S.113—166.
Diese Arbeit wird im folgenden als die erste Abhandlung bezeichnet.



128 L. Lichtenstein.

AuBer der Existenz der Eigenwerte wurde a. a. 0. ein weitgehender
Entwicklungssatz gewonnen. Fiir den besonders einfachen Fall der Rand-
bedingungen A) lautet dieser Satz wie folgt:

Es mdge k(x) in keinem in (0, =) gelegenen Intervall identisch
verschwinden, und es sei f(z) irgendeine in (0, n) stetige, fiir =10
und z = n verschwindende Funktion, die iiberdies so beschafien ist, daB

die Reihe )
er Znﬂ(off(x) sin nzda:)

konvergiert ?).
Dann gilt die folgende fiir 0 <2 < n gleichmaBig konvergierende
Entwicklung

© 0= 3 550.) [ kip,da,

unter 4 (¢ =1, 2,...) die Eigenwerte, unter ¢ () die den Beziehungen

Ed - la
(4) Jbp.ppdz=0 (atp), [keldz—r
geméal normierten Eigenfunktionen verstanden. Es ist ferner

®) Jurtas— 3 ( Ferv.aa).

Wie aus den Betrachtungen der vorliegenden Arbeit hervorgeht, gilt
ferner die weitere wichtige Entwicklung

(®) [ (L) 4= 310, (f ro.de)

Diese Untersuchungen werden in der vorliegenden zweiten Abhandlung
fortgesetzt. Es handelt sich jetzt um die partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus

(7) %(p%g)+-§;(p%)+lku=0.

2

Den folgenden Betrachtungen wird ein beschrinktes Gebiet 7' in der
Ebene. z—y,_das einfach oder. mehrfach zusammenhingend sein kann,
zugrunde gelegt. Die Begrenzung S von 7' soll aus einer endlichen Anzahl

%) Diese Bedingung ist, wie man weiB, der folgendcn Bedingung gleichwertig:
f(x) hat eine quadratisch integrierbare Ableitung, und ee’ gilt ferner

FE 4y o o,

0
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geschlossener analytischer und reguldrer Kurven bestehen. Die Funktion p
ist in 7' und auf § positiv und nebst ihren partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetig, die Funktion k& ist nebst ihren partiellen Ablei-
tungen erster Ordnung stetig und von beliebigem Vorzeichen. Als Rand-
bedingung wird zunéchst (Kapitel I) die Beziehung =0 auf S be-
trachtet®).

Die Existenz unendlich vieler Eigenwerte der Differentialgleichung (7)
ist in dem besonderen Falle p == 1 zunichst von Herrn M. Mason unter
Zuhilfenahme von Variationsbetrachtungen bewiesen wordent). Sie folgt,
wenn k in T'+ S lings einer endlichen Anzahl etwa analytischer und regulirer
Kurven verschwindet, aus der Hilbertschen Theorie der polaren Integral-
gleichungen®). Weitere Beweise sind in den Untersuchungon von J. Marty*),
Anna Johnson Pell?) und E. Garbe?®) enthalten.

Wihrend in der ersten Abhandlung von den Sitzen der Theorie linearer
Differentialgleichungen kein Gebrauch gemacht wird, wird in der vorlie-
genden Arbeit angenommen, daf} die Existenz der Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen der Differentialgleichung

(®) 7 (Pas) 75 (0 5) T e =0,

etwa aus der Theorie der lin;aren Integralgleichungen, bereits feststeht.
Die Bestimmung der Eigenwerte der allgemeineren Differentialgleichung (7)
wird, wie in der ersten Abhandlung, auf die Untersuchung einer voll-
stetigen quadratischen Form mit unendlich vielen Variablen K (X, X)
zuriickgefithrt. Die Vollstandigkeitsrelation und die Entwicklung der
Form K (X, Y) nach Eigenformen ergeben, in die Sprache der Theorie
linearer Differentialgleichungen iibersetzt, bemerkenswerte Satze, die iiber
die analogen von der Theorie der Integralgleichungen gelieferten Resul-
tate erheblich hinausreichen.

Wir bezeichnen die irgendwie einfach geordneten Eigenwerte der
3) Diese Untersuchungen sollen in einer spéter erscheinenden dritten Abhandlung
fortgesetzt werden.

#4) Vgl. M. Mason, Sur les solutions satisfaisant 3 des conditions sux limites
données de I’équation différentielle 4 u+14 (x, y)u=f(x, y), Journal des Mathé-
matiques 1904, S. 445—489.

) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, Fiinfte Mitteilung, Gott. Nachrichten 1906, 8. 439480 (8. 462—474)

¢ J. Marty, C. R. 150 (1910), S. 515—518; 603—606; 1031—1033; 1499—1502.

") A 'J. Pell, Biorthogonal systems of functions, Transactions of the American
Math. Society. 12 (1911), S. 185—164; Applications of biorthogonal systems of func-
tions o the theory of integral equations, a. a. O. S. 165—180.

8 E. Garbe, Zur Theorie der Integralgleichungen dritter Art, Math. Annalen 76
(1915), S. 527547, .

Mathematische Zeltschrit. IIL 9



130 L. Lichtenstein.

Differentialgleichung (7) mit 4, (¢=1,2,...). Es seien ¢, die zuge-
horigen, den Beziehungen

a

(9) fk¢a¢ﬁdxdy:0 (e B), fkq:;dzdy: :1:|
T T i

gemiB normierten Eigenfunktionen. Nimmt k in T positive Werte an,
so gibt es unendlich viele positive Eigenwerte. Nimmt k in T negative
Werte an, so gibt es unendlich viele negative Eigenwerte. Wechselt k
in T das Zeichen, so gibt es demnach sowohl unendlich viele positive,
als auch unendlich viele negalive Eigenwerte.

Es sei @(x, y) eine in 7' und auf S stetige, auf § verschwindende Funk-
_tion, die beschrankte, in 7' abteilungsweise stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung hat. '

Es ist

(10) Tfka*dxdy= g’%(;ka%dmy}f

Es moge jetzt k hochstens auf einer Menge vom Mafe Null in T
verschwinden. Diese Bedingung ist z. B. erfiillt, wenn & in 7' und auf 8
analytisch und reguldr ist.

Es gilt dann die wichtige Formel

(11) fp { (;;) 4 (jg)}dx dy= 2 Iy (fku%dzdy)’.

Es sei g eine in 7' und auf S stetige, auf § verschwindende Funktion,
die beschrinkte, in 7' abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung hat, und es sei G (¢, #; =, y) die auf S verschwindende Green-
sche Funktion der Differentialgleichung

. ] dw 2 9
(12) =) +5E5) =0
Jede n der Form e :
(13) U, n) =[G n 2.9) k(. y)g (2, y)dady

darstellbare Funktion 1afit sich in eine in T und auf § unbedingt und
gleickmdfig komvergierende Reihe '

(14) U6, v)= S5 0.6 ) [bo, Udady
a a T
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entwickeln. Diese Rethe ist gliedweise differentsierbar. Die unendlichen
Rethen

U by 09, U i, 09,
(18) 35 = %’;ma—grfk% Udsdy, 5 = er; -r.,)-flcqv“dedy

a | @ T

konvergieren wn T und auf S unbedingt und gleichmdfig.

Die Theorie der linearen Integralgleichungen liefert demgegeniiber
nur den folgenden Satz:

Es sei

ot (5: n; %, y)‘:é’fG('f: N5 %y yl)k(zl’ yx)G(xu Y %, y)dx,dy,,
(16) '
G*‘(E:”; x’y)=’.‘f0‘(£"'7; Zys yx)k(zu ¥.)G(=,, Y%, yldz, dy,,

und es sei g(z, y) eine in 7' und auf S stetige Funktion. Jede in der Form
(17) V)= ]G (& n 2 y)g(2, y)dzdy

darstellbare Funktion laBt sich in die unbedingt und gleichmiBig konver-
gierende Reihe

/" .
(18) V& n)=2 7. n)Jk%dedy
entwickeln. T

In dem zweiten Kapitel wird die folgende fiir die Variationsrechnung
wichtige Randwertaufgabe behandelt.

Es sind diejenigen in 7' und auf § stetigep, in 7' regularen Losungen
der Differentialgleichung

(19) (B 58) 5 (pay) +au+Aku =

zu bestimmen, die auf S der Randbedingung
(20) pSt+ahu =0

geniigen. Mit ¢ wird irgendeine negative, nebst ihren partiellen Ablei-
tungen erster Ordnung in 7' und auf S stetige Funktion bezeichnet; h ist
eine beliehige nebst ihrer Ableitung stetige Funktion.

Auch "hier gibt es im allgemeinen unendlich viele positive und unend
lich viele negative Eigenwerte, und es gelten zu (10) und (11) ana-
loge Entwicklungen. Nimmt k in 7' positive Werte an, so gibt es
unendlich viele positive Eigenwerte. Der- kleinste positive” Eigenwert ist
einfach. Die zugehdrige Eigenfunktion kann in 7' nicht verschwinden.

g*
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Erstes Kapitel.
Das erste Randwertproblem.

§ 1.

Es sei T ein beschrinktes, einfach oder mehrfach zusammenhingendes
Gebiet in der Ebene der Variablen # und y. Seine Begrenzung S mége
aus einer endlichen Anzahl geschlossener analytischer und regulirer Kurven
bestehen. Es sei p eine in 7' und auf S erklirte positive, nebst ihren
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion.

In diesem Paragraphen betrachten wir die in 7" und auf § stetigen, in 7'
regularen, auf § verschwindenden Eigenfunktionen w, (2, y) (j —=1,2,...)
der Differentialgleichung

) ow
1) 53 (#55) + 5y (035) + e =00,

Es seien p; die zugehérigen Eigenwerte. ~Der Theorie pattieller
Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus entnehmen
wir die folgenden Satze:

1. Die Eigenwerte u; sind simtlich positiv und héufen sich nur im
Unendlichen.

2. Die unendliche Reihe 2 Mi} konvergiert.

i

3. Die partiellen Ableitungen ——a-’—’ aa—“z;’ sind auch noch auf S stetig.
4. Fir jede in 7 und auf 8 stetlge Funktion w (2, y) gilt die Be-

ziehung

(2) fw"d:z;aly=27<fwcu.,.dm:dy)2
T i /4 :

5. Es sei G(&, n; 2, y) die auf S verschwindende Greensche Funk-
tion der Differentialgleichung (1) und es sei y(x, y) eine in 7' erklirte
beschrankte, abteilungsweise stetige Funktion. Jede in der Form

(3) Qe n)=TfG($n7;x, )y (2, y)dzdy

®) Wir nennen zur Abkiirzungeine in T, ausfiihrlicher — im Innern des Gebietes 7,
nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zwelter Ordnung stetige Losung, —
nin T reguldr®.

Wir verstehen ferner unter einem pBereich“ ein Gebiet nebst Rand (das ,ab-
gesohlossene Gebiet). Statt ,im Bereich 7'“ wird darum oft einfacher ,in T und
auf 8¢ oder ,in T+ S* gesagt. Demnach sind die Ausdriicke wie ,in 7' stetig“ und
»in T'+ S stetig“ wohl zu unterscheiden.

Der Begriff einer in T+ S abteilungsweise stetigen Funktion ist bekannt. Wir
nennen eine Funktion in T abteilungsweise stetlg, wenn sie in jedem in T' gelegenen
Bereich abteilungsweise stetig ist. :
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darstellbare Funktion 188t sich in eine in 7' und auf S gleichmaBig kon-
vergierende Reihe

(4) Q)= a6 )] Qo dudy

entwickeln. Die Entwicklung (4) gilt demnach insbesondere fiir jede
Funktion .2, die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in 7
und auf § sbetig ist und auf § verschwindet, wenn iiberdies die partiellen

Ableitungen ——x—z 2 und 22 7 2 beschrinkt und in T abteilungsweise stetig sind.

Es sei w(x,y) eine nebst ihren partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung in 7' und auf § stetige, auf S verschwindende Funktion.

Die unendliche Rethe

2
2 ,u; <J.ET) wjdxdy>
j T

konvergiert. Es gilt

0 [(21)+ 40 - T fo irir)

Nach (2) ist in der Tat

l{‘%( aw)+ay< )}d“dy 2[“( >+ay( >}“’d“"dyl =
=2 | fpER G5 -Z[[la o) + Lo esear] -
=%’ w <lf&5wjdxdy)2.

Es gilt ferner die weitere wichtige Formel

R 1S NS P

Es ist in der Tat
0w\ | (0w)? o @\ , o ( oa
mfp{(ﬁ> +<W) jead= "f{_(?ax) +5;<P )} dedy -
o p%?)} w; dx dyf&') cojd;c dy a=
: T

B e

|

|
—
D
gl
—
e~
D D
B8
T
+
Sl
G— Q;
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Aus (6) folgt, wenn @ eine weitere wie @ beschaffene Funktion be-
zeichnet, in bekannter Weise

w0® | 00dd —
(7) fp{a—;‘fg + 52 5 Yz dy tz,ujf&')wjdxdyfﬁiwjdxdy.
z i 7 T

Die Formel (6) gilt, wie wir jetzt zeigen wollen, in dem allgemeineren
Falle, wenn @ (%, y) eine beliebige nebst ihren partiellen Ableitungen

erster Ordnung in T und auf S stetige, quf S verschwindende Funktion
bezeichnet.

Wir bedienen uns zum Beweis der folgenden Erweiterung des
WeierstralBBschen Approximationssatzes.

Man kann in unendlich mannigfaltiger Weise eine Folge von Funk-
tionen @ )(x y) (n=1,2,...) angeben, die in 7 auf § analytisch und
reguldr sind, auf § verschwinden und iiberdies so beschaffen sind, daB in

T und suf 8 gleichmiBig

! — () = —(n) =
(8) lima®™ =@, lm 2 2% jpd® __2%®
n=ow n=oo aw dx n=o 3y ay

gilt?).
Nach (6) ist fiir alle n

f?’ (a—cn)) (a—“) }d:vdy 2” (J‘a(")wjd:cdy)g,

demnach
i 2 —(n) —(m)
—(m) 0w w
(10) gﬂjgw w;dzdy) grp{( 2+ (2] Yy,

10) Wir denken uns T' auf die untere Hailfte & der Einheitskugel & konform
abgebildet. Dadurch erscheint @ (x, y) als eine Funktion des Ortes 3 auf &, Sie
sei als solche mit { (8) bezeichnet. Die Ortsfunktion § (8) ist stetig, auf dem Rande
von B gleich Null und hat stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Wir setzen
& (8) iiber die ganze Kugel & foit, indem wir den inbezug auf die Ebene 2z =0 sym-
metrischen Punkten auf & entgegengesetmf: gleiche Werte von & (8) zuordnen. Es sei
jetzt F(z, y, 2) dle]emge im Innern und auf dem Rande des von & begrenzten Kugel-
korpers @ stetige, in & regulire Potentialfunktion, die auf & den Wert & (8) annimmt.
Wir bezeichnen den auf dem nach 3 fiihrenden Halbmesser im Abstande R< 1 vom
" Mittelpunkt gelegenen -Punkt mit (R;%), den Wert von F(z;y, 2) daselbst mit
Fr(8). Setzt man fiir alle 3 im Innern und ‘auf dem Rande von 6‘0 etwa

% . (6) %,(m) (B)— (M)(Z y)

so bilden @™ (2, y) eine Folge der gesuchten Art.
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mithin fir n — oo

(11) é,uj(f&wjdxdy)gJ () (Eg)g}dxdy,
also auch '

(12) 2y<f(owd:zdy><fp< ) ( )}dxdy

Die unendliche Reihe linker Hand konvergiert. Daf hier das Gleich-
heitszeichen gilt, 1a88t sich wie folgt leicht zeigen.

Es sei v(z, y) irgendeine in 7' und auf § nebst ihren partiellen Ab- |
leitungen der beiden ersten Ordnungen stetige, auf § verschwindende
Funktion. Nach (7) gilt

™
0
(13) Z,ufw“w dxdyfvw dxdy = fp - a;—{- 5 M}d:vdy

Die unendliche Reihe linker Hand konvergiert unbedingt und gleich-
méfig. In der Tat ist

IZ/A fco W; d:vdyfwu dxdyl

7>N T

(14) - _.2_, (fw w; dxdy) %\, (vawjdxdy)e

i

<] (=) + (5 Yamay S [roanas)

Da die Wertfolge

[ ()
[o{(E)+ () }awas

konvergiert, so ist sie gewil beschrinkt. Da ferner die Reihe
2
X K, (fijdxdy>
< 97 T

konvergiert, so konvergiert (13)nach (14) in der Tat im gleichen Grade.
Fir n-— oo folgt demnach aus (13)

J ow 0w dv
(15) fp{g%% a: Zy}dxdy § )7 fco(u dxdyfvw dxdy.
7

gegen
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Es sei jetzt 0 eine weitere in 7' und auf S nebst ihren partiellen
Ableltungen erster Ordnung stetige, auf S verschwindende Funktion. Ist
0™ eine zu & analoge, 0 approximierende Folge von Funktionen, so
ist nach (15)

0w 0 0w )
(16)f a:: gw ayog }d:cdy nyww dxdyfﬂ( w,;dxdy.

Die ReiheZ M, (fw w;dx dy)- ist, wie vorhin bewiesen, konvergent.
i T

Durch eine Wiederholung der zuletzt durchgefiihrten Uberlegungen
wird gezeigt, daB die Reihe rechter Hand in (16) gleichméfig konvergiert.
Fiir n— oo folgt hieraus

awa dw 0
(17) f aw32:+6y a;}dxdy nyww dxdyjﬂw dxdy.
b4

Fiir 6 = @ ergibt sich hieraus die zu beweisende Beziehung (6).

Die Formel (6) gilt iibrigens noch unier erheblich allgemeineren Vor-
aussetzungen beziiglich der Funktion &, z. B. wenn @ in T + 8 stetig
18t, auf S wverschwindet und beschrinkte, in T abtetlungsweise stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Sie gilt auch, wenn dariiber

hinaus ;- be1 der Annéherung an gewisse in endlicher Anzahl vor-

handene Punkte in T' oder auf § unendlich grof wird, wenn nur das Integral

[o{ () +((5) Jowa

konvergiert. Der Beweis laft sich durch eine geeignete Modifikation der
zuletzt durchgefithrten Betrachtungen erbringen?'!s).

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten auch noch bei Gebieten
wesentlich allgemeinerer Natur. Wir wollen uns indessen bei diesen Be-
trachtungen nicht linger aufhalten.

1s) Ste gilt, wie sich in #dhnlicher Weise beweisen ldB8t, auch wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind. 1. Die Funktion @ ist in 7T+ S stetig, verschwindet auf S
und hat in T+ 8 beschrinkte Differenzenquotienten. 2. AuBer auf einer Menge
von Punkten, deren Peano-Jordanscher Inhalt gleich Null ist, sind die partiellen
Ableitungen afa—’-, L vorhanden und stetig.
ox’ 0dy

-
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§ 2

Es moge k(z,y) eine in T und auf S erklirte stetige Funktion
bezeichnen, die stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Es sei
u(x, y) eine in 7' und auf S stetige, auf 8 verschwindende, in 7' regulire
Losung der Differentialgleichung

0

(18) d ( ou o

2 an) + (a">+““”“

Wie man wei}, sind die partiellen Ableitungen €u 2% ouch noch auf
p éx’ oy
8 vorhanden und stetig.

Ist v irgendeine in T und auf S stetige, auf S verschwindende Funk-
tion, die beschréankte, in 7' abteilungsweise stetige partielle Ableitungen
erster Ordnungen hat, so ist, wie sich durch teilweise Integration leicht
zeigen 1aBt,

ow 0v | du v
T
Es sei im Sinne der Aquivalenz
X; Y

20 U~ -—_J:(l)-, v~ '-_',!:w.

=0 ; Ve, 7 277 Ve, 7
gesetzt. Nach (17) ist

ou av ou 0v
@) [o(EE+ 5w =T 5T =%,

Es gilt ferner

fkuvd:vdy =quwjda: dyflc'ij dxdy zzéifkijda:dy =

X
o dud fkw o Al L 310 fkw &, 3
2 l‘, hf ) Y 3 Yy= ZV!‘j V“;. h Y.

Der Ausdruck

(23) KX )= 22 (o, 0,dzdy
LA V.“ 'u"’.l'

(22)

ist eine vollstetige' Bilinearform der unendlich vielen Variablen Xj, Y,.
‘(j=1,2,...), da, wie wir gleich sehen werden, die Summe der Quadrate
der Koeﬁﬁenten :

(24) - Zl% fkw whd:cdy)

konvergiert. In der Tat ist zunéchst, da fiir j < h allemal ng ®, ist,
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m 1 2
. 7<h$m
§2 —ls—(fkw whdxdy)
i<m
7Sh<m
Ferner ist
(fkw w,,dzdy) <Z’(fkw w,,dxdy) fk o dzdy
7<h$m
< Max k z_'fa),gdxdy:Maxk,
demnach :
(25) 8™ < 2 Max X o

i<m’
Da nun die Reihe 2;}; konvergent ist, so konvergiert, wie behauptet,
. il
die Reihe (24).
Aus (22) und (23) folgt jetzt
(26) Tfkuvdxdy = K(X,Y)

und aus (19), (21), (26) weiter
(27) (X,Y)—21K(X,Y)=0.
Es sei A(z, y) eine in 7' und auf S nebst ihren partiellen Ableitungen

erster Ordnung stetige Funktion. In einer ganz analogen Weise gelangt
man von der Differentialgleichung

(18") 750 52) 75 (2 55) + 2w =

. zu der Bezichung
Y
(27%) (X, ¥)—1K(X, ¥) = — 3= [Aojdady.
: 7 VA g

Die Auflésung des homogenen und des nicht homogenen Randwert-
problems ist damit auf die Auflésung der den Formeln (27) und (27%)
entspringenden unendlich vielen linearen Gleichungen zuriickgefiihrt.

§ 3.
Es sei 1 ein Bigenwert der quadratischen Form X (X, X)und darum, wie
man ohne Schwierigkeiten sieht, auch der Dlﬁetentmlglelchung(IS) Es seien,

. M(x)(X) sij(*)xj '(% =1,... f)
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die zu 1 gehorigen linear unabhingigen Eigenformen. Die Werte

m, G=1,2,...)
sind die r linear unabhéngigen Losungssysteme der linearen Gleichungen
(X,Y)—1K(X,Y)=0.

Damit die nicht homogenen Gleichungen

(X,Y)-1K(X,¥)= 317,

Loésungen mit konvergenter Quadratsumme haben, miissen nach bekannten
Sitzen folgende Bedingungsgleichungen erfiillt sein:

Zyﬂﬁj(")=0. (x=1,...,7)
7
Es sei 1% ein Eigenwert der Differentialgleichung (18), und es sei
p*(»=1,...,7) ein vollstindiges System zu A* gehoriger linear unab-

hingiger Eigenfunktionen. Es gilt

(g ::ij:‘rfwf w;dzdy.
7
Offenbar ist B
V,ujqfw;"wjdxdy (i=1,2,...)

ein System der Losungen der linearen Gleichungen
(X,Y)—-1*K(X, Y)=0.

Die linearen Formen

/\,*(X)=ZXJ.1//TJ.Tfy;j wdedy  (v=1,...,7)
/]

sind zu A* gehorige Eigenformen von K (X, X).
Es ist leicht zu zeigen, daB es keine zu 1" gehorige Eigenform gibt,
die von den Formen A)(X) (»=1,..., r,) linear unabhingig wire.

Sei im Gegensatz hierzu A¥  (X) = 2 X;7; eine Form dieser Art.
Man kann dénn gewil eine Funktion .

7n+1
A, y)=2"sj @,
i=1

bestimmen, so da8

rn+1 ’
(28) ' D)8 [y} o;dady =0, (v=1,...,7,)
. j=1 T
'* > Tx+1-1
(287) 2—— dr, 4+ 0

=T
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gilt. Fiir (28) kann man auch setzen
f'fA prdedy = 0.

Nach bekannten Sétzen hat demnach die nicht homogene Differential-
gleichung ,
d u 0 ou
ﬁ(P‘g;)‘f—a—g/*(p@) + ¥ ku=A
in T4+ 8 stetige, in T regulére; auf S verschwindende Losungen. Wegen
(28*) hitten demgegeniiber die unendlich vielen Gleichungen

7y +1 a

(X,Y)—2"K(X,Y)= 2‘ V
J

keine Lﬁpungen mit konvergenter Quadra.tsumme.

Demnach entsprechen die Eigenfunktionen der Differentiglgleichung
(18) und die Eigenformen der quadratischen Form K (X, X) einander
umkehrbar eindeutig.

§ 4.

Ist das Maf3 der Punktmenge k(x,y)=07%") gleich Null, so ist
die quadratische Form K (X, X) abgeschlossen.

Es mége das MaB der Punktmenge k (2, y) = 0 gleich Null sein, und
es moge im Gegensatz zu unserer Behauptung K (X, X) nicht abgeschlossen

sein. Dann gibt es eine Linearform L*(X)= ;’ [ X;, so daB fiir alle X;

mit konvergenter Quadratsumme

(29) K(X,)L*() 2 50 (o, 0, dady = 0
Vit g

gilt. Es sei im Sinne der Aqulvalenz

(30) 0% (2, y) ~ 3 T= (e y);
4 Vl‘;

v*(z, y) ist eine nebst ihrem Quadrate integrierbare Funktion. Aus (29)
folgen, wenn man X, =1, X =0 (h-l- v) setzt, die unendlich vielen
Gleichungen

(81) . 2 fkw.w,dwdy=0,‘ (=1,2,...)
V"JT _

wofiir man mit Rucksmht auf (80) auch setzen kann
[ kv*w,dzdy = 0. ' (»=1,2,...)
7 .

1) D. h. der Menge der Punkte, in denen die Funktion k(,y) verschwindet.
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Nach bekannten Sitzen mul kv* in 7', hochstens auller auf einer Null-

menge, verschwinden. Das gleiche gilt offenbar fiir v*. Die Fourierschen
*
Koeffizienten ‘l/_ sind simtlich gleich Null, die Linearform L*(X) ver-
#
schwindet identisch. Die quadratische Form K (X, X) ist abgeschlossen.
Die vorstehende Bedingung der Abgeschlossenheit der Form K (X, X)
ist gewiB erfiillt, wenn k nur langs einer endlichen Anzahl stetig ge-
krimmter Kurvenstiicke verschwindet, insbesondere, wenn &k in 7' und
auf S analytisch und reguldr ist.
Das System der Eigenwerte der quadratischen Form K (X, X) deckt
sich, wie wir gesehen haben, mit dem System der Eigenwerte der Diffe-

rentialgleichung (18) und darum auch der Integralgleichung

1 L ]
(32) (=50 n 7 9) bz, g)ulz, y) dzdy = 0.
T

Es seien 4, (a=1,2,...) die irgendwie einfach geordneten Eigen-
werte von K (X, X) und

(33) L(u)(X)sz l;a)XJ
J
die zugehdrigen, den Beziehungen
LOHLO() 2 4P = (¢ §)
(34) L(a) )L(a) Z la) .

gemiB normierten Eigenformen. Den Ausfuhrungen des § 3 gemal ist die
unendliche Reihe

(35)

l(“)

Vﬂ

gleichméBig konvergent. Ihre Summe liefert eine zu 1. gehorige Eigen-
funktion der Differentialgleichung '

0 ow b} ou
(36) 5;(Pa‘5)+a'y‘<?a'y‘>+la"“=°'
Es sei
. Z(lx) -
(87) L D ey =v.@ )
ALY,

Aus (34), (37), (20) und (21) folgt
(88) . Jp{awuitp_,g+awa w"}dzdy=0, (a =+ B)

dx Ox dy 0y
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(39) fp (o) o )Q}dxdy—l

oder nach einer teilweisen Integration mit Riicksicht auf (36)

(40) Jov v,dzdy —o, (a+5)
(41) Tfkwgdxdyz —
Setzt man jetzt “
1
(42) Vo™ = o’
so_erhilt man
(43) ) sz¢“¢ﬂdxdy;0, (e = B)
(44) [ kptdzdy — =
. 3 T HAy
§ 5.

s

Nach bekannten Satzen ist

(45) K(X,Y)=3 1+ L“(X)L"(Y)").

a

Es sei @ (2, y) irgendeine in 7" und auf § stetige, auf S verschwindende
Funktion, die beschrinkte, in 7 abteilungsweise stetige partielle Ab-
leitungen erster O;dnung hat. Wir setzen

(46) (2, y) ~Z -é
.7
Den Sétzen des § 1 gemdal ist

L‘_"’(X):fp(a—ﬂ de a“"’“)dxdy=
T

ox ox oy 0y

W | =—.fﬁ{§m( a"’“)+ay(ﬂf’a§’;’)}dwdy¥

fkuzpada:dy— .T_Tf @, dzdy

sowie ‘
(48) K(X,X)=[kuatdzdy..
P, /

1%) Vgl. D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, Vierte Mitteilung, Gott. Nachrichten 1906, 8. 157—227 [8S. 201].
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Aus der Formel (45) folgt demnach fiir X; =Y,

(49) fkﬁ"dxdy -:2 —:" (fk-z‘tqaadxdy)
T « @ . T

Die unendliche Reihe (49) konvergiert wie die Reihe (45) unbedingt.

Ist k in einem in T gelegenen Gebiet @ positiv, so gibt es gewsf
unendlich wviele positive Eigenwerte.

Es seien im Gegensatz hierzu 1, ..., 4, die nur in endlicher Anzahl
vorhandenen positiven Eigenwerte. Es sei #(z, y) eine nebst ihren par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung in 7' und auf S stetige, auf S ver-
schwindende Funktion, die in 7' — @ verschwindet und die Beziehungen

(50) [kvp dzdy =0 (a=1,...,m)
T

erfiilllt. Fithrt man ¥ fiir @ in (49) ein, so gelangt man zu einem Wider-
spruch. Also ist die Anzahkl der positiven Eigenwerte unendlich. Des-
gletchen st die Anzahl negativer Eigenwerte unendlich, falls k sn T
negative Werte annimmt. Wechselt k in T das Vorzeichen, 8o gibt es
demnach unendlich viele positive und unendlich viele negative Eigenwerte.

Es moge jetzt k hochstens in ‘einer Punktmenge vom Mafe Null in 7
verschwinden. Die quadratische Form K (X, X) ist abgeschlossen und es gilt

(51) (X, X) = 3 [L(X)]
Den Sétzen des § 1 gemaf ist
((ou\*, (ou)®
(52) (X,X)=Tfpi<5é) +(a7) }da:dy.

Aus (51), (52) und (47) folgt

(53) {p{(%)z—{— (Z—’Z—)?}dxdy—:%? ;la{(l_[kilqaadxdy)“.

Ist © eine wie % beschaffene Funktion, so gilt, wie man sich jetzt
leicht iiberzeugt, die weitere Formel

ou 0v ou . 0v Y — - .
(54) [»{5 et oo Ydzay — 34,1 [ ke, dvdy [ kig dzdy.

. Ist das MaB der Punktmenge %(z,y)==0 grofer als Null, so"ist die

quadratische Form K (X, X) nicht abgeschlossen. In der Formel (53)

- tritt an Stelle des Gleichheitszeichens das Zeichen 2> .

e



144 L. Lichtenstein.

§ 6.
Bei den folgenden Betrachtungen wird angenommen, dal die Menge
k(z,y)=0 vom MaBe Null ist.

Es moge g(, y) eine in T' und auf S stetige, auf S verschwindende
Funktion, die beschriankte, in 7' abteilungsweise stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung hat, bezeichnen. Es sei (&, n) irgendein Punkt in 7' oder
auf 8, und es sei

(55) G*(E’ %, Y) - 7.[0(51 N5 Zys yl)k(xl’ y1)G(x1’ Y5 %, y)dxldyx
@& 53, 9).
Wie man sich leicht iiberzeugt, ist

a( Flen 2 [ oaG°

Die Funktion @* (&, #; z, y) ist, als Funktion von & und y aufgefaBt,
in T und auf 8 nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig
und auf 8 gleich Null. Wir fithren in (54) fiir # und ® entsprechend

G* (&, y; =, y) und g(, y) ein und erhalten,

(57) TfG(E,n;z, y)k(z, y)g(z, y)dzdy =U (£, )

gesetzt,

[ (e 55 5 eres == (6D + 5 65 asa -
(s8) 1 ’

= 2nfG(E, 7%, Y) k2, y)g@, y)dzdy =22 (&, 4)
p ‘

und wegen (82)

r -
fhgqpadxdy=‘
T :

1“
=5y k(z,y)g(=, y)fG(”’ Y 2 ) B(2, 9,) @, (2, y,) do, dy, dzdy =

T T »
R - o
B k(xu yl)‘?,(xv yx)fa(xp Y5 @, y)k(m: y)g(x’ y)dwdydxldyl =
& .

b4
T

. 1, ,
= '27]’“(% Y:) 9, (%, ) U (2;; 9,) d, dy, ,
7 :




(60)

(62) 1
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fk(x»y)G*(E, 7%, 9) 9,3, y)dzdy ~
T

ff om0 k@ )6 v 2 kG 910, (2, y1d5, dy, dedy =
TT

27 4 ¢
=T IG(E, 72, Y0 k(2 ) 9, (@0 9)dzdy, g (5.
T "

Aus (53), (58), (59) und (60) folgt nach einer geringfiigigen Ande-
rung der Bezeichnungen

(61) U&,n)= ‘l-j_“qua(s, n)f’cq)n Udzdy.
a | .
r

a

Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert unbedingt und glesch-
mdftg. In der Tat ist, wie man sich leicht iiberzeugt,

(Zlgo & n)“j.k(p Gazdy, ) (‘Sl r"gvz.dwy!;rko*q’..dzdyl)'
a>N a >N q" li‘
3

< Z' sflcg«p d.cdy 2 :”"'lkG*q:"dxdyl <
7

"

II/\

e p{ s ) jdsdy S 2 (fkgtr dzdy)

T

Das Integral fp n(} +<a;;> j\dzdy stellt eine fir alle (&, »)

in T und auf S gle\chmaﬁng beschrinkte :Funktion dar, die unendliche
5 2 .
Reihe 2 |4, ] (fkg(padx d y) konvergiert, also konvergiert in der Tat (61)

unbedingt und g\elchmaﬁlg
Man kann noch einen Schritt weiter gehen und in der Formel (54)
fiir % den Ausdruck

550" (6 m 2 y)
cinfilhren. In der Tat ist ° d%z’ als Funktion von z und y aufgefalt,
in T und suf § stetig und auf § gleich Null; die partiellen Ableitungen
6" o6 sind, auler fir é==z, n=y, WO sie logarithmisch unend-

9kox® dEdy
lich werden, stetig. Der Ausdruck

[o{G)+ (G5 ) jaeas

Matbematische Zeitschritt. TII. 10
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ist fiir alle (¢, ) in 7" und auf § gleichméaBig beschrinkt. Man findet

2U (&, 7) 7 A, a‘Pa(f,'?)
(63) gf_’l__z N k LUdzdy,
und analog 1 pdE o)

AU (5, 7)) a 09,5 1)
(64) e = %’ L] o Jk(p“UdZdy'

Auch die Rethen (63) und (64) konvergieren unbedingt und gleich-
mafig.

Jede in der Form (61) darstellbare Funktion lifit sich demmach in
eine i T und auf S gleichmdfig konvergierende Rethe mach den Eigen-
funktionen der Differentialgleichung (18) entwickeln. Die so erhaltene
Reshe st gliedwesse differentiierbar.

§ 7.

Es ist von Interesse, diese Ergebnisse mit den von der Theorie der
linearen Integralgleichungen gelieferten Resultaten zu vergleichen??).

Es mdgen 8 und ¢ beliebige Punkte in 7' oder auf S, K(s, ¢) einen
in T 4 8 stetigen, symmetrischen Kern vom positiven Typus, A (8) eine
beliebige in 7' 4 8 erklarte stetige Funktion, die sowohl positive als auch
negative Werte annimmt, bezeichnen. Betrachten wir die Integralgleichung

(65) q(s)—quK(é,t)A(t)r;(t)dt——-O.

Nach den neueren Untersuchungen von E. Garbe lafit sich, wenn
der Kern K(s, ¢t) abgeschlossen ist, jede in der Form

(66) V(s)=[K(s,t)g(t)dt (g(¢) in T+ S stetig)
T
darstellbare Funktion in eine gleichméBig konvergierende Reihe
1(!
(67) V(o= 5 g6 [4© V@0, (as
a L] T
entwickeln!¢).

Im vorliegenden Falle, wo fiir K(s,¢) und 4(¢) entsprechend
2" G(G, 7; %, y) und k(z, y) eintreten, ist der vorstehende Satz nicht ohne
wenteres anwendbar. Auch geniigt es nicht, zu dem ersten iterierten Kern

Q* (& 2, ) uberzugehen denn dieser ist nicht vom positiven Typus.
Erst der zweite iterierte Kern

1%) Vgl. A. Pell, loc. cit. ?) sowie E. Garbe, loc. cit. ®).
1) Vgl. E. Garbe, loc. cit. ®). Dieses Resultat folgt aus dem an jener Stelle
angegebenen durch die Substitution

nk(s)=A(c)77#(s), f(s)=A(a?V(a). ) .
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(68) 6™ (&, m %, y) = [ @" (& 152, 4,) (=, ) G (29,5 2,9) 42, dy,

ist, wie sich leicht zeigen 14Bt, stetig und vom positiven Typus. Ist
schlieBlich % (x, y) in keinem Bereich in 7' identisch gleich Null, so ist
G** (&, 7; 2, y) auch abgeschlossen. Jede in der Form
(69) TfG*"(E, 72, ¥)g (2, y)dzdy  (g(z, y)in T + 8 stetig)
darstellbare Funktion 1d8t sich in eine nach Eigenfunktionen der Diffe-
rentialgleichung (18) fortschreitende, unbedingt und gleichméBig konver-
gierende Reihe entwickeln.

Zu genau denselben Ergebnissen fiihren die etwas dlteren Satze iiber
die linearen Integralgleichungen von A. J. Pell'®).

Der in dieser Arbeit abgeleitete neue Entwicklungssatz reicht iiber
das soeben genannte Resultat erheblich hinaus?®).

§ 8.

Es moége jetzt die (nach wie vor in 7'+ 8 nebst ihren partiellen
Ableitungen erster Ordnung stetige) Funktion £(w, y) beliebig sein. Die
quadratische Form K (X, X) ist im allgemeinen nicht abgeschlossen. Auch
das Orthogonalsystem der Eigenformen L (X) ist nicht a>geschlossen.
Wir ergénzen es zu einem abgeschlossenen durch die Linearformen

(70) BR(X)~ 18X, (=1,2,...)
Es gilt jetat 7

a1y (X X)= LX)+ S BYX)T,

demnach ’ ’

(72) (X, X)— K(ZX, X)=2(1—'g;)[L“*’(X)]"JrZ[R‘“’(X)f.

Wir nehmen an, da8 k(z, y) in T Werte beiderlei Vorzeichens an-
nimmt. Es gibt dann, wie wir wissen, unendlich viele positive und un-
endlich viele negative Eigenwerte. Wir denken uns die positiven Eigen-
werte in eine Reihe ¥ <A® < ... geordnet. Die zugehorigen Eigen-
funktionen heifien W, @®, ... Wie man sich leicht iiberzeugt, ist

1) Vgl. A. J. Pell, loc. cit.”).

) Die von Garbe loc. cit.?) S. 529 beildufig gemachte Bemerkung, aus den
Ergebnissen seiner Arbeit folge, daB jede nebst ihren partiellen Ableitungen erster
und zweiter Ordnung stetige Funkt'on, die lings gewissen Kurven weiteren Bedin-
gungen geniigt, lieBe sich nach Eigenfupktionen des Problems entwickeln, ist nicht
richtig.

10*
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(78) (X, 0) =K (X 02 (1 = g Y E0] + IR (07

2 (1- ) (X X).

Es moge etwa 1 =1 = .. =2" gein'?).

Wir haben uns vorhin alle Eigenwerte in esne Reihe 4,(a¢ =1,2,...)
geordnet gedacht. Es sei jetat 4, = AN 4 =24" In (78) gilt das
Gleichheitszeichen nur, wenn

LX)=0 (a=1,...7), RY(X)=0 (¢=1,2,...) _
ist. Da das Orthogonalsystem L“(X), R (X) vollstindig ist, so kénnen
diese Beziehungen, wie man leicht sieht, nur durch die 7- Wertsysteme

(74) X.=l,f“’ (a=1,...r; j=1,2,...)

J
und ihre linearen Verbindungen erfiillt werden.

Es sei jetzt & (x, y) wie in § 5 irgendeine in 7 4 § stetige, auf §
verschwindende Funktion, die beschrinkte, in 7' abteilungsweise stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Setzt man in (73) )
(75) | Xj=Tfawjdxdy, ~ (j=1,2,...)
so findet man '

o) [[o{(e) + (9} -9 a2 (1 ) [o{(E) + (2 amar.

T

oder
(77) Tfp{(g—g) 3 (gg)g}dxdygl‘”!kﬂedxdy.

Der kleinste Wert, den das Integral linker Hand fiir alle der Be-
ztehung f ku'dxdy =1 geniigenden Funktionen @ annehmen kann, ist
7

nach (77) gleich 2%, . : |

- In (77) gilt das Gleichheitszeichen wegen (74) nur fiir .
(718) - z=gh (G=1,...,r)%)
' Es ist nicht schwer zu sehen, daB die Funktionen o (j=1,..., r)
in T nicht verschwinden, demnach etwa positiv angenommen werden
konnen. ) ) ’
. Es mdge in Gegensatz hierzu @™ (z, y) in T verschwinden, und es
sei (Z,, y,) ein Punkt, in dem @™ positiv ist. Es sei 7' das groBte

17) Wie sich bald zeigen wird, ist »=1,
18) Und fiir lineare Verbindungen dieser Funktionen. Vgl ubmgens die FuBnote 17);



Zur Analysis der unendlich vielen Variablen. 149

{%y,y,) enthaltende Gebiet, in dem o > O ist. Nach Voraussetzung ist
T* von T verschieden.
Wir setzen

(79) u* = — oW in T*, w* =@ in T — *

und erhalten augenscheinlich .
(80) [o{Ey + (5} away = 19 [ka** azay,
T T

oy
was nicht méglich ist, da in der Formel (77) das Gleichheitszeichen nur
fiir die Funktionen (78) gilt18s), )
Man sieht jetzt leicht ein, daB der kleinste positive Eigenwert 2 ein
einfacher Eigenwert ist'®). Die Zahl r ist gleich 1.
Sei etwa r=2. Die Eigenfunktionen @ ® und ¢ sind in T positiv.
‘Offenbar 148t sich eine lineare Kombination

p=c ‘p(l‘ + ¢, ‘?’(2)
:bestimmen, die in einem vorgeschriebenen Punkte in 7' verschwindet. Die
Funktion @ ist indessen eine zu A" zugehorige Eigenfunktion der Diffe-
rentialgleichung (18) und kann in 7' nicht verschwinden. In einer ganz
dhnlichen Weise laBt sich der allgemeinere Satz beweisen:

Der Kleinste Wert, den das Integral
om\® | /0m\®
40 [o{Ge)+ (5} azav
by o
fir alle den Bezichungen
(82) [kurdedy=1, [kuagWdzdy=0,..., [kueWdady--0 (x=>1)
.7 # Uy

18%) Die Funktion #* ist in 7 + § stetig, auf S gleich Null und hat in 77+ 8

beschrinkte Differenzenquotienten. Nach bekannten Sitzen sind, auBer hochstens auf

*
einer Menge vom FlédchenmaBe Null, die partiellen Ableitungen »a—'%'- s 6_;;_ vorhanden
und stetig. Da diese Ableitungen nur auf dem Rande S* von 7™ fehlen kinnen, so
ist dieser vom FlichenmaBe Null. Da S* eine abgeschlossene Menge ist, so ist diese
quadrierbar und hat demnash den Peano-Jordanschen Inhalt Null. Der Bemerkung
in der FuBnote %) zufolge gelten fiir die Funktion u* die Formeln (49) und (53).
Man darf darum in (77) fiir @ auch u* einsetzen.

%) DaB der kleinste positive Eigenwert der Differentialgleichung (18) ein ein-
facher Eigenwert ist und da8 die zugehdrige Eigenfunktion in T' nicht verschwindet,
habe ich auf einem anderen Wege in der Arbeit, Untersuchungen iiber zweidimen-

_ sionale regulére Variationsprobleme. I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung.
slacobische. Bedingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremal-
-fichen, Monatshefte fiir Math. u. Physik 28 (1917), §. 8—51 (insh, S. 18—14), bewiesen.
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geniigenden Funktionen @ annehmen kann, ist gleich p*+9. Das Mintmum
wird fir @ = @" erreicht.

" Die in diesem Paragraphen abgeleiteten Minimumsétze sind (fiirp = 1)
schon friither auf einem anderen Wege von Herrn M. Mason dargetan
worden?). Herr Mason beweist die Existenz des Minimums direkt und

folgert hieraus umgekehrt die Existenz der Eigenwerte.

§ 9.

Alle bisher angegebenen Satze lassen sich auf die allgemeinere, sich
selbst adjungierte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom
elliptischen Typus

(83) g5 (aim+25,) 55 05+ o5y) + =0, a0—#'>0, a>0

sinngemif iibertragen. Sei © ein T'+ S ganz in seinem Innern ent-
haltendes Gebiet; a, b und ¢ sind in @ erklirte, nebst ihren partiellen
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige Funktionen, die Funktion
18t in © stetig und hat stetige Ableitungen erster Ordnung. Fiir das
Integral (81) tritt jetzt der Ausdruck

(84) f{ a(Z )+2b§§§3+c(g-’;)’}dxdy

. T
ein.

Betrachten wir zunédchst die partielle Differentialgleichung
ou ou ou ou
+b L R
0 oz 0y 0 ox oy
85 +5 ——= | =0.
(85) (Vac ) ( Vac—

Nach bekannten Sitzen gibt es unendlich viele umkehrbar eindeutige
Transformationen

z=2(y), y=y@,y); 2'=2'(s,9), y'=9(2v9),

O(xy)
(86) sear ik >0,
durch deren Vermlttlung die Dlﬁerentmlglemhung (85) auf die Form
(87) Tt =0, W@ y)=ulay)

’gebracht werden kann‘“). Das Gebiet 7' wird dabei in ein von geschlossenen
analytischen und reguliren Kurven begrenztes Gebiet transformiert.

20) Vgl. M. Mason, loc. cit. 4).
1) Vgl. L. Lichtenstein, ,,Randwertaufgaben der Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. I. Die erste Rand-
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Wendet man jetzt eine Transformation der Form (86) auf die Diffe-
rentialgleichung (83) an, so gewinnt man, wie sich ohne Schwierigkeiten
zeigen laft, als Ergebnis die Differentialgleichung

6 16 ! ('7‘ ’ s /P
(88) 557 (P 35) T oy (0 ) + Ak W =0,
S R VY r__ 70 d(x,y)
w (2, y)=u(z,y), »p =Vac—b , kE =k By
Zweites Kapitel.
Eine besondere Randwertaufgabe.

§ 1
Wir gehen jetzt zur Behandlung der folgenden fiir die Variations-
rechnung wichtigen Randwertaufgabe iiber. _
Es sind diejenigen in T' und auf S stetigen, in 7' reguliren Lésungen
der Differentialgleichung

0 ou 0 ou
1) 5 (P52) + o (o) + qut dku=0
zu bestimmen, die auf S der Randbedingung
(2) Pos 4 ahu=0"

geniigen. Mit g wird irgendeine negative, nebst ihren partiellen Ableitungen
-erster Ordnung in 7' und auf 8 stetige Funktion bezeichnet; A ist eine

beliebige nebst ihrer Ableitung stetige Funktion, —g% die Ableitung in der

Richtung der Innennormale; A ist ein reeller Parameter.
Betrachten wir die zu der zweiten Randwertaufgabe gehorigen Eigen-
funktionen und Eigenwerte der Differentialgleichung
9 u 0 ou
(3), --,—,—x(pgg)+;,—§(p;,;)+qu+ﬂu=0-
Wir entnehmen der Theorie partieller Differentialgleichungen vom
elliptischen Typus folgende Sitze:

1. Die Differentialgleichung (8) hat unendlich viele, lauter positive
Eigenwerte 4, (j=1,2,...).

2. Die unendliche Reihe 2 ;1; konvergiert.

i J

wertaufgabe. Allgemeine ebene Gebiete, Journal fiir Mathematik 172 (1913), S.1—40
(8. 35—40). Die Funktionen z’(z,y), y’ (%, y) sind in T und auf S nebst ihren
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig.
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Es sel w;(, y) die zu M, gehérige, der Randbedmgung =2 =( ge-
niigende Exgenfunktmn

3. Ist w (=, y) irgendeine in 7' und auf 8 stetige Funktion, so gilt
(4) fw*dmdy:Z(fwwjdxdy)g.
T 7 T .

Es sei w(=, y) irgendeine in T + S mebst shren partiellen Ableitungen
erster und zwetter Ordnung stetige, der Beziehung %‘;i = 0 geniigende
Funktion. Es gilt

Ferner st

) 1.

= /»J( dw dy).
T

Die Formel (6) gilt auch noch, wenn @ argendeme n T und auf S
nebst shren partiellen Ableitungen erster Ordnung. -stetige Funknon be-
zetchnet.

Der Beweis wird ganz wie bei dem eﬁtsprecheﬂiien Satz in § 1 des
I. Kapitels gefiihrt. Fiir den dort benutzten Approxxmatlonssatz tritt jetat
der folgende Satz ein:

Man kann in unendlich manmgfaltlger Weme .eine Folge in T und
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. _—h
auf § analytischer und regulirer, der Beziehung %‘—;1 =0 geniigender

Funktionen &' (n=1,2,...) angeben, die folgende Eigenschaften haben:
1. In 7 und auf § gilt gleichmiBig

(7) Im 0™ = .

n= o

2. In jedem Bereiche in T' gilt gleichmifig

—_{n

. a —_ . —{(n) 9
(8) m 0 = ?-50—, lim 9?3-—- =2,
n=w 0% 0z’ e Y oy

—(n) aa}(")

3. Die Funktionen 22 | 2% __
ox oy

Aus (6) folgt in leicht ersichtlicher Weise, wenn @ eine weitere nebst
ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in 7'+ S stetige Funktion
bezeichnet,

sind gleichméBig beschrinkt®?).

J{PK}; 7= T %”Z %%) — quf@}dxdy -
= u [owdedy [Gwdedy.
i T T

Die Formel (6) gilt, wie in ganz Ghnlicher Weise bewiesen werden
kann, wenn @ eine in T und auf S stetige Funktion bezeichnet, die be-
schrinkte, tn T abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ord-
0w OJw :
=, - - bei der An-
) oz’ 0dy
nidherung an gewisse isoliert liegende Punkte in 7' oder auf § unendlich
groB werden, wenn nur das Integral

(10) | Jp {(22) 4+ (2) ) azay

konvergiert.

nung hat. Auch diirfen die partiellen Ableitungen

§ 2.
Es seien p und p, irgendwelche in 7' und aut S nebst ihren par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktionen, die auf S den
- Beziehungen

~ = _ 1%
(11) pl"__h’day

geniigen. Es sei % eine nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung
in T 4 8 stetige Funktion, die in 7' stetige partielle Ableitungen zweiter

dx
B =hgs

%) Der Beweis laBt sich ganz wie bei dem in § 1 des ersten Kapitels betrachteten
Approximationssatz filhren. Der einzige Unterschied besteht darin, daB diesmal die
Funktion §(8) dadurch iiber die Einheitskugel fortgesetzt wird, da man ihr in den
in bezug auf die Ebene z =0 symmetrischen Punkten gleiche Werte erteilt.
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Ordnung hat. Es moge schlieBlich v eine willkirliche in T und auf §
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion be-
zeichnen, und es sei

JT (Z:gi+3;§—;’) 9“v+1{pax(uv)+p‘, ? (uv)

(12) | T N
t+ (~ bt 2 P v} [ dzdy o,

Durch teilweise Integration erhilt man aus (12) mit Riicksicht auf (11)

(18) ﬂax P ) ay(ray)+qu+zku]vdxdy+f(p§§+zhu)vds=o,
S

demnach, da v willkiirlich ist,

a 0 b} 0 .
(14) 5;,(}’5:‘1:)+5?,(pa—‘;)+qu+lku=0 in T,
(15) P4+ ahu=0 suf S.

Die Auflésung der Differentialgleichung (14) unter Zugrundeleéung
der Randbedingungen (15) und die Bestimmung einer Funktion w den
Beziehungen (13) gemill sind demngch zwei véllig dquivalente Probleme.

Wir setzen
(16) u~2—-xi’—_wj, v~2£wj
i \/.“J i V4
und erhalten nach (9)
ou ov ou dv
(17) f{p(amaz+8y By) quv}dzdy=;'le’j.
L

Betrachten wir jetzt das Integral

(18) J‘ 18::”dz‘zy
Fithrt man hier fiir  und v die Ausdriicke
m "
Y,

19 = =4 v, =) Lo,
(19) g\/ﬂ, " ,%: b, 7
so erhdlt man

4 v a
(20) K. (X,Y)= 2’ L X | p L w,dzdy.

f.v—x\/"; ‘/—
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Es ist nun
a :
(Kn(X,Y)] = (fpl %‘% dzdy) gfpfv;da: dy f(%:—;’—')?dxdy
T

Maxpi = ‘
(21) | < Mi,,p«f*dxdyfp )+ () Y awdy

Max p? Yg . b,
= MHIT wy <Z \2+Maxq \7 .:>

Die Bilinearform XK' (X, Y ) ist demnach beschrankt. Sie ist ferner,
wie wir jetzt zeigen wollen, vollstetig.

Wir bezeichnen den Wert, den X' (X,Y) annimmt, wenn man
Y,=...=Y, =0 setat, mit "K' (X, ¥).
Aus (21) folgt leicht

m \rla.xp ~ 2
["K'(X, ¥)] —M‘.?,};‘Z,, (2){ +Maxq\ ')
(22) ’
1 M“”‘Pl SW
’, "Minp 1%

A

()’Y + Maxgq M- ‘}).

Wegen hm,u = 0 konvergiert ™K' (X, Y) fiir alle den Beznehungen

m—» o

2 L = 1, 2 Y =1 geniigenden X; und Y gleichmapig gegen Null. Die

Dxﬁerenz K’ (X Y)—"K'(X, Y) laBt sich in der Form
(23) Y, M, (X)+...+ ¥, M (X)

darstellen, unter M, (X), ... M, (X) gewisse Linearformen der Variablen
X, verstanden. Diese Linearformen sind bekanntlich vollstetig. Hieraus
und aus der soeben hervorgehobenen GleichmiBigkeit des Grenziiberganges

lim "K' (X, ¥) =0

m->®

folgt, wie man leicht findet, daB K'(X, Y) vollstetig ist.
Setzt man

(24) J‘ lam(uv)—f-p‘ 2 (wo)+(— k+ + )uv}dzdy= — K(X,Y),
so findet man in dhnlicher Weise, da8 K (X, Y) vollstetig ist. Aus (12),
(17) uod (24) folgt demnach

(25) (X,Y)—2K(X,Y)=0
Die Eigenwerte 4, der quadratischen Form K (X, X) sind zugleich
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die Eigenwerte unseres Problems. Damit ist die Existenz der unendlich
vielen Eigenwerte der Randwertaufgabe (1), (2) dargetan. _

Wie im Kapitel I § 3 1aBt sich zeigen, daB die Eigenfunktionen der
Differentialgleichung (1) und die Eigenformen von K (X, X) einander
umkehrbar eindeutig entsprechen. : '

Es seien L, (X) = Z l)(“)Xi die zu 1, gehorigen, in bekannter Weise
s

normierten Eigenformen. Die unendliche Reihe

. 1@
(26) DX,

I v
konvergiert unbedingt und gleichméBig. Setzt man

l(a)
(27) . D =X, =y, (2, 9)
7 Vs g “

so ist 'einq zu A, gehdrige Eigenfunktion des Problems. Aus

(28) La(-)Lp(-)=0  (a+p),  La(-)Lu(:)=1
folgt wegen (17)

oy, 0y 0 , 0y
(29) J‘[p{_a? awﬂ+7§8_y§}_qwaqpﬂ]dxdy=0, (e == B)
T .

(30) ﬂp{<%)2+ (%)2} —qwi] dedy=1,

oder nach einer teilweisen Integration

—-ﬂ;,% (pa;’—;‘) 4 <P%)+ qu yydzdy +
r - .

oy

(31) oy oy

+ v, (G2 ay—F2az) =o, - (o £)

5

folglich wegen (14) und (15)
(82) kaawﬁdwdy +:’fh‘!pa'¢ppd8=0 - (= p)
und analog : T o ¢ )
(33) _ Ikw:dxdy—{—fhy;:d,s-—f %
‘ b § .

Setzt man jetzt
(34) : Vo=
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so findet man
(35) ’ !k%'}”ﬁdﬂidy+sth3aq>ﬂds=(), (a+ﬁ)
i
(36) fk(pi dxdyq'—th;ids:aﬁ?.
T :9 o«

Die Formel

(37) ‘ KX, x)= LX)

filhrt wie in § 5 des ersten Kapitels zu dem Satze

Es set @(x, y) irgendeine in T + S stetige Funktion, die beschrankte,
in T abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat.
Es gilt

. . iy & 1
(38) sz’tedxdy +- fhﬁ'ds = ZI—X‘Ll <Iki¢ndxdy «{—jhﬂcpa ds) s
T § a % 8

Die Formel
(39) (X, X 22[L (X))

fiihrt ebenso zu der Entwicklung

(40) Tj[p{(zg)*+ &)} - qa“’dedy g%’; 2| gka(padxdy -+—thﬁgvads>?!

Ist die Form K (X, X) abgeschlossen, so gilt hier das Gleichheits-
zeichen. _ ’
" Aus der Formel (38) folgt ganz wie in § 3 des ersten Kapitels
der Satz .

Nimmt k in T positive Werte an, so gibt es unendlich viele positive
Eigenwerte. Nimmt k in T negative Werte an, so gibt es ebenso un-
endlich viele negative Eigenwerte. Wechselt k in T das Vorzeichen, so
gibt es demnach sowohl unendlich wiele positive, als auch unendlick viele
negative Eigenwerte.

Es mogen jetzt unendlich viele positive Eigenwerte existieren. Aus
den Formeln (38) und (40) laBt sich ganz wie in § 6 des ersten Kapitels
der folgende Satz ableiten:

Der kleinste Wert, den das Integral

. [l )

;8
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fiir alle sn T + 8 stetigen Funktionen @ annimmt, die besghrinkte, in T
abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und der
Beziehung

(42) fkigdzdy+g.hi2ds=1
T

geniigen, ist gleich 1", dem kleinsten positiven Eigenwert des Randwert-
problems (14), (15).

Wir denken uns die positiven Eigenwerte in eine Reihe Mgi®e .
geordnet. Die zugehorigen Eigenfunktionen heifien ¢, ¢, ... Es mége
etwa A = ... = 1" gein®).

Wir bemerken vor allem, da8 1

jedenfalls nicht groBer als der kleinste

positive Eigenwert 1‘”* der Differentialgleichung (14) ist, der zu dem
ersten Randwertproblem gehort.

Wie im Kapitel I 1aBt sich zeigen, daB A‘’* der kleinste Wert ist,
den der Ausdruck

Jlo(Ge)+ () et aman

unter den Nebenbedingungen @ = 0 auf § und [ %%’ dzdy = 1 snnimmt.
T

Die dabei in Frage kommenden Vergleichsfunktionen erfiillen augenschein-

lich die Beziehung (42) und bilden daher eine Untermenge der bei der

Bestimmung von A"’ heranzuziehenden Funktionen. Hieraus folgt aber, in

der Tat, 2" < 2™"* Betrachten wir etwa die Eigenfunktion ¢, Sie kann,
wie wir jetzt zeigen wollen, sn T nicht verschwinden.

Es mége im Gegensatz hierzu ¢ in T Nullstellen haben. Es sei
(%o Yo) €in Punkt in 7', in dem @™ poditiv ist, und es sei T* das groBte
(%4, ¥o) enthaltende Gebiet, in dem @ > 0 ist. Nach Voraussetzung ist

* )
T" von T verschieden.
Wir setzen

wh=—g®in % u*=g®in 7 —T*

ﬂp {(9,.}‘;)’+ (%’)’} - gu"] dzdy =19,

Jk@*)’dzdy+ [h(u*)'ds=1,
T v S

und finden

was nicht moglich ist, da der Wert A" nur zu den Funktionen oY, ..., @
gehort. :

93) Es wird sich bald zeigen, daB »=1 ist.
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Da ¢, ..., ¢ in T nicht verschwinden konnen, so sst i" ein ein-
facher Eigenwert. Andemfalls gabe es namlich, wie man leicht sieht
(vgl. §8 des L Kapitels) zu 1" gehorige Eigenfunktionen, die in T ver-
schwinden.

Man iiberzeugt sich jetzt leicht, daB A" nicht gleich A* gein kann.
Andernfalls miiite die Eigenfunktion ¢® auf S der Bedingung

a,,n

(43)

-0

und, da sie in 7' nicht vetschwmdet, der weiteren Bedingung
(44) QM = ()
auf S geniigen.
Aus (43) und (44) folgt
0(,)(1) _ ()
Ton
_Nach bekannten Sétzen miiite ¢ in 7' identisch verschwinden.
Es 18t also
(45) )‘(1) & j'(l)il

Es moge etwa ¢ in T positiv sein. Dann ist ¢V auf § jedenfalls
nicht negativ und, wie wir schon wissen, auch nicht identisch gleich Null.
Sollte namlich ¢/ auf § auch negative Werte annehmen, so miilite das
gleiche auch in 7 in hinreichender Nihe von S der Fall sein. Dann
wiirde aber ¢ in T verschwinden miissen.

Alle in diesem Kapitel abgeleiteten Sitze lassen sich auf die allge-
meinere Differentialgleichung

a ? 2 '
(46) ( 6m+b )'*‘ dy( 55':+°'a;)+4‘°’“+1k(°’u =0,
ac—5">0,a>0, ¢g<0
und die Randbedingung
d d d
W (b5 el (ea a5 + 0
sinngemiB iibertragen. Fiir (41) tritt jetzt das Integral
3
w  JlE) (-
T
fiir (42) die Beziehung

(49) fk“”**dzdy +jfh‘°"’da——1

ein.
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Es sei zum SchluB bemerkt, daf das in diesem Kapitel betrachtete
Randwertproblem zwei bekannte Randwertaufgaben als besondere Fille ent-
hélt. Ist % identisch gleich Null, so liegt das zweite Randwertproblem
der Differentialgleichung (1) vor. Ist % identisch gleich Null, so handelt
es sich um das Randwertproblem :

9 ou
3;(1’{,;) +aa“y<13*g‘;> +qu-=0 in T,

po 4 2hu=0 aut 8.

(Eingegangen am 26. November 1918.)
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