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Ein Beitrag zur Theorie der Polynome
von Laguerre und Jacobi.

Von
Gébor Szegd in Budapest.

Im folgenden will ich einen einfachen Satz iiber die Laguerreschen
Polynome beweisen und einige Fragen untersuchen, die mit diesem Satze
zusammenhéngen. Ich betrachte ferner eine gewisse spezielle Klasse von
Jacobischen Polynomen, die mit den Laguerreschen in engem Zusammen-
hange stehen. Endlich bemerke ich einiges iiber Legendresche Polynome.

§ 1L
Die Laguerreschen Polynome.
Ich betrachte fiir { > 0 das Funktionensystem:

L _L
v
s € Bl oyl TE, a

und bilde daraus nach dem Vorgange von E. Schmidt durch Orto-
gonalisierung das System

wfry

e

9 ¢

=L - =&
(L) e 2L, (L), & SL(L) «ovs @ TLlL)y vovs
wo die L, ({) folgende Bedingungen erfiillen:
( a) L,(¢) ist ein Polynom »-ten Grades,
b) [es L) L () =0, (uzv)
(2) o) L(0)= 1. |
o 1y Die Bedingung b) ist mit der folgenden #quivalent:
feer,@eear=0, (r21e=0,1,...,»—1)
0

']

und hieraus folgt bekanntlich, daB alle Wurzeln von, L, () positiv sind. Die Nor-
mierang L, (0)=1 ist also stets mdglich.
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Durch diese Bedingungen ist das System (L) eindeutig bestimmt.
D. h. wenn

e TF,(L), e TR (L), ..., € PE (L), ...
ein System von Funktionen bezeichnet, die diesen Bedingungen geniigen,
o ist ,
) F.(0)=L.(0) (»=0,1,2,...).
Die Polynome L,(¢) sind die Laguerreschen Polynome.
Ich will zunéchst zeigen, daB die erzeugende Funktion dieser Poly-
nome, wie schon Laguerre (Werke, Bd. I, 8. 436) angibt, folgende ist:

(8) g ~2 (et

Ich beweise das, indem ich die drei obenerwéhnten Elgenschaften von

L,(¢) fir die Koeffizienten dieser Entwickelung verifiziere. In der Tat:
erstens ist es klar, daB der »-te Koeffizient dieser Entwickelung ein
Polynom »-ten Grades ist. D.h. die Bedingung a) ist erfiillt. Ahnliches
gilt fiir ¢}, weil ja

(=]

ist. Was endlich die Bedingung b) betrifit, so ist deren Giiltigkeit
folgendermaBen zu beweisen. Zunidchst folgt aus (3)

».u s.i’
» —l -
‘Ie_:el;u '_ 2( 'u"’vJ u C)L (C
b uor=0
Es ist aber ) .
| i it L
e =~ - — ———-dc: e o emen = ot ottt 0
I—u 1—vw =w)(1—=w) . | "¢ v
0 l+l——u 1—v
1 W
=1 Z“’””
d. h. b) ist auch erfillt. AuBerdem folgt noch hieraus, da8
(1%) . feinyae=1, . 77
-.»Q . - -
also

Ie*ZLﬂfi)Lv(C)izg: Epr 3 (/"2 V== 0’ 1’.2’ )'

Ich werde weiter eine (ebenfails ‘schon in der Literatur vorkonﬁmende)
Darstellung dieser Polynome benutzen, die slch fiir die Folge als bédon-
ders wichtig erweisen.wird. Das ist: ;
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- . 1 13 .~ ¥ ~ _-h
(4) e L.(¢)—,, D"e ¢ :.e‘~2<;)(-—h—§’ Lr - 9, 1,8, o

{Letateres ergibt sich vermittelst der wohlbekannten Leibnizschen Regel).

Diese Formel ist leicht zu beweisen, indem man, wie vorher, die
Giiltigkeit -der obigen Bedingungen verifiziert. a) und c¢) sind zunichst
erfiillt. Die Bedingung b) ist der folgenden &dquivalent:

JeL.(S)t*de — 0 (rolie O, 1,..,»r 1N
1}

Ich setze
()= e,
dann ergibt sich mit Hilfe der partiellen Integration

JeeDE () de— — o [t DUV F (VA (v2 15 00,1, 0 1),

da die Funktion f,({) und ihre sémtlichen Derivierten fiir { = o. und
die ersten » — 1 Derivierten fiir ¢ .- 0 verschwinden. Es ist-also

fc@p"";ﬂ,(c)dcw(—-1)99%'1)(»-9,,;’(:)@ — (=1t D"V FL) -
woraus die Behauptung folgt.

§ 2
Ein Satz iiber die Laguerreschen Polynome.
. i .
Es ist fiir jedes positive {
e—;iL,.(C),<l (v=0,1,2,...0.
Beweis. Im Falle » == (0 ist der Satz trivial. Es seien » > 0, { > 0
feste Zahlen und z bezeichne eine komplexe Variable. Die Entwickelung
f(E+2)=ag(l)+a,(E)z+ ... +ay(f)zh + ...
konvergiert fiir jeden Wert von z, da f,(z) eine ganze transzendente
Funktion ist. Ferner ist
1 :
a,(¢)=,, D", ()
und man hat nach Cauchy \
' @ (O)if < Max f,(E+2)  (h=0,1,2,..
tzll=7r

R

% Joh bezeichne im folgenden die r-te Derivierte von f (@) mit D f(x).
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wo 7 > 0 beliebig ist®). Da speziell
a,(l)=eL,()

ist, bekomme ich folgende Ungleichung:

e~ L(8)|rr < Max. {e-(S+ref¥)(L - rei®)",
0£6<2x

<e ¢ Max. e-r«{p(«)}?,
e} <1

ple)=p((,ra)=04r 4 20ra 20
und « eine reelle Verénderliche bezeichnet. Man hat so

wo

[L(L)] < Mex e-re{p(a)}®.
a|<1
Ich betrachte jetzt die Funktion

] ‘P(“)r—w(f, r;a)=e—ra{p(a)}“;_
Es ist

*

Pl =@} {5 2er — rp (a)}

= e~ "‘{p(a)}g_ l{vC —(£* ) — 28ra}.

. D.h. digse Funktion hat an der Stelle

o= talt, 1) on )

ihr einziges Extremum, und zwar ein Mazimum. Man hat also
| e(1) . " @zt
1 L(8)jrr < {(p(ao), je nachdem { lag|< 1 st
Es sel jetat p(=1) sl

8) 0<(<dv. Ichsetze r— Vst Es ist

50 dal —1< g < 0. Man hat also
|L.(0)| < T3¢ = 20,
(o2

%) Es gilt sogar der Satz:
@ 2x Y .
1 ; R . .
2 1a@rM =g [ et io< tox (£ LnE  (oso,
h=0 8 =r o P )
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AEs ist aber
—ra =Vt ryEi %
und B
P(og) = + 7 + 2£V;Z(— 3 \/5) 7

so daB wir erhalten

Iy v
P () == €2 (v )?

und .
_ | L.(2)} < e?, q. e. d.
Es sei
b) ¢=4». Ich setze r—5. BEs ist
“o:’—cic‘é_l’
so dafl
- —1 2\"
Lo<®S2 = (e~
Man hat aber
< v
p(—=1)=e"{-rr= e”(%) ,
also

| L, ({)] < et, q. e. d.
Damit ist unser Satz bewiesen.
§ 3.
YVeraligemeinerung.

L 3

Ich betrachte fiir { > 0 das Funktionensystem

"Ek ‘Skl 'd‘.k
e 2% e BLEYL pTapktr

wo k = 0 beliebig ist. Durch Orthogonalisierung erhalte ich die Funktionen

-t -4 ¢
Z®) e LB L), LR, ..., LB, ..,
die die folgenden Bedingungen erfiillen:
{a.A) L® () ist ein Polynom »-ten Grades,

’ b; fe—tcuLf)(c)Lik)(C)dC:0, (1= »)
(6) o) LP(0)=1.9

D) Alle Wurzeln von L:,")(t) sind positiv. Vgl. ).
Mathematische Zeitschrift. I. 23



346 G. Szegd.

Durch diese Bedingungen ist das System (L®) vollig bestimmt. Ferner ist
LY (¢) = L.(¢) (r=0,1,2,...%.
Ich will folgenden Satz beweisen:

Es ist fiir jedes posatwe {

e =fL"’>(c);<1 (k>0; »=0,1,2,...)
Dieser Satz folgt aus dem vorigen sehr einfach. Es gilt zunichst die

Entwickelung
&

T1-t i 2%k 7 » )

(7) T 2 (5T @ (tl<1
- r=4

In der Tat ist der »-te Koeffizient dieser Entwickelung ein Polynom

»-ten Grades. Ferner hat man L{*’(0)=1, da

‘ (1—‘:)“+‘=j<2k;}—v) ¢

r=10
Endlich gilt die Formel

- Su Sv

. g e 1-v gk 41
J‘e ,CZk € ( +

(1—%)7-}-’: (1__,”)21::-1»1 6: (l—uv)"""-'-i*
0

Hv(?k;{—,u> (21:;}—1)’ ”L(k)(C)L(k)( £Yde uror,

oy — Q 6
I

so daB .
J(”“L"’ OLP (H)de =0, . (nz»

d. h. die Entwickelung (7) ist richtig. Ferner bekommt man

(5,) J‘e-;cgk[Lﬁ’m(c)]dew I‘(22kk_‘-_}-;_ll (,,,___0’1,2’___)_
0o ( v ) -
Aus (7) folgt schon leicht unser Satz. Da namhch

1 (2k4—v—1>t -

- “a
S N

(1~t)““

ist, hat man

(5 i @) = L) + (“‘)L,-,’(CH(?"“) Ls(6)+
+<2k+vv~l>Lo(C), ) ;

woraus fiir =0

<?k+’\:1+(21k> 4_(2192+1>+M_l_(21cQ-;-i,)

L4 /
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folgt. Also fiir £ 2> 0

G R T IR B G R G EEPE G ity
und so £
e Q'LL")(C)} < 1, q. e d,.
§ 4.
Anwendungen.

Es sei P({) ein Polynom v-ten Grades, welches nicht identisch ver-
schwindet. Es gilt dann die Ungleichung

e P ()< (v + 1) fet P (t)ds (&= 0)
0
und das Gleichheitszeichen ist dann und nur dann giltig, wenn

P(L)=c[Ly()+ L&)+ .. 1-L({)]

und =0 st (¢c+=0).
Der Beweis ist sehr einfach. Ich setze

P() =cLo(t) + e Ly(8) + ... +e,Lu(&),

wo die Kohstanten ¢,, ¢,, ... ¢, nicht alle verschwinden. Man hat
Je“P ()dt  e24 ¢ } ... v e}

ferner nach den vomgen

'2[P( )i e +leg, ... e, (£=0)
also mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
e-<P*(E) < (v 1-1)[ et P dt, g ed
= v
Fiir die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens ist notwendig, dal ¢ - - 0 und
(et e)t = (r 1) (ed et .. Hel)s
dh c=¢ = ...=¢ sei. DaB umgekehrt diese Bedmgung auch hin-

reichend ist, .ist ohne weiteres klar.
Zusatz. EBs gilt sogar die Ungleichung

. e~ PYC) =< (v + 1)fe—tp"(t)dt

(¢ braucht nicht > 0 sein), und das Glezchhe@tszewhen st dann und nur
dann gultzg, Wenn

(5):‘ c[ 0(5-‘ é'c))‘f‘ L1(C - Co)“}‘ - L»'(C - Co” ’
und §=1{, ist (c &0, {, ist beliebig).

/!

23%



348 G. Szegd.

Es sei nimlich {, beliebig, aber fest. Ich betrachte fiir ¢ > 0 das
Polynom »-ten Grades

. _ b
P(O)=e PP, +10),

fiir welches .
P (1) e PP(t)dt; (t29)
speziell
PY0)< (v + 1) e PP (t)dt = (v + 1)ofe—<¢o+t>P’(co +t)di
0
=+ 1) f et P(1)ds,

also . b )

et P (L)< (v + 1){}'e-*P’(t)dt, g.e.d.

Eine weitere Verallgemeinerung dieses Satzes ist folgende:
Es sei n = 2v und Q(£) ein nicht identisch verschwindendes Polynom

n-ten Grades, welches fiir jedes reelle { nichinegativ ist. Man hat dann
QL)< (v + 1)fe—»9(t)dt |
und das Gleichheitszeichen ist dann und nur dann giltig, wenn
Q) =c[Ly(t = L)+ Ly(L = L)+ -+ L(L — &)

und § = {, ist (¢ > 0, {, vt beliebig).
Q(¢) kann némlich in der Form dargestellt werden:

Q) =P () + By (¢),
wo die Polynome P,({) und P,({) hochstens den Grad » haben. Daraus
folgt gleich der Satz.
Da

) etfeﬁ‘Q(t)dt ==f6"Q(C +t)dt -,——-Z' Qﬁ’;f—c)‘f&"’t"dt _____j Q(h)(c)

. 4 0 h=0 ’ ° .h=0
ist, kann die letzte Ungleichung auch in der Form geschrieben werden:
(8) T R0+ -+ eV - o

§ 5.
Zusammenhang l}lit einem gewissen System von Polynomen.

Es sei &> 0 beliebig. Toh betrachte fiir — 1 < z < 1 das Funktionen-

system .
[z, |z, .. |2k, . ..
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und bilde daraus ein System
(P™) 2pPO(z), |z *PP(@), . @ PN,
mit folgenden charakteristischen Eigenschaften:

a) P®(z) ist ein Polynom n-ten Grades,

9 1
(9) b) [ x.z"P:’(x)Pff)(x)dx =0, (m o= n)
1
(10) ¢ P®(1) -1%).

Diese Polynome*) bilden einen Spezialfall der Jacobischen Polynome?)
und reduzieren sich auf die wohlbekannten Legendreschen Polynome, wenn
k- 0 gesetzt wird. Ich mochte hier auf einen merkwiirdigen Zusammen-
hang hinweisen, der zwischen diesen und den Laguerreschen Polynomen
besteht. Ich beweise nimlich den Satz:

Es sev n =2v und

lim k(1 —a})=1{(;

k==
dann st )
lim 2 * Py (@)= e 2L, ().
k= kY
Ich betrachte das Polynom r-ten Grades IIV“’) (), definiert durch die
Formel -

2t W (z) - - ,_l! DPg+¥- bz — 1)
< 1A

— Y (N k=D +E—D. (k= ket ot

A=0
IR S 1N et S
- g* }"Z'(h)( A )x Ma —1), .
. =0 .
und béhaupte zunéchst, daf
P (z)-- IT®(2),

d h
PE@) = Z ()04 kDo +E=g)...o+b—bthar
= FOCT ey

%) Alle Wurzeln von P®)(x) liegen im Innern des Intervalls — 1 LaLl Vel b
% Eigentlich nur P§) (/z); s. unten.

. 7) Vgl. C. Jordan, Cours d’analyse, Zweite Auflage, Paris (Gauthier-Villars),
1896, Bd. 3. S. 231-233.
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ist. Zu diesem Zwecke geniigt es offenbar, die obigen Eigenschaften von
P'(‘k)( 2), da diese fiir das System (P"" ) charakteristisch sind, fiir die rechte

Seite von (11) verifizieren. Die Bedingungen a) und c¢) sind offenbar erfiillt.
Was b) betrifit, so ist diese mit dem folgenden &dquivalent:

1
" i 2l'x:'[,:l‘)(x-.’)dx_: () (1/}’]; 0o=0,1,...,2y—1),
1

oder, da fiir ungerade ¢ der Integrand eine ungerade Funktion ist und
als solche ein verschwindendes Integral liefert, mit dem folgenden:

; ) : 1 (k;
Jra e (et)de = [ TP @)de 0
. 0

(v:il;o::O,l,...,v—l).")

Man bekommt aber durch partielle Integration

1

)
[ m®()dz = X [ D2 4=tz — 1) da

»!
0 . 0
1

- :<~_> l)ag_:_J'D(r-O)xv-i\-k—.g(x "'l)rdl'TZO,
y . . o

da ja die Funktion 2"**~#(x — 1) und ihre ersten » -- 1 Derivierten
fir # 0 und a .1 verschwinden. Damit ist die Gleichung (11) be-
wiesen. '

Jetzt folgt schon upser Satz sehr leicht. Man hat ndmlich (v, und &
sind feste Zahlen)

- ,2_1h _ 3
Hm (5 sk B+ k=) (v bk — o Rad D Fosledl

und so

. 5 " . Mk

lim Py’(s;) =3 (S =)
ferner Lt
: E o k _e
Jim o, = lim {1~ (1 — )} =,

also ,

. - o
Jim |2, FPE(x,)=e 2 L,(2), q.ed

*) Vgl Jordan. loe. cit. 7).
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§ 6.
Uber eine Eigenschaft der Polynome P\ (x).

Es gilt fiir die Legendreschen Polynome P,(‘m(:r.) P, (%) der wohl-
bekannte Satz

(12) Pz} - 1 fw 1.2.%:...0 2 1k
Herr J. Schur hat nun die Vermutung ausgesprochen, daB auch
(13} 2t PP(x)] -1 (k -0.n 0,1,2,...5]x 1)

ist¥), eine Vermutung, die fiir geniigend groBe k (n ist eine feste Zahl)
mittels des vorgehenden Satzes leicht bestitigt werden kann. Ich will
hier diese Vermutung mit Hilfe der einfachen Methode, die ich im § 2
benutzt habe, fiir alle ¥ beweisen, die die Form
(14) E=m+}
haben, wo m eine nichtnegative ganze Zahl ist.

Zunichst gilt die Formel

(15) P& (x) zP8V (),

denn man hat einerseits (laut Definition)

1 1
r 2k 1 * 2k b2 ki ) 2o

I a e PE V(z)a® Mde= [ xRS V(o) atde 0
-1 -1

(v=21;6=0,1,...,v—1)
und andererseits

1

i!. v‘x{“ng‘,*”(x)xg"dw = () (¥ 205 06==0,1,...,7),
da das Polynom PY%*V(x) nach (11) nur gerade Potenzen enthalt. Also ist
(15') ot PEa(z) =" Pt O (x),

d. h. es geniigt den Satz (18) nur fiir gerade n zu beweisen.
Es sei »21 und 2z eine gegebene Zahl des Intervalls 0 2. I
(Fiir »==0 ist P¢’(2)=1, also der Satz trivial).
Man hat nach dem vorhergehenden
¥V PR (V) = ;%D‘”’a:"“‘“ b —1).
Ich setze
FP(z)=2* Yz —1);

9) Diese Vermutung hat die Veranlassung zu den vorangehenden Untersuchungen
gegeben.



352 G. Szegi.
das ist ein Polynom in z, wenn k die Form 2 + m hat. Es sei

2; +k-4

F¥ (x4 z)=2Ak(z)z"-
" A=0

Man hat
Ay(z) = s DPFM(z)
und nach Cauchy
iA.(z)irn<l1:lla_x.[F£‘>(x+z): (h=0,1,...,2v+k—1), .

wo r > ( beliebig ist. Da speziell
4,(z) 2 H PE(VZ)
ist, bekomme ich folgende Ungleichung?):
2t HPE(Va)|r < lhf-?:‘,'(z_*— 2tz 42 1)

) s z
= Max. { p(«) }2 { q(2) }2,
lel <1
wOo

p=v+k—32r=>1,

ple)=1p(z,r;a)=a*+r" 4 2xra 20,
ga)=g(z,r;a)=(1—2) +r—2(1 —2)ra 20
ist und « eine reelle Verinderliche bezeichnet.
Ich betrachte jetzt die Funktion

- O(a) = B(z, 73 @) = { p() }3 { g () }%.
& (@)~ {0} " {g()T T L 2zrg(@ — £2(1 - )rp(@))
und )

5 28¢(a)— 5 2(1 - z)p(a) -

=pz{(l—2) +r}—r(l —a){z*+r) — 2(p+rv)2(l —a)ra; .
d. h. die Funktion ®(«) hat an der Stelle

loalbr . gk

M -
ty = @ (, )= - 2d—2)r 7 Zar

n-»

ihr einziges Extremum, und zwar ein Maximum. Man hat also

1) Hier kommt zum Vorschein, daB die Einschrénkung % = m + + wesentlich:
ist; sonst wird namlich F%() fiir z = 0 singulér und man kenn daher den Canchy-
sohen Satz nicht anwenden. ’

o
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D(1) =1
& PR (Vz)r < | &(a,), je nachdem @ <1 st
D(—1) a < — 1
Es sei jetazt B
-~ [H—VY ‘211
o 1>x-"/‘~(/'+') )
oder, was dasselbe ist,
l—z &\/;‘r
0 < v = al,
Ich setze
s \/ix(l ~ g
Es ist dann
(L-z)prr 1ol
2(1—z)r 2¢
zs,_{,_,.xe m‘f‘i—(l—w)
cr 2¢O
d. b. e "
ut— . u—y l—
21‘,14(;4—*-9)( ) ZV,wv
so daB 0 < «, < 1. Man hat also
k 1-k L~k
23 | P{(Vz)l <2 ? 'pf") xl —'-? el

(;)5 :tE (‘ _— ‘1,)'2
Es ist aber

P (o) =2+ 22 (1 “")+21‘\/~ V:z:(l-—:v)‘“"-y V'-T;m

—-x‘+;x( - z) 4 Y “,, z(_l~—x)==x

und
q ()= (1 —z)’+£m(l - z) —2(1 —x)\/iv:&: (1 - x) ":"”\/l"m
‘:l”
N e\ ¥ M= ) Y B
S @R ka1l @) (e = 21 - a),
daher st .
= v
) = () 21 (1 — ap
und
! . 1 k+_£l_—_r l :
x’an”i'(Vx)l<x 2 =gt 1, q. e d
Es sei
(=P}
b) o k>3 und 0 <hz__:(#+v>,

) Wenn k=%, d. h. u==» ist, o soll 2> 0 sein.
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‘ﬁ:_é - 2V
x =u—v
Ich setze r Vz - z'®). Es ist

1) 2 a;"-t_’f (l—m—f) . (_‘P_‘_“")’T:
.“{("27“1‘?):)‘: ”‘1}‘—"{_2—:”' +1} 1 Q(I—m)r Y oer

oder in anderer Form

/

(l-—\.l‘) —‘,u——‘i’—‘{{;([l-ﬂih)') - 0

2‘1-;:)‘/”(1—‘!') 27\/5?(1-—75) T e2vz(l—x)

(1—zp4r _ afr
Boo(i—a)r Y Sar Zpt

d.h « 1, so dal

"

also

k . 1-%
2 P¥(Va) <z ?

Man hat aber
p(l)=(x+r)=2
Q(l)=(1—~x—r)2=(l —Va)
und also
” .
®(1)=2(1—-Va),
d. h.

1—-k+pu—v» 1

k —-
| PP (Va)| <2 ¢ =2t<1, q. e d.
Damit ist der Satz (18) fiir k= m 4 1 bewiesen. Es gilt sogar
die Ungleichung

13") PP (2)| <zt (k=183 ..,0n=1,2,8,...; x| <)

Uber die Legendreschen Polynome.

Zum SchluB will ich einen Satz fiber die Legendreschen Polynome
beweisen .

%) Es ist zu bewhten daB wenn x ¢

hm k\/—a:k(l-—:ck)—.‘/r

Jim K (Va, — w‘,) é-

&
ist,

und

wird. Vg!. $2 und § 5.
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Es ist

Pg“r)(VI') - :!D(”x'(x — 1) 1 D" ut—1) P,u),

2"y

wenn u = 2x - | gesetzt wird. Hier bezeichnet P, (u) das »-te Legendre-
sche Polynom. Man hat so nach (13’)

(12) 1Py (u) <1, (o L2.3,.00 we- 1)

was mit einem bekannten Satz iibereinstimmt.
Ich will hier einen Satz beweisen, woraus (12) reichlich folgt. Das ist:
Es gilt die Gleichung

) Ly DURW T
o il +2£[6’%—1)<»-+2>...<v+h> (1 —wi)

2a
421'7 f{l —cos® (1 - u¥)}dd (v -0,1,2,...; u'~1)
0

Beweis. Ich setze

und
flu < z) - By(u) i B(u)z | ... By (u)z
=B, (w)2” + 3 {B,_s(u)z"~* i Bya(u)z" 4}
A=1
man hat

\

-

1 1y
Bh(u) . i D(h) (1_‘_.2.___> (h S | T [, 21’).

Es sei jetzt (% < 1. Ich behaupte zundchst, daB das Polynom in z

Flw ! izVI—u?)

symmetrisch ist, d. h.
(17) B,_p(w)GVI=a®) " B, a(w) (V1 =)
In der Tat ist
(u492V1—u?)" ~ 1w L 2iusVI—ud —22(1 —ad) -1
T —uf —_ puipyr L
go daB

vih

(h~=1,2,...,»).

flutisVl ~u°)zz‘"f(u+i-‘/’—:"7)
und hieraus folgt (17). Man hat also
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B, y(u)=(—1Brsa(w)(1 =o'} (h=1,2,...,9)")
Jetzt benutze ich die Methode, die ich im vorhergehenden mehrmals
angewandt habe ). Es ist

2xa
B (w)rr + ) {Bi s(w)r*r =+ B on(u)rer+2h} — %flf(w res?) 2d g,
h=1 0

Setze ich hier
r=vV1I—u* ),
so folgt :

B () (V1 <) 4 DB a0) (VI— " 44 B ) (VI ) S

h=1

A=1

B ) (1 — )+ 2.3 B a() (1— )= f | Flut ViZibe)pas.

Man hat aber
(0 + VI=wies?y —1=(1+u+Vi—ue?)(u—14+Vi—ule?)
und L :
(w4 VI—uwlef?pP—1p
= {1+ upHl—w 21+ w)VI— P} {1 —-u)+1—u'—2(1—u) Vi—ua)
o (1—ut) {24 2VT—wla} {2—2VI—wla} = 2°(1—u?) {1— ¢’ (1—u?)},
wenn « == cos & gesétzt wird; also ist
|f(e+ VI—uies?)?=(1—u?){1—cos®d(1—u?)}.
Ferner wird

B, (u) — _,_];; D(v) (11.2—_.1_>V= P, ('IL),

. ) )
1 (,_H')(“e 1)_ D™ Py (u) ) (h———l,z,---,")

B, () = xRy 2 ) T 0¥DN0+2)...0+h
und hieraus folgt unmittelbar der Satz ‘(16) ).

. 1) Diese Relation riihrt von Jacdbi her. Vgl E. Heine, Theorie der Kugel-
funktionen; Zweite Auflage, Berlin 1878, Bd. 1, S. 155. ’

4) Eigentlich eine Verallgeeindrung derselben. Vgl. 3). g e
1) Vgl. § 6, Fall a). '

“) Es ist, wie aus bekannten Formeln lelcht folgt,

1

1 2 2y} 1 ~ - “+;
97 {l ~ 008%8 (1 — u )} dd= 2—;[(5in’0+ u? cos®$) dd=u"P, 5/
0 0 ’

. (Eingegangen am 6. Februar 1918.)
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