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[ber den Jordanschen Kurvensatz und verwandte
Siitze der Analysis situs.
Von
Artur Winternitz in Prag.

"Bei wenigen geometrischen Sétzen ist der Gegensatz zwischen der
Anschaulichkeit des Inhalts und der Schwierigkeit des Beweises ein
so groBer, wie bei der Behauptung, daB eine einfache, geschlossene stetige
Kurve in der-Ebene zwei Gebiete bestimmt, deren gemeinsame Grenze
sie ist. Der erste, welcher sie genau formuliert und einen im wesentlichen
richtigen Beweis gegeben hat, war C. Jordan'), dessen Namen der Satz
seither trigt. Das von ihm angewandte Beweisverfahren beruht auf der
Moglichkeit, die Kurve durch Folgen von einfachen Polygonen zu approxi-
mieren. Fiir diese wird der Satz als bekannt angenommen. So natur-
gemédlB auch dieser Gedanke ist, so hat sich doch seine vollstandige Durch-
fithrung als so umsténdlich erwiesen, da der Wunsch entstand, den Be-
weis auf prinzipiell andere und einfachere Grundlage zu stellen. Dies
geschah namentlich in der Arbeit, welche L. E. J. Brouwer im 6Y. Bande
der Mathematischen Annalen im Jahre 1910 veréffentlicht hat. Auch
in ihr wird der Polygonsatz benutzt, aber nicht zu einem Approxima-
tionsverfahren, vielmehr in einer mehr topologischen Weise. Auch wir
werden @hnlich verfahren. '

Die Grundlage des neuen Beweises bildet die Erkenntnis, da sich
die Unterscheidung der beiden Seiten einer Jordankurve in &uBerst ein-
facher Weise mit Hilfe von Jordanbogen vornehmen laBt (IV 8), wodurch
die Zuriickfiilhrung des Jordanschen Kurvensatzes auf den Satz vom .
Jordanbogen gelingt, auf die Aussage namlich, da ein einfacher stetiger
Kurvenbogen die Ebene nicht zerschneidet. Mein Beweis fiir diesen Satz
steht teilweise dem Gedankengang von § 4 der Brouwerschen Arbeit nahe.
Die Polygonsiitze, welche auch fiir uns ein wesentliches Hilfsmittel bilden,

') Vgl. Cours d’analyse, Paris 1887, Bd. 3, 8. 587; zweite Auflage (1893), Bd. 1,
S. 90. . ‘
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330 .A. Winternitz.

habe ich an die Spitze gestellt und bin auch suf ihren Beweis eingegangen.
um keinen Zweifel an der Einfachheit desselben zu lassen. Dieser Teil (1)
geht im wesentlichen auf Untersuchungen von Hans Hahn' zuriick®).
In 11 sind einige bekannte, einfache Sitze iiber Kontinua der Vollstindigkeit
halber auseinandergesetzt, in III wird der Satz vom J ordanbogen und
der Jordansche Kurvensatz fiir eine teilweise geradlinige Jordankurve,
in 1V der Jordansche Kurvensatz allgemein bewiesen. Daran schlieBt
sich in V eine einfache Kennzeichnung des Zweidimensionalen gegeniiber
dem Mehr-als-zwei-dimensionalen. In VI werden dann allgemeinere Ge-
bietsteilungssiitze im Sinne unserer Methode behandelt und damit eine
einfache Begriindung der Riemannschen Zusammenhangstheorie ebener

Gebiete gegeben.

1. 8treckenziige und Polygone.

Wir beginnen damit, daB wir die elementargeometrischen Spezialfille
der Sitze vom Jordanbogen und von der (geschlossenen) Jordankurve
beweisen. Dazu brauchen wir nur jene einfachen Verkniipfungs- und
Anordnungssiitze der ebenen Geometrie, wie sie etwa in" den Axiomen
[1-—3, II von Hilberts Grundlagen der Geometrie zusammengestellt
sind, beziehungsweise nnmittelbar aus ihnen flieBen; namentlich den Satz,
daf eine Gerade die Ebene in zwei Gebiete zerlegt (zwei Seiten hat),
eine Eigenschaft, welche auch einer ,,geknickten Geraden* zukommt, das
heilt einer aus zwei von demselben Punkt ausgehenden Halbstrahlen
gebildeten Figur.

Einen suBerhalb eines (einfachen)®) Streckenzuges & gelegeneri
Punkt 4 kann man mit demselben auf folgende Art verbinden. Man
zieht von 4 aus einen Weg nach einem beliebigen Punkt von & und
bestimmt suf ihm jene Stelle M, wo er & zum erstenmal trifit. Wir
nennen M die Miindung dieses Weges und bezeichnen das Stiick AM
desselben als einen Weg von A bis €. Mindung eines Weges von 4
bis & kann jeder Punkt von © sein. Man kann ndmlich die Mindung
nach folgendem Verfahren schrittweise weiterverlegen. Sei RM die letate.,
Strecke des Weges AM und PM, MQ zwei aufeinanderfolgende gerad-’
linige Strecken auf ©. Will man die- Miindung von M nach Q verlegen, -
so prife man zunichst, ob die Strecke RQ den Halbstrahl von M iiber.P-
trifit. Ist dies nicht der Fall, so bestimme man auf RM einen Punkt B’

¥) yUber die Anordnungssii g6k tze der Geometrie“ Mona,tshef\;,e der Math. und
Physik, 19 (1908), §. 284303, Sl = o
°) Don Zusatz ,einfach® bei Streckenziigen und Polygonen lassen wir im
folgenden fort., da hier nur von solchen die Rede ist. Auch die Ausdriicke ,Weg"
und ,Verbindung® Ledeuten in 1. enfache Streckenziige, :



Jordanscher Kurvensatz. g3l
so nahe an M, daB das Dreieck R"MQ ginzlich (M und @ nétigenfalls
ausgenommen) frei von den (nur in endlicher Anzahl vorhandenen) Eck-
und Endpunkten von & ist und ersetze R”M durch R’Q. Im anderen
Falle aber verlingere man PM iiber M hinaus um eine Str(?cke, welche
& nicht mehr trifit und wihle auf ihr R” so, dal das Dreieck R"M Q
(bis auf M und allenfalls Q) frei von Eck- und Endpunkten von & ist
und dann B’ auf RM so, daB dasselbe auch vom Dreieck R'M R” (bis
auf M) gilt und ersetzesschlieBlich R’M durch RB'R”Q.

Nun kénnen wir den einfachsten unserer Sitze schon ohne weiteres
beweisen: Ein einfacher Streckenzug zerlegt die BEbene wicht, oder: je
zwei auferhalb des Streckenzuges & gelegene Punkte A und B lassen
sich durch einen S micht treffenden Weg miteinander verbinden. In.der
Tat braucht man nur & ein wenig iiber ein Ende hinaus zu verlingern
und von A und B aus in die Verlingerung einmiindende Wege zu zichen.

Nun zu den Polygonen! Ein solches () besteht aus einer Strecke
PQ und einem Streckenzug &, welche nur die Endpunkte gemein haben.
Einen nicht auf 3 liegenden Punkt 4 kann man nach dem eben bewiesenen
Satze derart mit ‘B verbinden, daB die Miindung auf der Strecke P@Q liegt.
Machen wir dasselbe mit einem zweiten, nicht auf 5 liegenden Punkte 5,
so konnen wir entscheiden, ob die Einmiindung auf P@ von derselben
Seite her erfolgt oder nicht, d. h. ob die letzten Strecken auf derselben
Seite der Geraden PQ liegen oder nicht. Imn ersten Falle sieht man
sofort, auf welche' Weise man zu einem 4 und B verbindenden Weg
gelangt, der ‘B nicht trifitt. Wie aber steht es im zweiten Falle? Dal
er tatséichlich eintritt, sicht man an den Endpunkten I, A einer PQ
durchkreuzenden Strecke, welche © nicht trifft. Wir stellen nun folgende
Uberlegung an: Zieht man von einem nicht auf %3 liegenden Punkte C
aus zwei Halbstrahlen, so bilden sie zusammen eine ,,geknickte Gerade* y.
Durchliuft man das Polygon von einem seiner (nicht auf y liegenden)
Punkte aus, so bleibt man entweder auf einer Seite von y oder man
geht abwechselnd von der einen Seite auf die andere und kehrt schlieB-
lich auf jene zuriick, von der man ausgegangen ist. Daher muB eine
gerade Anzahl von Durchsetzungen vorhanden sein. Eine Durchsetzung
besteht darin, daB der Weg in einen der Halbstrahlen miindet und
dann entweder unmittelbar oder nach Durchlaufen einer Strecke lings
desselben auf die andere Seite geht. Hiernach ist klar: entweder
tragen alle von C ausgehenden Halbstrahlen eine gerade oder alle
eine ungerade Anzahl von Durchsetzungen.’” Im ersten Falle wollen wir
dem Punkte O die Marke @, im zweiten die Marke 4 erteilen. Dadurch
ist_die Markenverteilung fiir alle’ nicht suf P liegenden Punkte eindeutig
definiert. Zwei Punkte, deren Verbindungestrecke SR nicht trifft, erhalten
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offenbar dieselbe Marke (ihre Verbindungsgerade trigt eine gerade Anzahl
von Durchsetzungen). Das gleiche gilt fiir je zwei Punkte,. die durch
einen B nicht treffenden Streckenweg verbunden werden konnen. Die
Punkte I und A hingegen miissen offenbar verschiedene Marken erhalten
und sind also durch ‘B getrennt. Wir haben bewiesen, daf das Polygon
wirklich zwei Gebiete bestimmt. (Die Marke s kennzeichnet das Innere,
a das Auflere; das zweite enthalt Halbstrahlen, das erste nicht.)
»

II. Milfssitze iiber Kontinua.

Bevor wir uns mit dem Studium \a.llgemeiner Jordanbogen und
Jordankurven néher befassen, erledigen wir zwei Hilfssitze, welche wir
gleich fiir Kontinua aussprechen, obwohl wir sie zunéchst nur fiir Jordan-
bogen brauchen. Unter einem Kontinuum verstehen wir eine beschrinkte?)

zusammenhiingende, abgeschlossene
/ 7 Z Punktmenge; eine solche beschrinkte
4 2 Punktmenge also, welche auf keine

y
Y54
/ /// \/////;/// ;?Veise) alsb aus hlzwei fren?[(‘iglln (nicht
7] leeren), abgeschlossenen Teilmengen
7,1 AN z 7 é bestehend, aufgefat werden kann.
/ ( / %%, < 1. Zwes fremde Kontinua las-
% Y 7 7 é/ sen sich durch ein Polygo‘éz trennen.
07 % Zwei fremde Kontinua &, und &,
/A// / ///% haben voneinander einen positiven
% 7/ // p
%/ A, 7 // Abstand d. Um ein Polygon herzu-
.

stellen, welches sie voneinander

/ 7 //% trennt, verfahre man folgenderma@en.
Fig. 1. Zunichst schlieBe man beide zu-

sammen in ein Quadrat ein (Seiten-

linge @), welches von ®, um mehr als d entfernt ist und zerlege es
durch zu den Seiten parallele Geraden in n? kongruente Teilquadrate voh
solcher Kleinheit, da niemals Punkte von &, und &, zugleich in demselben

\
N\

Quadrat vorkommen; man erreicht dies, indem man n > af—-{z— annimmt.

Sodann reihe man von einem Teilquadrat, welches einen Punkt von
®, -enthélt, ausgehend, durch wiederholten Ubergang von einem Quadrat
zu einem benachbarten — welches von -einem beliebigen der- erreichten
Quadrate aus, aber immer nur durch Uberschreiten einer Seite erfolgen
darf —, Quadrate aneinander; welche einschlieBlich des Randes: frei von
R, sind, solange es, geht; die erhaltenen Quadrate mache ‘man etwa

4) Die Beschrinktheit nehmen wir der Bequemlichkeit halber zur Deﬁnition.
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durch Schraffieren kenntlich, Dann ist man in der Lage. ein Trennungs-
polygon anzugeben. Beim Schraffieren ist man jedenfalls auf Seiten
gestoBen, welche man nicht iiberschreiten durfte, weil jenseits schon
R, liegt. Sei «f eine solche, links von ihr ein schraffiertes. rechts ein
nicht schraffiertes Quadrat (in welches &, hineinragt). Dann stoflen
noch zwel andere Quadrate in 8 an,
hinsichtlich deren zunichst die in
Fig. 2 angedeuteten Maoglichkeiten
1-4 hestehen; 4 scheidet aber sofort
aus. Denn die beiden gegeniiberlie-
genden schraffierten Quadrate miifiten .
durch einen Zug seitenweise aneinan-
derstoflender schraffierter Quadrate
verbunden sein und die beiden ande-
ren, welche Punkte von {, enthalten,
wiren durch ein Polygon getrennt,
welches &, nicht trifft. Die Punkte
von §&,, welche auf der einen Seite des-
selben, und die, welche auf der ande-
ren liegen, wéren zwei fremde, abge- 4

schlossene Teilmengen von &,, welches Fig. 2

doch ein Kontinuum sein sollte. Dar-

aus ist zu entnehmen, daf sich an jede Grenzseite «j immer eine zweite
fy in eindeutig bestimmter Weise anschlreft. Da nur endlichviele solche
Seiten zur Verfiigung stehen, miissen sie sich zu einem Polygon schliefien,
und dieses: trennt ®, und ®,. (Die eine Seite ist schraffiert, die andere
nicht. Vgl Fig. 1.) '

2. Zwei fremde Kontinua lassen sich durch einen Jordanbogen
miteinander ,,verbinden’.

Zwei fremde Kontinua §, und &, kénnen zunéchst durch einen Jordan-
bogen (das ein-eindeutige, stetige Abbild einer Strecke) miteinander verbun-
" den werden, indem man einen Punkt von &, zum Anfangs-, einen Punkt von
®, zum Endpunkt des Bogens macht. Fs gibt dann (nach Bolzano)
auf ihm eine Stelle, wo er §, zuletzt verlifit, und spiter eine erste, wo
er in &, eintritt. Das dazwischenliegende Stiick ist es, welches wir als
eine ,,Verbindung zwischen &, und ®, bezeichnen wollen. Eine Verbindung
zwischen einem Punkt P und einem Kontinuym § nennen wir auch einen
Weg von P bis &, den zu & gehorlgen Endpunkt: die Miindung desselben
.in ®. Besteht ® nicht bloB aus einem einzigen Punkt, so liBt sich die
Miindung abéndern, indem man den vorliegenden Weg unter Vermeidung
‘seines Endpunktes mit & verbindet.

«D)

NN
N\
N
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III. Der Satz vom Jordanbogen.

Nun kommen wir zum Beweis des Satzes, daB ein Jordanbogen ¢
keine Zerlegung der Ebene bewirkl, so daf sich je zwei auferhalb des-
selben gelegene Punkte A und B durch einen Weg verbinden lassen,
welcher ihn nicht trifft.

1. Wir beweisen den Satz zunichst unter einer scheinbaren Ein-
schrinkung. Wir nehmen ndmlich an: Nachdem wir von 4 aus einen
Weg bis ¢ gezogen haben, dessen Miindung #{, von den Endpunkten
verschieden ist, sei es gelungen, von B aus zwei Wege bis ¢ zu ziehen,
deren Miindungen ¢z, tp durch , getrennt werden, und beweisen unter
dieser Annshme, da A mit B durch einen Weg verbunden werden kann,
der ¢ nicht trifit. Die Erfiillbarkeit der Annahme selbst werden wir
hernach zeigen (vgl. 2.).

*Wir_ ziehen zundchst noch einen Wez von A4 bis ¢, dessen Miin-
dung ¢; auf dieselbe Seite falle wie ¢3. Nun zerlegen wir den Jordan-
bogen ¢ durch zwei Punkte in drei Teilbogen, so daB ¢y und t; dem
ersten, £ und t; dem dritten angehoren, wihrend der mittlere m keine
von den 4 Miindungen enthdlt. Die beiden &uBeren Teilbogen lassen sich
dann nach unserem Hilfssatz II. 1. durch ein
Polygon P voneinander trennen, welches
keinen von ihnen trifft; dieses trennt dann
auch sowohl ¢, und £}, als auch {5 und ¢j.
Dle Wege t4 Aty (wy) und ¢y Bty (wp)
durchsetzen also beide R, und zwar eine
ungerade Anzahl mal. Wir werden uns
nun davon iiberzeugen, daB es méglich ist,
lings B von w, zu wp iiberzugehen, ohne
t zu iiberschreiten. Offenbar handelt es sich
bloB8 darum, m zu vermeiden; denn nur
dieser Teilbogen trifft 8. Nun lassen sich
zu beiden Seiten von  die Endstiicke von'
.} wsund wg durch Streckenwege verbinden,

Fig. 8. = welche weder m noch P treffen (denn die
verbindenden ¢-Bogen tun es nicht). Diese
bilden zusammen mit w, und wp ein einfaches Polygon ), welches m
nicht trifft. m liegt also auf einer bestimmten (der schraffierten) Seite von Q.
Auf der anderen Seite miissén wir unseren Weg lings P suchen, der w,
und wp verbindet. Unter den auf ibr verlaufenden Teilstreckenziigen ‘von
P gibt es aber in der Tat einen w, und wy verbindenden, — wegen der
Ungeradheit der beiden Schnittpunktszahlen (Der Weg von 4 nach B ist
in Fig. 8 durch Pfeile markiert.)
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. 2. Nun haben wir noch zu zeigen, daB man wirklich von einem be-
liebigen Punkt B aus einen Weg ziehen kann, welcher auf einer gegebenen
Seite eines bestimmten Kurvenpunktes ¢, einmiindet. Angenommen also,
es gibe etwa keine Miindung ¢p- f,; dann sei { die untere Grenze aller
ty; sie zerlegt die Kurve in zwei Teilbogen. Verbinden wir sie mit-
einander durch einen Weg, der ¢ vermeidet, wid wiihlen auf ihm einen
Punkt C, so erhalten wir zwei Wege von C bis ¢, deren Miindungen die
Anordnung ¢ - t << t¢ haben. Da es zwischen f¢ und t{ Miindungen ¢
gibt, ist B nach 1. mit C verbindbar; also t¢ ein ¢, ¢, wihrend t doch
die untere Grenze aller tz sein sollte. Damit ist der Beweis fiir die
Umgehbarkeit des Jordanbogens zu Ende gefiihrt.

Bemerkung. Der hier gegebene indirekte Beweis liBt sich auch zu
einem direkten Konstruktionsverfahren umgestalten.

3. Die Miindungen ¢, der Wege von einem auflerhalb des Jordan-
bogens # liegenden Punkt 4 bis zu ibm erfiillen ¢ dicht. Sind &, # zwei
von den Endpunkten verschiedene Stellen des Jordanbogens, so haben
wir soeben bewiesen, daB man von A aus sowohl Wege ziehen kann,
deren Miindung ¢4 < ¢,, als auch solche, deren Miindung t} --¢; ist. Wir
haben noch zu zeigen, dal man auch einen finden kann, dessen Miindung
zwischen ¢, und ¢ liegt. Zu diesem Zwecke brauchen wir bloB die beiden
dufleren Teilbogen durch ein Polygon voneinander zu trennen. Dieses
trifft dann sowohl ¢4 4¢4 als auch den mittleren Teilbogen und vermittelt
so eine Verbindung zwischen 4 und demselben. Der Jordanbogen ist
also die Grenze des von ihm bestimmten Gebiets; jedenfalls also eine ab-
geschlossene, nirgends dichte Punktmenge. (In jedem Kreis bleibt ein
Kreis frei.) »

4. Nun konnen wir einen Spezialfall des Jordanschen Kurvensatzes
sehr leicht beweisen; den Fall ndmlich, daB die Jordankurve & ein gerad-
liniges Stiick enthilt, also aus einer Strecke PQ und einem Jordan-
bogen ¢ besteht, welche blo8 ihre Endpunkte gemein haben. Da letzterer
keine Gebietsteilung der Ebene bewirkt, kann man von jedem nicht auf
3 liegenden Punkte aus einen Weg ziehen, der auf der Strecke PQ in J
miindet. Macht man das fiir zwei Punkte 4 und B, so kinnen die beiden
Wege von derselben Seite her in die Strecke miinden; dann bekommt
man sofort “eine J nicht treffende Verbindung zwischen 4 und B. Im
anderen Falle aber gibt es keine. Eine solche (w) gibe niimlich zur Ent-
stehung eines Polygons Anla8, welches P und @ trennte. Der sie ver-
bindende Bogen ¢ miiBte es treffen gegen die Voraussetzupg iiber w. DaB
durch die Kurve getrennte Punktepaare wirklich vorhanden sind, sieht
man an den Endpunkten einer P @ durchkreuzenden Strecke, welche nur

den Bogen ¢ nicht erreicht.
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1IV. Der Jordansche Kurvensatz.

1. Nun gehen wir zum Beweis des allgemeinen Jordanschen Kurven-
satzes iiber und stellen zundchst eine kleine Hilfsbetrachtung an.

Wir denken uns drei Jordanbogen 1, 2, 3, welche nur ihre End-
punkte P und @ gemein baben. Zwei Punkte A und B seien beide mit
1 und 2 durch Streckenwege verbindbar, so daB vorher keiner von den
beiden andern Bogen getroffen wird. Die Miindungen seien t%, 5.t} 3.
Ich behaupte: A und B lassen sich durch einen Weg verbinden, der
keinen von den drei Bogen trifft?). Zum Beweise brauchen wir bloB die
spezielle Jordankurve At)ty Bty ti A (3) heranzuziehen. Diese hat
nach dem Vorangehenden (III.4.) zwei Seiten. Auf einer von ihnen
{schraffiert) liegen 3 und die nicht zu J gehorigen Reste von 1 und 2.
Von einem auf der anderen Seite liegenden Punkt €' aus kann man nun
sowohl ¢4 A¢7 als auch ¢} Bt} erreichen, wodurch in der Tat eine Ver-
bindung swischen 4 und B hergestellt wird.

Fig. 4 Fig. 5.

2. Liegt nun eine beliebige Jordankurve & vor, so kénnen wir von
einem nicht zu ihr gehirigen Punkte A aus zwei Streckenwege nach ihr
siehen, weiche an verschiedenen Stellen t,, t; einmiinden und erhalten
dadurch drei Jordanbogen, welche nur ihre Endpunkte gemein haben.
Die Bogen 1 und 2 bilden ®, 8 ist ein Streckensug. Wir haben also
den eben betrachteten Fall vor uns. Doch wissen wir hier mehr. Die
Bogen 1 und 8 bilden susammen eine spezielle Jordankurve der in IIT. 4.
betrachteten Art. Der Bogen 2 verliuft (bis auf die Endpunkte) auf einer
Beite von ihr. Es gibt Punkte, welche auf der anderen liegen. Von einem
solchen aus huen sich 1 und 8 erreichen, 2 aber nicht. Nach unserer

5 Nuﬁrlk-h vitd angenommen, daB die von 4 und B aus gezogenen Wege ein-
ander nicht schon begegnen; {iterdies k3nnen wir annehmen, daB die von 4 aus-
gehenden Wege nur 4, die von B ausgehenden nur B gemein haben.
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Hilfsbetrachtung ist also jeder Punkt, von dem aus 1 und 3 erreichbay
sind, von 2 getrennt. Hs gibt somit keinen Punkt, von dem aus alle
drei Bogen erreichbar wiren. Auch 2 und 8 bilden eine spezielle Jordan-
kurve der behandelten Art und es gibt 1 gegeniiberliegende Punkte. Von
diesen aus sind 2 und 3 erreichbar, 1 nicht. Diese beiden Klagsen von
Punkten (Gebiete) sind fremd. In bezug auf die Jordankurve & er-
geben sie erst ein Gebiet, 8 ist ja dann als Verbindungsweg benutzbar.
(Gibt es noch weitere Punkte? Punkte also, welche weder von 1 noch
von 2 getrennt sind, d. h. solche, von denen aus man 1 und. 2, und
somit 3 nicht erreichen’ kann. Ja, solche gibt es. Man braucht nur
cinen Verbindungsweg tz Btp zwischen 1 und 2 herzustellen, welcher 3
umgeht. Dann ist B ein solcher Punkt. Je zwei Punkte, von denen aus
1 und 2 (ohne Begegnung mit 3) erreichbar sind, kénnen wieder nach un-
serer Hilfsbetrachtung miteinander verbunden werden.

Die Jordankurve bestimmi also genaw zwei Gebiete,; der Jordan-
sche Satz ist bewiesen.

3. Zugleich gewinnen wir ein duBerst einfaches Kennzeichen der ge-
trennten Lage zweier Punkte 4 und B in bezug auf eine Jordankurve §.

Nennen wir einen Weg, der nur seine Endpunkte auf der Kurve hat.
einen ,,Steg®, so kdénnen wir es so aussprechen:

4 und B sind dann und nur dann getrennt, wenn sie auf zwel
fremden Stegen liegen, deren Enden getrennte Paare auf & bilden. (Fig. 5.)

Unter einem Weg (bzw. Steg) konnen wir hier einen allgemeinen
Jordanbogen verstehen. Die Streckenwege haben ihre Rolle ausgespielt.
Die Kenntnis des Jordanschen Satzes gestattet uns jetzt die Wieder-
holung der Uberlegungen dieses Abschnitts unter Benutzung beliebiger
Jordanbogen an Stelle der Streckenziige.

Ftwas allgemeiner als oben kénnen wir noch sagen:

Zwei einander und der Jordankurve fremde Kontinua sind daun
und nur dann durch dieselbe getrennt, wenn. man von ihnen nach der
Kurve je zwei fremde Stege legen kann, deren Enden auf ihr getrennte
Paare bilden. '

4.»DaB ferner die Jordankurve die gemeinsame Grenze der beiden
yon ihr bestimmten Gebiete ist, folgt unmittelbar aus dem Satz vom
Jordanbogen. Denn um von einem gegebenen Punkte aus einen Weg
zu zichen, der in einen gegebenen Teilbogen miindet, braucht man nur
den Restbogen zu umgehen.
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Y. Invarianz der Dimensionenzahl.

1. Als unmittelbare Folgerung ergibt sich aus unseren Uberlegungen
der folgende Satz, der einen Teil des Satzes von der Invarianz der
Dimensionenzahl ausspricht:

Eine Punkimenge, die einen dreidimensionalen Wiirfel enthdlt, kann
ketn esndeutig-stetiges Abbild in der Ebene haben.

Man nehme innerhalb des Wiirfels einen Kreis und eine Strecke
AB, welche keinen Punkt gemein haben. Dann lassen sich sicher zwei
fremde Stege legen, deren Enden getrennte Punktepaare auf dem Kreise
sind und von denen der eine iilber A, der andere iiber B geht. Das
Bild des Kreises wire eine Jordankurve ®. Die Bilder von 4 und B
wiiren durch das Bild der Strecke 4B miteinander verbunden, wihrend
sie doch nach IV. 3. durch ® getrennt sein miilten. .

2. Auch folgender Satz 1a8t sich leicht mit unseren Hilfsmitteln be-
weisen, der gleichfalls eine Kennzeichnung des Zweidimensionalen gegen-
iiber dem Mehr-als-zwei-dimensionalen enthdlt:

Es ist unmdglich, je zwei von fiinf Punkten der Ebene in ihr durch
Wege zu verbinden, welche einander (aufler in den fiinf Punkten selbst)
nicht treffen. ’

VI. Ein Jordanbogen in einem Gebiet. Theorie der Quersehnitte.

Aus IV. 3. ergibt sich unmittelbar, daf ein Jordansches Gebiet durch
einen hindurchgehenden Steg (Querschnitt) in zwei Teilgebiete zerlegt wird.
Wir wollen jetzt allgemein die Frage behandeln, auf welche Weige die Ver-

~ bindbarkeit der Punktepaare irgendeines Gebiets®) mit beschrinkter Grenze
durch einen nicht iiberschreitbaren Jordanbogen beeinfluBt wird, welcher
bis auf seine Endpunkte in ihm verliuft. Es ist leicht zu erkennen, da8
der Jordanbogen umgangen werden kann, wenn er einschlieBlich seiner
Endpunkte im Gebiet liegt, auch dann, wenn nur einer von den End-- ,
punkten der Grenze angehért, ebenso:aber, wenn die beiden-Endpunkte -
verschiedenen Komponenter ) der Gebitsgrenze « angehoren. Dazu ist nur

*) Ein Gel_)ieb st eine Punktmenge ® mit folgenden zwei Eigenschaften:
1. Um jeden ihrer Punkte als Mittelpunkt 148t sich eine Kreissoheibe legen,
die ihr ganz angehort, | " — . '
2. gg :vyei Punkte derselben. lagsen sich innerhalb @ durch einen Weg ver-
nden., ’
Ein Punkt gehdrt der Grenze von f an, wenn in jedem Kreis um ihn
sowohl Punkte von @, als auch Punkte des Restes liegen,
) Man sagt von zwei Punkten, daB sie derselben Komponente einer be-
sohrinkten, abgeschlossenen Punktmenge « angehoren, wenn es ein in derselben
enthaltenes Kontinuum gibt, dem sie angehdren. ’



eine leichte Modifikation unseres in II. 1., 2. gegebenen Beweises fiir den

Satz vom Jordan bogen erforderlich. Man muB nur jedesmal die Wege und

das Trennungspolygon B so einrichten, daB sie im Gebiet verlaufen®).
Gehoren aber beide Endpunkte des J ordanbogens t derselben Komi-

ponente x der Gebietsgrenze an. so zerlegt er das Gebiet & in zwes Tetl-
gebiete.
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Wir stellen zunichst innerhalb ¢ einen Steg ¢, M, t/ (1) her (einen
Bogen, von dem nur die Endpunkte zu ¢ gehéren) und verbinden den Teil-
bogen ¢, <t < # mit dem Rest von ¢ durch einen zweiten, den ersten nicht
treflenden Steg ¢, M, t; (2). Die Endpunkte bilden getrennte Paare auf ¢ und
haben etwa .die Anordnung ¢, < t, < t; <t;. Nun kénnen wir zeigen, daf3
jeder nicht auf ¢ liegende Punkt 4 von ®
entweder mit (1) oder mit (2) verbunden
werden kann, wonach sicher nicht mehr als

-zwei Teilgebiete vorhanden sind. Fassen
wir die Jordankurve t, M, t/t; M,t,t, (J)
ins Auge, so liegt der Teilbogen t, < ¢ < ¢!
den Enden t < ¢ und t > t;, welche durch
» verbunden sind, gegeniiber (IV. 3.). Nun
kann man von A aus zwei Wege bis f
ziehen, von denen der eine zwischen t,
-und t;, der andere aber unterhalb ¢, in t
einmiindet. Einer von ihnen muB notwen-
dig einen von den beiden Stegen treffen,
womit unsere Behauptung bewiesen ist. . Fig 6.

Anderseits ist aber auch leicht zu zeigen, . Der schwarze Fleok stellt hier
daB die beiden Stege nicht innerhalb & den Rest von @ dar.
durch einen Weg verbunden werden kénnen,

welcher ¢ nicht trifft, so daB also wirklich zwei Teilgebiete da sind.
Wire namlich M, (w) M, ein solcher, so ergabe sich wieder eine
Jordankurve M, (w)M,t,t, M, (R®); t, und {, ligen auf verschiedenen
Seiten derselben. (Sie ligen némlich auf den Stegen M, t, by baw. M, ¢t ¢/,
deren Miindungen auf & getrennt liegen.) Das sie verbindende Kontinaum,
welches aus den Bogen! < ¢, ¢t > £ und der Grenzkomponente x besteht,
welcher die Endpunkte angehtren, miiBte die Jordankurve ® treffen

®) Zwei verschiedene Komponenten von « lassen sich — wie in der Mengen-
lehre gezeigt wird (vgl. etwa Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914,
8. 308) — zu zwei fremden, abgeschlossenen Teilmengen erweitern, die zussmmen o
erschopfen, Auf .deren Abstand d >> 0 kommt es bei der Herstellung eines « nich ¢
treffenden -Trennungspolygons zwischen den beiden Komponenten an. Ein solches
liegt von selbst im Gebiet.
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(sonst zerfiele es in zwei fremde abgeschlossene Teilmengen); w bliebe
nicht in @, was doch vorausgesetzt war.

Das Gresagte gibt auch ohne weiteres die Moglichkeit, bei einem belie-
bigen Netz, das aus endlich vielen Punkten und einander nicht treffenden
Verbindungen zwischen ihnen besteht, zu entscheiden, wieviel Gebiete vor-
handen sind und von welchen Bogen dieselben begrenzt werden. Man
braucht sich die Figur hur dadurch entstanden zu denken, daB ein Bogen
nach dem anderen zu den Punkten hinzugefiigt wird.

Prag, im Januar 1918.

(Kingegangen am 31. Januar 191R.)



Ein Beitrag zur Theorie der Polynome
von Laguerre und Jacobi.

Von
Gébor Szegd in Budapest.

Im folgenden will ich einen einfachen Satz iiber die Laguerreschen
Polynome beweisen und einige Fragen untersuchen, die mit diesem Satze
zusammenhéngen. Ich betrachte ferner eine gewisse spezielle Klasse von
Jacobischen Polynomen, die mit den Laguerreschen in engem Zusammen-
hange stehen. Endlich bemerke ich einiges iiber Legendresche Polynome.

§ 1L
Die Laguerreschen Polynome.
Ich betrachte fiir { > 0 das Funktionensystem:

L _L
v
s € Bl oyl TE, a

und bilde daraus nach dem Vorgange von E. Schmidt durch Orto-
gonalisierung das System

wfry

e

9 ¢

=L - =&
(L) e 2L, (L), & SL(L) «ovs @ TLlL)y vovs
wo die L, ({) folgende Bedingungen erfiillen:
( a) L,(¢) ist ein Polynom »-ten Grades,
b) [es L) L () =0, (uzv)
(2) o) L(0)= 1. |
o 1y Die Bedingung b) ist mit der folgenden #quivalent:
feer,@eear=0, (r21e=0,1,...,»—1)
0

']

und hieraus folgt bekanntlich, daB alle Wurzeln von, L, () positiv sind. Die Nor-
mierang L, (0)=1 ist also stets mdglich.
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Durch diese Bedingungen ist das System (L) eindeutig bestimmt.
D. h. wenn

e TF,(L), e TR (L), ..., € PE (L), ...
ein System von Funktionen bezeichnet, die diesen Bedingungen geniigen,
o ist ,
) F.(0)=L.(0) (»=0,1,2,...).
Die Polynome L,(¢) sind die Laguerreschen Polynome.
Ich will zunéchst zeigen, daB die erzeugende Funktion dieser Poly-
nome, wie schon Laguerre (Werke, Bd. I, 8. 436) angibt, folgende ist:

(8) g ~2 (et

Ich beweise das, indem ich die drei obenerwéhnten Elgenschaften von

L,(¢) fir die Koeffizienten dieser Entwickelung verifiziere. In der Tat:
erstens ist es klar, daB der »-te Koeffizient dieser Entwickelung ein
Polynom »-ten Grades ist. D.h. die Bedingung a) ist erfiillt. Ahnliches
gilt fiir ¢}, weil ja

(=]

ist. Was endlich die Bedingung b) betrifit, so ist deren Giiltigkeit
folgendermaBen zu beweisen. Zunidchst folgt aus (3)

».u s.i’
» —l -
‘Ie_:el;u '_ 2( 'u"’vJ u C)L (C
b uor=0
Es ist aber ) .
| i it L
e =~ - — ———-dc: e o emen = ot ottt 0
I—u 1—vw =w)(1—=w) . | "¢ v
0 l+l——u 1—v
1 W
=1 Z“’””
d. h. b) ist auch erfillt. AuBerdem folgt noch hieraus, da8
(1%) . feinyae=1, . 77
-.»Q . - -
also

Ie*ZLﬂfi)Lv(C)izg: Epr 3 (/"2 V== 0’ 1’.2’ )'

Ich werde weiter eine (ebenfails ‘schon in der Literatur vorkonﬁmende)
Darstellung dieser Polynome benutzen, die slch fiir die Folge als bédon-
ders wichtig erweisen.wird. Das ist: ;
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- . 1 13 .~ ¥ ~ _-h
(4) e L.(¢)—,, D"e ¢ :.e‘~2<;)(-—h—§’ Lr - 9, 1,8, o

{Letateres ergibt sich vermittelst der wohlbekannten Leibnizschen Regel).

Diese Formel ist leicht zu beweisen, indem man, wie vorher, die
Giiltigkeit -der obigen Bedingungen verifiziert. a) und c¢) sind zunichst
erfiillt. Die Bedingung b) ist der folgenden &dquivalent:

JeL.(S)t*de — 0 (rolie O, 1,..,»r 1N
1}

Ich setze
()= e,
dann ergibt sich mit Hilfe der partiellen Integration

JeeDE () de— — o [t DUV F (VA (v2 15 00,1, 0 1),

da die Funktion f,({) und ihre sémtlichen Derivierten fiir { = o. und
die ersten » — 1 Derivierten fiir ¢ .- 0 verschwinden. Es ist-also

fc@p"";ﬂ,(c)dcw(—-1)99%'1)(»-9,,;’(:)@ — (=1t D"V FL) -
woraus die Behauptung folgt.

§ 2
Ein Satz iiber die Laguerreschen Polynome.
. i .
Es ist fiir jedes positive {
e—;iL,.(C),<l (v=0,1,2,...0.
Beweis. Im Falle » == (0 ist der Satz trivial. Es seien » > 0, { > 0
feste Zahlen und z bezeichne eine komplexe Variable. Die Entwickelung
f(E+2)=ag(l)+a,(E)z+ ... +ay(f)zh + ...
konvergiert fiir jeden Wert von z, da f,(z) eine ganze transzendente
Funktion ist. Ferner ist
1 :
a,(¢)=,, D", ()
und man hat nach Cauchy \
' @ (O)if < Max f,(E+2)  (h=0,1,2,..
tzll=7r

R

% Joh bezeichne im folgenden die r-te Derivierte von f (@) mit D f(x).
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wo 7 > 0 beliebig ist®). Da speziell
a,(l)=eL,()

ist, bekomme ich folgende Ungleichung:

e~ L(8)|rr < Max. {e-(S+ref¥)(L - rei®)",
0£6<2x

<e ¢ Max. e-r«{p(«)}?,
e} <1

ple)=p((,ra)=04r 4 20ra 20
und « eine reelle Verénderliche bezeichnet. Man hat so

wo

[L(L)] < Mex e-re{p(a)}®.
a|<1
Ich betrachte jetzt die Funktion

] ‘P(“)r—w(f, r;a)=e—ra{p(a)}“;_
Es ist

*

Pl =@} {5 2er — rp (a)}

= e~ "‘{p(a)}g_ l{vC —(£* ) — 28ra}.

. D.h. digse Funktion hat an der Stelle

o= talt, 1) on )

ihr einziges Extremum, und zwar ein Mazimum. Man hat also
| e(1) . " @zt
1 L(8)jrr < {(p(ao), je nachdem { lag|< 1 st
Es sel jetat p(=1) sl

8) 0<(<dv. Ichsetze r— Vst Es ist

50 dal —1< g < 0. Man hat also
|L.(0)| < T3¢ = 20,
(o2

%) Es gilt sogar der Satz:
@ 2x Y .
1 ; R . .
2 1a@rM =g [ et io< tox (£ LnE  (oso,
h=0 8 =r o P )
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AEs ist aber
—ra =Vt ryEi %
und B
P(og) = + 7 + 2£V;Z(— 3 \/5) 7

so daB wir erhalten

Iy v
P () == €2 (v )?

und .
_ | L.(2)} < e?, q. e. d.
Es sei
b) ¢=4». Ich setze r—5. BEs ist
“o:’—cic‘é_l’
so dafl
- —1 2\"
Lo<®S2 = (e~
Man hat aber
< v
p(—=1)=e"{-rr= e”(%) ,
also

| L, ({)] < et, q. e. d.
Damit ist unser Satz bewiesen.
§ 3.
YVeraligemeinerung.

L 3

Ich betrachte fiir { > 0 das Funktionensystem

"Ek ‘Skl 'd‘.k
e 2% e BLEYL pTapktr

wo k = 0 beliebig ist. Durch Orthogonalisierung erhalte ich die Funktionen

-t -4 ¢
Z®) e LB L), LR, ..., LB, ..,
die die folgenden Bedingungen erfiillen:
{a.A) L® () ist ein Polynom »-ten Grades,

’ b; fe—tcuLf)(c)Lik)(C)dC:0, (1= »)
(6) o) LP(0)=1.9

D) Alle Wurzeln von L:,")(t) sind positiv. Vgl. ).
Mathematische Zeitschrift. I. 23
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Durch diese Bedingungen ist das System (L®) vollig bestimmt. Ferner ist
LY (¢) = L.(¢) (r=0,1,2,...%.
Ich will folgenden Satz beweisen:

Es ist fiir jedes posatwe {

e =fL"’>(c);<1 (k>0; »=0,1,2,...)
Dieser Satz folgt aus dem vorigen sehr einfach. Es gilt zunichst die

Entwickelung
&

T1-t i 2%k 7 » )

(7) T 2 (5T @ (tl<1
- r=4

In der Tat ist der »-te Koeffizient dieser Entwickelung ein Polynom

»-ten Grades. Ferner hat man L{*’(0)=1, da

‘ (1—‘:)“+‘=j<2k;}—v) ¢

r=10
Endlich gilt die Formel

- Su Sv

. g e 1-v gk 41
J‘e ,CZk € ( +

(1—%)7-}-’: (1__,”)21::-1»1 6: (l—uv)"""-'-i*
0

Hv(?k;{—,u> (21:;}—1)’ ”L(k)(C)L(k)( £Yde uror,

oy — Q 6
I

so daB .
J(”“L"’ OLP (H)de =0, . (nz»

d. h. die Entwickelung (7) ist richtig. Ferner bekommt man

(5,) J‘e-;cgk[Lﬁ’m(c)]dew I‘(22kk_‘-_}-;_ll (,,,___0’1,2’___)_
0o ( v ) -
Aus (7) folgt schon leicht unser Satz. Da namhch

1 (2k4—v—1>t -

- “a
S N

(1~t)““

ist, hat man

(5 i @) = L) + (“‘)L,-,’(CH(?"“) Ls(6)+
+<2k+vv~l>Lo(C), ) ;

woraus fiir =0

<?k+’\:1+(21k> 4_(2192+1>+M_l_(21cQ-;-i,)

L4 /
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folgt. Also fiir £ 2> 0

G R T IR B G R G EEPE G ity
und so £
e Q'LL")(C)} < 1, q. e d,.
§ 4.
Anwendungen.

Es sei P({) ein Polynom v-ten Grades, welches nicht identisch ver-
schwindet. Es gilt dann die Ungleichung

e P ()< (v + 1) fet P (t)ds (&= 0)
0
und das Gleichheitszeichen ist dann und nur dann giltig, wenn

P(L)=c[Ly()+ L&)+ .. 1-L({)]

und =0 st (¢c+=0).
Der Beweis ist sehr einfach. Ich setze

P() =cLo(t) + e Ly(8) + ... +e,Lu(&),

wo die Kohstanten ¢,, ¢,, ... ¢, nicht alle verschwinden. Man hat
Je“P ()dt  e24 ¢ } ... v e}

ferner nach den vomgen

'2[P( )i e +leg, ... e, (£=0)
also mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
e-<P*(E) < (v 1-1)[ et P dt, g ed
= v
Fiir die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens ist notwendig, dal ¢ - - 0 und
(et e)t = (r 1) (ed et .. Hel)s
dh c=¢ = ...=¢ sei. DaB umgekehrt diese Bedmgung auch hin-

reichend ist, .ist ohne weiteres klar.
Zusatz. EBs gilt sogar die Ungleichung

. e~ PYC) =< (v + 1)fe—tp"(t)dt

(¢ braucht nicht > 0 sein), und das Glezchhe@tszewhen st dann und nur
dann gultzg, Wenn

(5):‘ c[ 0(5-‘ é'c))‘f‘ L1(C - Co)“}‘ - L»'(C - Co” ’
und §=1{, ist (c &0, {, ist beliebig).

/!

23%
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Es sei nimlich {, beliebig, aber fest. Ich betrachte fiir ¢ > 0 das
Polynom »-ten Grades

. _ b
P(O)=e PP, +10),

fiir welches .
P (1) e PP(t)dt; (t29)
speziell
PY0)< (v + 1) e PP (t)dt = (v + 1)ofe—<¢o+t>P’(co +t)di
0
=+ 1) f et P(1)ds,

also . b )

et P (L)< (v + 1){}'e-*P’(t)dt, g.e.d.

Eine weitere Verallgemeinerung dieses Satzes ist folgende:
Es sei n = 2v und Q(£) ein nicht identisch verschwindendes Polynom

n-ten Grades, welches fiir jedes reelle { nichinegativ ist. Man hat dann
QL)< (v + 1)fe—»9(t)dt |
und das Gleichheitszeichen ist dann und nur dann giltig, wenn
Q) =c[Ly(t = L)+ Ly(L = L)+ -+ L(L — &)

und § = {, ist (¢ > 0, {, vt beliebig).
Q(¢) kann némlich in der Form dargestellt werden:

Q) =P () + By (¢),
wo die Polynome P,({) und P,({) hochstens den Grad » haben. Daraus
folgt gleich der Satz.
Da

) etfeﬁ‘Q(t)dt ==f6"Q(C +t)dt -,——-Z' Qﬁ’;f—c)‘f&"’t"dt _____j Q(h)(c)

. 4 0 h=0 ’ ° .h=0
ist, kann die letzte Ungleichung auch in der Form geschrieben werden:
(8) T R0+ -+ eV - o

§ 5.
Zusammenhang l}lit einem gewissen System von Polynomen.

Es sei &> 0 beliebig. Toh betrachte fiir — 1 < z < 1 das Funktionen-

system .
[z, |z, .. |2k, . ..
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und bilde daraus ein System
(P™) 2pPO(z), |z *PP(@), . @ PN,
mit folgenden charakteristischen Eigenschaften:

a) P®(z) ist ein Polynom n-ten Grades,

9 1
(9) b) [ x.z"P:’(x)Pff)(x)dx =0, (m o= n)
1
(10) ¢ P®(1) -1%).

Diese Polynome*) bilden einen Spezialfall der Jacobischen Polynome?)
und reduzieren sich auf die wohlbekannten Legendreschen Polynome, wenn
k- 0 gesetzt wird. Ich mochte hier auf einen merkwiirdigen Zusammen-
hang hinweisen, der zwischen diesen und den Laguerreschen Polynomen
besteht. Ich beweise nimlich den Satz:

Es sev n =2v und

lim k(1 —a})=1{(;

k==
dann st )
lim 2 * Py (@)= e 2L, ().
k= kY
Ich betrachte das Polynom r-ten Grades IIV“’) (), definiert durch die
Formel -

2t W (z) - - ,_l! DPg+¥- bz — 1)
< 1A

— Y (N k=D +E—D. (k= ket ot

A=0
IR S 1N et S
- g* }"Z'(h)( A )x Ma —1), .
. =0 .
und béhaupte zunéchst, daf
P (z)-- IT®(2),

d h
PE@) = Z ()04 kDo +E=g)...o+b—bthar
= FOCT ey

%) Alle Wurzeln von P®)(x) liegen im Innern des Intervalls — 1 LaLl Vel b
% Eigentlich nur P§) (/z); s. unten.

. 7) Vgl. C. Jordan, Cours d’analyse, Zweite Auflage, Paris (Gauthier-Villars),
1896, Bd. 3. S. 231-233.
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ist. Zu diesem Zwecke geniigt es offenbar, die obigen Eigenschaften von
P'(‘k)( 2), da diese fiir das System (P"" ) charakteristisch sind, fiir die rechte

Seite von (11) verifizieren. Die Bedingungen a) und c¢) sind offenbar erfiillt.
Was b) betrifit, so ist diese mit dem folgenden &dquivalent:

1
" i 2l'x:'[,:l‘)(x-.’)dx_: () (1/}’]; 0o=0,1,...,2y—1),
1

oder, da fiir ungerade ¢ der Integrand eine ungerade Funktion ist und
als solche ein verschwindendes Integral liefert, mit dem folgenden:

; ) : 1 (k;
Jra e (et)de = [ TP @)de 0
. 0

(v:il;o::O,l,...,v—l).")

Man bekommt aber durch partielle Integration

1

)
[ m®()dz = X [ D2 4=tz — 1) da

»!
0 . 0
1

- :<~_> l)ag_:_J'D(r-O)xv-i\-k—.g(x "'l)rdl'TZO,
y . . o

da ja die Funktion 2"**~#(x — 1) und ihre ersten » -- 1 Derivierten
fir # 0 und a .1 verschwinden. Damit ist die Gleichung (11) be-
wiesen. '

Jetzt folgt schon upser Satz sehr leicht. Man hat ndmlich (v, und &
sind feste Zahlen)

- ,2_1h _ 3
Hm (5 sk B+ k=) (v bk — o Rad D Fosledl

und so

. 5 " . Mk

lim Py’(s;) =3 (S =)
ferner Lt
: E o k _e
Jim o, = lim {1~ (1 — )} =,

also ,

. - o
Jim |2, FPE(x,)=e 2 L,(2), q.ed

*) Vgl Jordan. loe. cit. 7).
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§ 6.
Uber eine Eigenschaft der Polynome P\ (x).

Es gilt fiir die Legendreschen Polynome P,(‘m(:r.) P, (%) der wohl-
bekannte Satz

(12) Pz} - 1 fw 1.2.%:...0 2 1k
Herr J. Schur hat nun die Vermutung ausgesprochen, daB auch
(13} 2t PP(x)] -1 (k -0.n 0,1,2,...5]x 1)

ist¥), eine Vermutung, die fiir geniigend groBe k (n ist eine feste Zahl)
mittels des vorgehenden Satzes leicht bestitigt werden kann. Ich will
hier diese Vermutung mit Hilfe der einfachen Methode, die ich im § 2
benutzt habe, fiir alle ¥ beweisen, die die Form
(14) E=m+}
haben, wo m eine nichtnegative ganze Zahl ist.

Zunichst gilt die Formel

(15) P& (x) zP8V (),

denn man hat einerseits (laut Definition)

1 1
r 2k 1 * 2k b2 ki ) 2o

I a e PE V(z)a® Mde= [ xRS V(o) atde 0
-1 -1

(v=21;6=0,1,...,v—1)
und andererseits

1

i!. v‘x{“ng‘,*”(x)xg"dw = () (¥ 205 06==0,1,...,7),
da das Polynom PY%*V(x) nach (11) nur gerade Potenzen enthalt. Also ist
(15') ot PEa(z) =" Pt O (x),

d. h. es geniigt den Satz (18) nur fiir gerade n zu beweisen.
Es sei »21 und 2z eine gegebene Zahl des Intervalls 0 2. I
(Fiir »==0 ist P¢’(2)=1, also der Satz trivial).
Man hat nach dem vorhergehenden
¥V PR (V) = ;%D‘”’a:"“‘“ b —1).
Ich setze
FP(z)=2* Yz —1);

9) Diese Vermutung hat die Veranlassung zu den vorangehenden Untersuchungen
gegeben.
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das ist ein Polynom in z, wenn k die Form 2 + m hat. Es sei

2; +k-4

F¥ (x4 z)=2Ak(z)z"-
" A=0

Man hat
Ay(z) = s DPFM(z)
und nach Cauchy
iA.(z)irn<l1:lla_x.[F£‘>(x+z): (h=0,1,...,2v+k—1), .

wo r > ( beliebig ist. Da speziell
4,(z) 2 H PE(VZ)
ist, bekomme ich folgende Ungleichung?):
2t HPE(Va)|r < lhf-?:‘,'(z_*— 2tz 42 1)

) s z
= Max. { p(«) }2 { q(2) }2,
lel <1
wOo

p=v+k—32r=>1,

ple)=1p(z,r;a)=a*+r" 4 2xra 20,
ga)=g(z,r;a)=(1—2) +r—2(1 —2)ra 20
ist und « eine reelle Verinderliche bezeichnet.
Ich betrachte jetzt die Funktion

- O(a) = B(z, 73 @) = { p() }3 { g () }%.
& (@)~ {0} " {g()T T L 2zrg(@ — £2(1 - )rp(@))
und )

5 28¢(a)— 5 2(1 - z)p(a) -

=pz{(l—2) +r}—r(l —a){z*+r) — 2(p+rv)2(l —a)ra; .
d. h. die Funktion ®(«) hat an der Stelle

loalbr . gk

M -
ty = @ (, )= - 2d—2)r 7 Zar

n-»

ihr einziges Extremum, und zwar ein Maximum. Man hat also

1) Hier kommt zum Vorschein, daB die Einschrénkung % = m + + wesentlich:
ist; sonst wird namlich F%() fiir z = 0 singulér und man kenn daher den Canchy-
sohen Satz nicht anwenden. ’

o
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D(1) =1
& PR (Vz)r < | &(a,), je nachdem @ <1 st
D(—1) a < — 1
Es sei jetazt B
-~ [H—VY ‘211
o 1>x-"/‘~(/'+') )
oder, was dasselbe ist,
l—z &\/;‘r
0 < v = al,
Ich setze
s \/ix(l ~ g
Es ist dann
(L-z)prr 1ol
2(1—z)r 2¢
zs,_{,_,.xe m‘f‘i—(l—w)
cr 2¢O
d. b. e "
ut— . u—y l—
21‘,14(;4—*-9)( ) ZV,wv
so daB 0 < «, < 1. Man hat also
k 1-k L~k
23 | P{(Vz)l <2 ? 'pf") xl —'-? el

(;)5 :tE (‘ _— ‘1,)'2
Es ist aber

P (o) =2+ 22 (1 “")+21‘\/~ V:z:(l-—:v)‘“"-y V'-T;m

—-x‘+;x( - z) 4 Y “,, z(_l~—x)==x

und
q ()= (1 —z)’+£m(l - z) —2(1 —x)\/iv:&: (1 - x) ":"”\/l"m
‘:l”
N e\ ¥ M= ) Y B
S @R ka1l @) (e = 21 - a),
daher st .
= v
) = () 21 (1 — ap
und
! . 1 k+_£l_—_r l :
x’an”i'(Vx)l<x 2 =gt 1, q. e d
Es sei
(=P}
b) o k>3 und 0 <hz__:(#+v>,

) Wenn k=%, d. h. u==» ist, o soll 2> 0 sein.
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‘ﬁ:_é - 2V
x =u—v
Ich setze r Vz - z'®). Es ist

1) 2 a;"-t_’f (l—m—f) . (_‘P_‘_“")’T:
.“{("27“1‘?):)‘: ”‘1}‘—"{_2—:”' +1} 1 Q(I—m)r Y oer

oder in anderer Form

/

(l-—\.l‘) —‘,u——‘i’—‘{{;([l-ﬂih)') - 0

2‘1-;:)‘/”(1—‘!') 27\/5?(1-—75) T e2vz(l—x)

(1—zp4r _ afr
Boo(i—a)r Y Sar Zpt

d.h « 1, so dal

"

also

k . 1-%
2 P¥(Va) <z ?

Man hat aber
p(l)=(x+r)=2
Q(l)=(1—~x—r)2=(l —Va)
und also
” .
®(1)=2(1—-Va),
d. h.

1—-k+pu—v» 1

k —-
| PP (Va)| <2 ¢ =2t<1, q. e d.
Damit ist der Satz (18) fiir k= m 4 1 bewiesen. Es gilt sogar
die Ungleichung

13") PP (2)| <zt (k=183 ..,0n=1,2,8,...; x| <)

Uber die Legendreschen Polynome.

Zum SchluB will ich einen Satz fiber die Legendreschen Polynome
beweisen .

%) Es ist zu bewhten daB wenn x ¢

hm k\/—a:k(l-—:ck)—.‘/r

Jim K (Va, — w‘,) é-

&
ist,

und

wird. Vg!. $2 und § 5.
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Es ist

Pg“r)(VI') - :!D(”x'(x — 1) 1 D" ut—1) P,u),

2"y

wenn u = 2x - | gesetzt wird. Hier bezeichnet P, (u) das »-te Legendre-
sche Polynom. Man hat so nach (13’)

(12) 1Py (u) <1, (o L2.3,.00 we- 1)

was mit einem bekannten Satz iibereinstimmt.
Ich will hier einen Satz beweisen, woraus (12) reichlich folgt. Das ist:
Es gilt die Gleichung

) Ly DURW T
o il +2£[6’%—1)<»-+2>...<v+h> (1 —wi)

2a
421'7 f{l —cos® (1 - u¥)}dd (v -0,1,2,...; u'~1)
0

Beweis. Ich setze

und
flu < z) - By(u) i B(u)z | ... By (u)z
=B, (w)2” + 3 {B,_s(u)z"~* i Bya(u)z" 4}
A=1
man hat

\

-

1 1y
Bh(u) . i D(h) (1_‘_.2.___> (h S | T [, 21’).

Es sei jetzt (% < 1. Ich behaupte zundchst, daB das Polynom in z

Flw ! izVI—u?)

symmetrisch ist, d. h.
(17) B,_p(w)GVI=a®) " B, a(w) (V1 =)
In der Tat ist
(u492V1—u?)" ~ 1w L 2iusVI—ud —22(1 —ad) -1
T —uf —_ puipyr L
go daB

vih

(h~=1,2,...,»).

flutisVl ~u°)zz‘"f(u+i-‘/’—:"7)
und hieraus folgt (17). Man hat also
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B, y(u)=(—1Brsa(w)(1 =o'} (h=1,2,...,9)")
Jetzt benutze ich die Methode, die ich im vorhergehenden mehrmals
angewandt habe ). Es ist

2xa
B (w)rr + ) {Bi s(w)r*r =+ B on(u)rer+2h} — %flf(w res?) 2d g,
h=1 0

Setze ich hier
r=vV1I—u* ),
so folgt :

B () (V1 <) 4 DB a0) (VI— " 44 B ) (VI ) S

h=1

A=1

B ) (1 — )+ 2.3 B a() (1— )= f | Flut ViZibe)pas.

Man hat aber
(0 + VI=wies?y —1=(1+u+Vi—ue?)(u—14+Vi—ule?)
und L :
(w4 VI—uwlef?pP—1p
= {1+ upHl—w 21+ w)VI— P} {1 —-u)+1—u'—2(1—u) Vi—ua)
o (1—ut) {24 2VT—wla} {2—2VI—wla} = 2°(1—u?) {1— ¢’ (1—u?)},
wenn « == cos & gesétzt wird; also ist
|f(e+ VI—uies?)?=(1—u?){1—cos®d(1—u?)}.
Ferner wird

B, (u) — _,_];; D(v) (11.2—_.1_>V= P, ('IL),

. ) )
1 (,_H')(“e 1)_ D™ Py (u) ) (h———l,z,---,")

B, () = xRy 2 ) T 0¥DN0+2)...0+h
und hieraus folgt unmittelbar der Satz ‘(16) ).

. 1) Diese Relation riihrt von Jacdbi her. Vgl E. Heine, Theorie der Kugel-
funktionen; Zweite Auflage, Berlin 1878, Bd. 1, S. 155. ’

4) Eigentlich eine Verallgeeindrung derselben. Vgl. 3). g e
1) Vgl. § 6, Fall a). '

“) Es ist, wie aus bekannten Formeln lelcht folgt,

1

1 2 2y} 1 ~ - “+;
97 {l ~ 008%8 (1 — u )} dd= 2—;[(5in’0+ u? cos®$) dd=u"P, 5/
0 0 ’

. (Eingegangen am 6. Februar 1918.)

-



Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen
zur Verteilung der Primzahlen.

(Erste Mitteilung.)

Von
E. Hecke in Basel.

ZEinige sehr verschiedenartige Fragen aus der Funktionen- und Zahlen-
theorie haben mich zu der Erkenntnis gefithrt, daB die bisher eingefiithrten
Zeta- und L-Funktionen noch nicht ausreichen, um die Theorie in vollem
Umfange angreifen zu konnen. Vielmehr muB noch eine Erweiterung in
neuer Richtung eintreten, welche dem Vorhandensein von Einheiten in
den algebraischen Korpern gerecht wird. Ich setze den Grundgedanken
am reellen quadratischen Korper auseinander.

Sei b die Klassenzahl, & die Grundeinheit. Alsdann ordnen wir jedem
Ideal a eine GroBe (a) zu vermége der Gleichung '

ni o ]
' l(a)—exp{rog—l—ef—llog!?”, (expx=e”)
worin die Zahl a (o ist die Konjugierte) sich aus
a=at
bestimmt. Ersichtlich hingt i(a) nicht davon ab, welche der assoziierten
- Zahlen man fiir ¢ wihlt. 1 hat den Betrag 1 und es gilt
A(ab)=4(a)-Ai(b).
Daher ist die Reihe -
t
- f(B) —2 N(t)‘ ’

3

worin t alle Ideale des Kérpers durchléuft, konvergent fiir 9(s)> 1 und
hier gilt auch noch die Produktzerlegung

»
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(iiber die Primideale p zu erstrecken). Daraus geht hervor, daB f (8) mit
der Verteilung der Primideale zusammenhéngt. Dieser Ansatz 148t sich in
naheliegender Weise verallgemeinern, indem man an Stelle von 1 eine Potenz
von 1 mit ganzen rationalen, oder sogar mit gebrochenen Exponenten ein-
setzt. Alle diese unendlich vielen verschiedenen Funktionen lassen sich
nach meiner von der Zetafunktion her bekannten Methode behandeln,
Insbesondere zeigt sich, daB alle f(s) ganze transzendente Funktionen
sind, die einer Funktionalgleichung des bekarg;uten Typus geniigen, und
im Punkteé ¢ = 1 (wie aich auf der ganzen Geraden $(s)= 1) nicht ver-
schwinden. Letztexes liefert einen Existenzsatz etwa derart, daB eine in-
definite quadratische Form auch dann noch unendlich viele Primzahlen
darstellt, wenn man die ganzzahligen Variabeln x, y in der z-y-Ebene
auf einen beliebigen Winkelraum einschrinkt, der durch zwei vom Null
punkt ausgehende Halbstrahlen gebildet wird.

Zur obigen Definition von A(a) gelangt man ganz naturgemiB, wenn
man sich die Aufgabe stellt, eine Funktion 1 () des positiven Argumentes z
zu bestimmen, so daB

Afez)= A(x),

Azy)=2(x) i(y).

In der vorliegenden Arbeit bringe ich in § 1 fiir einen beliebigen
Kérper die Definition der 4, welche ich Charaktere nach den Einheiten
nenne. In § 2 fiihre ich die neuen Zetafunktionen ein und beweise unter
Vorwegnahme der Tatsache, daB sie in der ganzen Ebene regulir sind,
ihr Nichtverschwinden auf der Geraden %(s) = 1; sodann gebe ich in § 3
den Existenzbeweis fiir Primideale, deren Charaktere in einen beliebig
vorgeschriebenen Bereich fallen. Die Dirichletsche Methode ist hier, wo
man wunendlich viele Funktionen mit Charakteren hat, erst nach einer
Modifikation anwendbar. In § 4 endlich, der nur formaler Natur ist und
keinen neuen Gedanken bringt, fithre ich diese Zetafunktionen auf die Theta-
funktionen zuriick, woraus sich ergibt, da$ sie ganze transzendente Funk-
tionen sind. SchlieBlich behandle ich in § 5 einige Modifikationen am Bei-
spiel des reellen quadratischen Korpers, wo ich auch den Zusammenhang °
dieser Theorie mit dem oben angefithrten Satze tiber Primzahlen 'in in- -
definiten quadratischen Formen erdrtere. In einer zweiten Mitteilung be: ‘
absichtige ich, eine Erwelterung der Definition der, 2 vorzunehmen, worin'

dann die konjugierten GroBen nicht nur mit ihrem absoluten Betrag auf- .
treten, e
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§1.
Charaktere eines Ideals nach den Einheiten.

Sei k ein algebraischer Zahlkérper von n-tem Grade; unter den Kon-
jugierten seien

EO, E® . k" reell,
kot kgt imaginir
und k" +P konjugiert imaginir mit kitr+» fir p 1,2, .., 0,.

Ich benutze dieselben Bezeichnungen wie in meiner Note iiber die
L-Funktionen (Gottinger Nachrichten 1917, 8. 2909 —381R).

Sind ¢, &,, ... ¢, ein System von Grundeinheiten, so hat die Matrix
von (r -+ 1)? Elementen

1 log el | lOg;E:‘“
1 logle(f)! log(,.;(;l)
1 log ef+0| ... log|er+|

eine von Null verschiedene Determinante und die reziproke Matrix
moge sein:

1 1
n b n 67+
L4
1 1
et efV... e,
e e ... en,
Es’ bestehen also die Gleichungen
, .
v ‘ €, % | .
(1) w2 log 4] < 8y, (prg 127 D
1 r+1 r+1
-y
n leq 1, Zle‘m 0
q= Q=
(2) . r+1
Zeqlog 0|0, (p= 1,2,,:c0,m1
q:
r+1
Y
(8) D e log e — 9, . (B, g=1,2,...,7}
p=1

Hierbei ist 6,, =1, wenn'p = ¢, sonst gleich Null.
Unter dem log ist hier, wie auch spéterhin, der reelle Wert zu ver-
stehen. :
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Aus (2) entnimmt man noch die Werte von e,:
eq-——-l fir ¢g=1,2,...,7
e,=2 fir g=r +1.

1

Wir ordnen nun jeder von O verschiedenen Zahl u des Korpers & in
folgender Weise eine Zahl vom absoluten Betrage 1 zu, die mit 1 (u)
bezeichnet werde:

Seien m,, m,, . .. m, beliebige ganze rationale Zahlen, so setzen wir
r r+1
(4) ‘*( )—-exp{2nzZm Ze(a)log /u(p) }
g=1 p=1

Fiir jedes feste System m ist so eine zahlentheoretische Funktion A(u)
definiert, welche ein Charakter der Zahl u nach den Einheiten heiBe und '
folgende Eigenschaften hat:

1) Fiir eine beliebige Einheit » des Korpers ist wegen (3)

Amp)=2a(p).
Also ist A(u) dem Ideal (u) zugeordnet.
2) |A(pw)=1,
3) A(a-B)=1A4(a)-A(p) fir beliebige von Null verschiedene Kdorper- .
zahlen «, .
4) Ist A (p) fiir alle ganzen Korperzahlen also fiir alleKorperzahlen,
gleich 1, so ist notwendig m, = m, =...m,=0. Denn setzt man dann
1+ tu® an Stelle von u® und 148t t iiber rationale Werte gegen Null

konvergieren, so folgt que“;”=0 fir p=1,...r 41 und hieraus

p=1
m,=...=m,=0.

Um die Funktion 4 auch fiir Ideale zu erkliren, welche nicht Haupt- -
ideale sind, verfahren wir folgendermaBen: Das System der Idealklassen
des Korpers k (im gewGhnlichen weiteren Sinne genommen) denken wir-
uns durch eine Basis dargestellt, deren Elemente Primzahlpotenzgrad:
haben, aus jeder Basisklasse dann ein fiir allemal fest ein Ideal r,;1,, ..
gewihlt; endlich seien ¢, ¢,, ... ihre Grade, also

Q"=r’-c‘ ' » (1:‘;1,2,.
Korperzahlen, vermittels deren wir die positiven Zahlen zﬂ”) definieren -

ic__-l = n
z‘?’)=|1‘/g§1”l. (p=1,2,...m;1=1,2,..

Diese t gehoren natiirlich nicht mehr ‘dem Kérper an. Ist dann
ein beliebiges Ideal, so gibt es ganze rationale Exponenten a; (die mod. c,
eindeutig bestimmt sind), so daB
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ararld... =a
eine Korperzahl ist. Alsdann setzen wir

r e |
_ «®)
(5) }.(a)zexp{2nzZmQZe;f)log{;M‘;———Tmmgl' ]}
T 1 2 2

g=1 »

DaBl diese Zahl, wenn die 7 und m einmal fest angenommen sind, nur
von dem Ideal a abhingt, erkennt man daraus, daB der Ausdruck sich
nicht #ndert, wenn man « durch eine assoziierte Zahl ersetzt, und daB
er sich auch nicht #ndert, wenn man die ganzen Zahlen a; irgendwie
anders wihlt, also mod. ¢; verindert. In dieser Arbeit denken wir uns
die 7 den Bedingungen gemif auf irgendeine Art fest gewihlt; die Zahlen
m lassen wir dagegen noch willkiirlich.

Die idealtheoretische Funktion i(a) mag ein Charakier von a nach
den Einheiten heiflen. Es gilt wieder:

1A(a)| =1,
i(a-b)=2(a)-4(b) fiir irgend zwei Ideale a, b des Korpers.

Jeder Charakter 148t sich ersichtlich aus 7 Grundcharakteren

r+1 (»

A (a)= exp{ZniZ P logf e ‘:‘(-5)~,;-2 b l} (g-=1,...,¥)
p=1 . :

zusammensetzen, welche entstehen, wenn man eine der Zahlen m =1, die

andern gleich Null nimmt, und zwar ist

(6) Ala)=A"(a)dz*(a)... 4" (a).

Einem jeden System von Grundeinheiten des Korpers entspricht
natiirlich: eine bestimmte Art von Grundcharakteren.

.. Die Werte der r.Charaktere 4, (a) in Verbindung mit der Zahl N(a)
bestimmen das Ideal a eindeutig, indem offenbar der Satz gilt:

- Wenn zwes Ideale dieselben Grumdcharakiere und die gleiche Norm
besitzen, so sind sie identisch.

Der Satz ist fiir zwei Hauptideale unmittelbar aus der Formel (1)
und Gl (4) abzulesen, und daraus ergibt sich seine Richtigkeit auch fiir
zwei - beliebige Ideale a, b, indem man die Potenzen a*, b* (k die Klassen-
zahl) betrachtet.

Die Charaktere allein ohne Hinzunahme der Norm bestimmen da-
gegen das Ideal nicht vollig. Denn es gibt Zahlen u, wofiir alle 4(u) =1
gind, namlich alle u, unter deren Potenzen (z*) rationale Ideale vor-

kommen.

Mathematische Zeitschrift. I. 24
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§2

Die Zetatunktionen mit Charakteren.

Mit Hilfe eines Charakters 1(a) nach den Einheiten bilde man die
analytische Funktion der komplexen Variabeln s, welche fir R(s)>1

durch
2 A (t)
N(z)*
(zu summieren iiber alle ganzen Ideale r des Korpers) dargestellt wird.
Entsprechend definieren wir, wenn { ein beliebiges ganzes Ideal und y(a)
ein Charakter mod. | ist,
L(s;d,2)= 2
T

Ar)z(x)
N(x)*

Beide Funktionen gestatten iiberdies wegen der Multiplikationsregel fiir 1
und y eine Produkidarstellung fir R(s)> 1:

[ (s34)= H[l—/lp)N i

(7)
l L(s: 1, 7) ——1][1—1 (0)2(0)N(p)~ T

und stehen daher mit der Vertellung der Primideale in Zusammenhang
(p durchlguft in dem Produkte alle Primideale).

Ist A identisch 1, so haben wir es mit den gewdGhnlichen (- und
L-Funktionen zu tun. Im andern Falle ist so zu jedem Korper, der un-
endlich viele Einheiten enthdlt, eine unendliche Serie neuer Funktionen
definiert, welche von Bedeutung fiir das Studium verborgenerer Eigen-
schaften des Korpers sind. Ich werde hier meine von den ¢- und L-Funk-
tionen bekannten Methoden auf diese Funktionen anwenden, ohne wesent-
liche Modifikation 14t sich die Rechnung wie bei jenen durchfiihren. Sie
findet sich im vorletzten Paragraphen dieser Arbeit.

Fir die Anwendung auf die Verteilung der Primideale ist, wie zu
erwarten, das Verhalten der Funktionen im Punkte s = 1 ausschlaggebend,
sowie weiter auf der vertikalen Geraden durch 1. In dieser Hinsicht will
ich in diesem Paragraphen unter Vorwegnahme.der Tatsache, da8 fiir 1=i=1
die Funktionen auf der Geraden R (s) = 1 durchweg regulir sind, folgenden
Satz beweisen:

Die Funktionen ((s; i) und L(s; A, ) sind fir A==1 auf der
Geraden R (s8)=1 durchweg von Null verschieden.

Zunichst wird, um den Gedanken mdglichst klar hervortreten zu
lassen, der Punkt s==1 fiir sich erledigt, und zwar auf Grund einer
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Methode, wie sie Herr de la Vallée Poussin zum Beweise des Nicht-
verschwindens der Riemannschen {-Funktion auf der Geraden R (s)=1
ersonnen hat, in Kombination mit bereits bekannten Satzen iiber die ge-
wohnlichen {- und L-Funktionen.

Seis=1-1e, ¢6>0, so ist

log (1 &5 4) =)

m=1

1\ REm™)
Ar"—"~ (1+¢) .
m - N(p) m

Da nun 1 eine Zahl vom absoluten Betrage 1 ist, so ist auf Grund der
Kosinus- Ungleichung

‘8 { 34 4cosp+cos2¢=-2(1  cosgp)®=>0,
(8) 34 4R(1) - R(22) =0,
also
Slog|¢(1+e)|+4log|l(1l+e;4) +log o(1 +&;4%) =0,
[E(A+ &) (8465 )10 + &5 ) 21,
oder
(9) IsC(1+e)i“-vg}—J‘;—e~‘ﬁ e UL ke A 21,

Wire nun ((1; 4)==0, wo i nicht identisch 1, so wire, weil J(s:4)
regulir, der Grenzwert

lim SNl A

£ -0

(e d)

endlich, wihrend lime((1 + ¢) eine endliche von Null verschiedene Zahl
=0

ist, da die {-Funktion in 1 einen einfachen Po] hat. Lassen wir daher in
(9) ¢ gegen Null konvergieren, so miilte, da auch der letzte Faktor re-
gulir ist, die linke Seite gegen Null konvergieren, im Widerspruch mit
der Ungleichung.
Also ist
(1;4)=+0.
Die entsprechende Tatsache fiir L (1; 4, x) wird in &hnlicher Weise be-
wiesen, indem wir uns auf den frither von mir bewiesenen Satz stiitzen,

daB L (1,%)+0.
Bilden wir némlich

(10) F(s;2)==[[L(s;4,7),

worin das Produkt iiber simtliche Charaktere y mod. f zu erstrecken ist,
so wird bekanntlich

F(s;0)=J[ (1 —4"(p)N(p)~ "], (p.f)=1
’ p
24*



364 E. Hecke.

worin e, f ganze rationale von p abhingige Zahlen sind, deren Produkt
gleich der Anzahl %(f) der Klassen mod. f ist.

Ist nun 4 identisch 1, so hat, wie schon erwéhnt, F(s; 1) bei s =1
einen einfachen Pol. Ist 2 nicht identisch 1, so sind alle Faktoren in (10)
also auch F(s; 1) regulir bei s = 1.

Auf Grund dieser beiden Tatsachen gestattet die wie oben zu be-
weisende Ungleichung

{F(14+e; 1) P(14+e ) [ Fl+e ) 21
offenbar den gleichen Schlufl zu machen, daB fir i==1
F(1;4)=+0.
ist. Derselbe Gedanke ergibt auch den Nachweis des Nichtverschwindens
dieser Funktionen auf der ganzen Geraden o= 1. Denn offenbar gelten

fir beliebiges reelles ¢ auf Grund der Produktdarstellung und der Un-
gleichung (8) wieder fiir ¢ > 0 die Ungleichungen

fe(l+e)® (M +edti; A) L1464 285 2°) | 21,
'F(14-&)P |[F(1+e+ti;4)* | F(1 + e+ 2t4;4%)| = 1,
und wegen des reguliren Verhaltens der zweiten und dritten Faktoren
bei ¢ = 0 kann daher der zweite F@ktor nicht Null werden.

§ 3.

Die Verteilung der Charaktere fiir Primideale.

Es soll jetzt gezeigt werden, wie das Nichtverschwinden unserer
¢- und L-Funktionen wieder zu einem Satz iiber die Existenz unendlich
vieler Primideale von bestimmten Eigenschaften fiihrt.

Die Werte der » Grundcharaktere

2 (a), Z(a),. .. 4. (a)

sind komplexe Zahlen vom Betrage 1. Natiirlich gibt es nicht zu einem
beliebigen System komplexer Zahlen x,, ..., », vom Betrage 1 ein Ideal a,
dessen Charaktere 4,, ..., 4. diese Werte haben. Wohl aber gibt es Ideale a,
deren Charaktere mit beliebiger Genauigkeit mit «,, ..., x, libereinstimmen,
und zwar kann man sogar fiir a Primideale einer beliebig vorgeschriebenen
Klagse mod. f wihlen. Das ist der in Aussicht genommene Satz, der also
genauer so formuliert werden mag:

I Sind x,, ..., x, beliebige Zahlen vom Betrage 1, & eine beliebige
positive GroPe, so gibt es in jeder Idealklasse mod. | unendlich wviele
Primideale 1. Grades p, wofiir die r Ungleichungen

[4,(p) —x,| <6 (g=1,2,...,1)
bestehen. . :
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Da %l 2P n
p ¢ (q)
A @)= exp {Zyrz 1 log .——M MoTRRSE
p=

so kénnen wir unsern Satz auch so aussprechen:
IL. Ist a ein festes Ideal. prim zu f, und lassen wir p ulle Prim-
ideale, wofiir
ap ~ 1 (mod. ), also ap = « eine Zahl. ist,

durchlaufen, so liegen im r-dimensionalen Raume die Punkte mit den

Koordinaten
r+1

(11) T ocpa) ~~Ze'“’log,a“” (g="1,...,r)
wberall dicht mod. 1.

Reduktion von ¢, (pa) mod. 1 bedeutet offenbar Ubergang von « zu
einer geeigneten assoziierten Zahl. Nimmt man zu (11) noch die Gleichung

71

Zep log . ¢® ' - log 1’7“2\?_(“):
p=1

und 16st das so entstehende Gleichungssystem nach log «®  auf, so kommt

) !

ml 7=

Laft man daher « = ap simtliche Zahlen (auch die assoziierten) durch-
laufen, wo p ein Primideal mit ap ~ 1 (mod. f) ist, so liegen die r Zahlen

a® a® |
z, = ’ y X == -
' VN (@) |V “);
im Bereich der positiven z iiberall dicht.
Datiir endlich la8t sich auch sagen: Sind a,, b, (p = ., r) r Paare

positiver Zahlen und @, < b,, so gibt es zu jedem a (prim zu f) unendlich
viele Primideale p, derart, daB

ap~1 (mod f), ap=«
und
—— <by (p= L., mi

L ap <

In der Formulierung II will ich den Satz jetzt beweisen.

Sei also a ein beliebigeé zu f primes Ideal, i ein Charakter nach
den Einheiten, welcher nicht identisch 1 ist, dann erkennt man zunichst,
. daf die Funktion
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P(s;1,a)= ;j:’p‘;}
ap~1(f)

regulir im Punkte s = 1 (sogar auf der Vertikalen R (s)=1) ist.
In der Tat ist nach (7)

log L (s; 4, 7) — 3 *0Lx®) g5y
g L( 7) % N(p)* g(s)

wo g(s) fir R(s)>} regular. Aus der bekannten Higenschaft der
Gruppencharaktere mod. f:

v, ~ 0, wenn m <+ 1 (mod. f),
2 1 (m) { (). wenn m~ 1 (mod. f)
x

folgt daher durch Summation iiber alle 4 (f) Charaktere y mod. f
o g 4o . A
id) X7 0) logL{s; 4, 2) = h() X S5 +4,(9)
f ap~1:mod.f)
worin die Summe rechts iiber die Primideale p mit ap ~ 1 (mod.f) zu
erstrecken ist, g, (s) wieder fiir 3 (s) >} reguldr ist. Da nun nach dem
vorigen Paragraphen die L (s; 1, y) auf der Geraden 3 (s)=1 regulir
und von Null verschieden sind, sobald 1 == 1, so folgt unsere Behauptung
iiber P (s; 4, a).
Dagegen wird P (s; 1, a) bei Anndherung an den Punkt 1 unendlich
v3 oy 1
wie -~ log(s 1).

Um nun zu zeigen, daf in dem Einheitswiirfel

(12) 0z, <1 (g=1,...,7)
die mod. 1 genommenen Punkte
r+1
cq(u)::Ze,‘,q’log a®, (g=1,...,7)
r=1

fir «=ap iberall dicht liegen, konstruieren wir uns eine endliche
Fouriersche Reihe nach z, ..., z,

\! i ;
P (2, ..., 2,)=a,+ 2{ a(my, ..., m)e i mat tma
Mg My ®

welche folgende Eigenschaften haben soll:

1. Bei J ein beliehiges Gebiet im Innern des Wiirfels (12), etwa
selbst ein kleiner Wiirfel, 4 sei der iibrige Teil des Wiirfels (12), der
nicht zu J gehort; ¢ soll nun durchweg reell sein und

(18) p(x,...,x)<0 in 4.
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2. Das konstante Glied von ¢ sei
a, > 0.

Eine derartige Reihe kann man sich leicht verschaffen, wenn man die
Fourierentwicklung einer Funktion, die in 4 negativ ist, wéihrend sie in
J groBe positive Werte haben soll, an einer geeigneten Stelle abbricht.

Wir bezeichnen weiter mit ¢ (p) den Wert der Reihe ¢, den sie im
Punkte ¢ (ap) hat, und ferner mit p s und v, die Primideale, deren
Zahlen ¢ (ap) entsprechend mod. 1 inJ und 4 llegen Dann gilt offenbar
die Identitdt (fir R (s) > 1)

(14) a, P(s; l,a)—[——)_:a('ml,...,m VP (g; 45 A AP0 - A\'J i (pi_
My ety ay~1h ¥ (»)

Auf der linken Seite steht eine endliche Summe, die wegen a, > 0 positiv
unendlich groB wird, wenn wir s iiber reelle Werte abnehmend gegen 1
konvergieren lassen. Die rechte Seite dagegen ist wegen (13)

Z ‘P(p) ) (pJ) + \7 ‘l'(pA) RN ’I’(PJ)
N(p)* 2 Npp)* < Npy' = Nop*
Also wachst
-y '7’(PJ)
£ B

iiber alle Grenzen, wenn s an 1 heranrli(‘.kt, die Rethe muBl also unendlich
viele Elemente enthalten, und insbesondere mul} auch

2/7 1
. N(y,)
J
divergieren.
Zum Beweise der beiden naheliegenden Vermutungen

1 o
2y h(f) log Ly + 90,

V,
n, () asymptotisch gleich o 0 log .

wo bedeutet: V; das Volumen von J, g(s) eine bei s~ 1 endlich blei-
bende Funktion, n, (%) die Anzahl der Primideale p, deren Norm :<
ist, reichen die Hilfsmittel allein nicht aus, welche man bei den bisher
behandelten Problemen iiber die Verteilung der Primideale benutzt. Denn
zum Beweise der genannten Behauptungen hitte man an Stelle von ¢
diejenige unendliche Fourierreihe zu nehmen, die in 4 gleich 0, in
J gleich 1 ist, und in der Identitit (14) hitten wir auf der linken Seite
dann eine Reihe, deren analytischer Charakter erst durch eine besondere
Untersuchung festgestellt werden miilite.
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§ 4

Das analytische Verhalten der Zetafunktionen mit Charakteren
und ihre Funktionalgleichung.

Es bleibt noch zu zeigen, daB die oben eingefiihrten Zetafunktionen
ganze transzendente Funktionen sind und einer Funktionalgleichung ge-
niigen, was nun genau nach der Methode geschehen soll, die ich bei der
Dedekindschen Zetafunktion angewandt habe.

Ich benutze dieselben Bezeichnungen wie in meiner fritheren Arbeit,
nur daB ich die Grundeinheiten jetzt mit ¢ statt mit % bezeichne. Ist
u eine Korperzahl, 1(u) ein Charakter nach den Einheiten (der als nichts
identisch 1 angenommen wird), so setzen wir unter Benutzung der GréBen
e, aus §1 (ep =1,.wenn k™ reell, sonst = 2) zunichst das einzelne Glied
der Zetareihe in die Form s )

Au) |, @)~ sep + 27 Smge D

o~ AL T
sodann fiihren wir mit Hilfe eines nachher zu definierenden positiven ¢
fiir den einzelnen Faktor des Produktes das I'-Integral ein, und Zwar

fiir reelle Korper k?:

’
p=1

. —sept+ 27:02, m, e, o
,c‘},u (””—-—mqu m)
® e 0
-_‘fe‘ olu?2ep N l4%1’"" 3 dt,

) [
0
fiir imaginére Korper den entsprechenden Ausdruck, aber mit 2¢ an Stelle
von ¢. In dem Produkt iiber die Indizes p treten dann die GroBen auf:

r+1

(15) ]]p(%g__mzmq @),

41 r . -
7(4) = expim, log 22 que } ) Hﬁ
p=r+1 g=1 °

Letatere GroBe, von dem Faktor 2 bei imaginiren k™ herriihrend, ist- :

von &, u unabhéngig und hat den Betrag 1. Wenn r, =0, ist na.turhch

y =1 zu setzen. o
Sei nun { irgendein ganzes Ideal des Korpers =1, z(r) ein e'igent- ;

licher Charakter mod. f, ¢ ein festes Hilfsideal, so daB-

ti=w
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eine Zahl ist, so definieren wir fiir jedes Ideal a die Thetafunktion

»)
(16) Bra)= Y 1 (%) exp{-—cZ "‘mll
w=0 (ac)
worin
c=2¢0 (a) == -nE:f_.._,:“
VdN (a¥c)
und die Summe iiber siémtliche Zahlen x des Ideals ac zu erstrecken ist.
Die Definition (16) soll fiir j ==1 durch folgende ersetzt werden:

!9(t;x,a)zl<':') 2 exP{-o.Z'““wl”"} (e=L,m— 1)

#=0(a)
in der Summe tritt hier das Glied mit dem Exponenten 0 auf, und es
ist in meiner friiheren Bezeichnung fiir f=1

B, a)=y (%) ¢ (¢ a).

In jedem Falle gilt die dort bewiesene Transformationsformel

8 (8 ) st U
(17) O (b, 0) = 5 EE B (57 o)

W(x)W(%)=1,
W(y)=x(b) fir f==1.

Nachdem so der AnschluB an die Formeln meiner fritheren Arbeit
hergestellt ist, nehme ich c¢=f~*, also.w =1, eine Vereinfachung, die
ich damals iibersehen habe.

Wir betrachten nun die Teilsumme

2’ A(r) x(x)
C la , @)= ’
(8 X ) Y N(:)s

welche iiber alle Ideale t (== 0) der Klasse a~'f zu erstrecken ist, und
erhalten auf dem alten Wege

(18) (W()A‘I(s 1)¢ (854, 1,0) =

-1 c o : B '
i B w"R f JJ d(t; g, a)u? exp{Zning:cq}d:c,.. . dz, (!—“-.
u=0 _.&. g=1

Die neuen Verdnderlichen u, z,, ..., #, héingen dabei mit den alten
~s by uiy b, durch

(19) . —~uexp122a: log | &;” !} (p=1,...,7+1)

mit

speziell ist
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zusammen, und A4 ist die positive Zahl

4= @dN(Ha~"27 )t

Die Integration iiber z,, ..., 2, bringt, da nicht alle m Null sind, das
Glied der Thetareihe mit dem Exponenten Null zum Wegfall, wenn ein
solches in der Reihe auftritt.

Das Integral iiber u wird zerlegt in die beiden Integrale iiber u von

0 bis 1 und von 1 bis cc, im ersten 3; als neue Variable eingefithrt, die

Transformationsformel (17) angewandt und endlich beriicksichtigt, daf der
Integrationsbereich der x symmetrisch zum Nullpunkt liegt. So ergibt
sich

P (VAT (s; 1)L (554, 7 0) =& (55 4, 2, 0),
A(af~)E(es g, 0) =g (8541, )+ W () g (1 — 5 2 7, 7=,

worin gesetzt ist

v ns o
qi8;4,7,a)=" - ff f t zs a)u‘*exp{Zniquxq}dxl...dm,q:.
u= g=1

(20)

Daraus folgt

- 1 =
) e (l-alt =) =0 (1= L 7 =) + W (D0 (552 100),
das heifit

E(8;4, x, a) ist eine ganze transzendente Funktion wvon s, wenn A
necht identisch 1 ist, und gensigt der Funktionalgleichung

§(1=s 42 g5=) = WD TV E (s 4 7, ).

Nach seiner Definition hangt £ nicht von a selbst, sondern nur von
der Idealklasse a ab. Durch Summation iiber die simtlichen Idealklassen
folgt daher:

Die Funktion
(21) E(8;4, )=y (W) A’ T (s; A)P(s; A %)

st eine gamze tramszendehte Funktion von s und gemiigt der Funktional-
gleichung

- s ]
§(1—6;4,7)=W(7)A(id) &(85 4, 7).

Voraussetzung hierbei ist nur, daB 4 nicht identisch 1 und daB l ein
eigentlicher Charakter mod. { ist, sobald f==1.

Die ,trivialen* Nullstellen von L (s; 4, z), den Polen von I'(s;4)
entsprechend, liegen auf (7 + 1) Geraden, die parallel zur reellen Achse
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de‘- 3.Eb'ne verl‘“‘en. Es wire von Interesse. festzuste"en‘ Ob dless
{7 — 1) Geraden alle voneinander verschieden sein miissen, wie ea 2. B. beim
quadratischen Korper der Fall ist.

Die Bedeutung dieser Funktionen liegt, abgesehen von den Anwen-
dungen auf die Theorie der Verteillung der Primideale, zuniichst auf dem
(xebiet der Funktionentheorie. Bei festem | bildet namlich erst die Ge-
samtheit aller L (s; 4, z) fiir alle Charaktere ein Aquivalent fiir die Thebea-
reihe, mit der sie durch (20) verkniipft sind. Denn ersichtlich sind die
S (834, 7. a1 nichts anderes als die Fourierkoeffizienten von

-4 l.d“
(22, Gioix,,..., %) -:fﬂ(t;z.a)u’ W
0

als PFunktion von =z,,..., z, betrachtet. (Fiir die # sind unter dem
Integralzeichen die u, x nach (19) einzutragen.) Ubrigens ist G, wie
durch gliedweise Integration der Thetareihe folgt, ein spezieller Fall der
.»Zetafunktionen n-ter Ordnung”, die bereits aus Untersuchungen der
Herren Lerch, Epstein u. a. bekannt sind. Aus (21) folgt aber weiter
nach dem Fourierschen Integraltheorem die Umkehrung

- “+ie

LX ]
Doty Giarx,. ...z \u ¥ ds,

fri
eine SchluBwewse, deren Durchfihrung im Gebiet der analytischen Funk-
tionen wir den schonen Untersuchungen von Herrn Mellin') verdanken.
Setzen wir hier fir ¢ die Fourierentwicklung mit den Koeffizienten
F(8:4,7,a) ein, so erhilt man eine Darstellung der Funktion & von
(7 — 1) Variabeln durch die Gesamtheit der &, aus welchen dann hervor-
geht, daB die Funktionalgleichung der & ihrerseits die Transformations-
formel der Thetafunktion zur Folge hat - wie es bekanntlich bei der
Riemannschen Zetafunktion der Fall ist.

Eine ahnliche Verwendung der Funktionen & hat mich nun dazn ge-
fithrt, fiir jeden algebraischen Zahlkérper eine ihm zugehirige Gattung
analytischer Funktionen von = (oder weniger) Variabeln zu konstruieren,
die eine Reihe sehr merkwiirdiger Eigenschaften besitzen und als ein Ana-
logon zur Exponentialfunktion und den elliptischen Modulfunktionen im
rationalen Korper bezeichnet werden konnen. Besonders evident ist die
Analogie, wenn es sich um einen total eeellen Korper handelt, fiir diesen
haben die in Rede stehenden Funktionen eine nahe Beziehung zu den

1) AbriB einer vinbeitlichen Theorie der Gamma- und hypergeometrischen Funk-
tionen, Math. Ann. 68 (1910), S. 305—837.



372 . E. Hecke.

Modulfunktionen von n Veréinderlichen, die bereits o6fter untersucht worden
gind. Meine Theorie liefert in diezer Hinsicht als wichtigstes Resultat
die Existenz und die Transformationsgleichung derjenigen Funktion von
n Variabeln, welche der Funktion log 7 (w) entspricht, was ich mit den
bisher kekannten Hilfsmitteln vergeblich zu beweisen versucht habe.

Eine ganz besondere Bedeutung aber gewinnen die Funktionen mit
A-Charakteren fiir die Theorie der Reziprozitatsgesetze und der relativ
Abelschen Zahlkérper, wenn man in Verallgemeinerung bekannter Ge-
dankengiinge den Zusammenhang studiert, der zwischen den Funktionen
eines Grundkorpers und denen eines Oberkorpers besteht. Ich komme
hierauf bei einer andern Gelegenheit ausfithrlich zuriick.

Es ist nun noch eine — mit einem engeren Aquivalenzbegriff zu-
sammenhéngende — Ergéinzung notwendig, die ich fiir reelle quadratische
Kérper im folgenden Paragraphen entwickle.

o

§ 5.
Reelle quadratische Zahlkorper.

Fiir solche Korper, unter deren Konjugierten auch reelle Kérper vor-
kommen, lascen sich unter Umstinden noch die Quadratwurzeln aus den
Charakteren A () derart als Funktionen von u definieren, dafl die Produkt-
regel in Giiltigkeit bleibt. Im reellen quadratischen Kérper mit der Grund-

einheit ¢ (¢>1) z. B. lautet zunichst das Schema der Gréfen %’1, e

1

;o1 1
22 2

( L ).
2logle|’ 2log|e]

Alle Charaktere sind Potenzen von

3 ()= exp [ i),

log [e|
und die Funktion < 2
M= (& M ) p(e , mai )
F(e"'.)_F(z 210g|s])r(z+ 2]og|e|)'

Nunmehr nehmen wir an, da8 die Norm der Grundeinheit gleich — 1 sei.
Setzen wir dann fiir jede K6rperzahl u (= 0)

.. Tog || —log |u’
%o (1) = exp {mm W} sgn (up' )",

wo s ganz rational, so &ndert sich ,(u) nicht, wenn man u durch eine
assoziierte Zahl ersetzt, und es ist wieder

ko (eB) =14y (a)- iy (B).
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m
Fiir gerade m stimmt 4, mit den Charakteren 1° iiberein. Wir wollen
die Funktionalgleichung fiir die Funktion L ableiten, welche mit un-
geradem m bei 4, gebildet sind.
Zu diesem Zwecke entnehmen wir aus den Beziehungen, welche ich
als Gl (6) —(10) in meiner Arbeit iiber die L-Funktionen bewies, fol-
gende Formel:

28) 3 exp{—ol(utofit(woel)x () =

#=00f-1)
W(x) 2" exp{ ( +1‘:)+2ni(a’v+v’v’)}x(wab).
=0(33)

Hierbei bedeuten v, v’ irgendwelche GroBen, y ist ein eigentlicher Charakter
mod. f (falls f==1), und

n ' 1
o= )= Gy o=l

Differentiiert man die Relation (23) nach v und dann nach »’, cetzt nachher
v=9'=0, so ergibt sich eine Transformationsgleichung fiir die Funktion

’ 1 e
(24) ¥ (Bx 0)=g55 2 exp{—c(pt+p ”)}wx(”_)
#=0(af~1)
némlich
’ W(x) ’ — 1
Nun ist fiir ungerades m

- ’ ’
' {o({*)‘ — exp {M-m log || —log |u |}ssm(wa.) _
iN(u)l 2log || [N (w)]
- . l°8|ﬂ|—1°8|ﬂ'l} up
= eX {ﬂ’bm =
P 2loglel  J [N (P!
Tim nem
— #ﬂ’{/ll_(’+1)+mm “u,"—(,‘,-l)—mﬂ—(:i,

Auf den dritten und vierten Faktor dieses Produktes wenden wir die Um-
formung mit dem I-Integral an, fithren zur Abkiirzung fiir 4, mit un-
geraden m ein:

; o . 841 wim s+ 1 wim
(26) I’(s,i.,,)—-I‘( 2 —4log|s|)r< 3 T Thg (s l)
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Damit wird fiir ungerade m

Ro(aF ) £(53 40y 1, 0) = 1V g Ao (af ) 4* D RO g gy

N(i) raf—“ 1 N(r)s
le(#)z( _1)
-—(a+1) L i r

dN(a e+ - = . I'(83 4y)

( ( f )) ()(mso(af'l) PN G P '
hc—<a+n = u , (a+)+210"|”l, <s+1)-§77'5§7—:| T ae 3
=T 2 %(;FT)##-JM slell '] 3 4)

(W= O(ﬁf"’)

- J' fﬁ’ (t; 7, a)e:umr s+1 d“
u=0 z=—4

und folglich wegen (25)

- o T 1
Ay (af 1).;(3;10,x,a):g(s;lo,x,a)—W(x)g(l—s;lo,x,«SF),
worin

w T
9(8;10, X a)::ﬂfj fﬁl(t; 1, a)enimzua+1_duu A

u=1 —%
Fiir £ resultiert daher bei ungeradem m die Funktlona,lglelchung

$(1 =030, B i) = — W@ (10)E(e5 o 1, 0).

Ganz dieselbe Funktionalgleichung finden wir fiir quadratische Korper,
deren Grundeinheit die Norm -1 hat, sofern wir den engeren Aquivalenz-
begriff zugrunde legrn: Zwei Ideale heifey #quivalent mod. f, wenn ihr
Quotient gleich e'..er Korperzahl gesetzt werden kann, die = 1mod. | ist
und positive Norm besitzt. Wir haben in den vorangehenden Formeln nur m
durch eine gerade Zahl zu ersetzen und y (u) durch y, (x) = x (u) sgn (uu)
(1o ist dann ein Charakter dieser engeren Klassengruppe).
Das Nichtverschwinden und das reguldre Verhalten auf der Geraden
R(s)=1 ergibt sich dann wortlich wie frither nun auch fiir die mit 4,
bzw. x, gebildeten L-Funktionen, woraus dann'ebenso der Emstenzsatz
fiir Primideale folgt:

Sind «,, «, Basiszahlen von a, so liegen die Zahlen
)

g | & |

(wenn N(e)= — 1),
bzw.

(wenn N (&)= + 1)
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itberall dicht mod. 1, wenn .ma'n

=0T+ Y

nur diejenigen Zahlen positiver Norm in a durchlaufen 14Bt, wofiir

f‘% Primideal
und
» — Einheit (mod. f);
f und a sind hierbei teilerfremd vorausgesetzt.

Fiir j =1 ergibt sich hieraus eine sehr elegante geometrische Formu-
lierung: Durch Multiplikation von @ mit einer geeigneten Potenz von &*
im ersten Fall, von ¢ im zweiten Fall lassen sich die obigen Quotienten
auf eine einzige Art in das Intervall 0 ... 1 bringen, wenn iiberdies noch
verlangt wird:

w>0, o' >0

Fiir beliebiges positives ¢, < §, gibt es daher unendlich viele  mit
B, < <9,  Primideal.

Diese Ungleichung stellt aber in der z-y-Ebene einen beliebigen
Winkelraum W dar, der durch zwei Halbstrahlen vom Nullpunkt aus
begrenzt wird. = Somit ergibt sich:

Ist ax® bz y + cy® eine indefinite, ganzzahlige Form, wo b -dac
Diskriminante eines quadratischen Korpers ist, so stellt sie unendlich
viele Primzahlen dar, auch wenn man die ganzzahligen Variabeln auf
einen Winkelraum W einschrdnkt.

Um den Satz in dieser Form auch fiir allgemeine Diskriminanten zu
beweisen, ist es nétig, den engeren Begriff der Aquivalenz mod. f heran-
zuziehen: .

Zwei zu | teilerfremde Ideale a, b heiflen dquivalent mod. f, wenn
man % gleich einer Zahl « setzen kann, wo « total positiv, ¢ _ 1(mod.f).
Dabei ist dann in den Charakteren 1 an Stelle von ¢ die ,,Grundeinheit
¢?mod. {“ zu s'etzen, wo ¢ die kleinste Potenz, welche == 1 (mod. f) ist.
Die so entstehenden L-Funktionen lassen sich, wie man sofort sieht, prin-
zipiell nach den gleichen Methoden behandeln wie oben. Auf diese Weise
ergibt sich:

Sei f(x,y)=aa®+ bay -+ cy® eine indefinite, ganzzahlige primitive
quadratische Form, b* — dac kein Quadrat, d die Diskriminante des Kor-
pers K (Vb? — 4ac), ferner k, m, n ganze Zahlen. Alsdann stellt der
Ausdruck

flkx+m, ky+n)
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unendlich viele Primzahlen dar, wenn x,. y die ganzen Zahlen eines vor-
gegebenen Winkelraumes W durchlaufen. Hierber gilt fir k, m, n noch
die Bedingung: :
’ f(m,n) prim m %. (%" — 4ao).

In diesem Zusammenhange ist noch zu erwihnen, da derartige Funk-

tionen wie Zf (%,y)" ", wo z, y auf W eingeschriinkt ist, bereits in <}en
2,9 "

klassischen Untersuchungen von Herrn de la Vallée Poussin sowie in
spiteren von Herrn Landau auftreten?), wo sie indes mit ganz anderen
Mitteln behandelt werden. Unter anderem ist bekannt, daB diese Funk-
tionen bei s = 1 einen einfachen Pol besitzen, was ich mit meinen Methoden
nicht unmittelbar schlieBen kann.

Basel, Februar 1918.

?) Ch. de la Vallée Poussin, Recherches analytiques.sur la théoria des nombres
premiers, Ann. de la Soc. scient. do Bruxelles, t. 20/21, 1896/97, insbesondere 4. partie.
— E. Landau, Neuer Beweis eines analytischen Satzes des Herrn de la Vallée
Poussin, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), S. 250—278.

(Bingegangen am 14. Februar 1918)



Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen
algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen
Koetfizienten.

Yon

I. Schur in Berlin.

In seiner Note, ;,Sur quelques théorémes d’Algébre** (Comptes Rendus,
Bd. 100, 1885, 8. 439—440) hat Stieltjes gezeigt, daB einige der in den
Anwendungen hiufig vorkommenden Klassen von Polynomen, insbesondere
die Kugelfunktionen und die Hermiteschen Polynome, sich durch ge-
wisse Maximaleigenschaften ihrer Diskriminanten kennzeichnen lassen.
Diesen Siitzen lassen sich noch andere, dhnlich geartete an die Seite
stellen, unter anderem auch ein Satz, der zur Charakterisierung der sog.
Laguerreschen Polynome ‘dienen kann (§§ 1--3). Vor allem kommt es
mir aber darauf an, zu zeigen, dafl man auf Grund dieser Resultate die
bekannte von Cauchy herrithrende Bemerkung iiber die Méglichkeit, mit
Hilfe der Diskriminante eciner Gleichung eine untere Schranke fiir die
Wurzeldifferenzen anzugeben, in bemerkenswerter Weise weiter verfolgen
kann. Bs ergibt sich, daB bei gewissen allgemeinen Klassen von Glei-
chungen mit ganzzahligen Koeffizienten zwischen der GriBle des hdchsten
Koeffizienten und der Grofle der Wurzeln ecin enger Zusammenhang be-
steht (§8 5 8). Als besonders iiberraschend erscheint mir der Satz IX,
der schon fiir den Fall der ,total reellen® gamzen algebraischen Zahlen
ein neues Resultat liefert und auch rein zahlentheoretische Anwendungen
zuldfit.

§-1.
Ein Satz von Stieltjes.

Im folgenden bezeichne ich den Ausdruck

- n
P 3 o - ) .
A%y s oo on B ) == [Zl(xx x,) (n.
< A .
Mathematische Zeitschritt, 1. 25

=
V

)

et
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als die Diskriminante der n Grofen x,. Erscheinen diese Zahlen ins-
besondere als die Wurzeln der Glelchuno
" +a 2" 4 ... . +a,=0,
so verstehe ich unter der Diskriminante der Gleichung den Ausdruck
D=ay* " A(z,, 7, ..., %,).

Sind a,, @,, ..., @, ganze rationale Zahlen, so ist bekanntlich auch D
eine ebensolche Zahl

In seiner oben erwdhnten Note hat nun Stieltjes einen Satz aus-
gesprochen, der folgendermaflen formuliert werden soll:

I. Sind z,, x,, ..., x, reelle Zahlen, die den Bedingungen

(1) —-152,<L1 (r=1,2,...,n)

unlerworfen werden, so st der grofite Wert, den A(z,, x,, ..., z,) an-

nehmen kann, gleich

24.3% .. a".2%.3%  (n—2)*?
3%.5%. ..(2n—3)2n—3 '

(2) M, = (M, = 4)
Dieses Maximum erreicht A nur fir die Nullstellen z,, z,, . . ., z, des
Polynoms F,(z), das als der Koeffizient von z" in der Entwicklung von
Y1 = 2z + 2° nach Potenzen von z auftritt und auch als das Integral

1 dn 2(2: .lzﬂ—l
2""(n~l)' dz" 2

F, JP _dz= —

der (n — 1)-ten Kugelfunktion charakterisiert werden kann.

Der Beweis, den Stieltjes nicht angibt, 18t sich mit Hilfe der
Differentialrechnung leicht erbringen. Da A eine stetige Funktion ist
und (1) ein abgeschlossenes Gebiet ® darstellt, so gibt es in ® gewiB
Stellen, an denen A4 seinen groften Wert M, erhilt. An einer solchen
Stelle sind jedenfalls die z, voneinander verschieden und, da J sym-
metrisch ist, so kann angenommen werden, daB z, <z, <... < =, ist.

Fir n=2 ist 4 <4 und nur dann gleich 4, wenn 2, = —1, xg—llst _
Ist aber n > 2, so ist fiir 1 < » <n jedenfalls —1 <z, <1 und daher "
o4
75—‘=22z_11 .‘ (1"#"')’);
Setzt man also \/4 rt -
o

f(z)=(z—2,)(z—2,)...(x — z,), f;(x)=;_(_?,,‘:§/

s0o mufl -
n

q . . : f(x) .
3 _.__1__. r ~
© e ORI CD
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fir # = 2 verschwinden. Dies liefert

t'(=)=2f(z,) =0.

Da nun f”(z) nur n — 2 Nullstellen besitzt, so muB 2, - - 1, z, 1
sein. Zugleich erkennen wir, daB (2 — 1)f”(«) durch f(x) teilbar und
als Polynom n-ten Grades, abgesehen von einem konstanten Faktor, gleich
f(z) sein muB. Da der Koeffizient von z" in (22— 1)f"(z) gleich
n(n — 1) ist, so erhalten wir

(2t —1)f"(z) == n(n—1)f(z).

Durch diese Differentialgleichung wird aber das Polynom f{x) bis auf
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt und, da aus

S e 2 3 .
(4) wa:V1—2xz+z’r:2Fﬂz", (x*——l)dq; z"'ﬁiﬁi
! A=0 ox dz

folgt, daB auch das Polynom F, der Differentialgleichung geniigt, so ist
f(z)=const. F, (z).
Es handelt sich also nur noch darum, die Diskriminante M . der

Nullstellen z,, «,, ..., 2, von F,(z) zu berechnen. Setzt man nun
n ’ n—1 1.3...2n -3
F. (z) -cz" +c'x 3 omas G =~ = T

und bezeichnet mit Y, und z die Nullstellen von F,:(:v) und F”'_ (2),

so wird
nn—1)

Y n—1

oo 1 ¢ ”

(— 1) ? Mn=£; H-Fn(xa)=c:-—1p]]Fn(yﬂ)'
" a=1 n =1

Aus (4) folgt aber wegen z%f- = (& — z)?f» die Gleichung
nF (2z)--2F, (z)—F,_ (%)
Daher ist n F,(y,) = —F,_ (y,) und

nin— 1) ( l)""“nnhl
(5) (-1 *? Mn="“;r_—f“']]F..-l(y,)
‘n £=1
(=1 im (1) AeA L
o a2 on—1,n—2 F”(z’)-
n n r=1

Nun besteht aber fiir die Polynome F; (die negativ genommenen
Kugelfunktionen) die Rekursionsformel ‘

(n—1)F, —(2n—8)aF,_, +(n—2)F,_, =2(;;
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-

Hieraus ergibt sich (n— I)F;(zr)= —(n — 2)F;-_z(zy) und daher. ist
wegen (5) .
snim—1) (n—1)(n—2)" "2~ fp

(=1 M,=— ,;T”‘ﬁ”#' - .IIFn—’ (z,)-

y=1

Andererseits liefert (5)
%(n—l)(ﬂ-‘l) ( 1y - z(n 1)
(=D M, == HFz
1!—1

Daher ist
M” (,n__z)n ﬁ(n—_l)Q'n—-s (n— 2)1} 2( n )g”—:¥_nﬂ(n“2)'::j_

M, an? T a8 \20-3 (2n—8)2n~3%"

[4 n

n

Hieraus folgt in Verbindung mit M, ~ 4 die zu beweisende Gl (2).

§ 2.
Das Maximum der Diskriminante im Gebiete 2 + ») +... +x, <1.
Stieltjes hat a. a. O. noch hervorgehoben, dafl der Ausdruck
e—%(z:+xz+...+x:)A(x“ .

nn—1)
. o TSR e 2 3 M
seinen grofiten Wert ¢ 2 .2°-3"... 2" nur dann erhdlt, wenn z,,

%,, ..., z, die Nullstellen des n-ten Hermiteschen Polynoms
x2
b AP

H,(z)=2x" —1-(;):»"'2 +- 1-3'<Z>x”;‘ —o=(—1)"e?® gz

sind. Ich brauche im folgenden einen anderen, #hnlichen Satz:

II. Fir reelle Zahlen x,,w,, ..., x,, die der Bedingung
(6)° 2l taer+... a2, <1
gentigen, w8t das Maximum M,: von A(x,, %, ..., x,) gleich

; ) . .

(7) A <. M e -8 ..nn”“)
' (n'=n)@ ™ T
und diesen Wert nimmi A nur dann an, wenn zhe G'roﬁen z, Vo' —n n
der Gleichung H, (z)=0 genigen. ‘ . ~ -

Zunéichst erkennt man in bekannter Wease lewht daB an jeder. Stelie : f,

By, Byy ooy 2, des Gebietes (6), an der die Funktlon 4 1hr Max:lmum M
erreicht,

= 4 2 3 2
z +w, 4.+, =
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gein mufl. Die Gesamtheit der Wertsysteme, die dieser Gleichung geniigen,
erhilt man, indem man
z, =cosd,, x =sind cosd,,..., Tp_y=8IM¥ ...sind,_,co8d,_,,

z,=sind, ...sindy,_,sind,_,
setzt und fiir die ,,Polarkoordinaten® &, &,, ..., #,_, alle reellen Werte

zulaBt. Die Zahl M ; erscheint daher als das Maximum der periodischen

Funktion
' Ity @y o oost) = DLy, Bpa v ¥y )

der ¢ . Soll nun 4= (I*-—:-.M:l werden, 80 mufl insbesondere, da

Sy
R:
~
]

oz,

e/ B Al it QR < -
. T 0, 7, T . By 4 (v <n-1)
1st,
. 0P cd vd
e ML e s STl

werden. Wegen der Symmetrie von 4 folgt ebenso fiir je zwei Indizes «
und S

) oA od _
(8) —ax—aa:l,—f—ax;xa =0,

Setzt man nun

fla) = H(m —x,) %" — clx”—‘-{— o s 1, @)= :y;) .
ry=1 »
so folgt aus (8) nach Division durch 4 wegen (3) und fl(z)= f (=)
1 (z,)=2f,(=,)
=) (=
X, == &
Pl o (=)
Ist nun etwa z, von Null verschieden und setzt man

”n

LA
Ty f’(ml)

so verschwindet das Polynom n-ten Grades yzf — f” fiir alle n Null-
stellen von f(z). Daher muf

yof’ — " =yuf

sein. Durch Vergleichen der Koeffizienten von z"~
-man hieraus

== )l’

1 2

und 2" "% erhilt

i 6, =0, —2¢y=n(n—1)
und da

a4+t ... Ll =¢]—2¢,=1

2
n
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sein soll, so ergibt sich 2¢, = —1, also y =n(n—1). Folglich ist
n(n — 1)xf’——f”=n'z(n——l)f.
Setzt man nun z Va® —n=2¢&, und II(z — &) = g(%), so geniigt

> 2 — % ~“ z
9(x)=(n* —n)* f(=2=)
der Differentialgleichung

zg' — 9" =ng,
die auch durch das Hermitesche Polynom H, befriedigt wird. Durch
diese Differentialgleichung ist aber das Polynom g bis auf einen kon-
stanten Faktor eindeutig bestimmt. Daher wird g = H, und folglich ist

(9) (R —n) ™ MM = (8, &y, €)=

nichts anderes als die Diskriminante von H, = 0.
Um nun D, zu berechnen, hat man sich der bekannten, leicht zu
beweisenden Formeln

(10) H —=nH _, H —=H,  +(n—1)H,_, —0
zu bedienen. Bezeichnet man die Nullstellen von A, | wit #,, so wird
n—1
(— 1:""‘ ”D HH(‘*)“"’ ]]Hﬂ_l(:,’-' )= n" UH,,(%)
a =1 @ =1
Aus der zweiten der Gleichungen (10) folgt daher
n—1
(— """ VD, = (=0 at(n—1)""" JTH, _,(n,).
F=1
Andererseits ist aber
n-~1
tn-vm-2 -1
(—yie-ne D,,_1=—- -0 I, (ny)
Dies ergibt wegen D, ==
D,=n"D,_,=2%8"...2"

n—1
Aus (9) folgt nun die zu Beweisende Formel (7).
Auf das Kugelgebiet (6) des n-dimensionalen Raumes 148t sich Yeicht
auch ein beliebiges symmetrisches ellipsoidales Gebiet

—a2x2+2b2 a;xl

v=1

-

zuriickfiihren. Hierbei soll £ eine positiv deﬁmte quadratische Form sein,

was dann und nur dann der Fall ist, wenn ¢ >b > — ;g— lst Setzt
man 3z = s, und :
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_Vat(n—DBb- ya—?b

o —= = T ﬂT:J&—~b'
so wird
E - Z(as] + px,)"
v=1

Hieraus folgt unmittelbar:

IT*. Das Maximum von |(z, z,, ..., ,) im Gebiete B < 1 st gleich

’ 2 i
M 2°.3%...n"

ﬂn’tn

}(a—b)(n“—-n)-é‘"‘-m‘

§ 3
Das Maximum der Diskriminante in einigen anderen Gebieten.
II1. Fiir nicht negative reelle Griflen z,, «,, ..., x

2+ 2+...F2,~1

gentigen, ist das Maximum M: von Ad(z,,,,...,x,) gleich

die der Bedingung

n?

m_2%8% a2t (a1t

(11} n (ng-—n)"‘—"
Diesen Wert mimmt | nur dann an, wenn die Gréfen (n® - n)zx,
die Nullstellen des Polynoms
x n—1\ x* n— 1\ x? z"
Gn““"ii”( 1 )2: +( 2 )3! ey
sind. das zu dem Laguerreschen Polynom
. e? dtTl(em Tgh1 (n—-l X (n 1\ z* zt?
Ln-l (nll)—' T get—1 1= 1 >l! : 2 )2' "":t(,;..—.[)g

x
in der Beziehung G, f L,  dx steht.
0

Ahnlich wie im Falle des Satzes II miissen hier die Stellen z,,
z,, ..., z,, fir die 4~-M: wird, der Bedingung 2z, -1 geniigen.
Setzt man
®, = cos®,, x, - sin® cos?d,, ...,

z -~ sin*d, ... sin*P__ cos?
_-—-2 n

24 e, in%
- x, - sin®d, ... sin*@ _ sind

'(

’ ” n -1
und ./_I(a:l, Bys vves ) = PO, 7923 e ®, ), so wird wieder M 'das
Maximum' der periodischen Funktion ¥ von 191, 1‘)2, ...,% . Da ins-

7n-1
besondere

1’

oz 0z, s o s ind 9 oz, 2
7,7, sin®d, ... sin*f _ sind _ cosd | i T, _ %, -]

I
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wird, so muB an jeder Stelle, an der 4 = M: wird, wegen 2'190 ~-=0
”
a4 4\ _,
Zy— 1% (E_xn_l - ox, |

und allgemein fiir je zwei Indizes « und f
o4 od
x x < - — —) =0

so ergibt sich hier B
: (f”(m f <x,,>)
&, Bgl —p— =yt e
filz,) 1 (%)
Waren nun alle ¢, von Null verschieden, so miiiten die » Ausdriicke

;,—(-(i:‘i)) einander gleich, etwa gleich » sein. Das ist nicht mdglich, da
z, E z

alsdann das Polynom yf' — f” des Grades n — 1 die n Nullstellen x,,
Z,, ..., %, aufweisen wiirde. Es mufl also eine der Zahlen z, etwa x,

f7 (=)

verschwinden. Ist dann Ta) =y, so erhalten wir
y

) ) E)

f@) () f' ()
Daher ist 2 (yf  — f") fiir alle n Werte x,, %,, ..., x, gleich Null und also
(12) #(yf —f")=ynf.

Das liefert insbesondere durch Vergleichen der Koeffizienten von z" ™ die
Gleichung n* —n=ypc,. Da nun ¢ =z, =1 ist, so ergibt sich
y =n®—mn. Setzt man demnach (n® —n)z, =&, und
» :

0(@) = Il (2= &) = (= )7 (555),
so folgt aus (12) o S

z(g'—g")=ng- ,
Durch diese Differentialgleichung ist das - Polynom g(x) wieder bis auf
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmst, und'da auch das Polynom
G, (z) ihr geniigt, so ist g(x)= const. &, (#)- . - -

Es handelt sich also wieder nur darum, die-Diskriminante

(nt )M = A(£)&, .., &) =D,
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der Wurzeln von G, (x)= 0 zu berechnen. Auf Grund der leicht zu be-
weisenden Relationen
n@,=(z—n+1)G +(n—-18G, _,

n
(n—16, —(2n—3—2)G,  +(n—2)G,_, ~ 0

-2

’

erhialt man nun ganz dhnlich wie im Falle des § 1
D,=—n"(n—1»1D,_,,

was wegen /DZ - 4 fiir D, den Wert
D, =23 .. n"2%3

=1t

und fiir M: den in der Formel (11) angegebenen Wert liefert.

In ganz #hnlicher Weise wie bei den Hermiteschen Polynomen H,
ergibt sich fiir die Diskriminante der Nullstellen des Laguerreschen
Polynoms L, der Wert 2°.3°.47 ... 2*" "', Man hat sich hierbei der
Gleichungen

Ly=—nLy.y, nL —(2n—1—2)Ly,+(n— 1)Ly~ 0
zu bedienen. .

Es sei noch erwahnt, da man die Diskriminanten der hier vor-
kommenden Polynome F,, H, @ und L, auch mit Hilfe eines von
Stieltjes!) und Herrn Hilbert*) angegebenen allgemeinen Satzes iiber
die Diskriminante einer abbrechenden hypergeometrischen Reihe be-
rechnen kann.

Auf einen weiteren Satz iiber 4 (2,, #,, ..., #,) hat mich Herr G. Pélya
aufmerksam gemacht:

IV. - Fiir komplexe Gropen w,, %,, ..., %,, deren absolute Betrdge
hochstens gleich 1 sind, ist das Maximunt von | 4 (%, %,, ..., x,)| gleich n",
und dieser Wert wird nur dann erreicht, wenn ,, «,, ..., x, abgesehen
von einem gemeinsamen Faktor mit den n Wurzeln der Gleichung
2" — 1= 0 dubereinstimmen.

Der Beweis ergibt sich hier unmittelbar vermittelst der Gleichung

A(xl,x.z,...,xn)—:‘x:}e, (a=-1,2..0,m f-01,..,2—1)

indem man auf die rechts stehende Determinante den bekannten
Hadamardschen Satz iiber den Maximalwert des absoluten Betrages
einer Determinante, deren Elemente im Einheitskreise liegen, anwendet.

1)  Sur les polyndémes de Jacobi“, Comptes Rendus, Bd. 100 (1885), S. 620—622.
?) Uber die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden hypergeometrischen
Reihe¥, Journal f. Math., Bd. 103 (1888), 8. 337—345.



386 I. Schur.

§ 4.
Einfiihrung einiger abkiirzender Bezeichnungen.
Bei den im folgenden zu behandelnden Gleichungen
(18) flz)=ayzx" +a, 2" '+ ... +a,=0

sollen die Koeffizienten a, stets als ganze rationale Zahlen mit dem gréBten
gemeinsamen Teiler 1 vorausgesetzt werden. Den ersten Koeffizienten a,
nehme ich als positiv an. Die n Wurzeln von (13) bezeichne ich zumeist .
mit 2,,,, ..., z, und die Potenzsumme Xz, mit s,

Definition. Von einer Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten
und nicht verschwindender Diskriminante sage ich, sie gehdre

1. zur Klasse R, wenn thre Wurzeln alle reell sind;

2. zur Klasse P, wenn sie nur positive reelle Wurzeln besiizt,

3. zur Klasse E, wenn ihre Wurzeln sdmilich vom absoluten Be-

trage 1 sind.
Die noch zu betrachtende vierte Klasse K soll ferner alle ganzzahligen
Gleichungen umfassen, deren Wurzeln simtlich im Innern des Hinheits-
kreises liegen, wober (im Qegensatz zu den drei anderen Fdillen) auch
mehrfache Wurzeln vorkommen diirfen.

Unter R(a) verstehe ich die Gesamtheit der Gleichungen der Klasse R,
bei denen der erste Koeffizient a, den vorgeschriebenen Wert @ hat. Das
Zeichen R (jw|<<A) soll ferner die Menge aller Gleichungen won R kenn-
zeichnen, deren Wurzeln im Intervall — 2 <z <1 liegen. Soll aufierdem
noch a, den vorgeschriebenen Wert a haben, so spreche ich von der Teil-
klasse R(a; |w <4) von R. Ahnliche Bezeichnungen gelten auch fiir
die Klassen P, F und K.

Diese vier Klassen von Gleichung;n hingen in gewisser Weise zu-
sammen. Gehort ndmlich f(x)==0 zur Klasse P, so ist f(z?)=0 eine
Gleichung der Klasse B. Ist ferner (13) eine Gleichung der Klasse E
~ und sind alle #, von =+ 1 verschieden, so ist n == 2m eine gerade Zahl
und @, =da,_,. Unter den GroBen .

Y ::x‘,—!-—x:l — 2%(‘”1')
gind nur m_ voneinander verschieden und diese geniigen der Gleichung
(14) g(y)=apy™+a,y" 14 (a, —may)ym-2+4... =0,

die zur Klasse R(|w| < 2) gehort. Ist umgekehrt g(y) =0 eine Glei-
chung dieser Klasse, deren Grad m ist, so ist die Gleichung 2™ g (2 +2-1)=0
in E enthalten. Die GL (14) nenne ich die zu (13) assoziierte Qleichung
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Bezeichnet man die zu ihr gehérenden Potenzsummen mit ¢, ¢,, ..
wird insbesondere

., BO

b, =8y, t, =8, 4 2m.

Ist ferner (13) eine Gleichung der Klasse K, so gehéren die beiden
Gleichungen .
F(a) £ amf(z=1)=0
zur Klasse E. Fiir je zwei ganze Zahlen « und g, die der Bedingung
re >'f geniigen, ist aullerdem zugleich mit f(z) = 0 auch die Gleichung

«f(z)+ Ba"f(z=1) =0

in K enthalten. Insbesondere gehért f(z)= 0 dann und nur dann zur
Klasse K, wenn die Gleichung

(@ f(@) = a,a"f(a=4) = 0

des Grades » — 1 diese Eigenschaft hat?).

" Es sei noch erwihnt, daB man unter Benutzung dieser Bezeichnungen
einen bekannten wichtigen Satz von Kronccker?!) kurz so aussprechen
kann: Jede Wurzel esner Gleichung der Klasse E (1) ist eine Einheitswurzel.

§ 5.

{/ber das kleinsto Intervall, in dem die Wurzeln einer Gleichung der
Klasso I? liegen.

Setzt man zur Abkiirzung

2 8 31 iy
n' =23 ..“nn_:ezlog‘xwx og3+...+mnlogn
und deutet, wenn «, und f#, zwei Zahlenfolgen sind, im Anschluf an be-
kannte von P. Bachmann und E. Landau eingefiihrte Bezeichnungen durch

i, = R(8,)

an, daBl lim 7 existieren und von Null verschieden sein soll, so ergibt
n=oln

gich mit Hilfe der Eulerschen Summationsformel

T 1 n®
E(ﬂ’+”)+ﬁe——)

(15) 2t Al 1

%) Djese Sitze habe ich in meiner Arbeit, ,Uber Potenzreihen, die im Innern
des Einheitskreises beschrinkt sind“, Journ., f. Math.,, Bd. 147 (1917), S. 205—232
(vgl. insbesondere S. 208 und 230) bewiesen. : 2 M

%) ,Zwei Sétze iiber Gleichungen mit ganzzahligen Coeffizienten¥, WEHtE) Bd. 1,
%. 105—108. Vgl. auch Hilbert, ;Besicht iiber die Theorie-de: algebraischert Zahl-
kérper“. Jahresbesicht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 4 (1897),S. 221.
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Die in § 1 bestimmte Zahl M 14Bt sich nun in der Form

z,.=+,,(2n_1)“-1 n't
(n—1)" 1" (2n)’

schreiben. Hieraus folgt wegen (15) ohne Miihe

M .

n

1 1
1l+‘

"+
. 4 n
(16) M, - Q(zn,_,n) <ot
wo ¢ eine gewisse Konstante bedeutet.
Es sei nun, wenn «, B und y drei positive Konstanten sind, eine
Gleichung (138) der Klasse R gegeben, die den Bedingungen

ay <. «p”, z, Ly (r=1,2,.... 8 n=2)

geniigt. Fiir die Diskriminante
D=a?r-2A(z,, x,, ..., %,)
der Gleichung besteht dann die Ungleichung
Dgazn—e ﬁ:z»’—-:nynﬁ—nMn’

also wegen (16), da D eine positive ganze Zahl ist®),

1

(17) 1:<_D<c-2"41""‘”"'<ﬂ—;>” TTantl,

Tst nun B’y < 2, so konvergiert dieser Ausdruck mit wachsendem =
gegen 0 und ist also, abgesehen von endlich vielen Werten n =2, 3, ..., N
kleiner als 1. Fiir » > N kann daher (17) nicht gelten. Ist aber
n N, so ist

o, =i Ya o, n [ <ap” ()"
also unterhalb einer allein von a, f und y abhéngenden Schranke gelegen.

Daher kommen fiir die ganzen Zahlen @, @, ... nur endlich viele Werte
in Betracht. Wir erhalten also:

V. Sind «, B, y drei positive Konstanten und ist ﬂ y <2, s gzbt
es unter den-Qleichungen

(18) (%) =a,z" +q1.x“"1+...+a“%0 ‘ (a0>0)

mit ganzzahligen Koeffizienten und lauter reellen, voneinander verschie-
denen Wurzeln ( fir dz'e Gesamthest aller Gradzahlen n)®) mwr endlich

% Es ist sogar, wie Herr Hilbert, ,Uber diophantische Glemhun,geu Gott.
Nachrichten 1897, 8. 48—54, bewiesen hat, abgeseben yon gewxsgen nur* bei » <3
vorkommenden Ausnahmefa.llen, D>1,

#) DaB der vorhin ausgeschlossene Fall n--] keme Ausna.hme bﬂdet ist ohne
weiteres klar,
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viele, bei denen ay~ «p" ist und die Wuwrzeln alle im Intervall
- <z <y legen. )
Hieraus ergibt sich insbesondere, daB bei vorgeschriebenem a, die
Klasse R(a,; w <y) fiir y < 2 nur endlich viele Gleichungen (eventuell
keine) enthalten kann. Fiir y - 2 ist das aber, wie auch a, gewihlt
wird, nicht mehr der Fall. Denn wihlt man fiir @, irgendeine zu a,
teilerfremde Zahl aus der Reihe 1,2,...,a,—1, so ist fiir jedes n

h(z)=ayz*” +a,z"" "' =0
eine Gleichung der Klasse K und demnach (vgl. §4)
h(z)+2*"h(z™ ") =ayz*" +a,2*" '+ a,x+ay:- 0

in der Klasse E(a,) enthalten). Die hierzu assoziierte Gleichung gehért
dann zur Klasse R(a,; w|~ 2). Wir konnen also den Satz aussprechen:

VL. Bei gegebenem a, gibt es fir 0 <y < 2 nur endlich viele, da-
gegen fir y=> 2 unendlich viele Gleichungen (18) mit ganzzahligen Ko-
effizienten, deren Wurzeln sdmtlich reell, voneinander verschieden und in
dem Intervall —y <x <y gelegen sind.

Am kiirzesten kann man diesen Satz so formulieren:

VI*. Fiir jedes a, ist in der Klasse R(a,)

A - Liminf Max( x, |, |z, ..., '2,]) - 2%).

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, daB fiir @, = 1 der Satz VI
sich aus dem am SchluB8 des § 4 erwihnten Satze von Kronecker ergibt.
Denn sind die Wurzeln z, der Gleichung (18) reell, voneinander verschieden
und im” Intervall — 2< & <2 gelegen, so geniigen, wenn z, = 2cos¢,

i

(0 <@, < =) gesetzt wird, die 2n GréBen e*”” und e~
Flx)=2"flx+a =241 52" " +... =

und sind daher Einheitswurzeln. Ist aber |2, | <y < 2, so lassen sich zwei
allein von y abhidngende Zahlen 1 und x angeben, s0 daB 0 < 1<, pu < n
wird. Es gibt aber nur endlich viele Einheitswurzeln ¢'?, die mit allen
konjugiert algebraischen Zahlen dieser Bedingung geniigen.

Eine weitere interessante Folgerung aus dem Satze V ergibt sich,

7r der Gleichung

) Fir ap=1 hat man hierbei a, =0 zu setzen.
%) Diese Zahl 1 kann entweder als die kleinste Hiufungsstelle der Menge aller
in Betracht kommenden Zahlen M = Max (|2,|, |2,|, ..., |%a|) oder auch etwas
- genauer 8o gedeutet werden: Man denke sich die simtlichen Gleichungen der Klasse
R (a,) nach dem bekannten Cantorschen Verfahren als abzihlbare Folge G, =0,
G, =0, L angeordnet. Bestimmt man dann fir G, =0 die zugehdrige Zahl M,

80 igt 4=Lim inf M.
N $p=o
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indem man y = 1 setzt. Es handelt sich dann also um Gleichungen der
Klasse R(w|<1). Auf derartige Gleichungen fiihren insbesondere die
Kugelfunktionen und andere in der Analysis héufig vorkommende Poly-
nome. Die Bedingung g’y < 2 lautet hier f < V2 und aus V folgt ins-
besondere, daB fiir die Klasse R(|w|<1)
A" =Lim inf Va, >V = 1,414 ...
ist. Dal "< 2 ist, lehrt schon die Betrachtung der Gleichungen
cos(narccosz)=2""'ag" ... =0.

Man kann aber noch eine etwas genauere Abschitzung erhalten. Es seien
niamlich

Q,(x)—-a"’x'ﬁ—a"’ s
die durch die Rekursionsformel
Q,,=2z—-1Q +(z*—-2)Q, -, Q=1 @ =2x—1
bestimmten Polynome. Man erkennt leicht, daB die Funktionen
(19) Q €y - @

im Intervall 0 <z <1 eine zu @, gehérende Sturmsche Kette im all-
gemeineren Sinne darstellen. Da ferner F\ L(0)=(—1)", I’ (1)==1 ist,
80 gehen in (19) beim Ubergang von 0 zu 1 genau n Vorzeichenwechsel
verloren. Daher sind die Wurzeln von @, (#) = 0 reell, voneinander ver-
schieden und im Intervall 0 < < 1 enthalten. Die Gleichung Q,(x*) =0
des Grades 2» gehort daher zur Klasse R (jw| < 1) und ihr erster Koeffi-
zient @;” bestimmt sich vermittelst der Rekursionsformel .

+ < -
aé’ 1) e za(;l') _+_aé” \1)’ a(go) —_ 1’ a(()l) pree 2

Hieraus folgt in bekannter Weise

e, = ~—[(1 +V2)T (1~ vEy T,

hm V i =y1 +V3.
Dieses Beippiel zeigt, daB die zu .untersuchende Grofe 4’ im Intervall
VE=1414.. SV Y1+ V2=1553...

liegt. Dieses Ergebnis kénnen wir ausfiihrlicher folgendermaﬁen ausd.rucken
* VIL. Hat man eine Folge von unendlich vielen Glewhungen

ce™ePa™ Tt L =0 (e >0)
mit ganzzahligen Koeffizienten m'wl lauter reellen, voneinander verschie-

also
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denen Wurzeln, die im Intervall — 1<z <1 liegen, so kénnen fiir

(v)

p < V2 die Quotienten ;"n  nicht wunterhalb einer endlichen Schranke

bletben, dagegen kann dies fiir f =\ 1+ V2 eintreten.

Auf eine Verallgemeinerung des Satzes VI hat mich Herr G. Pélya
aufmerksam gemacht:

VI** Ist p <x-iq ein gegebenes Intervall, dessen Ldnge ¢ — p
. kleiner als 4 ist, so kann es bei vorgeschriebenem a, nur endlich viele
Gleichungen (18) mit ganzzahligen Koeffizienten geben, deren Wurzeln
samtlich reell, voneinander verschieden wund tm diesem Intervall ge-
legen sind.

Setzt man ndmlich 1(p4¢q) - %, 3(¢ — p) =y, so wird 2z, - Z,|
~ 7 < 2 und daher

I{D——-a:" -IJ(ZI——:I:O, Zq ~x0,...,x”-xn)
n:-n 1

an—: 0 2n— 1
<a0‘"' jyn "M”<ca5m 1-2"(—2) n”'.

Dieser Ausdruck konvergiert wieder mit wachsendem n gegen 0 und daher
kann die Ungleichung nur fiir endlich viele Werte n <. N erfiillt sein. Aus

wigialtn o o] Sozn]s6() 00

folgt dann wie frither, dal nur endlich viele Gleichungen in Betracht
kommen.

§ 6.

Uber das arithmetische Mittel der Quadrate der Wurzeln einer Gleichung
der Klasse R.

Aus der Formel (15) ergibt sich fiir das in § 2 bestimmte Maximum #,
von A (z,,z,,..., %) im Gebiete Sz? <1

’ n’

My

(ng_n)i(n’~n)

L —n? —-pd —nt .
—.:.Q(n*(s” n)+ﬁe}.(‘3n ”’)<c’-n*(s" n)+-{~,-ev}(2n n),

wo ¢’ wieder eine Konstante bedeutet. Sind nun wieder «, 8, y drei ge-
gebene positive Zahlen und betrachtet man eine Gleichung (18) der
Klasse R, die den Bedingungen .

a, < ap”, gy=xp+a]+... tx;<ryn

n =

geniigt, so wird

D=a:n—‘3 4 (zl, Ty z“)ga‘an-n ﬂan'—‘m(yn)}m’—n) .M:.,
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& 4 2 _n)
also 1SD<c'm"’"—"'ein”+1"’<’?—£)w w
- e

Fir 'y < e! konvergiert dies gegen Null und die Ungleichung kann
daher, sobald » eine gewisse Zahl N iibertrifit, nicht mehr bestehen. Fiir
n < N ist ferner wegen z; < yn

a4 =ay Z:p:/hx,."2 Ty 1 <L up™ (:‘) (ymn)?

unterhalb einer endlichen Schranke gelegen. Hieraus folgt:
VIIL Sind «, B,y drei positive Konstanten und B*y < e¥, so kann
es nur endlich viele Gleichungen®) (18) mit ganzzahligen Koeffizienten
und lauter reellen, voneinander verschiedenen Wurzeln x,, x,, ..., 2,

geben, die den Bedimgungen

B —%2a,8, tT+... .+
@ S «p”, e LS Ly

gendigen.
Insbesondere enthilt also bei gegebenem a, die Klasse R (a,) fiir

y<e' nur endlich viele Gleichungen, bei denen s, < yn wird. DaB dies
fiir y > 2, wie auch @, gewihlt wird, nicht mehr richtig ist, erkennt man
folgendermaBen. Setzt man b fiir a, = 1 gleich 0 und fiir @, > 1 gleich 1,
so gehort die Gleichung

a2’ +bx" +ay+0
zur Klasse E und die assoziierte Gleichung, die hier die Form
(20)  apz" —napa" "t + "0 g L 4 b 4e,a,=0
' (e, =0, 2 oder —2)

hat, zur Klasse R (vgl. § 4). Fiir » > 2 wird nun bei dieser Gleichung
8, =2mn. Wir konnen also den Satz aussprechen:

IX. Bei vorgeschricbenem a, gibt es fiir
y <ot =1,6487 ...

nur endlich viele, dagegen fir y >2- unendlich viele Gleichungen (18)
mit ganzzahligen Koefﬁzimten und lauter reellen, voneimander verschie-

denen Wurzeln @, %,, . , die der Bedingung
- . :\1 Vo h. Ao -
A e ;’
gendigen. SR L

Ahnlich wie im vorigen: Paragraphen: kon?ﬂgn vm' auch sagen

°) Wenn hier und im folgenden von endlich oder \mendhnh ‘vielen Glelchungen #

gesprochen wird, so ist das stets so gemeint, daB ibr Gr&d nicht festgehalten
werden soll.
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IX*. Fir jedes a, tst in der Klasse R(a,)

z} falt ..+ 2]

et < Lim inf 2 T,

n

DaB dieser Limes inferior, den ich mit 4,(a,) bezeichnen will,
mindestens gleich 1 sein muB, ist leicht einzusehen. Denn nehmen wir,
was offenbar zuléssig ist, alle x, als von 0 verschieden an, so wird

2?4l 4.+ a? 1 W
,,,lvi-_xL-{.__‘,_-t_x'l > (xe xe I x"‘) n = ﬂ,, p = ]L
5 @ L aj/ = ag/" ’

und da a;”" mit wachsendem n gegen 1 konvergiert, so ist gewil 4,(a,) = 1.
Es wirkt aber iiberraschend, da8 man hier 1 durch die wesentlich groBere
Zahl e ersetzen kann.

Der Satz IX laBt sic;h in &hnlicher Weise, wie ‘das beim Satze VI
auf Anregung des Herrn P6lya geschehen war, noch etwas verallgemeinern:

IX**  Bes vorgeschriebénem ao‘la”ﬁt sich zu jedem positiven y < ¢!
eine Zahl N = N (a,, y) bestimmen, so daf fir n>= N in jeder ganz-
zahligen Gleichung mit dem hochsten Gliede a,x" und lauter reellen,

vonesnander verschiedenen Wurzeln ., x,, ..., x, bei beliebig gewdhltem x,
8, (%)) (0 ~@y)2 4 (B —xy) 2 oo (= 2p)®
n n 7

wird. Hdlt man auPerdem moch w, fest, so kann es nur endlich viele
+ Qleichungen dieser Art geben, fir die 8, (x,) < ny wird.

Der Beweis ergibt sich wieder, indem man die Diskriminante D der
Gleichung in der Form

D=a2d(x, — %, T, — Ty, -+, T, — %)

schreibt. Soll S, (x,) < my sein, so muB

1<D<am-2 (0" " M, < 'a2n-rein (:g)i‘"’-m
gein. Fir y < ¢! kann diese Ungleichung, sobald n eine gewisse Schranke
N (a,, y) iibertrifft, nicht mehr bestehen. Hierbei ist N (ay, 7) von z,
unabhingig. Bei festgehaltenem z, filhrt auch die Annahme n < N (a,, 7,
wegen |z,|<|@,|+Vny nur auf endlich viele Gleichungen, fiir die
(8, %) < ny sein kann.

_Der erste Teil dieses Satzes besagt nur, daB fiir » > N das Mini-
mum von

8, (%) =8, — 28, % +- nx,
Mathematische Zeitschrift. . 26
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groBer als ny ist. Dieses Minimum wird fir #, =% erreicht und hat den

" Wert s, — ~';".. Fiir n> N (a,, y) ist daker

risxit ... 4 2l (‘”1’*'”9"‘"'*1‘,’5.)3
21) SRR R SLhS 3N

Will man fiir ein gegekbenes y < e?, 2. B. fiir y = 1,5, eine einiger-
maflen brauchbare Abschitzung fiir N (@, ) erhalten, so empfiehlt es sich,
nicht von der Formel (15) Gebrauch zu machen, sondern folgendermaBen

zu schlieBen. Setzt man
Lin® - an—2 4m—n) n’
e pin- 3 (0" - nm) L an — 3
n, o a4 (ny) M, = a, (——%&n 1)2("’_,”
so wird

TR :
Orteaye )14 ) (1) <l (nt-eemutond,

also

By n
”‘L t<(n41) e‘?ag(-ﬁ) .

Hieraus folgt

In-3 / jn* n) — 8n—8 n®-n)
mlp 2 2p-3( ¥ .V ntd -nt1 T an—uf p ?
p,--nle * ag (ek) . V2rn"" e e ® a 3 .

Es ist also gewiB u, < 1, sobald
o , w1 1 1
2(n--1)loga, { logV2x g} 7;+ (n—}—g) logn < Z‘»,a—zb-log(y‘1 e*)
wird. Beachtet man nun, daB fiir n > % — 20,08...
o v 1 -
logVZn—~Tz-+7:~+§-logn< ’L—l

so erkennt man (nach Division durch n — 1), daB es nur darauf ankommt,
eine Zahl N (a,, y) > e* zu bestimmen, so daB

1+21°sao+logN<—log( -1gt)

wird. Fiir y = 1,5 und y = 1,58 habe mh a,uf dlese Wexse gefunden, daB
es jedenfalls geniigt, '

N(ay, 1,5) 2 130 (1 + 2logay), N '(a, 1,5;3); 170 (1+ 2 loga,) -
zu setzen. Im Faae, @, =1 ist also insbesondere fiir ni 156

izt 2 8 (m,+~x,+...+x,,>’
" 2 n ;
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§ 7.
Uber Gleichungen mit positiven reellen Wurzeln.
Gehort die Gleichung

(22) fl2)=0o"+ a,2" '+ ... +a, =g [[(—2) 0 (g~ 0)

zur Klasse P, so ist

f(2*)=@a,x*" }-a,z** *+... +a, -a, H(.v A
n=1

eine Gleichung der Klasse R, und hierbei wird das arithmetische Mittel
der Quadrate der Y, gleich dem arithmetischen Mittel der z,. Wendet man
auf f(2%)=0 die Sitze der §§ 5 und 6, so ergeben sich analoge Aus-
sagen iiber f(x)= 0. Der Satz VI liefert unter Beriicksichtigung des
Zusatzes VI** nichts Neues. Dagegen ergeben sich aus VII und IX Folge-
rungen, die hervorgehoben zu werden verdienen.

X. Hat man eine Folge von unendlich vielen Gleichungen

c‘(lv)xn, }- c:v)xﬂy -1 o () (C“:) e ")

mit ganzzahligen Koeffizienten und lauter reellen, positiven Wurzeln, die

vonetnander verschieden und hichstens gleich 1 sind, so kénnen fiir 2
0)

die Quotienten ;2 nicht unterhalb einer endlichen Schranke bleiben,
dagegen kann dies fir f -1+ V2 - 2,414 ... eintreten.
1

XI. Bei worgeschriebenem a, gibt es fiir y < e' mur endlich viele,
dagegen fir y == 2 wunendlich viele Gleichungen (22) mit ganzzahligen
Koeffizienten und lauter reellen positiven, voneinander verschiedenen
Wurzeln, fir die

B o R ok
n

A

=Y

l

wird.

Um ein System von unendlich vielen Gleichungén der Klasse P(a,)
zu. erhalten, die der Bedingung X'z, = 27 geniigen, hat man nur in dem
Béispiel (20) des vorigen Paragraphen n durch 27» und xz* durch  zu
ersetzen, Das liefert fiir jedes n eine Gleichung

(28) @gz" —2na,x" "' +7(2n —3)agz" "  — ...+ (b £ 2a,) = 0

der gewiinschten Art.
Man kann die Sitze X und XI wieder kurz zusammenfassen:

Fiir die Klasse P(w < 1) "ist

2 < Lim infVa, <1+V2,
26*
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ferner ist bei gegebenem g, fiir die Klasse P(a,)
eiléLim infw‘+x’t"'+x"§2.

Die Untersuchung des arithmetischen Mittels der x, a8t sich auch
ohne Benutzung der Ergebnisse des vorigen Paragraphen mit Hilfe des
Satzes III durchfiithren, doch erhilt man hierbei, wie aus

n—nar” _  a*-n n'? =0 % ”+% "é pos
o o )
hervorgeht (vgl. die Formeln (11) und (15)), kein besseres Resultat.
Von Interesse ist noch folgender Satz:
XII. Bei vorgeschriebenem a, gibt es fir

-  d<ed4e=4,367..

nur endlich viele, dagegen fiir 3> 6 unendlich viele Gleichungen (22)
mit ganzzahligen Koeffizienten wnd lauter reellen, positiven Wurzeln, die
voneinander verschieden sind und der Bedingung

z1+2',+ +n<a

geniigen. Oder, was auf dasselbe hinauskommt: Fiir die Klasse P (a,) st

(24) e%—{-eéLiminf il edloleal BT

Auf die untere Schranke e + ¢ wird man gefiihrt, indem man auf
die Gleichung (22) die Formel (21) in Verbindung mit dem Satze XI
anwendet. Betrachtet man andererseits die Gleichungen (23) der Klasse
P(a,), so wird hier fiir jedes n > 2

Ebenso wie im Falle des vorigen Paragraphen ist es ‘mir bis jetzt
nicht gelupgen, die Abschatzung des Limes inferior (24) genauer durch-
zufiihren. S

§ 8~ T M&

Dio Glelchungen der *Klussen E ”‘ufﬁr E:»".
Es sei ' -

(25)  f(2) =002+ a2 S +a,.~woﬂ(z—-z,) o (@>0) 3

r=1

eine Gleichung der Klasse E, d. h. eine Glelchung mit ganzzahligen Koeffi- -

RO TATL S YUY S

zienten, deren Wurzeln 2z, voneinander verschieden und vom absoluten -

Betrage 1 sind. Ich nehme noch an, daB unter den 2, die Zahlen +1
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nicht vorkommen und @, > 0 ist. Das letztere kann durch die Sub-
stitution z, — z stets erreicht werden. Die der ebenfalls zu E gehérenden
Gleichung f(2®) =0 entsprechende assoziierte Gleichung der Klasse R
(vgl. §4) hat die Form

(26) agx” 4+ (@, —nay)zx” 4 ... = aoﬂ(x —2,)=- 0,

und es ist insbesondere

n

"

5=z} =2n— 2 —~2n—2}2
v

r=1 =

1
Ist nun 0 < y < e*, so gibt es bei vorgeschriebenem a, nach Satz IX
nur endlich viele Gleichungen (26), fiir die s, < ny wird. Daher gibt es
auch nur endlich viele Gleichungen (25) der Klasse E, fir die

wird, und das gilt offenbar auch, wenn ich die Annahme z, 4+ +1, a, == 0
falle lasse.

Gehort ferner die Gleichung (25) zur Klasse K, so ist

(27) 2°f(2)+2"f(z27 )~ ay2""? +a,2""" +(a, +a,)2" 4 ... 0
eine Gleichung der Klasse E, bei der die Summe der Wurzeln gleich

1
Yz, ist. Wird nun a, festgehalten und ist 0 < y <C e*, so laBt sich, wie
1

aus dem vorhin Bewiesenen folgt, zu jedem »’ zwischen y und e* eine
Zahl N’ angeben, so daf8 fiir » > N’ das arithmetische Mittel der Wurzeln

von (27) absolut kleiner als 1 ——'%’ wird. Ist nun

N=N', NZ =i,
so wird fir n >N ‘
A A S Y n+2
adntoknl sl B,
Die endlich vielen 7, die eine Ausnahme bilden konnen, fiihren, da die
Klasse K (a,) iiberhaupt nur endlich viele Gleichungen eines vorgegebenen
Grades enthilt, nur auf endlich viele Gleichungen f(z)=

¢ .

Wir konnen also den Satz aussprechen:
XIIL. Ist a, eine gegebene ganze Zahl und (25) eine Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten, deren Wurzeln entweder alle vom absoluten
Beirage 1 und voneinander verschieden sind oder sdmitlich im Innern des
Einheitskreises liegen (wobei auch mehrfache Wurzeln vorkommen konnen ),
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%
so liegt fir jede Zahl ¢ > 1 — %- der Schwerpunkt :'—( 2+ 2+ ...+2,)

der Wm‘zel@unkte, abgesehen wvon endlich wielen Ausnahmefdllen, im
Innern des Kreises |z!<o. Fiir jede der beiden Klassen E(a,) und
K (a,) ist also bei vorgeschriebenem a,

12+ 2+...+2,
1)

§
(28) Lim sup <1-5 =0,1756...

Hieraus folgt z. B. leicht, daB bei gegebenem @, in beiden Féllen
nur endlich viele Gleichungen existieren konnen, fiir die mehr als vier
Fiinftel der Wurzeln in der Halbebene % (z) > 3 liegen.

Fiir @, — 1 kommt nur die Klasse E(1) in Betracht und aus dem
in § 4 erwahnten Satze von Kronecker folgt auf Grund bekannter Eigen-
schaften der Einheitswurzeln, da8 in diesem Falle der Limes superior (28)
gleich 0 ist. Ob dies auch fiir @, > 1 richtig ist, habe ich bis jetzt nicht
entscheiden konnen.

Einen weiteren hierher gehorigen Satz verdanke ich einer freundlichen
Mitteilung des Herrn G. Pélya:

XIV. Sind « und B gegebene positive Konstanten, und betrachtet man
die Gesamtheit aller Qleichungen (25) mit ganzzahligen Koeffizienten und
nicht verschwindender Biskriminante, fir die a, < «p" ist, so konnen,
sobald n eine gewisse Schranke ubertrifft, nicht alle Wurzeln in einem

Kreise liegen, dessen Radius kleiner als ig ist. - Ist ferner C' ein gegebener

Kreis mit dem Radius r < 1, so kann es bei worgeschriebenem a, nur
endlich viele Gleichungen (25) mit ganzzahligen Koeffizienten und nicht
verschwindender Diskriminante geben, deren Wurzeln sdmilich in C liegen.

Der Beweis ergibt sich auf Grund des Satzes IV ganz ebenso w1e in

den fritheren Fillen. Man hat hierbei nur zu beachten, daBf »™ ~"n™ fiir
0 < r < 1 mit wachsendem 7 dem Grenzwert (0 zustrebt.
§9.

Anwendungen auf total reelle algebraische Zahlkorper.

Ein algebraischer Zshlksrper K = P(9) des Grades n heiBt bekannt-
lich total reell, wern K und die zi K konjugierten Korper nur reelle

Zahlen enthalten. Ist & eine Zahl von K, so mdgen die zu & kon]uglerten

Zahlen mit &', &”, ..., £~ " und die rationalen Zahlen
(E)=E+£ +.,;+E(n 1)’ N(E)r-fg,---f(n—l)

wie iiblich als die Spur und die Norm von & bezeichnet werden. Ebenso -

soll, wenn a ein (ganzes) Ideal des Korpers ist, unter N (a) die Norm
von a verstanden werden.

¥ ¥ , %
FINE. PR w2 o
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Aus dem Satze VII ergibt sich zunichst:

XV. Es sei r <V2 eine positive Konstante und o em Ideal des
(total reellen) Korpeys K. Sind dann « und f zwes von Nuil verschiedene,
durch a teilbare ganze Zahlen von K, die den Bedingungen

B <e”, |N(«)|<r"N(a) (»=0,1,...,n—1)

()
geniigen, so konnen die n Zahlen '3~(;) nicht vonetnander verschieden sein.
o

Eine Ausnahme kann nur fir endlich viele Korper K und bei jedem
von thnen nur fiir endlich viele Zahlen % eintreten.
Betrachtet man nimlich die Gleichung

n-—1
H(Zﬂm—'/f(’)):cox“—{—clx"“l—|—...+c,,=0,
r»=0 .

&0 sind ¢,, ¢,, ..., ¢, ganze rationale Zahlen, deren gréBter gemeinsamer
Teiler gleich der Norm IV () des groften gemeinsamen Idealteilers b = («, §)
der Zahlen ¢ und g ist'°). Nach Division durch N () entsteht eine Gleichung

(29) ayz" +a,z" ' +...+a,=0
mit ganzen rationalen Koeffizienten, in der
= M@ ()] -
l@| = N(d) = “N(a) * r
»)
ist. Die Wurzeln £ dieser Gleichung sind reell und absolut kleiner als 1.

™
o -~
Verlangt man nun noch, daB sie voneinander verschieden sein sollen, so

kommen nach Satz VII nur endlich viele Gleichungen (29) und also auch
4 :

nur endlich viele Zahlen - in Betracht. AuBerdem ist jede dieser Aus-
nahmezahlen eine erzeugénde GroBe des zu betrachtenden Kérpers K.
Hieraus folgt die Richtigkeit unserer Behauptung.

Wahlt man z. B. fiir a das Hauptideal p = (1) und versteht unter w
eine von Null verschiedene ganze Zahl des Korpers, so sind fiir a=1+4- ag_—i— w?,
B = w die Bedingungen | ,8(’)] < |a(’"| von selbst erfiillt. Fiir r < V2 folgt
daher, wenn von endlich vielen Kérpern K abgesehen wird, aus der An-

nahme N (1+ @ + »?) < 7", daB unter den Zahle %ﬁ; =1+ 0% +o !
einander gleiche vorkommen miissen. Dies tritt nur dann ein, wenn eine
der Zahlen ', ®”, ..., " ? entweder gleich w oder gleich ™" wird.

Bedeutet ferner « eine rationale Primzahl p und a einen Idealteiler
von p, dessen Norm gleich p® sei, so lautet die Bedingung | N(a)|<r"N(a)
einfach p" % < #". Ist also dies der Fall, so kann im allgemeinen eine

1) Vgl. die in FuBnote 5) zitierte Arbeit von Herrn Hilbert.
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durch a teilbare Zahl g, die mit allen zu ihr konjugierten Zahlen absolut .
kleiner-als p ist, nicht eine den Kéorper erzeugende Zahl sein. Eine Aus-
nahme kann nur bei endlich vielen total reellen Kérpern eintreten.

Von groferem Interesse sind die Folgerungen, die sich aus den Er-
gebnissen des § 6 ziehen lassen. Es mégen nimlich w,, w,, ..., w, eine
Basis im Gebiete p der ganzen Zahlen von K bilden. Ist

E=x0, + 2,0, +... + 2,0,

die zugehérige Fundamentalform, so setze man fiir m =1, 2, ...

n
- (')2"‘ ul .
Fom(§)= 24 £" :2/ 8 (w, @, ... W) B Ty o Ty
v=1

Diese homogene Funktion der Variabeln x, hat ganze rationale Koeffizienten
und ist positiv definit. LaB8t man x,, «,, ..., z, alle ganzen rationalen
Zahlen durchlaufen, fiir die & von den konjugierten Zahlen &* verschieden
ausfillt, so sei uy, der kleinste Wert, den F,, (&) annimmt. Aus dem

2
Satze IX folgt nun: Zu jeder positiven Grofe y < e* gehort eine Zahl N(y)
derart, daf} fiir n > N(y) stets u, > yn wird. Fur positive Zahlen u,,
Uy, ..., u, gelten aber bekanntlich, wenn s, = E u, gesetzt wird, die Un-
gleichungen

5o 5<\/“’-"<

%—- n =

Ist daher gy, = Fap(£), 80 wird fiir n = N(y)
) m m
Mam =N (ﬂéﬁ) >n (—’%) > ymap.

Man kann noch ein etwas genaueres Resultat ableiten. Ist Fyp (&)= tam,
so konnen die Zahlen

(30) il e L)
nur dann nicht voneinander verschieden sein, wenn 7 gerade ist und die
n Zahlen £ in - Paare von entgegengesetzt- glelchen Zahlen zerfallen.

In diesem Fall smd unter den Zahlen .( 30) gena.u 2 ‘voneinander ver-

schledén und diese geniigen einer irreduziblen Gieﬁclmg-m ganzen ratio-
nalen Koeffizienten, wobei der 'hochste Koefﬁmén’b\gléféﬁ 1 WIrd Wendet
man nun suf diess Gleichung die’ Formel (21) des- §.6: st und - beachtet
noch, daB das arithmetische Mittel der-Zahlen (80) gleich dem der:unter

ihnen verschiedenen ist, und daﬁ das Analdgé attélffur die ?oténzeh (é‘"’))
gilt, so -ergibt sich, daB fiir 2 =Ny © P e &

Fam Fym (8) FamE.
o (552 o ()

n
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wird. Setzt man daher
Ye=7s V=7V Ye=v+ri -0
so wird insbesondere fiir » = 2N(y)
Mar = YaiM.
Fir 9 =1,53 wird z B. y, > 16, auBerdem geniigt es N(1,5) = 130,
N(1,583) =170 zu setzen (vgl. den SchluB des § 6). Daher ist speziell
(81) >3t (fiir n2130), g4 >16m (fir n2:840)1).

Um hiervon eine Anwendung zu machen, betrachte ich die (in unserem
Falle positive) Grundzahl d des Korpers K. Aus einem bekannten Satze
von Minkowski!?) ergibt sich fiir total reelle Korper

n\2 zn—l—
g n € én

2an

und hieraus folgt die wichtige Tatsache, daB unter den Korpern aller
moglichen Grade nur endlich viele die vorgeschriebene Grundzahl d be-
sitzen kénnen. Um dies zu beweisen, geniigt es jedoch fiir d irgendeine
untere Schranke anzugeben, die mit 7 iiber alle Grenzen wiichst. Die
Ungleichung (82) .beweist Minkowski mit Hilfe seines allgemeinen Satzes
iiber die in gewissen konvexen Bereichen liegenden Gitterpunkte. ¥ Gr
total reelle Korper gestatten nun unsere Ergebnisse eine untere Schranke
von der gewiinschten Art allein unter Benutzung des in arithmetischer
Hinsicht wesentlich elementareren Minkowskischen Satzes iiber Linear-
formen abzuleiten. Auf Grund dieses Satzes lassen sich nimlich die ganzen
rationalen Zahlen #, so wihlen, da8

0<le|<vd, |&]<1, ..., |&"P]<1
wird %). Hierbei sind die n Zahlen £ gewil voneinander verschieden. Fur
n>130 wird daher wegen (31)
3
d+n—1>F (6>, dh d>541.

Eine bessere Abschétzung erhilt man mit Hilfe des Satzes I. Es wird
. némlich

d<A(& &, .., &"7Y)

n—1 ’ .
2 _ ~ 2an—2
=IZ(§ - SM) 4 (5’: 5”5 ooy E(n 1)) < (Vd + 1) " 'Mn— 1
y=1
] 1) Fir y = e’} wird y, = 20,7 ..., fiir geniigend groBe Werte von n ist daher -
~ sogar pg > 20n.

1) Geometrie der Zahlen®, S. 134.
13) Vgl. den ix} FuBnote ) zitierten Hilbertschen ,Bericht®, S.212.



402 1. Schur.. Wurzeln algebraischer Gleichungen.

woraus sich auf Grund der Formel (16) eine Ungleichung der Formel

”n
d > const. %‘— ergibb. Wahlt man ferner, was ebenfalls maoglich ist,
die x, so, daf

1 1 1

DclEl <@®% [E <™, L. [# M <d™, [ 2

wird, und nimmt man an, die £ seien auch hier voneinander verschieden,
so liefert die zweite der Ungleichungen (31) fiir » > 340

(n—1)d7= +1> F,(£)> 167,

also d >2""'. Die hier iiber die £” gemachte Voraussetzung ist fiir
primitive Korper K gewil} erfiillt. - :

Es diirfte von Interesse sein, diese mnoch sehr in den Anfingen
steckende Betrachtung weiter zu verfolgen.

Berlin, den 27. Februar 1918.

(Eingegangen am 27. Februar 1918.)



Uber streckentreue und konforme Abbildung.

Von e

'Harald Bohr in Kopenhagen.

In einer Ebene mit gegebenem Umlaufssinn, deren Punkte wir durch
eine komplexe Variable z = +- ¢y charakterisieren, sei ein einfach zu-
sammenhingendes Gebiet G gegeben, das wir der Einfachheit halber als
das Innere einer Jordanschen Kurve annehmen werden. In einer anderen
Ebene mit gegebenem Umlaufssinn, deren Punkte wir durch die komplexe
Variable { = & + 77 charakterisieren, sei ebenfalls ein im Endlichen ge-
legenes, durch eine Jordansche Kurve begrenztes Gebiet I' gegeben, und
es sei das Gebiet G eimeindeutig und stetrg auf das Gebiet I' abgebildet.
Die (im Gebiete G definierte) Funktion, welche G auf I a®bildet, werden
wir mit ¢ = f(2z) bezeichnen, wéhrend wir die inverse (im Gebiete I de-
finierte) Funktion, welche I auf & abbildet, mit z = ¢ ({) bezeichnen.

Unter den eineindentigen und stetigen Abbildungen des Gebietes G
auf das Gebiet [ sind die konformen Abbildungen von ganz besonderer
Wichtigkeit. Das sind Abbildungen, bei denen die im Gebiete G definierte
Abbildungsfunktion f(z) eine analytssche Funktion ist, mit anderen Worten
Abbildungen, die so beschaffen sind, daB bei jedem festen z, in G der
Differenzenquotient .

t=t _ )=

2—2, 2—2,

einem bestimmten (wegen der Eineindeutigkeit der Abbildung von selbst
von Null verschiedenen) Grenzwerte f'(z,) zustrebt, wenn der Punkt 2 in
beliebiger Weise gegen z, konvergiert, was wir durch z — 2z, bezeichnen
werden. . .

Wir wollen im folgenden eine eineindeutige und stetige Abbildung

von G auf I eine streckentreue Abbildung nennen, wenn bei jedem festen
2, in G der positive Bruch :
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. [E—=Sl _ 1£(2) —F(2)]
lz2—2]| 12—2|
fiir z — 2, einem bestimmten positiven Grenzwerte g(z,) zustrebt.
Ferner soll eine eineindeutige und stetige Abbildung von G auf T
eine winkeltreue Abbildung heiBen, wenn bei jedem festen z, in G die
auf dem Einheitskreise gelegene Zahl

sign (C—_‘_é'o) mgn(f(z)— (zo))
sign (2 —z,) gign (z—z,)

:

unter sign w fiir » <= 0 die Zahl I_ZI verstanden, sich fiir z — z, einem

bestimmten Grenzwerte %(z,) néhert. Offenbar ist [A(z,))|=1.
Weil die eine Gleichung

N
Jim i—gn w(+0)

mit den zwei Gleichungen
Lg_ Col iu | lim BLSP__(_C_—Q)

lim sign (z — z,)

fagined [z—z| !0 vt =.31gnuo
dem Inhalte nach iibereinstimmt, sind die beiden Aussagen: 1. die Ab-
bildung von G auf I ist konform, und 2. die Abbildung von G auf I
ist sowohl streckentrew als winkelireu, offenbar als gleichbedeutend an-
zusehen. ‘

Ich werde nunmehr in der vorliegenden Abhandlung den Satz be-

weisen :

Hauptsatz: Jede eineindeutige und stetige Abbildung des Gebietes G '
auf das Gebiet T, die streckentrew ist und den Umlaufssinn ungedndert
lafit, ist eine konforme Abbildung. Stie ist also von selbst winkelireu.

Dieser Satz 1a8t sich offenbar (aus Symmetnegrunden) auch folgender-
mafen aussprechen:

. Es sei f(z) eine tm GQebiete G stetige Funlctzon, die das Gebiet G
schlicht auf das Gebiet [ abbildet, und zwar derart, daf3 die Abbildung
streckentrew ist. Damm ist [(z) entweder eine analytische- Funltion oder
die konyugzerte einer amalytischen Funktion in @. Der eine oder andere
Fall tritt ein, je nachdem der Umlaufssinn bei der- eafeﬁﬂeutlgen und
stetigen Abbildung erhalten bleibb oder nicht. ' .- . i

Ich hebe noch zir Oneutmrung hervor, da.B in” dxe“ﬂ‘éfm Satze die
Voraussetzung, daB die im Gebiete @ definierte stetige Funkbmn t=7(%) .
dieseés schlicht auf ein Gebiet T 'in der g- Ebene gbbildet, 'wm%ﬂich ist.
Der Satz gilt micht mehr, wenn diése Voraussetzung Weggelassen wird.
Mit anderen Worten: Eine in einem Gebiete G stetige Funktion [(z),
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von der nur vorausgesetzt wird, daf sie iberall in G einen ,absoluten
Differentialquotienten‘ besitzt, d. h. die so beschaffen ist, daf bei jedem
festen z, in Q der Quotient

[(2) = F &)
fiir z — 2z, einem bestimmten positiven Grenzwerte zustrebt, braucht weder
analytisch in Q noch konjugiert zu einer analytischen Funktion in G
zu sein. Um dies einzusehen, geniigt schon ein so einfaches Beispiel, wie
es durch die etwa im Einheitskreise G' durch die Festsetzungen

z+y firy>0,
z—iy firy<o

o) =1z + i) -]

definierte, stetige Funktion f(z) geliefert wird. Denn es hat offenbar
diese Funktion in jedem Punkte z in G einen absoluten Differential-
quotienten (gleich + 1), und sie ist dennoch weder analytisch in @ noch
zu einer analytischen Funktion in @& konjugiert. — Durch diese letzte Be-
merkung ist eine Frage aus den Grundlagen der Theorie der analytischen
Funktionen, welche neben anderen #hnlichen Problemen in einer Ab-
handlung von Herrn Remak?!) aufgestellt ist, erledigt.

Bei dem folgenden Beweis des Hauptsatzes wird der von Lebesgue
eingefiihrte MaBbegriff sowie der Lebesguesche Integralbegriff eine sehr
wesentliche Rolle spielen?). Wir teilen den Beweis in drei Abschnitte ein.

~ In §1 werden wir, ausgehend von einem bekannten Satze aus der
Theorie der analytischen Funktionen, den Beweis des Hauptsatzes auf den
Beweis des folgenden Satzes zuriickfiihren:

Satz A: Es bilde die stetige Funktion { = [(z) das Gebiet G ein-
esndeutig, sireckentrew und unter Besbehaltung des Umlaufssinnes auf
das Gebiet [ ab. Dann gehort zu jedem 6> 0 ein ¢ >0, so daf fir
ein jedes System im Gebiete G gelegener und nicht iibereinandergreifender
Quadrate q,, q,, - ., qy> deren Gesamtflicheninhalt kleiner als ¢ ist, die

Summe
N

2| [f(2)dz]

n=1 ¢

1 R. Remak, ,Uber winkeltreue und streckentreue Abbildung an einem Punkte
und in der Ebene“, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 38 (1914), S. 193
bis 246.

%) Betreffs der im folgenden zu verwendenden Sitze aus der Lebesgueschen
Theorie werde ich an den einzelnen Stellen auf das soeben erschienene Buch von
C. Carathéodory, ,Vorlesungen iiber reelle Funktionen“, Leipzig 1918, verweisen,
in welchem ein systematischer Aufbau der Lebesgueschen Theorie gegeben wird.
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kleiner als 8 ist. Unter f f(z)dz wird das komplexe Integral von f(z)

lings des Umfanges des Quadrates g, verstanden.

Der § 2 enthiilt eine fiir den Beweis des Satzes A bendtigte mengen-
theoretische Betrachtung iiber streckentreue Abbildungen. Von den in
§ 2 bewiesenen Hilfssiitzen sei an dieser Stelle der folgende erwihnt.
Bei einer streckentreuen Abbildung des Gebietes G' auf das Gebiet T hat
jede Menge M in T, die einer im Gebiete G gelegenen Menge M vom
Mapfe Null entspricht, selbst das Maf3 Null.

SchlieBlich werden wir in § 8 unter Benutzung der Resultate von § 2
den Beweis des Satzes A und damit denjenigen des Hauptsatzes in wenigen
Worten fithren konnen.

§ 1.

Es bedeute iiberall im folgenden (= f(z) eine Funktion, die das
Gebiet @ in der z-Ebene eineindeutig und stetig auf das Gebiet ' in der
{-Ebene abbildet, und zwar derart, daB die Abbildung streckenireu ist
und den Umlaufssinn nicht dndert. Es handelt sich darum zu beweisen,
dal die Abbildung konform ist, d. h. daf f(z) eine im Gebiete G analy-
tische Funktion ist.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da8 die nach
Voraussetzung in G stetige Funktion f(z) daselbst analytisch ist, besteht
nach einem bekannten funktionentheoretischen Satze darin, daf3 das komplexe
Integral f f(2)dz, erstreckt uber den Rand eines beliebigen in @ gelegenen
Quadrates, verschwindet. Wir werden den Beweis des Hauptsatzes dadurch
erbringen, daB wir das Erfiilltsein der zuletzt genannten Bedingung nach-
weisen.

Es sei in der z-Ebene ein beliebiges Quadrat mit der Seitenlinge S
(also dem Flicheninhalt %) gegeben, dessen Rand ganz im Innern des
Gebietes G verlduft, und es bezeichne @ die Menge aller Punkte z, die
im Innern oder auf dem Rande des Quadrates liegen. Der Abstand der
Menge @ von der Jordanschen Kurve, die @ begrenzt, mége H (H >-0)
heiBen. Wir betrachten alsdann fir alle z in Q und fiir 0 < || < H
die positive, stetige Funktion der beiden komplexen Variablen z und &

F(z,h)= ] ‘
Nach Voraussetzung existiert fiir jedes feste z in Q der Grenzwert
lim F(z, h) = hmlf(z-l-h) f)]
k>0 - ’ r>0 |h|

Wir bezeichnen diesen mit g(z). Wire hierbei noch auBerdem voraus-

-
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gesetzt, daBl der Grenziibergang fir alle z in Q gleichmdfig ist, so wire
der Beweis, dall das Integral [/(z)dz, iiber den Umfang von Q erstreckt,
gleich Null ist, unschwer zu fiithren. KEine solche Voraussetzung findet
sich aber im Hauptsatze nicht. Nun bhat sich aber bekanntlich, nachdem
man dazu iibergegangen ist, Punktmengen mittels des von Lebesgue
eingefiihrten verfeinerten MaBbegriffes zu messen, das sehr bemerkenswerte
Resultat. ergeben, daB jeder (irenziibergang, bei welchem ein Parameter
auftritt, in bezug auf diesen Parameter ,,im wesentlichen‘ gleichmaBig ist®).
Indem wir speziell die vorhin eingefiilhrte Funktion F(z, k) betrachten,
sprechen wir den soeben erwihnten Satz der Lebesgueschen Theorie wie
folgt aus.

Hilfssatz 1: Jedem (beliebig kleinen) 4 >0 laft sich in Q eine

mefbare Teilmenge T mit einem Maf3 groPer als S*— 1 zuordnen, so
daf fir alle z in T die Funktion

y Fz+h)—f(2)]
F(z, b “""“[IT“)'

fiir h—0 gegen g(z) gleichmdfig strebt. Es gibt also zu jedem 8, > 0

ein (von z unabhingiges) 6, > O derart, daf} fir alle z in T wnd- fir

0 <'h| <8, die Ungleichheit

' MEIR=LDT_ g0)] <

besteht.

Ehe wir dazu iibergehen, diesen Hilfssatz auf unser Problem anzu-
wenden, schicken wir zwei auBerst einfache geometrische Hilfssatze voraus,
von denen der erste evident ist, wihrend der Beweis des zweiten so nahe
liegt, daB wir diesen dem Leser iiberlassen kénnen.

Hilfssatz 2: Es sei g ein Quadrat (mit Einschluf des Randes) tn der
z- Ebene, das durch Vermittelung einer Funktion { = F(z) eineindeutiy
und stetig auf ein Gebiet (mit Einschlufi des Randes) in der {-Ebene
abgebildet wird. Es mogen im Quadrate q zwei Punkte z, und z, + 2,
existieren, so dafl fir jedes z 4z, in g
F@) = F)| _,
2=z, "
fiir jedes z =2, in ¢
‘ E@) = Fz)| _,
|2 — 2, | ™
gilt, unter k, wnd k, zwei positive Konstanten verstanden. Dann ist
k, = k,. Die Abbildung von q auf das entsprechende Gebiet in der (- Ebene
ist entweder eine Ahnlichkeitstransformation oder zu einer Ahnlichkeits-

% Vgl. Carathéodory, 1 c. %) S. 382, Satz 12.

-
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iransformation symmetrisch, d. h. die in q definierte Funktion F(z) ist ent-
weder eine lineare Funktion F(z) - ¢, + ¢yz, oder es ist Fiz) ¢ 4 ¢,z
wo z die zu z konjugierte Zahl bezeichnet. Der eine oder der andere F ll
tritt ein, je nachdem bei der Abbildung der Umlaufssinn erhalten bleibt
oder micht.

Aus diesem Hilfssatze ergibt sich sehr leicht die Richtigkeit des
folgenden #lnlichen Hilfssatzes, in dem wir der Gleichmiligkeit lmllwr
drei Punkte z,, 2,, 2, betrachten.

Hilfssatz 3: Es sei ¢ ein Quadrat (mit Einschluff des Randes) in
der z-Ebene von der Seitenldnge 8, und es sei q miltels einer Funktion
¢ = F(z) eineindeutig und stetiy auf ein Gebiet (mit Einschlufi des Randes)
in der C-Ebene abgebildel, und zwar so, dafl bei der Abbildung der Um-
laufssinm erhalien bleibt. Es mogen ferner ein Wert & - 0, drei positive
Konstanten k,, k,, k, und dret feste in q gelegene Punkte z,, z,, z,,
welche von drei verschiedenen Eckpunkten Z,, Z,, Z, von q Abstinde

| ; i L & f 8
}Zl - znf” 4 Zﬁ““‘z'z ~ g 'Za' """ ®y - 4

haben, existieren, so daf} fiir jedes i - 1,2,3 die Ungleichung
k‘ e (ﬁ 2 ! li'»(.z) ""'-1"(;’)!

[~ &

< Ky 4 & '

fir alle z 4= z; 1m Quadrate q besteht. Dann ist [fiir cin sehr kleines o
die Abbildung ,,beinahes eine Ahnlichkeitstransformation, d. h. genau ge-
sprochen: zu jedem &, -0 gehort ein nur won e, (und wicht clwa von
ko, ky, ky und 8) abhingiges o, >0 derart, dufl, wenn in den obigen
Vorausselzungen 0 -0, ist, die im Quadrate q definierte Abbildungs-
funktion F(z) sich auf die Form bringen lijit:

F(2) =0, } 21 p(2),

wo ¢, und ¢, Konstanten bezeichnen, wdhrend y(z) fir alle z in ¢ die
Ungleichung vy (z)| << e 8 befriedigt.

Nach diesen Vorbereitungen liBt sich nunmehr leicht der folgende
Satz beweisen:

Hilfssatz 4: Es sei Q ein beliebiges Quadrat (inkl. Rand), welches
im Gebiete G gelegen ist, und es seien ¢, > 0 und &, =~ U beliebig gegeben.
Dann lifit sich eine Zerlegung des Quadrates @ in eine endliche Anzahl
von kleineren Quadraten q,, q,, ..., qy derart vornehmen, dafi die folgende
Bedingung erfillt ist: Die Teilquadrate q,, q,, ..., q, kdnnen in zwei
Klassen I und II eingeteilt werden, so dafi
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. die Summe 2 ] f f(z)dzl der absoluten Betmge der Integrale
T
[f(z)dz, erstreckt lings der Quadrate der ersten Klasse, kleiner als e,

tst, und daff

2. die Summe der Flicheninhalte der zur zweiten Klasse gehorigen
Quadrate kleiner als =, ist.

Beweis: Es sei § die Seitenlénge von @,

&1
ags o ¥
setzt. Zudiesem g, > 0 bestimmen wir ein 8, = 8, (¢, ) = J, (&, ) im Sinne des
Hilfssatzes 8. Ferner bestimmen wir, was nach dem Hilfssatze 1 (fur A= 11)
moghch ist, eine mefBbare Tellmence T von @ mit einem Maf groBer als
8= derart daB fiir alle z in 7' die Funktion

z2-+h)—1f(2)]
F(z, h)= A g (2)
fiir h—0 gleichmdfiy gegen g(z) strebt; dann konnen wir (wegen der
GleichmaBigkeit des Grenziiberganges) zu der obigen Zahl 8, >0 eine
positive Zahl @ = a(8,) = e(e,) derart wihlen, daB fiir jedes z in 7" und
0 < |k| < & die Ungleichung

g(z)— Lflz_.t""})ﬂ_i(ﬁl_[ g(z)+ 0,

besteht. Wir teilen nunmeh_r das Quadrat @ in N = n? kongruente Teil-
quadrate ein; die ganze Zahl » wird dabei so groB gewshlt, daB die

Seitenléinge s = %S der Teilquadrate kleiner als —% ausfillt. Wir werden
beweisen, da bei dieser Zerlegung von @ in Teilquadrate die Bedingung
des Hilfssatzes erfilllt ist. Dies ergibt sich folgendermafien. HEs sei g

(vgl die Fig.) ein beliebiges der n® Teilquadrate, undTes sei um jeden der
vier Hckpunkte ein Kreisbogen mit dem Radius % gezogen, wodurch aus

g vier kleine Kreisquadranten (die vier schraffierten Gebiete) herausgeschnitten
werden. Wir unterscheiden nun zwei Fille: 1. Unter
den vier kleinen Kreisquadranten gibt es mindestens
drei, welche im Innern einen Punkt der Menge 7' ent-
halten; in diesem Falle wird das Teilquadrat ¢ in die
Klasse T geschlagen. 2. Unter den vier kleinen Kreis-
quadranten gibt es hdchstens zwei, welche im Innern
einen Punkt der Menge 7' enthalten; in diesem Falle
wird das Teilquadrat ¢ zu der Klasse IT gerechnet.

Es sei zunichst ¢ ein beliebiges Quadrat der ersten Klasse. Dann

gibt es nach Voraussetzung drei Punkte z,, 2,, 2, in ¢, welche der Menge T
Mathematische Zeitschrift. I, 27
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angehoren und so beschaffen sind, daB ihre Abstinde von drei verschiedenen
Eckpunkten Z,, Z,, Z, von g kleiner als{:— sind. Da der Punktz,(¢=1,2,3)
T angehort, und sein Abstand von jedem Punkte z==2; in ¢ kleiner als
" die Diagonale 8V2 von ¢, d. h. kleiner als « ist, so gelten fiir alle z 4 z;
in ¢ die Ungleichungen

b — 8y < ! f(2) = f(z‘)|<k+6o,

Iz =a]

unter &, die positive Zahl g (z,) verstanden. Nach dem Hilfssatze 3 ist daher
fir alle z in dem betrachteten (zur ersten Klasse gehorigen) Quadrate gq

f(z)=1c, +cz+y(2),
wo ¢, und ¢, von z unabhiingig sind, wahrend |y (2)| < g,s ist. Durch
Integration lings des Umfanges von ¢ erhalten wir somit

ff(z)dz:f(c1 _ch-zz)dz‘{“f'W(z)dz:
f(cl—|—cez)dz=0,
[f@@)dz= [y(z)dz,

also, wegen

und hieraus weiter
iff(z)dzi__éf;w(zﬂidz1<eos-4s—;§ 4= =2

Da die Anzahl der Quadrate der ersten Klasse hdochstens gleich NV ist,
so haben wir hiermit die eine Hilfte unserer Behauptung, némlich die
Ungleichung .

D[ f()dz]< B N=g =

a0
bereits bewiesen.

Es eriibrigt zu beweisen, daB die Summe der Flicheninhalte der -
Teilquadrate der zweiten Klasse kleiner als &, ist.” Zu diesem Zwecke
bemerken wir zunéchst, daB, wenn 7. die Komplementirmenge, @%&“
bezug auf die Menge @ (d. h. die Menge, die aus allen I’uﬂiﬁﬁén in Q
besteht, die nicht zu 7' gehoren) bezeichnet, T ‘mefbs "uhd von einem
Ma8 kleiner als li’i‘ ist. Nach Voraussetzung enthalﬁ “jedes Teilquadrat ¢

der zweiten Klasse mindestens zwei kleine K.relequa.dranten vom Fléchen-

2
inhalt — ( 4> = , deren  innere “Punkte- samitlsch der Menge T an- _
gehoren Die Anzahl der Teﬂquadra.ﬁe ‘deér zweiten Klasse ist folglich

kleiner als ‘
. __ 5 32 & 4
11 (2~ >_s“ 11n<s”’

d. h. die Summe der Flicheninhalte aller zu der zweiten Klasse ' gehdrigen
Teilquadrate ist kleiner als &,. Hiermit ist der Hilfsatz 4 bewiesen.

F:
'\
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Es sei @ ein im Gebiete G gelegenes Quadrat, das bei vorgegebenen
¢ >0 und & >0 in Teilquadrate ¢ im Sinne des Hilfssatzes 4 zerlegt

ist. Da das Integral f f(z)dz lings des Umfanges von @ gleich der
Summe der Integrale erstreckt iiber den Umfang aller Teilquadrate
Z!f(z)dz ist, so gilt

Jf@dzl < Y| [f@dz; = Y| [fz)dz] + ' [f(2)dz ],

¢ (I II

wo in 2 bzw. Z die Summation iiber die Teilquadrate der ersten bzw.
) an
der zweiten Klasse zu erstrecken ist. HEs ist also

| [F@dz] <ot 21 [f(2)dz].

rn
Aus dieser Ungleichung folgt sofort, dafl der Beweis des Hauptsatzes, d. h. der

Beweis der Gleichung [ f (2)dz =0, gefithrt ist, wenn es gelingt zu zeigen,
: Q

dafl bei hinreichend kleinem &, die Summe Z i [7( z)dz' beliebig klein
un
wird. Der Beweis des Hauptsatzes ist alto auf den Beweis des folgenden
Satzes zuriickgefiihrt.
Satz A: Zu jedem & >0 gibt es etn ¢ > 0 derart, daf fir eine
beliebige endliche Anzahl in G gelegener und nicht bereinander greifen-
der Quadrate Qs Do oo Qs deren Gesamiflicheninhalt kleiner als e ust,

die Summe 2 ‘ f f(z)dz !, erstreckt diber die N Quadrate g, q,, - - -, Qy,
‘g

kleiner als 0 ust.

Bevor wir dazu iibergehen, diesen Satz A (und damit den Haupt-
satz) zu beweisen, werden wir in § 2 die gegebene streckentreue Abbil-
dung von @ auf I' etwas ndher studieren. :

. § 2.

Wir beweisen zundchst den folgenden wichtigen Hilfssatz:

Hilfssatz 5: Es sei M eine beliebige im Gebiete G gelegene Punkt-
menge vom Mafe Null. Dann hat die M bei der gegebenen strecken-
treuen Abbildung im Gebiete T "entsprechende Punkimenge M ebenfalls
das Map Null. .
~ Beweis: Es habe g(z) die frithere’ Bedeutung, d. h. es bezeichne
(wie iiberall im folgenden) g(z) fiir jedes z in G den, nach Voraus-

setzung vorhandenen, Grenzwert )
.~ 27*
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[f(z+h)—=f(2)

lim T

h->0
Es bezeichne ferner M (K) fiir alle festen K > 0 die Menge der Punkte z
in M, fir die g(z)< K ist. Es sei M(K) die M (K) entsprechende
Teilmenge von M. Da die Vereinigungsmenge einer abzihlbaren Anzahl
von Mengen (mit oder ohne gemeinsame Punkte), deren jede vom Mafle
Null ist, bekanntlich selbst vom MaBe Null ist, so geniigt es offenbar den
Satz fiir M (K ) (bei beliebigem festem K > 0) statt fiir die gegebene Menge
M selbst zu beweisen, d. h. es geniigt zu beweisen, dal M (K ) vom MaBe
Null ist; denn es ist ja M die Vereinigungsmenge der abzéhlbar unend-
lich vielen Mengen M (1), M(2), M(8), .... Fiir jeden Punkt z, der
Menge M (K) ist die Zahl g(z,) < K. Es liBt sich daher um jeden
Punkt z, in M (K) eine kleine Kreisfliche |2 — 2, | <7 (=7(2)) im
Gebiete G beschreiben, so daB fiir alle z <=2, in dieser Kreisfliche die
Ungleichung

[E—=Cel=1F(2) = f(2) | <K |z—2]|
gilt. Man iiberzeugt sich leicht durch nochmaligen Gebrauch des Satzes,
da8 die Vereinigungsmenge von abzihlbar unendlich vielen Mengen, deren
jede vom MaBe Null ist, selbst vom MaBe Null ist wie vorhin, daB es
beim Beweise unseres Satzes geniigt, statt M (K) eine Teilmenge L von
M (K) zu betrachten, deren Punkten 2, eine feste (d. h. von z, unab-
héngige) positive Zahl R als Radius der vorerwihnten kleinen Kreisfliche
um 2z, zugeordnet werden kann. Wir betrachten also (statt der urspriing-
lichen Menge M) eine in G gelegene Menge L wom Mafe Null mit fol-
gender Eigenschaft: Es existieren zwei positive Zahlen K und R derart,
daf3 fir jedes z, in L die Ungleichung
(F(2) = F(z) | <K|z—2]

fiir alle z 4z, 1m Kreise |z — 2,| < R besteht; zu beweisen ist, daf die
wm Gebiete T gelegene Menge N, die L entspricht, ebenfalls vom Mafe
Null ist. Der Beweis hierfiir ist erbracht, wenn es gelingt zu 'zeigen,
da8 zu jedem &> 0 eine meBbare Punktmenge ¢ vom MaBe kleiner als ¢
existiert, welche A als Teilmenge enthilt. Zu diesem’ Zwecke bestimmen
wir zunéichst zu der gegebenen Menge L vom MaBe Null eine abziihlbare
Folge im Gebiete G gelegener Quadraten g, q,, o 3 s s , deren Seiten-
léngen s, 8,, ..., 8,, ... simtlich klemer als sﬁl& un&2 die folgende

Eigenschaften haben: 1. Jeder Punkt von L mt ein innerer Punkt eines
dieser Quadrate. Jedes Quadrat enthilt mindestens einen Punkt von L.

2. Die Summe Ss? der Flicheninhalte der Quadrate ist kleiner als —2—fK-
T

Wir bezeichnen diejenige Punktmenge im Gebiete I, welche bei der Ab-
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bildung dem Innern des Quadrates g entspricht, mit o,; die Menge o,
ist meBbar, weil sie aus lauter inneren Punkten besteht. Es sei nunmehr z,,
ein Punkt von L im Innern des Quadrates ¢ und &, der entsprechende
Punkt von A im Gebiete ¢ . Dann ist das Quadrat q, ganz im Kreise
z2—z,'<V2s, <R gelecren woraus folgt, daBl die entsprechende Punkt-
menge ¢ ganz im Kreise | — ¢, | < KV 2s, lievt Ist g, das MaB der

Sy

Menge o , so ist also i, <. 7 (KV2s,)" = 2x K s». Wir bilden schlieB-
lich die \;eremxgungsmenge o der abzihlbar vielen Menﬂen 038, 10 5unn.
Die Menge o enthélt offenbar d1e Menge A als Teilmenge. Da e, meBbar
ist und ihr MaB », < 22 K"s) ist, so ist die Verexnlgunﬂsmenge o eben-
falls meBbar und ihr MaB

) 2nK?*s?=2a K"* 4_,8,: <2aK*®
‘)'tK

Hiermit ist der Beweis, dal A vom MaBle Null ist, und damit der Be-
weis des Hilfssatzes vollendet.

Aus dem Hilfssatze 5 schlieBen wir zuniichst, daf, wenn .M eine
beliebige meflbare Menge vm Gebiete G 1ist, die entsprechende Menge M im
Qebiete T ebenfalls mefbar ist*). Dies ergibt sich folgendermallen: Weil M
meflbar ist, konnen wir eine Folge von Mengen M, M,,..., M ,...in G,
deren jede aus lauter inneren Punkten besteht und M als Teilmenge ent-
halt, derart wihlen, daf fiir n-+oco das Mal von M, gegen das Mal
von M konvergiert. Es sei M’ der Durchschnitt der Mengen M,, M,, ...,
d. h. es bestehe M’ aus denjenigen Punkten, welche simtlichen Mengen
M,, M,,... angehoren; dann ist M " meBbar, und es ist das MaB
von M’ mindestens gleich dem MaB von M (weil M Teilmenge von
M’ ist) und zugleich héchstens gleich dem MaB von M, (weil M’
Teilmenge in M, ist). Es ist also (weil das MaB von M, fir n— o0
gegen das MaB von M konvergiert) das MaB von M’ gleich dem MaBe
von M. Hieraus folgt, daB die Differenzmenge My= M  — M vom
MaBe Null ist., Wir betrachten nunmehr die im Gebiete I gelegenen
Mengen M, M,, ..., M,, ..., welche den Mengen M,, M,,..., M,, ...
in G entsprechen; alle diese Mengen sind meBbar, weil sie aus lauter
inneren Punkten bestehen. Folglich ist die Menge M’, welche M ent-
spricht, gleichfalls mefBbar, weil sie der Durchschnitt der meBbaren
Mengen M,, M,, ... ist. Ferner ist die Menge M,, welche M, entspricht,
mefbar, némlich (nach dem Hilfssatze 5) vom MaBe Null. Nachdem
hiermit die MeBbarkeit von M" und M, bewiesen ist, folgt sofort aus der
Gleichung M= M"—M,, daB M ebenfalls mefBbar ist, womit die obige
Behauptung bewiesen ist.

:‘-‘-8.

Y) Vergleiche Carathéodory, L. c.?) 8. 355, Satz 2.
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Hilfssatz 6: Zu jedem e > 0 gibt es ein, 6 = d(&) > O-derart, daf,
wenn M eine tm Gebiet G gelegene mefbare Menge vom Mafe kleiner
als 8 ist, die entsprechende (nach dem vorhergehenden ebenfalls mefbare)
Menge M m Gebiete T vom Mafe kleiner als ¢ ist.

Beweis: Wir filhren den Beweis indirekt, d. h. wir nehmen an, daf3
der Satz unrichtig sei, daB es also ein ¢, > 0 gibt, so dal jedem 6 > 0
eine in @ gelegene Menge M vom MaBe kleiner als ¢ zugeordnet werden
kann, deren entsprechende Menge M in I vom Mafle > ¢, ist. Wir werden
zeigen, daB diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. Zu diesem Zwecke
bestimmen wir (unter Benutzung der zu widerlegenden Annahme) eine
Folge von mefbaren, im Gebiete G gelegenen Mengen M,, M,, ... derart,

daB bei jedem n >1 das MaB von M, kleiner als ,—tl? ist, wihrend die

entsprechenden, in I gelegenen, meBbaren Mengen M,, M,, ... simtlich vom
MaBe > ¢, sind. Es sei M " der ,,Limes superior* der Folge M, M,, ...,
d. h. diejenige Menge, deren Punkte unendlich vielen der Mengen
M,, M,, ... angehdren, und es sei M’ der Limes superior der Folge
M;, M,, .... Dann sind sowohl M’ als M’ meBbare Mengen, und es ist
offenbar M’ diejenige Menge in I', welche der Menge M’ in @ entspricht.
Da jede der Mengen M,, Mg, ... vom MaBe > ¢, ist, und auBlerdem die
simtlichen Mengen M,, ... in einem beachrinkten Teil der Ebene
(namhch im Gebiete l') hegen, so ist bekanntlich auch dér Limes superior
M’ vom MaBe > ¢,°). Dagegen ist M’ vom MaBe Null; denn 'die Menge
M’ ist fiir alle n >1 eine Teilmenge der Vereinigungsmenge M ™ der ab-

zédhlbar v191en Mengen Muyiy, Myyo,..., welche Verelmgungsmenge M®

meBbar ist mit einem MaB kleiner al o g
eBbar is it einem Ma einer as( +1)’+(n+2)“+ < s 80

daB auch das MaB von M’ fiir alle n kleiner als ;—2 ist. Die beiden so-

eben erhaltenen Resultate: 1. M’ ist vom MaBe Null, 2. die entsprechende
Menge M’ ist von einem MaBe groBer als Null, widersprechen_aber. n&ch'— B
dem Hilfssatze 5 einander, womit der Hllfssatz 6 bemesen ist. k

Es sei M eine beliebige meBbare Menge iin Gebiste & und M die
entsprechende mefbare Menge im Gebiete T. IhrMaB bezeichnen wir mit .
Diese Zahl y konnen wir alsdann als eime Funkiion der Menge M auf-
fassen; diese ,,Mengenfunktion‘, welche fiir alle meBbaren ‘Mengen M im
Gebiete G' definiert ist, und die wir mit u= o (M) bezeichnen werden,
besitzt offenbar die beiden foJgenden Eigenschaften:

L Sie ist additiv, d. h., wenn M, und M, zwei in @ gelegene meB-

5) Carathéodor}, L. c. ?) 8. 255, Satz 11.
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bare Mengen ohne gemeinsame Punkte sind, und M die Vereinigungs-
menge von M, und M, bedeutet, so gilt die Gleichung

o (M)=o(M,)+ o(M,).

II. Sie ist totalstetig, d. h. zu jedem ¢ > 0 gehdrt ein 6 =d(e) >0
derart, daB fiir jede im Gebiete (* gelezene meBbare Menge M, deren
Ma8 kleiner als ¢ ist, die Ungleichung @ (M) < ¢ besteht. (Dies ist eine
andere Form des Hilfssatzes 6.)

Eine derattige additive und totalstetige Mengenfunktion () be-
sitzt aber nach einem bekannten Satz der Lebesgueschen Theorie die
beiden wichtigen Eigenschaften®):

1. Sie besitzt ,,fast iiberall* in @, d. h.in jédem Punkte z, von Q,
hochstens mit Ausnahme der Punkte einer Menze vom MaBe Null,
- einen endlichen , Differentialquotienten D (z,). Dies besagt, daB, wenn
M = M (z,, r) das Innere eines kleinen in G gelegenen Kreises um z, mit
dem Radius r bedeutet, der positive Bruch

(M) »

wr?

gich fiir »— 0 einem bestimmten endlichen Grenzwert D(z,) nihert. —
Fiir unsere spezielle Mengenfunktion w (M) 1aBt sich iibrigens unmittelbar
direkt beweisen, dall sie sogar in jedem Punkte z, des Gebietes G (und
nicht nur mit Ausnahme einer Punktmenge vom MaBe Null) einen
Differentialquotienten D(z,) besitzt, ndmlich den Differentialquotienten
D(z,) = (g( zo)>2, wo g(z,) wie immer den Grenzwert

g(z0)=lim |f(z+h)~F(2)]

>0 [
bedeutet. Es sei z, irgendein fester Punkt im Gebiete G, und es sei
e>0 ein beliebig kleiner Wert. Fiir hinreichend kleine » wird jeder
Punkt z auf der Kreisperipherie |2.— z,| =7 in einen Punkt { des Ge-

bietes I abgebildet, welcher im Kreisringe
(1—=e)rg(z) <[f =&l <(1+e)rg(z)

gelegen ist. Die Jordansche Kurve in I, welche dem Kreise [z — z,| =1
in @ entspricht, verlduft also ganz in diesem Kreisringe. Hieraus folgt
aber sofort, daB die meBbare Punktmenge M, welche der Kreisfliche
|2 —2,| < r entspricht, also die Menge M, die aus den sémtlichen Punkten
im Innern der erwihnten Jordanschen Kurve besteht, ein MaB o (M)
besitzt, das die Ungleichungen .

{1l —e)rg(zm) P o(M) <n{(1+)rg(n)F
% Carathéodory, 1. c. ?) 8. 496, Satz 1, 2.
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befriedigt; es gelten also fiir alle hinreichend kleinen positiven r die Un-
gleichungen

(1— el (g(s) < ,fi'?s(l + o) (9(2))’

und es existiert somit der Grenzwert
(M)

zre

lim -
>0

und ist gleich (g(zo))g.

II. Der Differentialquotient D (2)=D(x+ iy) ist eine (im Lebesgue-
schen Sinne) im zweidimensionalen Gebiete @ summierbare Punktfunktion,
und es- gilt fiir jede meBbare Menge M in G die Relation

:ﬁp@u

Mit anderen Worten, eine additive totalstetige Mengenfunktion o (M)
18t gleich dem ,,Flichenintegral’ thres Differentialquotienten, erstreckt
tiber die Menge M.

Fiir unsere Mengenfunktion w (M), wo der Differentialquotient D (z)
sogar iiberall in G (und nicht nur mit Ausnahme einer Menge vom MaBe
Null) existiert und gleich (g(z))2 ist, erhalten wir also die Gleichung

)= [f (o(x))'do,

d. h. es gilt der folgende Hilfssatz.

Hilfssatz 7: Es sei M eine belicbige mepbare Menge in G und M-
die entsprechende (ebenfalls mefibare) Menge wn . Dann ist das Maf u
von M durch das Flichenintegral -

w={f (g())d
gegeben.

Wiz beweisen schlieBlich den folgenden Satz, welcher das Ziel dieses
Paragraphen bildet.

Hilfssatz 8: Es set g ein Quadrat, das (mit Emschlu[)‘ des Rtmdes)
ganz in G liegt, und es bezeichne m den Flicheninhalt- dieses Quadrates,
wdhrend p das Maf derjenigen Punkhnenge im Gebiete T bezeichnet,
welche dem Innern des Quadrates q entspricht. Damm ist der absolute
Wert des komplexen Integrals [ f(z)dz lings des Umfanges von q hichstens
gleich m + u.

Beweis: Wir diirfen offgnbar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
beim Beweise annehmen, daB die Seiten von g der reellen bzw. der imagi-
néiren Achse parallel sind, also daB die Punkte z = 1y des Quadrates ¢
durch Ungleichungen der Form z, <2 <z,, y, <y <y, charakterisiert

/
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sind, wobei z, — @, =y, —y, ist. Dann lautet die zu beweisende Un-
gleichung

Tt +in) = 1(a+ i)Yo+ 5[l + i)~ flm, + i) Y|

<m+4 pu.

Aus Symmetriegriinden geniigt es offenbar nachzuweisen, daB

v, :
} J{f<x2 —1—7:2/) _f(x1+@y)}dyl§"—‘-—2-tﬂ
ist. Wir werden sogar beweisen, daB
Yo
J1f (et iy) = (o +iy)|dy < 2

ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Differenz f(=, +ty) — f(2, +ty),

wo y, <y<y, ist, und werden zunichst beweisen, daf, wenn fir ein

y=1y" tm Intervalle y, <y <y, die Funktion g(xz-+1y’) eine fiir

z, <z <, (tm Lebesgueschen Sinne) summierbare Funktion von z
ist, die Ungleichung '

| Flay+iy) = Fla+iy) | £ (e +iy)da

gilt; mit anderen Worten, diese Ungleichung gilt fiir jedes y - y’ im
Intervalle y, <y <y,, fir welches die rechte Seite einen Sinn hat. Wir
betrachten hierzu (unter der Annahme, daB g(z -+ dy’) fir 2, <2<,
summierbar ist) die Funktion

ha)=|fe+iv)—fla+iv)]  (m=zsa),
und bilden fiir einen kleinen (positiven oder negativen) Zuwachs Az die
" Differenz h (% + Adx) — h(x). Bs ist hierbei (weil || b—a|—]c—all
<|b—c] ist)

| h(x+ d2) — h(z) | < | f (e + de+iy) —f(z+iy) |,
h(z+Adz)—h(x) < | flz+de+iy")—f (x+3y') ]| »

dzx = |d=|
Diese Ungleichung lehrt sofort, daB in einem beliebigen Punl‘ct z des
Intervalles », <x <, jede der vier Hauptderivierten der Funktion -h(a:)
(d. h. der obere und untere Differentialquotient von rechts und hnk?)
absolut genommen < g (x4 y’) ist; denn s strebt ja fiir |4z |—0 fhe
rechte Seite der letzten Ungleichung gegen g(z+1y’). Bs werde eine

(beliebig ausgewshlte) der vier Hauptderivierten von h(‘”?’ etwa 'der ob'ere
rechte Differentialquotient, mit k' (x) bezeichnet. Dieser Differential-

also
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quotient: A’ () ist in jedem Punkte a des Intervalles #, <z <z, endlich,
niamlich absolut genommen < g (x +iy’), also (wie ]ede endliche Haupt-
derivierte) eine mefbare Funktion von z im Intervalle z, < <,, und
weil er dem absoluten Werte nach nicht grofer ist als die positive nach
Voraussetzung fiir @, <« <, summierbare Funktion g(z -+ 4y’), ist er
selbst summaierbar. Hieraus folgt aber nach einem bekannten Satze der
Lebesgueschen Theorie”), da8

h(z,) =h 1>+fh )dz,
also, weil h(z,) =0 ist, daB
h(m) =1 f (@ +iy") = f (&, +iy")| = [ B (2)dw

ist. Aus dieser Darstellung von |7 (z, + ¢y’) — f (%, 4 4y’) | durch ein
Lebesguesches Integral folgt nunmehr sofort die Richtigkeit der obigen
Ungleichung

Pt 59) —F (o +9) | < [ oo+ iy

denn es gilt ja im. ganzen Intervalle o, < <, die Ungleichung
B (2) < g(x+1y’). Wir wenden uns nunmehr zum Beweise des Hilfs- .
satzes 8, d. h. zum Beweise der Ungleichung

J 17+ i9) ~ o+ i) ay < 252,

mz{fdo, ,u—ff( —}—zy)“do,

die erste Gleichung ist trivial, die zweite ist im Hilfssatze 7 bewiesen.
Hieraus folgt : ‘

Es ist

= [/ 4{(g(=+i9)) + 1B do,
also a fortiori, ’we11 A
C 0<getin=H(ietiv) +1} "'
ist und g(x + 4y), als Wurzel der- im Gebiete ¢ meBbaren Funktion
(g(w—{—iy_))e, selbst in @ mefbar-ist,

ffg +w)do<m+" ,

Nun gilt aber, weil g(z -+ ¢y) eine im Quadmte z, <x<x2, :1,/1<y<ya
summierbare Funktion des reellen Wertefiaares .(, y) ist, nach einem

) Carathéodory, 1 c.2) S. 597, Satz 4.
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fundamentalen Satz iiber die Reduktion cines Flichenintegrals auf ein
Doppelintegral®) die Gleichung

$o&
.”9(” —iyido == [dy [gix - iy)dx.
q wn £y

Diese Gleichung ist folgendermaBen zu verstehen. Es existiert fiir jedes
¥ im Intervalle v, <y ¥, h(i(‘hstons mit Ausnahme einer Punktmenge

vom MaBe Null, das Integral lg i-iy)day und es ist die durch dieses

Integral gegebene Funktion J(y) (die also fiir y -~y .y, hochstens
mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null, definiert ist) eine summier-

¥a
bare Funktion von y, deren Integral [ J{y)dy gleich dem Flichen-
14
integral [[g(z + sy)do ist. Hieraus folgt nun die zu beweisende Un-
q
gleichung; denn aus der fiir jedes y im Intervalle y <y <y,, fiir welches

das Integral f.g (x + sy)dz existiert, giltigen Ungleichung

J(y) = fa z+iy)dz Z (@, +iy) — fla, +iy)
ergibt sich sofort durch Integration nach y

m . p

l:z | &)
2 ;Jq.l gix o iyldo ;JJw)dy S cin =@ iy)idy.
Hiermit ist der Hilfssatz 8 bewiesen.

§ 3.

In § 1 haben wir den Beweis des Hauptsatzes auf den folgenden
Satz suriickgefiihrt.

S8atz A: Zu jedem >0 gibt es ein ¢ >0, s dap fir eine be-
liebige endliche Anzahl in G gelegener und nicht ibereinander greifender
Quadrate q,,4,, - - -, 4y, deren Gesamiflicheninhalt kleiner als ¢ ist, die
Ungleichung '

.

2iff(n)dz] <o

‘ wy O
Mit Hilfe der Resultate des § 2 gelingt es nun unmittelbar den
Sats A zu beweisen. Zu der gegebenen Zahl 4 >0 best:mmen wir, was

nach dem Hilfseatze 6 maglich ist, eine positive Zahl & < 3 derart, dag

% Carathéodory, 1. ¢.9) 8. 682, Satz 4.
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fir jede in G gelegene meBbare Menge M vom Mafle kleiner als ¢ die
entsprechende Menge M im Gebiete I vom MaBe w (M) <§ ist. Fir

dieses ¢ ist alsdann die Bedingung des Satzes A erfiillt. In der Tat ist
nach dem Hilfssatze 8

| [ f(z)dz| <m,+ p,
wo m, den Flicheninhalt von g, bezeichnet, wihrend u, das MaB der-

jenigen Punktmenge im Gebiete I' angibt, welche dem Innern des Qua-
drates g, entspricht, und hieraus folgt durch Summation

N N N N
3|1 | < Dim,+ m)= Smo+ S, <o+ <.
n=1 Y n=1 n=1 n=1

Hiermit ist der Satz A und damit der Hauptsatz bewiesen.

(Eingegangen am 28. Februar 1918.)



Die doppelte Bedingung fiir eine Rotationsiliche
zweiten Grades.

YVon

Rudolf Sturm in Breslau.

1. Fiir eine Fliche zweiten Grades:

. ‘P(x’@/’z)‘l“/’(x» y,z)—’—“_o’
worin

<p(x, Y, z) = aooxa -+ a’u?/a + a'ng + 2a’myz + 2 Ay 2T + 2 @1 TY,
v (%, Y, 2) = 2805 % + 205,y + 20552 + agg
ist und rechtwinklige Koordinaten zugrunde liegen, ist bekanntlich:

Qoo — Q5 Gy Aoy
A(9)= @y0> Ay — Q5 Gy =0
Q205 gy 5 Ay — @

die fiir die Transformation auf die Achsen (bzw. in den Spezialfillen auf
eine andere kanonische Form) wichtige kubische Gleichung mit drei stets
reellen Wurzeln a,, a,, @,, welche bei den Mittelpunktsflichen den rezi-
proken Halbachsenquadraten proportional sind.

. Besitzt sie eine Doppelwurzel, ay= a,, so handelt es sich, wofern
die Flichengleichung reell vorausgesetzt wird, im allgemeinen um eine
Rotationsfliche oder, falls diese Wurzel 0 ist, um einen parabolischen
Zylinder. Diese letatere Moglichkeit~einer Nichi-Rotationsflache wird von
Hesse?) nicht erwihnt; ‘auch Gundelfinger, der Herausgeber der dritten
Auflage, tut es nicht. Fiir eine Doppelwurzel ist — bei reellen Koeffi-

zienten agy, ... — notwendig, da8 die zweifache Bedingung
bis _ b0 _ o
(1) 7;:; ™ T ay

erfilllt wird; B,,, Dyo,.b, 8ind die Adjunkten der @y, @y, @ “in der

1) Analytische Geometrie des Raumes, 3. Aufl, 19. Vorlesung.
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Diskriminante A(0) von ¢@; aber dafiir ist vorausgesetzt, daB keiner won
diesen drei Koeffizienten gleich null ist, was auch von Hesse und
Gundelfinger nicht erwdhnt wird. Ist einer null, so gelten zwei andere
Bedingungen: die eine ist, daB noch ein zweiter null ist; und ist etwa
@y, = @y = 0, s0 ist die andere Bedingung: (@g) — @y ) (@, — @yy) = a,.
Damit hat man z. B. zu tun bei der Aufsuchung von Tangentialkegeln
einer Fliche zweiten Grades, welche Rotationskegel sind.

2. Im Grunde ist das Vorhanden:ein einer Doppelwurzel eine einfache
Bedingung: Verschwinden der Diskriminante der kubischen Gleichung
A(o) = 0; sie wird zweifach, weil Realitit der Flichengleichung verlangt
wird. Kummer zerlegt bekanntlich dazu diese Diskriminante in Qua-
drate, die einzeln null werden miissen, und Hesse gibt diese Unter-
suchung wieder?). Aber Kummer erhilt statt zweier Quadrate, wie es
erwiinscht wiire, steben Quadrate:

15 {500 + Ag30 + Bg0s } + By + (B120— Gy00)*+ (Boza— Ba10)*+ (Aaos — Bay)%
die sieben Gleichungen folgen aus der obigen Doppelgleichung (1) und
sind also mit zwei Gleichungen aquivalent.

Fiir agoo =0, @450 = 0, @gps = 0 ist das unmittelbar ersichtlich, denn
@300 = Ggo b9 — @100y =0, ...; das sind die drei in (1) enthaltenen
Gleichungen. Fiir die vier iibrigen erwshnt Hesse die Moglichkeit ihrer
Ableitung aus (1), ohne sie jedoch auszufithren. Ich halte die Ausfiihrung
derselben nicht fiir tiberfliissig.

Es sei y der gemeinsame Wert der drei gleichen Bruche in (1), so daB

Qpy B3 O Gy Qg Gy,
G 0T gy T T A =y
Dann ist
ey, (adh—a
Bgo—0byy = oy (ady o — i3)
Qg0 Gy2

3 a2 . (@ _ .
@go — Qg == . (@0 — y3) = (7 + @45 ) (@50 — @y );

boo — by = @y, @0, — a — Ao Vgg + g
= — Gy (Ggg — @y;) + ay — a = (@gp — Gyy) 75
by — by =(ay, — a’aa)?’_' bye — by = (@ — @) 7.

Nun ist die Kummersche Gré8e

Qa0 — Bygg = Gyq (byy — bop) + by (ap—ay,) " *
+ byg (@9 — gg) + @y (Byg — bgo) = @3 ¥ (@yy — @) + @y (@go — @yy)
+ 7o (oo — g3 )+ Gyg- ¥ Gy — @y) = 0.

%) Kummer, Journal fiir Ma.thema.tlk Bd. 26 (1848), S. 268; Hesse, 2.a. 0.,
27. Vorlesung. g
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Ebenso ist
Qoo — Bygo =0, ..
g1y = Bog (bag — byy) + @y (oo — byy) + Ggg (b3 — boo) =
= 7 {0 (Bas — yy) + @y (Ggp — Q) + Aag (@yy — @go)} — 0%).
Die beiden Bedingungen des obigen Spezialfalls bewirken dasselbe.
3. Die transformierte Gleichung der Fliche ist:
a (2 + %) +a, 2" + v, (2,9,2) - 0
der Kegel, der ihre unendlich ferne Kurve aus dem Anfangspunkte

projiziert:
a,(2* +y*) +a,2"=0

ay (% 4 y* +2°) + (8, — @) 2* = 0;

er berithrt also den konzentrischen isotropen Kegel x® -+ y*-4-2%==0
nach der absoluten Kurve (dem unendlich .fernen Kugelkreis) doppelt:
lings der Kanten in z=0; folglich beriihren sich auch die beiden un-
endlich fernen Kurven‘doppelt: in ihren in z== 0 gelegenen Punkten.

Der unendlich ferne Schnitt eines parabolischen Zylinders, bei dem
y = 0 ist, besteht aus zwei unendlich nahen Kanten, und die zweimal zwei
unendlich nahen gemeinsamen Punkte kommen nicht durch eigentliche
Beriihrung zustande. _

4. Was bedeutet aber, wenn die Realitit der Flichengleichung nicht
verlangt wird, das Vorhandensein einer Doppelwurzel oder das Verschwinden
der Diskriminante von A(g) = 0 als einfache Bedingung?

Diese kubische Gleichung ergibt sich auch folgendermaBen mit anderer
Bedeutung der Wurzeln. Auf unendlich ferne Punkte (%,9, 2, 0) beschrinkt,
sind ¢(2,y,2)=0, 2®+y®+2°=0 die Gleichungen der unendlich
fernen Kurve der Fliche und der absoluten Kurve; folglich liefert A (¢) =0
die Parameter der drei Geradenpasre ihres Biischels. Ihre Doppelpunkte
bilden das gemeinsame Polardreieck desselben. Es ist vollstindig reell,
wenn es sich um reelle Gleichungen handelt, weil mindestens die eine
eine reell-imaginiire Kurve darstellt, also die vier Schnitte imaginir gind *).
Bei einer Fliche mit (endlichem) Mittelpunkte sind die Durchmesser
nach ihmen zigleich konjugiert und rechtwinklig, also die Achsen der
Fliche. . Bei einer Rotationsfliche haben die Kurven co' gemeinsame
Polardreiecke, eine Hcke fest im Beriihrungspol der doppelten Beriihrung,

oder.

%) AnschlieBend sei eine Vereinfachung zu Hesses Buch erwihnt. Die For-
meln 28) auf 8. 806 sind zu umsténdlich abgeleitet; gie ergeben sich durch einfache
Subtraktion der linken Formeln 7) von 23).

4) Steiner-Schréter, Vorlesungen, 3. Aufl., Nr. 272; Sturm, Geometrische
Verwandtschaften, Bd. IT, Nr. 326.
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die andern in zwei gemeinsam konjugierten Punkten auf der Beriihrungs-
sehne; es gibt co! Tripel von Achsen, denen allen die Rotationsachse,
nach dem Beriihrungspol gehend, gemeinsam ist.

Hat nun die kubische Gleichung eine Doppelwurzel, so haben zwei
der Geradenpaare sich vereinigt; dazu ist Beriihrung der beiden Kurven
erforderlich, und das doppelte Geradenpaar geht vom Berithrungspunkte
‘nach den beiden weiteren Schnittpunkten. Wenn nur Beriihrung in esnem
Punkte statthat, so muB, weil die absolute Kurve — mit reeller Gleichung —
keine reellen Punkte besitzt, die andere Kurve und die Fliche eine imagi-
niire Gleichung haben, nicht etwa reell-imaginir mit reeller Gleichung sein.
Zwei Kurven, welche beide reelle Gleichungen haben, haben mit einem
imaginéren Punkte auch den konjugiert imaginiren gemein, und Beriihrung
in dem einen zieht Beriihrung in dem andern nach sich. So ergibt sich
doppelte Berithrung; und die Zweifachhest der Bedingung it Falle der
Realitiit der Flichengleichung ist fiir mich so anschaulicher dargetan als
durch die algebraischen Uberlegungen.

(Eingegangen am 28. Februar 1918.)



Einfacherer Beweis fiir die acht Schnittpunkte dreier
Flichen zweiter Ordnung.
Von

Rudolf Sturm in Breslau.

1. Fir diesen 8atz von den acht Schnittpunkten, der doch mehr den
Elementen der analytischen Geometrie des Raumes angehort, ist die
Heranziehung des allgemeinen Satzes der Algebra tiber die mnp Losungs-
systeme wvon drei (unhomogenen) Gleichungen mit drei Unbekannten, von
den Graden m, n, p, zu umsténdlich; zumal der Beweis desselben ) wohl
nicht in jeder Beziehung befriedigend genannt werden kann.

Die Darstellung der (ganzen) symmetrischen Funktionen der Wurzel-
paare von zwei (Gleichungen ist noch ein wunder Punkt. Salmon z. B.
konstruiert die Gleichung mnte Grades in ¢, deren Wurzeln aus jenen
Paaren w;, y,; durch #, = 1,4 uy, entstehen, bildet fiir deren symmetrische
Funktionen die Koeffizientenausdriicke und vergleicht die Faktoren der
Potenzprodukte von 4, u links und rechts. Aber ein solches Produkt hat
sehr h#aufig nicht bloB eine symmetrische Funktion zum Faktor, sondern
eine Summe von solchen Funktionen, und die Vergleichung gibt nur fiir
diese, nicht fiir die einzelnen Funktionen den Koeffizientenausdruck.

Ferner, diese Ausdriicke haben Nenner; wenn 4, # auch in diese ein-

' gehen . — vermutlich nicht —, wie geschieht dann die Vergleichung, und
" welche Koeffizienten gehen in diese Nenner ein? Wahrscheinlich nur die

der ﬂ&qhgten Aggregate der Gleichungen. Das sind Fragen, die vorher

"erledigt werden miissen, aber, soviel ich sehe, es noch nicht sind.

Besitzt man auch nur fiir eine dieser symmetrischen Funktionen der
Wurzeipaa.fe, selbst im einfachsten Falle, wo beide Gleichungen vom
zweiten Grade sind, den Koeffizientenausdruck? Bei der Herstelling der

1.)‘ Sa.lmolﬁ. Modern higher Algebra, 4. Auflage, Vorlesung VIII; H. Weber,
Lebrbuch der Algebra, 2. Auflage, Bd. I, Neuer Abdruck § 57; Kleine Ausgabe § 28;
Serret-Wertheim, Handbuch der Algebra, Bd. I, 2. Teil, Kap. 5.

M athematische Zeitschrift. I, 28
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Resultante von drei Kegelschnittsgleichungen durch Einsetzung der Wurzel-
paare von zweien in die dritte hat man es mit 125 symmetrischen Funk-
tionen zu tun?); also ist das praktisch unausfiihrbar.

2. Den Wunsch, den Satz von den acht Schnittpunkten einfacher zu
beweisen, hat schon Hesse®) erfiillt, wenn auch auf einem Umwege, indem
er zu den drei Flichengleichungen noch die einer Ebene hinzufiigt, die
Bedingung fiir diese Ebene aufsucht, daB sie mit den drei Flichen einen
Punkt gemeinsam hat; die Fliche achter Klasse fiir die Ebene, deren
Gleichung er erhalt, besteht aus den acht Ebenenbiindeln um die gesuchten—
Schnittpunkte. Aus der Theorie der Funktionaldeterminante (Vorlesung 8)
benutzt er einen Satz fiir den Fall, daB von den &k Funktionen mit &
homogenen Verdnderlichen ¥ — 1 im Grade iibereinstimmen. '

Ich werde im folgenden den einfacheren, auch von Hesse bewiesenen
Satz fiir den Fall benutzen, da8 alle denselben Grad haben: ‘

Ein (nicht aus lauter Nullen bestehendes) Wertsystem, das alle
kFunktionen zum Verschwinden bringt, bringt immer die Funktionaldeter-
minante, im genannten Falle aber auch ihre & Ableitungen zum Ver-
schwinden. Damit erhdlt man die Resultante von drei Kegelschnitts-
gleichungen, ohne symmetrische Funktionen, weil die verschwindenden
Ableitungen ebenfalls zweiten Grades sind — ein Vorzug dieses einfachen
Falles; man kann aus den sechs Gleichungen zweiten Grades linear die
GroBen 2?, wy, % %2, yz, 2° durch eine verschwindende Determinante R
sechsten Grades eliminieren. Auch Hesse eliminiert &hnlich, aber aus
elf Gleichungen. :

3. Ich fithre nun fiir diese — bekannte — Elimination noch eine
wesentliche Vereinfachung ein, indem ich den Begriff der Dimension der
Koeffizienten in einer Kurven- oder Flachengleichung als Mafgrofen
benutze, der in unserer Zeit, glaube ich, nicht ausgiebig genug verwertet
wird, wéhrend er vom Altertum bis Vieta eine groBe Rolle gespielt hat.
Alle Glieder einer Gleichung (n'™" Grades) miissen dieselbe Dimension
haben, daher die Koeffizienten der Glieder, die in den verénderlichen Koordi-
naten die Dimension ¢ haben, die Dimension n — 4, wofern die des
hochsten Aggregats dimensionslos sind. Als ,,Gewicht* tritt diese Zahl
in der Algebra auf; aber bei dieser rein algebraischen Auffassung ist die
Konstanz dieser Zahl in allen Gliedern eines Koeffizientenausdrucks nicht
selbstversténdlich, wohl aber bei der Auffassung als geometrische Dimension.

*) Ein symbolischer Ausdruck fiir die Resultante, fiir unsern Zweck wohl nicht
verwendbar und auch nicht elementar genug erhalten, findet sich in Clebsch-
Lindemanns Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. I, S. 526, Formel (22).

%) Analytische Geometrie des Raumes, 3. Auflage, 9. Vorlesung.
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Von der Resultante B brauche ich nicht die ausfithrliche Darstellung,
sondern nur thre Dimension.

Um- sie noch besser hervorzuheben, nehme ich aus den Koeffizienten,
welche die Dimension ¢ haben, einen Dimensionsfaktor, die Potenz ¢i der
MaBeinheit ¢, heraus, schreibe also in einer Kegelschnittsgleichung a,c,
Uyg €, Ayg €° stALE a5, ayy, ay, (30 daB a,,, a,5, @y, nun auch dimensions-
los sind).

So geschrieben, lautet die Funktionaldeterminante von drei Kegel-

schnittsgleichungen:

Uy @+ CppY - Uy C2, Gy @+ Uy Y + Ay C2, Byy CT + gy CY + gy € 2)
J=1ib,x+b,y+b,ez,

C ¥+ ClY + CzC2, . 5 o g o s e oEow h Z
die Glieder mit «°, y?, a’y, ay®; 2°2, y®2, xyz; x2% y2®; -2® haben er-
sichtlich die Dimensionsfaktoren ¢, ¢? ¢, ¢, und die Glieder mit a?, g*, xy;
xz, yz; 2° in g g; die Faktoren ¢, ¢% ¢® in %‘;T aber c?, ¢, ¢t

Nun geniigt es, in die Determinante R blo diese Faktoren einzu-

setzen:

| ¢, C, c?

i L e . Gy 6y C°

j c, ¢, ¢

‘e, ¢, ¢, ¢ttt .

¢, €, ¢, ¢%c? P

b e c?, 62 8, 6% et
die drei letzten Kolonnen und dann die drei letzten Zeilen zeigen, daB
alle Glieder den Faktor c-c-c?x<¢ ¢ =t haben, die Resultante ot

achter Dimension.
4. Nun seien drei Flachen zweiter Ordnung gegeben, mit unhomogeren
Gleichungen; wir schneiden mit 2z = %, z. B. die erste in dem Kegelschnitte:

@y & + 20, 2Y + Ay Y° +2(a1sh+a‘14)w+2(%sh+%4)
+ (ag 2 +2“a47"+“44)=0

die Koeffizienten erster und zwe1ter Dlmensmn haben den Grad 1,2in h, i

also ist R = 0 achten Grades in.A.
Es gibt acht Parallelebenen zur xy-Ebene, in denen die auaﬁe-
schmattenen Kegelschnitte einen gemeinsamen Punkt haben, der. daM
gemeinsamer Punkt der drev Fldchen ist.
Ahnlich erhélt man die vier Schnittpunkte von zwei Kegelschmtten
aus der Resultante von zwei quadratischen Gleichungen mit einer Unbe- -
ka.nntien, diese als LéngengroBe auffassend. ’

(Eingegangen am 28, Februar 1918.) -




Berichtigung.

Zu meiner Arbeit, ,,Uber harmonische Funktionen und ZL-Formen®,
Bd. 1, 8. 149-—162.

n» n

S. 150, Z. 12 von unten ist statt 2 zu setzen Z s

° yu=1 v, u=0

8. 161, Z. 7 von oben ist statt (¢", G™) zu setzen (29™, 26™).

Zu dem von Herrn Fejér herrilhrenden Satz A ist zu bemerken, daB
sich ein gleichfalls einfacher Beweis des Satzes aus einer von Stieltjes (De
la transformation de la fonction périodique A4, + A4, cos ¢ -+ B, sing + . ..
+ 4, cosng + B, sinng, Nieuw Archief voor Wiskunde IX (1882), 8. 111
bis 116; Werke 1, 8. 99—104) gegebenen Faktorenzerlegung der trigono-
metrischen Polynome sehr leicht ergibt. Auf die Stieltjessche Arbeit
hat mich Herr Landau freundlichst aufmerksam gemacht.

Zu Satz VI vergleiche man: O. Toéplitz, Zur Theorie der quadra-
tischen und bilinearen Formen von unendlichvielen Verinderlichen, Math,
Annalen 70 (1911), 8. 851—876; F. Riesz, Les systdmes d’équations
linéaires a une infinité d’inconnues, Paris 1918 (insh. 8. 175—178).

Zu meiner Arbeit, ,,Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenz-
reihe®, Bd. 1, S. 163—1883.

8. 174, Z. 8. Die Angabe, Herr Landau habe die voranstehende Ab-
«&chitzung von |8 * Y| fiir 3 <k <1 bewiesen, muB dahin erginzt wer-
den, dafl er sie, wie ich, fiir alle % > 3 bewiesen hat (loc. cit. 8. 252).

8. 176, in Formel'(18) ist statt sin(n 1)y zu setzen: sin(n -+1)e.

T 0. Szész.
(Eingegangen am 22. Mai_1918.)
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