D
[-A elt

Werk

Titel: Die Grundlagen der Physik . (Erste Mitteilung.)

Autor: Hilbert, D.

Jahr: 1915

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?252457811_1915|log50

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Die Grundlagen der Physik.
(Erste Mitteilung.)
Von
David Hilbert.

Vorgelegt in der Sitzung vom 20. November 1915.

Die gewaltigen Problemstellungen von Einstein!) sowie
dessen scharfsinnige zu ihrer Losung ersomnenen Methoden und
die tiefgreifenden Gedanken und originellen Begriffsbildungen, ver-
moge derer Mie?) seine Elektrodynamik aufbaut, haben der Unter-
suchung iiber die Grundlagen der Physik nene Wege eriffnet.

Ich mochte im Folgenden — im Sinne der axiomatischen Me-
thode — wesentlich ans zwei einfachen Axiomen ein neues System
von Grundgleichungen der Physik aufstellen, die von idealer Schon-
heit sind, und in denen, wie ich glaube, die Losung der Probleme
von Einstein und Mie gleichzeitig enthalten ist. Die ge-
nauere Ausfithrung sowie vor Allem die spezielle Anwendang meiner
Grundgleichungen auf die fundamentalen Fragen der Elektrizitéats-
lehre behalte ich spiteren Mitteilungen vor.

Es seien w, (s = 1, 2, 8, 4) irgendwelche die Weltpunkte wesent-
lich eindeutig benennende Koordinaten, die sogenannten Weltpara-
meter (allgemeinste Raum- Zeit-Koordinaten). Die das Geschehen
in w, charakterisierenden GroBen seien: ’

1) die zehn zuerst von Einstein eingefiihrten Gravitations-
potentiale g,, (s, » = 1,2, 3,4) mit symmetrischem Tensorcharakter
gegeniiber einer beliebigen Transformation der Weltparameter w,;

2) die vier elektrodynamischen Potentiale ¢, mit Vektor-
charakter im selben Sinne.

1) Sitzungsber. d. Berliner Akad. 1914 S. 1030, 1915 S. 778, 799, 831, 844,
2) Ann, d. Phys. 1912, Bd. 37 S. 511, Bd. 89 S. 1, 1913, Bd. 40 S. 1.
Kgl. Ges. 4. Wiss. Nachrichten, Math-phys. Klasse. 1915. Heft 8. 27



396 David Hilbert,

Das physikalische Geschehen ist nicht willkiirlich, es gelten
vielmehr folgende zwei Axiome:

Axiom I (Mie’s Axiom von der Weltfunktion?)): Das Gesetz
des physikalischen Geschehens bestimmt sich durch eine Weltfunktion
H, die folgende Argumente enthdlt :

__ 09g,, _ 9w
(1) gpv: gy.vl = awl ) uvk = Ow, awk )
) G 0 =k Ok =123 4
k3 £’ awl ’ ) - e At ]

und zwar muf} die Variation des Iniegrals

fH\/g—dm

(g = Igfwl’ do = dwn dwsdws dw«l)

fiir jedes der 14 Potentiale g,,, q, verschwinden.
An Stelle der Argumente (1) konnen offenbar auch die Argu-
mente
uv 2 Uy
3 9" o= s O = G
treten, wobei g** die durch g dividierte Unterdeterminante der
Determinante g in Bezug aunf ihr Element g,, bedeutet.

Axiom IT (Axiom von der allgemeinen Invarianz?): Die
Weltfunktion H ist eine Invariante gegeniiber einer beliebigen Trans-
formation der Weltparameter w,.

Axiom II ist der einfachste mathematische Ausdruck fiir die
Forderung, da8 die Verkettung der Potentiale g,,, g, an und fir
sich vollig unabhiingig ist von der Art, wie man die Weltpunkte
durch Weltparameter benennen will.

Das Leitmotiv fiir den Aufban meiner Theorie liefert der fol-
gende mathematische Satz, dessen Beweis ich an einer anderen
Stelle darlegen werde.

1) Mie’'s Weltfunktionen enthalten nicht genau diese Argumente; insbe-
sondere geht der Gebrauch der Argumente (2) auf Born zurick;' es ist jedoch
gerade die Einfihrung und Verwendung einer solchen Weltfunktion im Hamilton-
schen Prinzip das Charakteristische der Mie’schen Elektrodynamik.

2) Die Forderung der orthogonalen Invarianz hat bereits Mie gestellt. In
dem oben aufgestellten Axiom II findet der Einsteinsche fundamentale Grund-
gedanke der allgemeinen Invarianz den einfachsten Ausdruck, wennschon bei Ein-
stein das Hamiltonsche Prinzip nur eine Nebenrolle spielt und seine Funktionen
H keineswegs allgemeine Invarianten sind, auch die elektrischen Potentiale nicht
enthalten.
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Theorem I. Ist J eine Invariante bei beliebiger Transformation
der vier Weltparameter, welche # Groflen und ihre Ableitungen
enthilt, und bildet man dann aus

dfTVgdo =0

in Bezug auf jene n Gridfen die » Lagrangeschen Variations-
gleichungen, so sind in diesem invarianten System von # Diffe-
rentialgleichungen fiir die » Grofien stets vier eine Folge der »— 4
iibrigen — in dem Sinne, da8 zwischen den » Differentialgleichungen
und ihren totalen Ableitungen stets vier lineare, von einander un-
abhingige Kombinationen identisch erfiillt sind.

Beziiglich der Differentialquotienten nach g, g;”, g5, wie sie
in (4) und nachfolgenden Formeln auftreten, sei ein fiir allemal
bemerkt, daf wegen der Symmetrie in g, » einerseits und %, !
andererseits die Differentialquotienten nach g*’, gi” mit 1 bezw. &
multipliziert zn nehmen sind, jenachdem g = » bezw. g ¥ » aus-
fallt, ferner die Differentialquotienten nach g’ mit 1 bezw. § bezw.
} maultipliziert zu nehmen sind, jenachdem g = » und % = ! bezw.
p=ovund kfloder py Fvund k=1 bezw. p v und & 7
ausfallt.

Aus Axiom I folgen zuniichst beziiglich der zehn Gravitations-
potentiale ¢** die zehn Lagrangeschen Differentialgleichungen

o\g H 0 oy H 8 oVgH _ _
(4) ag}lv —% awk ag;:v +i§l awk awl 69%” - 07 (F)v_ 1’2?3)4)
und sodann beziiglich der vier elektrodynamischen Potentiale ¢,

die vier Lagrangeschen Differentialgleichungen

oNg H 8 oNgH _
(5) 0 T2 Pw o — 0, (h=1,23,4).

Der Kiirze halber bezeichnen wir die linken Seiten der Glei-
chungen (4), (5) bez. mit

Vo HL,, [V H].

Die Gleichungen (4) mdgen die Grundgleichungen der Gravi-
tation, die Gleichungen (5) die elektrodynamischen Grundgleichungen
oder die verallgemeinerten Maxwellschen Gleichungen heifen. In-
folge des oben aufgestellten Theorems konnen die vier Gleichungen
(5) als eine Folge der Gleichungen (4) angesehen werden, d. h. wir
konnen unmittelbar wegen jenes mathematischen Satzes die Be-
hauptung aussprechen, daf in dem beseichneten Sinne die elektro-

dynamischen Erscheinungen Wirkungen der Gravitation sind. In dieser
27+
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Erkenntnis erblicke ich die einfache und sehr iiberraschende Lésung
des Problems von Riemann, der als der Erste theoretisch nach
dem Zusammenbang zwischen Gravitation und Licht gesucht hat.

Im folgenden benutzen wir die leicht beweisbare Tatsache,
dafl, wenn p’ (j=1,2,3,4) einen willkiirlichen kontravari-
anten Vektor bedeutet, der Ausdruck

I
p¥ = (9 — 9" ri— 9" ), ( ; = gi)
8 (]

einen symmetrischen kontravarianten Tensor und der Ausdruck
= (a2’ + ¢,27)
8

einen kovarianten Vektor darstellt.

Des Weiteren stellen wir zwei mathematische Theoreme auf,
die wie folgt lauten:

Theorem 1I. Wenn J eine von 9** g{”, 94, ¢,, 4 abhingige
Invariante ist, so gilt stets identisch in allen Argumenten und fiir
jeden willkiirlichen kontravarianten Vektor p°

aJ o o
o 5 (G 4 g A0+ g )
6J
+ 3 (G At 5o daa) = 0

dabei ist
49" = 2(9“”‘10;+9""pi‘,.,

¥ Y A yv
agr = = DI B+ 5
8* Ag**
MY —_— k2
dgy; %(9 Dot Ga i+ Gim D1+ = — 6w w,
A9, = — 9.5,
m
) wm , 049
Mo = — 2 on i + 555

Dieses Theorem II 148t sich auch folgendermaBen aussprechen:
Wenn J eine Invariante und »°* ein willkiirlicher Vektor wie
vorhin ist, so gilt die Identitit

o .
® S ? = P7;
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dabel ist
P = P+ P,

d 3 3
P= 3 (0t o o T8 )
— wElk P gy T g I g

0 )
P, = 3(no +2a3,)
¢ l,zk h 9¢, a n

gesetzt und es gelten die Abkiirzungen:

op* &p* o,
(2 i g— o .
by: = awk s Pr aw,‘ dw, : Py awk

Der Beweis von (6) ergibt sich leicht; denn diese Identitdt
ist offenbar richtig, wenn p° ein konstanter Vektor ist und daraus
folgt sie wegen ihrer Invarianz allgemein.

Theorem ITT. Wenn J eine nur von den ¢*” und deren Ab-
leitungen abhiingige Invariante ist, und, wie oben, die Variations-
ableitungen von \g J beziiglich ¢g** mit [\/g J ]u, bezeichnet werden,
so stellt der Ausdruck — unter 2’ irgend einen kontravarianten
Tensor verstanden —

1 s gl
V9 d,v

eine Invariante dar; setzen wir in dieser Summe an Stelle von
h** den besonderen Tensor »** ein und schreiben

= Vo Lo = 36,00+ 0
v s,
wo alsdann die Ausdriicke
is == Z [\/.ZI_J ],ur 9:' v:
u,v
i’i == —22[W;J]pg”z
w
lediglich von den g** und deren Ableitungen abhingen, so ist
<]
) i, = 0Ot

ow,
7 %wy
in der Weise, daB diese Gleichung identisch fiir alle Argumente,
némlich die ¢** und deren Ableitungen, erfiillt ist.
Zum Beweise betrachten wir das Integral

JIVgdn, do = dw,dw,dw,dw,
das iiber ein endliches Stiick der vierdimensionalen Welt zu er-
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strecken ist. Ferner soll p° ein Vektor sein, der nebst seinen Ab-
leitungen auf der dreidimensionalen Oberfliche jenes Weltstiickes
verschwindet. Wegen P = P, folgt aus der letzten Formel der
ndchsten Seite

- oNg Jp°
?,(V77) = S WIE,
8 s
dies ergibt
JSP,(IVg)do = 0

und wegen der Bildungsweise der Lagrangeschen Ableitung ist
demnach auch

> Vo 7)., 97 do = 0.
wv
Die Einfiihrung von i, # in diese Identitiit zeigt schlieSlich, daf

0% .
S —i)pdow = O
f(% 0w, s)p @

und daher auch die Behauptung unseres Theorems richtig ist.
Das wichtigste Ziel ist nunmehr die Aufstellung des Begriffes
der Energie und die Herleitung des Energiesatzes allein auf Grund
der beiden Axiome I und IIL
Dazu bilden wir zunichst:

_ Vg H vy Vg H
Py(\[g_H) —y,g’ ( 69““ ‘u agp.v

ein gemischter Tensor vierter Ordnung und daher

ar = s ([ o)

ffel = 520" Gt =91

setzt, der Ausdruck
®) d=3 F g

e, vk og

ein kontragredienter Vektor.
Bilden wir daher den Ausdruck

B0 m)-3 2%
%0 enthiilt derselbe die zweiten Ablextnngen p4 nicht mehr und

vy OV H
B+ g p“)

Nun ist 61"‘1’
wird, wenn ma.n
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hat daher die Gestalt
Vo 2 (B 0" + B, pi”),

iy 1’1

2:( 0 0H oH {ly}_ oH {lv})
9% G‘w; 99w 995 le agiF e
wiedernm ein gemischter Tensor ist.

Nunmehr bilden wir den Vektor
©) ¥ = 3 B, p"”

o7
und erhalten dann
MNg (& + b -
10 pm -z Ved+3) _ = 20 Ao~
¥

worin

Andererseits bilden wir

Pq(VEH) = %(6V5H Pt GV——H Id);

9¢, 09y
., OH .
dann ist T ein Tensor und der Ausdruck
kt
o0H
11 ? =
11) ¢ 2 o B

stellt daher einen kontragredienten Vektor dar. Entsprechend,
wie oben, wird

12) P,(V7 H) - 2‘“’9‘ = S0V Ha.

Beriicksichtigen wir nun die Grundgleichungen (4) and (B), so
folgt durch Addition von (10) und (12):

Ow,

Nun ist

P E) = Vi PH+ 3 g‘/ff,

= VEPH+H§(—5%¢+ Vo #)
und vermdge der Identitit (6) daher
P(VgH) = \/92 7o, =, +H§.‘(av-p +Wps) =3 No By
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Somit erhalten wir schlieflich die invariante Gleichung

0
%Twl—vg—(ﬂ-p"—&z—bl— l) =0

Jetzt beriicksichtigen wir dafl

0H _oH

0gn 99y
ein schiefsymmetrischer kontravarianter Tensor ist; infolgedessen
wird

1 d [(o\gH o\VgH

v om -
(13) v 0w |\ oa o, )P %
ein kontravarianter Vektor und zwar erfiillt derselbe offenbar die
Identitit

Ng &

= 0.
T Ow,

Definieren wir nanmehr
(14) ¢ = Hp—d-b—-cd-d

als den Energievektor, soist der Energicvektor ein Lontravarianter
Vektor, der noch von dem willkiirlichen Vektor p* linear abhingt und
tdentisch fir jede Wahl dieses Veltors p* die invariante Energie-

gleichung
o\ é

; ow, =9

erfullt.

Was die Weltfunktion H betrifft, so sind, damit ihre Wahl
eindeutig wird, noch weitere Axiome erforderlich. Sollen die
Gravitationsgleichungen nur zweite Ableitungen der Potentiale
g* enthalten, so muf H die Gestalt haben

H=K+L
wo K die aus dem Riemannschen Tensor entspringende Invariante
(Kriimmung der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit)
K = 2 g.’"_&‘“
8, v
_ 9 fpx] 0 [uv px) {Av _{yv Ax
£ = 2t 2 GHTHY

*®
bedeutet und L nur von ¢, g,", ¢,, ¢, abhingt. Endlich machen
wir im folgenden noch die vereinfachende Annahme, daf L nicht
die ¢{" enthilt.
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Wir wenden alsdann Theorem IT auf die Invariante L an und
erhalten

(15) zm;’—gf,—w"p,,wmm %

u, 7,

2 L gurt

= & 3 (qs,.pk + @ 05 + 2a %) = 0.
s, Tom a

Das Nullsetzen des Koeffizienten von pJ; linker Hand liefert die

Gleichung
oL oL
bl S =
(a%k 2 Gka)q"
oder
oL L
16 =0
(16) 0g i 035 ’

d. h. die Ableitungen der elektrodynamischen Potentiale g, treten
nur in den Verbindungen

My, = 4g— %

auf. Damit erkennen wir, daf bei unseren Annahmen die Inva-
riante L aufler den Potentialen ¢*’, g, lediglich von den Kompo-
nenten des schiefsymmetrischen invarianten Tensors

M = (M,) = Rot (3,

d. h. des sogenannten elektromagnetischen Sechservektors abhingt.
Dieses Resultat, durch welches erst der Charakter der Maxwellschen
Gleichungen bedingt ist, ergibt sich hier wesentlich als Folge der
allgemeinen Invarianz, also auf Grund von Azxiom II.

Setzen wir in der Identitit (15) den Koeffizienten von p,
linker Hand gleich Null, so erhalten wir mit Benatzung von (16)

6L oL
17 2 g — -2y
( ) 2 69" oyt q % ) M-u ¥§
Diese Glelchung gestattet eine wichtige Umformung der elektro-
magnetischen Energie, d. h. des von L herrithrenden Theiles des
Energievektors. Dieser Teil ergibt sich nimlich ams (11), (13),
(14) wie folgt:
’ oL d [(VgL VgL }
L WAR
. r z 04, B 2V—§aw)’;{( 9gu )p %
Wegen (16) und mit Beriicksichtigung von (5) wird dieser Aus-
druck gleich

=0, (p=1234)
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o O g oD )
(8 3 (£~ 7 Ma— 5 )2

s,k
@ =0 l4s; 8=1)
d. h. wegen (17) gleich

(19)

Wegen der im folgenden entwickelten Formeln (21) ersehen
wir hieraus insbesondere, da8 die elektromagnetische Energie und
mithin auch der totale Energievektor ¢ sich allein durch K aus-
driicken 148t, so daf nur die ¢*” und deren Ableitangen, nicht aber
die g, und deren Ableitungen darin auftreten. Wenn man in dem
Ausdrucke (18) zur Grenze fiir

G = O) (l":':”)
Y =1

iibergeht, so stimmt derselbe genan mit demjenigen iiberein, den
Mie in seiner Elektrodynamik aufgestellt hat: der Mie’sche
elektromagnetische Energietensor ist also mnichts
anderes als der durch Differentiation der Invariante
L nach den Gravitationspotentialen ¢g* entstehende
allgemein invariante Tensor beim Ubergang zu jener
Grenze — ein Umstand, der mich zum ersten Mal auf den not-
wendigen engen Zusammenhang zwischen der Einsteinschen all-
gemeinen Relativititstheorie und der Mie’schen Elektrodynamik
hingewiesen und mir die Uberzengung von der Richtigkeit der
hier entwickelten Theorie gegeben hat.
Es bleibt noch iibrig, bei der Annahme

(20) H=K+1I,

direkt zu zeigen, wie die oben aufgestellten verallgemeinerten
Maxwellschen Gleichungen (5) eine Folge der Gravitationsgleichungen
(4) in dem oben angegebenen Sinne sind.

Unter Verwendung der vorhin eingefiihrten Bezeichnungsweise
fiir die Variationsableitungen beziiglich der ¢** erhalten die Gravi-
tationsgleichungen wegen (20) die Gestalt

o\/lg L
(21) Vo KL+ g/g-;’;, = 0.
Das erste Glied linker Hand wird

Vs K], = Vo (K.~ } Kg.),
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wie leicht ohne Rechnung aus der Tatsache folgt, daf X, aufler
4.~ der einzige Tensor zweiter Ordnung und K die einzige Inva-
riante ist, die nur mit den ¢** und deren ersten und zweiten
Differentialquotienten g¢4”, g gebildet werden kann.

Die so zu Stande kommenden Differentialgleichungen der Gra-
vitation sind, wie mir scheint, mit der von Einstein in seinen
spiteren Abhandlungen?') aufgestellten groBziigigen Theorie der
allgemeinen Relativitit im Einklang.

Bezeichnen wir ferner allgemein wie oben die Variations-
ableitungen von \/g J beziiglich des elektrodynamischen Potentials
q, mit

~ 1 oVgd d Vg J
[vg 7 = 04, _Ek: ow, 0gqy; ’
so erhalten die elektrodynamischen Grundgleichungen wegen (20)
die Gestalt
(22) Vg L], = o.
Da nun K eine lediglich von g** and deren Ableitungen abhingige
Invariante ist, so gilt nach Theorem IIT identisch die Gleichung

(7), worin

@) = ZNeKler

and u,

24 i =-23[Vg Kl =1,234
w

ist.

Wegen (21) und (24) ist (19) gleich -—71_-53'. Durch Diffe-

rentiation nach w,, und Summation iiber m erhalten wir wegen (7)

i=266 ( Vo Lom+ GVgL +26\/_L )

v

LA (e 3t 2

0w, 0q,,
+0u (VT It B S L))

Ow, 0q,,
+E([\/ Il— anL)M +2 %\JlﬁL oM,

s aw’ !

da ja

WL — [\t o

1) l.c Berliner. Sxtzungsber 1915,
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und

6‘F”‘—[v Il - Nl

¢}
2 ow,,
Nunmehr beruckswhtlgen wir, daB wegen (16)

& VgL

=0
i, s 0Wn 015 Ope

ist, und erhalten dann bei geeigneter Zusammenfassung:

@) i =—2L s (ot VoLl M, (VG ZL)

Vg L Vg L oM,
3q.. W+E oM, ow,

+3
m
Andererseits ist

a\FL a\/_Lm ZGWLQ _za\/’g‘Laqm
Tow, o™ m 00, TV s 09, 0w,

Das erste Glied der rechten Seite ist wegen (21) und (23) nichts
anderes als ¢, Das letzte Glied rechter Hand erweist sich als
entgegengesetzt gleich dem letzten Glied rechter Hand in (25);
es ist nimlich

oVg L (0M,,  Oms\ _
(26) 2,730, (aw,,, - aw,) =0,
da der Ausdruck
oM, 0gn _ 0% 9, 0"¢n
ow, ow,  ow,dw, Ow,0w, Ow,ow,

symmetrisch in s, m und der erste Faktor unter dem Summen-
zeichen in (26) schiefsymmetrisch in s, m ausfillt.
Aus (25) folgt mithin die Gleichung

@) 3 (M, V5 Lt 0, 5= [V Z1) = 0;

d. h. aus den Gravitationsgleichungen (4) folgen in der Tat die
vier von einander unabhingigen linearen Kombinationen (27) der
elektrodynamischen Grundgleichungen (5) und ihrer ersten Ab-
leitungen. Dies ist der genaue mathematische Ausdruck der oben all-
gemein ausgesprochenen Behauptung iber dem Charakter der . Elektro-
dynamik als einer Folgeerscheinung der Gravitation.
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Da L unserer Annahme zufolge nicht von den Ableitungen
der g** abhingen soll, so muf L eine Funktion von gewissen vier
allgemeinen Invarianten sein, die den von Mie angegebenen spe-
ziellen orthogonalen Invarianten entsprechen und von denen die
beiden einfachsten diese sind:

Q = 2 Mﬂm Mﬂcgﬂg’d
kl,m,n
und
= q kl.
q EEZ 209

Der einfachste und im Hinblick anf den Ban von K nichstliegende
Ansatz fiir L ist zugleich derjenige, der der Mie’schen Elektro-
dynamik entspricht, nimlich

L =aQ+/@
oder noch spezieller an Mie anschliefend:
L = aQ+ B4’

wo f(q) irgend eine Funktion von ¢ und «, 8 Konstante bedeunten.
Wie man sieht, geniigen bei sinngemiBer Deutung die wenigen
einfachen in den Axiomen I und II ausgesprochenen Annahmen
zum Aufbau der Theorie: durch dieselbe werden nicht nur unsere
Vorstellungen iiber Raum, Zeit und Bewegung von Grund aus in
dem von Einstein dargelegten Sinne umgestaltet, sondern ich
bin auch der Uberzeugung, daf durch die hier aufgestellten Grund-
gleichungen die intimsten bisher verborgenen Vorginge innerhalb
des Atoms Aufkldrung erhalten werden und inshesondere allgemein
eine Zuriickfithrung aller physikalischen Konstanten auf mathe-
matische Konstanten moglich sein muf — wie denn iiberhaupt
damit die Moglichkeit naheriickt, daf aus der Physik im Prinzip
eine Wissenschaft von der Art der Geometrie werde: gewif der
herrlichste Ruhm der axiomatischen Methode, die hier wie wir
sehen die michtigen Instrumente der Analysis, ndmlich Variations-
rechnung und Invariantentheorie, in ihre Dienste nimmt.
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