D
[-A elt

Werk

Titel: Ueber einen Satz aus der Analysisi situs

Autor: Schoenflies, A.

Jahr: 1896

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?252457811_1896 | log17

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Ueber einen Satz aus der Analysis situs.

Yon

A. Schoenflies in Géttingen.

(Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 7. Mirz.)

Mit 7 Figuren.

In der Analysis situs pflegt man den Satz, daR eine einfache,
sich nirgends durchsetzende geschlossene ,Curve“ die Ebene in
einen ,innern“ und einen ,duBern‘ Flichenteil zerlegt, als
einen anschauungsmiBig gegebenen Grundsatz zu betrachten. Ist
jedoch die Curve analytisch durch Gleichungen gegeben, so versteht
sich dieser Satz keineswegs von selbst; ein Beweis scheint iiber-
dies um so mehr notwendig zu sein, als der Satz bekanntlich die
Grundlage fiir die Cauchy-Riemann’sche Darstellung der Func-
tionentheorie bildet. So viel mir zur Zeit bekannt ist, haben nur
die Herren Cam. Jordan, Neumann und Thomae zu dem
Satz Stellung genommen. Herr Thomae') beruft sich ausdriick-
lich auf die Intuition, Herr Neumann2) begniigt sich mit einigen
Andeutungen; nur der cours d’analyse des Herrn Jordan?®) ent-
hilt eine ausfiihrlich gehaltene Darlegung. Diese ist jedoch ziem-
lich umsténdlich und wenig durchsichtig. Aus diesem Grunde teile
ich im Folgenden einen Beweis mit, der sich nur auf die einfachsten
Begriffe stiitzt, und geometrisch nur diejenigen Sitze voraussetzt,
die die Teilung der Ebene durch gerade Linien betreffen.

1. Unter einem einfachen Curvenstiick 4B wollen wir die
Gesammtheit aller Punkte verstehen, die durch zwei Gleichungen

z = @), y=19(@
LSt

1) Theorie der Functionen eines complexen Arguments (1891) Halle, S. 5.
2) Riemann’s Theorie der Abel’schen Functionen, (1884) S. 3.
8) Cours d’analyse, (2.) Bd. I, 1893.
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definirt sind, in denen ¢ und ¥ eindeutige und stetige Functionen
sind, die fiir jeden Wert von ¢ mit EinschluB der Grenze eine
bestimmte Ableitung besitzen. Wir nehmen ferner an, daR zu
zwei verschiedenen Werten von ¢ nicht die gleichen Werte z und
y gehoren, und daf sich auch der Differentialquotient

_ Y0
=56

in dem betrachteten Intervall stetig und monoton #ndert, und
zwar mit EinschluR der Grenzen. Das Curvenstiick hat also in
jedem Punkte eine bestimmte, sich stetig und monoton dndernde

Tangente.
Die Curve selbst soll aus einer endlichen Anzahl solcher

Curvenstiicke
Al Az ) Az Asi """ 4 Ax

zusammengesetzt sein; das Curvenstiick 4,4, ist durch die Glei-
chungen
=g, y =90
17 t =

——— ti+1

NS

gegeben, und zwar denken wir uns die Parameterverteilung so, daB
o<t << By e < ¢

ist, und geben dem Punkt 4, als Punkt des Curvenzuges 4, 4, den
Parameterwert ¢,,,., Zum Punkt A4, gehort somit der gleiche Pa-
rameterwert, ob wir ihn als Punkt von 4_, A4, oder von 4,4,
auffassen, d. h. es ist

Po1 (&) = ?, (tu) und L (t-) = 7, (t:)7

wihrend jedoch die Tangenten der in A4, zusammenstoBenden Cur-
venziige von einander verschieden sein konnen.

Aus diesen Festsetzungen folgt noch, daB Punkte, in denen
die Curve eine der y-Axe parallele 'I‘angente besitzt, unter die
Punkte A; aufzunehmen sind; lings eines Curvenzuges sind daher
niemals zwei parallele Ta.ngenten vorhanden.

Endlich setzen wir noch fest, daB sich die Curve nicht selber
kreuzt, d. h. es kann

= @—2Y+('— )

nor dann Null sein, wenn ¢’ = ¢ ist; so lange also ¢ —¢’ griBer
als die endliche GroBe = ist, giebt es auch fiir » eine von Null
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verschiedene untere Grenze g. Dies ist im besondern immer dann
erfiillt, wenn # und #” zu Punkten verschiedener Curvenstiicke
gehoren, und nicht in der Nahe eines und desselben Punktes 4, liegen,

2. Wir beweisen zundchst einige Hilfssétze iiber ein einzelnes
Curvenstiick 4B.

a) Trifft die Gerade g das Curvenstiick ¢ in einem Punkt P,
ohne jedoch zu beriihren, so liegt die Curve in der Nihe von P
auf verschiedenen Seiten von g.

Ist ndmlich ¢z + By +p = 0 die Gleichung von g, so folgt wegen

ap(@)+pyp@H)+r =0

ap' () +pY'() =0,
daB wenn #' in der Nzhe von ¢ bleibt, e+ gy +y fir ¢ < ¢ und
¢ > ¢ verschiedenes Vorzeichen besitzt. Ebenso umgekehrt, wenn
die Punkte von ¢ teils auf der einen, teils auf der andern Seite
von g liegen, so schneidet g die Curve. Denn mit ¢ und ¥ ist
auch der Abstand d des Curvenpunktes P von g eine stetige
Function von #, also giebt es sicher einen Wert #, fiir den der
Abstand Null ist. Dies ist im besondern fiir jede Gerade g er-
fiillt, die AP zwischen 4 und B trifft.

b) Ist p, die Tangente in P,, so liegt die Curve ganz auf der

nimlichen Seite von p,. Ist ndmlich wieder ez +8y+y = 0 die
Gleichung der Tangente, so ist

«p (t)+py (E)+y =0
«g'(t)+BY¥' (2) = 0.

Liegt nun die Curve nicht auf der nidmlichen Seite von p,, so
giebt es nach a) einen Punkt #,, in dem p, die Curve schneidet,
so daB

ep(t,)+pv () +y = 0.
Wir konnen unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daf #, > ¢,
und daB fiir £ > #, zundchst ep+fy+y > 0. Nun ist dieser

Ausdruck stetige Function von #, also besitzt er zwischen #, und
¢, mindestens ein Maximum; tritt dies fiir # ein, so ist
ag'(¢)+pv' () = 0,

also hitte ¢ in ¢’ eine zu p, parallele Tangente, was nicht der Fall
ist. Es folgt noch aus a), daB die Tangente die Gerade 4B nicht
zwischen 4 und B trifft.

Da unsere Voraussetzungen fiir alle Intervalle ¢, - - - - ¢, mit
Einschluf der Grenzen erfiillt sein sollen, so gilt das vorstehende

auch fiir die Tangenten in den Endpunkten 4 und B.
Egl. Ges. d. W, Nachrichion. Math.-phys. Klasse, 1896. Heft 1. 6
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Aechnlich ergiebt sich, dab auch die Gerade 4B das Curven-
stiick ¢ auBer in A und B nicht weiter schneidet. Hat daher eine
Gerade g zwel Punkte P und @ mit der Curve gemein, so sind
dies die einzigen, da ja auch PQ ein Curvenstiick ist wie 4 B.

¢) Ist P wieder ein beliebiger Punkt von ¢ und 4 der Winkel,
den PA mit der Axe bildet, so #ndert sich auch die Funetion

_ et)—90)
82 = S =90

stetig mit ¢ und zwar mit EinschluB der Grenzen. Sind 2, und
4, die Winkel der Tangenten in A resp. B, so konnen wir unbe-
x
=
Man sieht sofort, daB aunch tgi eine sich monoton #ndernde Funec-
tion von ¢ ist. Gehdrte nidmlich zu zwei Werten ¢, und ¢, das
némliche 1, so sei P, der Punkt, der ndher an A liegt, als P,
Nun liegt nach a) die Curve nur auf einer Seite der Tangente in
P,, und zwar auf derjenigen, auf der A liegt, also ist die Exi-
stenz eines Punktes P, ausgeschlossen. Jedem 4 im Intervall
A, > A > 1, entspricht daher ein und nur ein Punkt P von ¢
Also jede durch A gezogene Gerade, die in den von ¢, und 4B
gebildeten Winkel fallt, schneidet ¢ in noch einem von A verschie-
denen Punkt.

Es folgt hieraus noch beildufig, da 4B mit £, und 7, ein ge-
wohnliches Dreieck bestimmt, das ¢ einschlieBt.

3. Wir beweisen nun, daB das von ¢ und 4B gebildete Seg-
ment 6 die Ebene in ein Aeusseres und ein Immeres teilt.

Wenn die Gerade g die Strecke 4B zwischen 4 und B trifft,
in G, so schneidet sie nach 2a) die Curve ¢ in einem Punkte P.
Ein zweiter Schnittpunkt ist unmoglich, da er und G, also auch er
und 4 resp. B auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen wiirden.
Wenn g die Verlingerung von AB trifft, und einen Punkt P mit
¢ gemein hat, so ist sie entweder Tangente, oder die Curve liegt
nahe bel P zu verschiedenen Seiten von g. Ist S ein Punkt, der
auf der entgegengesetzten Seite von ¢ liegt, wie 4, so gilt dies
auch fiir S und B, daher hat g noch einen zweiten Punkt mit ¢
gemein. Andere Schnittpunkte giebt es nicht (2).

Jede nicht dnrch 4 oder B gehende Gerade trifft daher das Seg-
ment ¢ in 0 oder zwei Punkten — ein Beriithrungspunkt ist doppelt
zu. zdhlen. — Ist nun 7 eine von diesen Geraden, und schneidet
sie 6.in. L, und Z,, so wollen wir die zwischen L, und L, liegen-
den Punkte innere Punkte nenmen. Diese Bezeichnang bezieht

schadet der Allgemeinheit annehmen, daB 4, > 1, und 2, — 1, <
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sich zwar zuniichst nur auf 7, wir zeigen aber sofort, daB sie
von ! unabhidngig ist, und einer Eigenschaft des Seg-
ments selbst entspricht.

Wenn ndmlich (Fig. 1) zundchst 7
die Sehne AB in G und die Curve ¢ in
P trifft, so bestimmt P mit 4 und B

ein Dreieck, und es liegt jeder, beziig- T

lich g inn ere Punkt J auch innerhalb

des Dreiecks. Jede durch J gelegte 4 /% B
Gerade 1, schneidet daher zwei Dreieck- Fig. 1.

seiten, also auch die iiber ihnen stehenden Bogen in je einem Punkt,
es ist also J auch fir jede dieser Geraden ein innerer Punkt.
Wenn dagegen (Fig. 2) die Ausgangs-
gerade ! zwei Punkte P und @ von P
¢ selbst trifft, so bestimmen sie mit
A und B ein convexes Viereck, und A B
es trifft daher jede durch einen in- Fig. 2.
nern Punkt J von PQ gelegte andere Gerade I, noch genau eine
weitere Viereckseite. Man sieht iiderdies leicht, da8 J auch fiir
sie ein innerer Punkt ist.

Damit sind alle Punkte der Ebene, die nicht auf dem Bogen
der Sehne A B selbst liegen, als innere resp. #uBere Punkte des
Segments characterisirt.

‘Wir machen noch auf folgende einfache Thatsache aunfmerk-
sam, die fiir das folgende wichtig ist. Durch den inneren Punkt
J legen wir eine Gerade I. Wir legen auf ihr eine Richtung fest,
so wird sie (Fig. 3) entweder erst den Bogen AB und dann die

Fig. 3.

Sehne, oder erst die Sehne und dann den Bogen treffen, oder aber
nur den Bogen AB. Drehen wir jetzt ! um J, wihrend wir den
Richtungssinn unverdndert lassen, so ist klar, daf ein Uebergang
aus der ersten Lage in die zweite immer nur durch die dritte
Lage hindurch méglich ist. Dies folgt unmittelbar daraus, da8
die Lage von I zum Segment davon abhingig ist, ob I die be-
grenzte oder die unbegrenzte Strecke AB trifft.
6*
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4. Sei jetzt & die Curve, die, wie oben definirt, aus einer
endlichen Zahl von Curvenbigen

4,4, A4 - ennn A4 A

besteht, wie AB. Wir verbinden je zwei Punkte 4, A4, mit
einander und erhalten ein Polygon ¥, dessen Seiten sich beildufig
bemerkt auch kreuzen konnen. Wir ziehen wieder eine beliebige
Gerade 7, die wir nur der Beschrinkung unterwerfen, daR sie
durch keinen Punkt A, geht. Man kann nun leicht zeigen, da8
jede solche Gerade ! das Polygon in einer geraden Anzahl von
Punkten schneidet; es selen 2p. Schneidet aber ! eine Polygon-
seite, so auch den zugehtrigen Curvenbogen; dies giebt bereis 2p
Schnittpunkte mit k. Ferner hat jedes Segment, dessen Sehne
nicht getroffen wird, keinen oder zwei Punkte mit ! gemein, also
hat ! mit der Curve eine gerade Zahl von Schnittpunkten gemein.
Wir legen wieder auf 7 eine bestimmte Richtung fest, zdhlen
die Schnittpunkte dieser Richtung gemiB, und wollen diejenigen
Punkte von I, die auf einen ungeraden Schnittpunkt folgen, als
innere Punkte bezeichnen. Zunidchst ist ersichtlich, daf diese
Definition davon unabhingig ist, in welcher Richtung wir die
Schnittpunkte zdhlen. Wir weisen nach, daf die Bezeichnung
auchvonderbenuntzten Geradenlselbst unabhingigist.
Sei J ein innerer Punkt fiir 7, so trifft 7 die Curve & vor J
in einer ungeraden Zahl von Punkten. Wir setzen zunichst vor-
aus, daf J nicht in eine Polygonseite 4,4, fillt. Mit jedem
Segment bestimmt die Gerade I zwei oder Null Punkte. Es liege
J innerhalb von 4 Segmenten (Fig. 4). Von den beiden Schnitt-
punkten mit jedem dieser 4 Segmente liegt
je einer vor, je einer hinter J; die
Schnittpunkte mit den andern Segmenten,
die 7 schneidet, liegen entweder beide vor
oder beide hinter J. Es migen g Seg-
mente vor J, » dagegen hinter J getroffen
werden, und zwar soll bei p, resp. v, Sehne
und Bogen, bei g, resp. », nur der Bogen
Fig4. getroffen werden. Die 1 Segmente zer-
fallen ibrerseits in drei Classen, je nachdem (Fig. ) erst der Bogen
und dann die Sehne, oder zuerst die Sehne und dann der Bogen,
oder aber nur der Bogen geschnitten wird. Solcher Segmente
mogen beziiglich 4,, 4,, 4, vorhanden sein.
Wir haben demgemi8 vor J folgende Schnittpunkte mit dem
Polygon resp. der Curve
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von den 4, Segmenten 0 i
von den 1, Segmenten a, 0
von den 4, Segmenten 0 A,
von den g Segmenten o, @, +2u,,

hinter J dagegen

von den 4, Segmenten 4, 0
von den 4, Segmenten 0 2,
von den 4, Segmenten 0 &
von den » Segmenten v, v, + 20,

Insgesammt also vor J

2, + w, resp. 4, + 2, +u, + 2,
und hinter J
A +wv,, resp. 4, + 4, + v, +2v,

Schnittpunkte mit dem Polygon und der Curve. .

Ist 7 eine andere durch J gehende Gerade, so ist fiir sie
A = A, aber ), 4], 4, werden im Allgemeinen von 4,, 4,, 4, ver-
schieden sein. In Bezug auf jedes einzelne Segment ist aber ein
Uebergang aus der ersten Lage in die zweite, resp. umgekehrt
nur durch die dritte Lage moglich (3). Drehen wir also ! um J,
bis zum ersten Mal ein 4 sich #ndert, so muB von dieser Aen-
derung notwendig 4, betroffen werden; die Aenderung von 4, um
eine Einheit bedingt eine Aenderung von 4, oder 4, um eine
Einheit. TUnbeschadet der Allgemeinheit konnen wir setzen

1{‘-:/1“ l;:lzi']_, l;: s:i—‘l

Beachten wir nun, daR der Punkt J in Bezug auf das Polygon
eine feste Lage hat, d. h. entweder innerer oder duBerer Punkt
ist, so folgt mod. 2

v+ 4, =+,

wtd, = w+ i,

Es ergiebt sich daher », = v, g, = g, + 1, und daher auch

At A+ o+ 20, = 4+ A+ + 2
byt d+v, +20, =2+ + v+ 20,

d. h. es ist J auch fiir I ein innerer Punkt; der Begriff des In-
nern und AeuBern ist demnach der Curve als solcher eigenttimlich.
Auf keiner unserer Geraden / kann man von einem #uBern Punkt
zu einem innern Punkt gelangen, ohne die Curve zu fiberschreiten.

Wir wollen noch zeigen, da8 sich auch die vorliufig ausge-
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schlossenen Punkte und Geraden in diese Begriffsbestimmungen
einordnen lassen. Ausgeschlossen waren zunichst diejenigen innern
Punkte J, die auf einer Polygonseite 4,4, liegen. Es ist nun
klar, daB es auf jeder durch J gehenden Geraden / in unmittel-
barer Nihe von J Punkte J' giebt, die nicht auf 4,4, liegen
aber zu jedem Curvenbogen die gleiche Lage haben, wie J selbst.
Daraus folgt sofort, daB man auch von J selbst auf keiner Ge-
raden ! zu einem #HuBern Punkt gelangen kann, ohne die Curve
zu iiberschreiten. Endlich hatten wir die Geraden ausgeschlossen,
auf denen irgend ein Punkt 4, liegt; fiir einen bestimmten innern
Punkt J sind es diejenigen, die ihn mit einer Ecke 4, verbinden.
Ist g, die Gerade JA4,, so giebt es beliebig viele Geraden ! durch
J, die die Curve in unmittelbarer Nihe von A, treffen. Diese
Geraden treffen entweder beide in A4, zusammenstofende Curven-
bégen oder nur einen, und da der Abstand der Curvenbogenpunkte
von der 8ehne eine stetige Function von ¢ ist, so ist g, entweder
die Grenzlage von lauter Geraden, die beide in 4, zusammen-
stoflende Curvenbdgen treffen, oder von solchen, die nur einen
dieser Curvenbogen treffen. Im letzten Fall haben wir A4, als
gewdhnlichen Schnittpunkt zu zihlen, im ersten Fall als Vertreter
von zwei Schnittpunkten, d. h. wie einen Beriithrungspunkt. Damit
ist bewiesen:

Die Curve %k teilt die Ebene in ein #uBeres und
ein inneres Gebiet, so daB man von einem inmern
Punkt zu einem ZuBern nur gelangen kann, wenn
man die Curve iiberschreitet.

5. An letzter Stelle geben wir noch an, wie man jeden in-
nern Punkt J, mit jedem innern Punkt J, durch einen ganz im
Curveninnern verlaufenden Curvenzug verbinden kann. Hierzu
gelangen wir durch folgende Betrachtung.

Es sei g eine beliebige Gerade und

tatgly o v v vo- t,

seien ihre Schnittpunkte mit der Curve. Wir ziehen alle zu g
parallelen Geraden ¢', die entweder durch eine Ecke A gehen
oder einen Curvenbogen A, A4, beriihren; ihre Zahl ist endlich
Wir nehmen jetzt noch an, g sei so gewihlt, daB keine zwei die-
ser (reraden ¢’ znsammenfallen. Verschieben wir g bis zur nich-
sten Geraden g’ parallel mit sich selbst, so #ndern sich auch die
i, stetig. Um dies in aller Form darzutun, verbinden wir (Fig. 5)
den Punkt P, in dem g den Curvenbogen 4,4, trifft, mit einem
der Endpunkte, z. B. mit 4, und ziehen in P die Tangente p, so
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liegt der Bogen A I gemidf (2) zwischen der
Tangente p und der Sehne A4, P, und es schnei-
det jede zu g parallele Gerade g,, die die Sehne
in einem Punkt G, zwischen P und 4, trifft,
den Curvenbogen in P, und die Tangente in T,

‘99
1
so, daB P, zwischen G, und 7, liegt. Der Ab- Fig. 5.
stand PP, ist daher sicher kleiner, als mindestens eine der Strecken
P@, resp. PT,, woraus die Behauptung folgt.

Seien nun 7, und 7, zwei aunfeinander folgende Schnittpunkte
von g, so dafl die Strecke #,¢, lauter innere Curvenpunkte enthilt;
wir sagen kurz, 77, sei eine innere Strecke s. Im allgemeinen
werden £, und #, verschiedenen Curvenbtgen angeh'dren. Wir ver-
schieben nun g bis zur nichsten Grenzlage ¢', so werden im All-
gemeinen auch 7 und #, von einander verschieden sein. Aus der
Stetigkeit des Wachstums von t, und ¢, folgt, daB dabei #7, stets
innere Strecke bleibt; ¢ und ¢ bestlmmen mit den beiden Curven-
bégen eine einfache geschlossene Fliche. Besondere Fille sind
die, daB ¢, und 7, dem gleichen Curvenbogen angehdren, und ¢’ die
Tangente dieses 'Bogens ist, oder daf ¢, und f, zwei benachbarten
Curvenbtgen angehdren und die Grenzlage ¢’ durch den gemein-
samen Bogenendpunkt 4 geht. In beiden Fillen bestimmt g mit
den beziiglichen Curvenbdgen ebenfalls eine einfache geschlossene
Fldche.

Ueberschreitet g eine Grenzlage g', so wird dabei entweder
(Fig. 6) ein Curvenbogen in 7' beriihrt oder (Fig. 7) eine Ecke 4

N N\
(7T 7 (74 N
Qf- g (zb b¢\9 /t,u

Fig. 6. Fig. 7.

iiberstrichen. Entweder stellen sich dadurch zwischen #, und ¢,
zZwel neue Schmttpunkte % und #, ein, so daf #¢# und #;2, innere
Strecken s' resp. s” sind, oder es verschwinden zwei solche Schnitt-
punkte, resp. es treten zwei innere Strecken s’ und s” zu einer
einzigen s zusammen, oder aber es tritt weder das eine noch das
andere ein. Daraus folgt, da8 die Geraden g’ die gesammte Fliche
in lauter einfache Flichenstiicke zerfillen, die von einer oder zwei
dieser Geraden begrenzt sind, und zwar so, daB lings jeder in-
neren Strecke s einer solchen Geraden zwei Flichenstiicke an

einander stofien, Setzen wir jetzt zundchst einmal voraus, daf
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man in jedem derartigen von zwei Geraden ¢/, 9” begrenzten Flichen-
teil F von einem Punkt von ¢’ zu einem Punkt von g” einen gerad-
linigen Linienzug ziehen kann, der iiberdies durch einen beliebigen
innern Punkt hindurchgeht, so 148t sich nunmehr leicht zeigen,
daB man auch jeden innern Curvenpunkt J, mit jedem andern in-
nern Punkt J, durch einen ganz im Innern verlaufenden Linienzug
verbinden kann.

Seien nidmlich F, und F, die Flichenteile, in den J, resp. J
liegen, so ziehe man von J, aus den beziiglichen Linienzug bis zu
einer der F, begrenzenden Geraden g'. Diese Gerade g' moge den
Curvenbogen 4,4, in G! treffen. Wir bezeichnen jetzt die durch
die Reihenfolge 4,, 4,, A, gegebene Umlanfsrichtung der Curve als
positive, so giebt es genau einen Flichenteil F', zu dessen Curven-
bogen die Fortsetzung von 4,4,,, iiber G! in positiver Richtung
gehort. Auf diese Weise ist eine bestimmte Reihe von Flichenteilen

Py B, Frorsen F,

definirt, in deren letztem J, liegt. Zwei anstofende Flichenteile
haben entweder eine Strecke s’ einer Geraden g’ als gemeinsame
Begrenzung, oder aber zwei verschiedene Strecken s’ und s”; die je-
doch aneinander stoBen, und zwischen sich einen Beriihrungspunkt
T mit einem Curvenbogen oder aber einen Punkt 4 enthalten.
Auf Grund unserer obigen Voraussetzung schliefen wir daher,
daf wir von J, nach J, einen geradlinigen Linienzug legen kén-
nen, der in F, beginnt, F’, F” - .. durchzieht und in F, endigt, im
iibrigen im Imnern der Curve verliuft, bis auf die dem Rande an-
gehorigen Punkte 7 und A. Zu bemerken ist nur, da8 bei sol-
chen Flichenteilen F’, die nur eine Gerade ¢’ als Grenzgerade
enthalten, nur diese Grerade selbst in den Linienzug eingeht.

Die gemachte Voraussetzung erweisen wir wie folgt. Die
beziiglichen Flichenteile F werden von solchen Curvenbogen be-
grenzt, fiir die gemdf (1) das Quadrat des Abstandes

r% — (xl . xll 2+(yl _ yn)z

niemals unter eine von Null verschiedene untere Grenze ¢
sinken kann. Trifft nun eine Gerade g die Curvenbogen von ¥ in G,

und G, so liegt der mit dem Radius —g— um die Mitte M von G, G,

geschlagene Kreis, wie leicht zu sehen, ganz innerhalb von . Zieht
man daher iiber F eine Schaar paralleler Geraden g, deren Abstand

0= -g- so liegt das von den Mitten M auf die benachbarten
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Geraden gefillte Lot ganz innerhalb von F, und es bilden diese
Lote, zusammen mit den beziiglichen Stiicken der Geraden g von den
Fufipunkten der Lote bis zu den Mitten M, den oben genannten gerad-
linigen Linienzug. Wir haben nur auch dafiir zu sorgen, daB eine
Parallele durch J, eine andere durch J, geht, was stets ausfiihr-
bar. — Wir ziehen hieraus noch eine weitere Folgerung. Stofien
zwei Flichenstiicke F' lings zweier Strecken s’ und s” an einander,
die zwischen sich einen Beriihrungspunkt 7 oder einen Punkt 4
enthalten, so kann man die zwischen ihren Mittelpunkten M’ und
M" liegende Strecke M'TM”" resp. M' AM" durch eine andere er-
setzen, die im Curveninnern liegt, ohne 7' resp. 4 zu enthalten.
Wir ziehen zu diesem Behuf wieder diejenige Parallele zu g’ im

Abstand —g—, auf der die innern Strecken s’ und s” in eine einzige

_Strecke zusammengetreten sind, und fdllen von M' und M die
Lote auf sie.

Wir gewinnen auf diese Weise einen polygonalen Linienzug,
der in J, beginnt, in J, endigt, und ganz im Innern der Curve
verlduft. Dieser Linienzug kann sich mdglicherweise durchsetzen.
In diesem Fall braucht man aber nur die iiberfliissigen Schleifen
zu tilgen, um zu einem sich nicht durchsetzenden von J, nach J,
gehenden Linienzug zu gelangen. Hiermit ist der geforderte Be-
weis vollstidndig geliefert; jeder innere Punkt kann mit
jedem andern inneren Punkt durch einen ganz im In-
nernverlaufendensichnichtdurchsetzenden, aus ge-
raden Strecken bestehenden Weg verbunden werden.
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