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ZENTRALBLATT FUR MATHEMATIK
10. Band, Hett8 UND IHRE GRENZGEBIETE 8. 337384

Algebra und Zahlentheorie.

Craig, J.L.: The numerical ealeulation of the roots of an algebraie equation. Bull.
Tnst. Egypte 16, 139—152 (1934).

Erginzungen zur Abhandlung in ders. Zeitschr. 15, 207—230; dies. Zbl. 8, 145.
Die Anwendung des Verfahrens zur Auffindung quadratischer Faktoren auf die kubische
Gleichung liefert die Cardanische Auflésung, dhnlich bei der biquadratischen Gleichung.
— Eine Erganzung und Richtigstellung zum zweiten Verfahren der genannten Abhand-
lung. — Ein Verfahren zur Verbesserung der Ausgangswerte fiir die Anniherung, mit
geometrischer Deutung. — Zuriickfiihrung auf eine Gleichung mit zwei rein ima-
giniren, entgegengesetzt gleichen Wurzeln. L. Schrutka (Wien).

Craig, J. I.: Further note on the arithmetieal calculation of complex roots of alge-
braie equations. Bull. Inst. Egypte 16, 207—209 (1934).

Wiedergabe einer Stelle aus einem Brief von E.H. Neville, Reading, an den
Verf. Die wiederholten Anniherungen des Verfahrens von Craig (s. d. vorige Referat)
‘werden bequemer, wenn auch etwas langsamer konvergent, wenn die Koeffizienten
beim Newtonschen Verfahren nicht immer neu gerechnet werden, so da8 ein reines
Tterationsverfahren entsteht. L. Schrutka (Wien).

Heilbronn, H., and E. H. Linfoot: On the imaginary quadratic eorpora of elass-
number one. Quart. J. Math., Oxford Ser. 5, 293—301 (1934).

The authors prove that there are at most ten negative fundamental discriminants d
for which A(d) = 1. Nine being known (the largest'd = — 163), at most one remains
undiscovered, and that << —5.108. Necessarily —d is a prime p. Assuming p and P
are primes 42 + 3 such that 104 < p < P, h(—p) = h(—P) =1, it is desired to obtain
a contradiction. Writing L,(s) = (—pln)n =2, Lyp(s) =2 (pPn)n~%, it is found
by clever approximations to £ (s) Ly (s) and L, (s) L, p(s), that P is both greater and less
than 8pl0/9. G. Pall (Montreal).

Chowla, S.: The elass-number of binary quadratic forms. Quart. J. Math., Ox-
ford Ser. 5, 302—303 (1934).

If —d,, ... are the negative discriminants of class-number unity, d,;, ., >exp (cdz) 2.

G. Pall (Montreal).

Chowla, S.: An extension of Heilbronn’s elass-number theorem. Quart. J. Math.,
Oxford Ser. 5, 304—307 (1934).

The number of classes in each genus of discriminant d tends to infinity as d — — o0
(see this Zbl. 10, 152). G. Pall (Montreal).

Seholz, Arnold: Die Kreisklassenkorper vom Primzahlpotenzgrad und die Konstruk-
tion von Kéorpern mit vorgegebener zweistufiger Gruppe. II. Math. Ann. 110, 633—649
(1935).

Verf. beweist die Existenz von absolut galoisschen Kérpern mit beliebiger zwei-
stufiger Gruppe aus zwei Erzeugenden. Nach fritheren Ergebnissen des Verf. kann
man sich hierzii auf den Fall beschrinken, daB die Kérper Primzahlpotenzgrad haben.
Uberdies sind alle zweistufigen Korper von Primzahlpotenzgrad I* als Unterkorper
in Kérpern mit Zweiggruppen enthalten. Eine zweistufige Zweiggruppe & mit zwei
Erzeugenden hat folgende Struktur: Ist @' die Kommutatorgruppe von &, so hat
die Faktorgruppe ®/®’ zwei Erzeugende S,@’, S,@’, wobei sich die Elemente S, S,
30 auswihlen lassen, daB S;® dieselbe Ordnung /% hat wie S;. AuBerdem sollen die
Kommutatoren von & nur den zwangsliufigen Relationen geniigen. Die Zweiggruppe
ist daher durch die Ordnungen ¥, /s und die Ordnung I* des Kommutators von S,
und S, eindentig bestimmt. Zur Konstruktion eines Zweigkorpers vom Typus (I, I %)
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ist es notwendig, einen abelschen Korper, der direktes Produkt zweier zyklischer
Korper von den Graden I, % ist, zu einem zweistufigen Korper zu erweitern. Verf.
wihlt den zyklischen Korper vom Grad % als Unterkérper K;:' des Kreiskorpers
der p;-ten Einheitswurzeln, wobei p; eine Primzahl =1(%) ist, und er beweist: Fiir
1> 2 ist notwendig und hinreichend dafiir, da8 sich der Kérper Kj,’:‘ . KJ’,:’ zu einem
Zweigkorper vom Typus (I, U; I¥) erweitern 158t, daB p, ein Is-ter Potenzrest mod p,
und p, ein Pa-ter Potenzrest modp, ist. Da man stets Primzahlen p,, p, finden kann,
welche diese Potenzrestbedingungen erfiillen, ist damit die Existenz von Zweigkorpern
mit zwei Erzeugenden bewiesen. Die Ordnung I* des Kommutators kann iberdies
beliebig vorgegeben werden. Fiir [ = 2 miissen die Bedingungen etwas verschirft
werden. Notwendige Bedingungen hat Verf. schon frither (dies. Zbl. 8, 103; 9, 5)
bewiesen. Die Ursache fiir diese Bedingungen fiir p, und p, und die Ausnahmestellung
fiir I =2 wird klar durch den folgenden allgemeinen Satz: Das direkte Produkt
EK° = K, - K, zweier relativ-zyklischer Korper K,, K, von den Graden /%, I in bezug
auf einen die I-ten Einheitswurzeln nicht enthaltenden Grundkérper 138t sich dann
und nur dann zu einem Zweigksrper vom Typus (%, I%; I¥) verzweigungsfremd zu K®
erweitern, wenn alle Diskriminanten teils von K, in K, voll zerfallen und umgekehrt.
Taussky (Bryn Mawr, Pa.).

Rédei, Liszl6: Eine obere Sehranke der Anzahl von den dureh 4 teilbaren In-

varianten der absoluten Klassengruppe im quadratischen Zahlkorper. Mat. természett.
Ertes. 51, 219—224 u. dtsch. Zusammenfassung 225—226 (1934) [Ungarisch].
. AnschlieBend an eine frithere Arbeit (dies. Zbl. 8, 195) wird hier eine obere Schranke
fiir ¢,, die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten der absoluten Klassengruppe
in einem beliebigen quadratischen Zahlkorper k gegeben. Die Diskriminante D von &
ist eindeutig in der Form d,d, . . . d;, darstellbar, wobei die d, paarweise relativ prime
Fundamentaldiskriminanten sind (das sind die Zahlen —4, 8, —8 und die positiven
und pegativen Primzahlen der Gestalt 4n - 1); unter den d, sei 7, die Anzahl der
positiven und 27, — » die Anzahl der negativen, wobei r,, r, nichtnegative Zahlen
und v = 0 oder 1; ¢ ist die Anzahl der verschiedenen rationalen Primfaktoren von D.
Dann gilt e, <7, + 7,— 1, und fiir unendlichviele £ kann hier auch das Gleichheits-
zeichen gelten. 0. Szdsz (Cambridge, Mass.).

Rédei, Liszlé: Uber die Grundeinheit und die dureh 8 teilbaren Invarianten der
absoluten Klassengruppe im quadratisehen Zahlkérper. Mat. természett. Ertes. 51, 227
bis 254 u. dtsch. Zusammenfassung 255—259 (1934) [Ungarisch].

Verf. erweitert hier seine fritheren Resultate (dies. Zbl. 9, 293—294); die Beweise
sind elementar. Unter anderem wird folgendes bewiesen: Es sei D die Diskriminante
eines quadratischen Zahlkorpers k iiber dem Kérper der rationalen Zahlen, e;» die
Anzahl der durch 2" teilbaren Invarianten der absoluten Klassengruppe von k. Ist
D < 0, ist ferner ¢; = 1 und ist die dann vorhandene einzige eigentliche D-Zerfillung
2. Art D', D” so beschaffen, da8 auch D’, D" ihnlicher Art sind wie D, und ist diese
D-Zerfillung verschieden von —4, —1D, so ist dazu, da D', D” von der 3. Art,
d.h. ¢ =1 sei, notwendig und hinreichend, daf von den Gleichungen (%,) =1,
(%,) =1 die eine, und zwar die mit positivem ,,Nenner* stattfindet. Analoges gilt

fiir D>0. 0. Suész (Cambridge, Mass.).

Davenpori, H., und H. Hasse: Die Nullstellen der Kongruenzzetafunktionen in

gewissen zyklisehen Fillen. J. reine angew. Math. 172, 151—182 (1934).

Fiir besondere zyklische Funktionenkérper Z iiber einem rationalen Funktionenkorper
k(z) = K mit einem Galoisfeld % der Elementezahl ¢ und der Charakteristik p als Konstanten-
bereich werden die Nullstellen der zugehérigen Zetafunktionen untersacht. Es handelt sich
um zwei Typen von Korpern Z: 1. Z definiert durch die Gleichung y?» — y = 2™, wom/| (g — 1),
2. Z definiert durch y™ =1 — 2*, wo m|(g — 1), n|(g — 1). Im Falle 1 kann Z auch er-
vengt werden, indem zum rationalen Funktionenkérper %(f) die beiden fremden zyklischen
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Koérper K bzw. K’ adjungiert werden, die durch 2™ — ¢ = 0 bzw. y» — y — ¢ = 0 definiert
werden; im Falle 2 ist Z das Kompositum der beiden fremden zyklischen Kérper za 2™ — ¢ =0
und 9* — 1 4 ¢=0. Dieser Erzeugung von Z gemiB wird die Zetafunktion {,(s) von Z
das Produkt von pm bzw. nm L-Funktionen:
£z(8) = ITL(s, 2v) -
2% 4 ,
z durchliuft die Charaktere der Divisorenklasseneinteilung von %(t), zu der K Klassenkdrper
ist, v die Charaktere von K’/k(f). Die Charaktere yy sind immer zu eigentlichen Charak-
teren zu erganzen. — In der Arbeit von H. Hasse [Theorie der relativ-zyklischen algebraischen
Funktionenkérper, insbesondere bei endlichem Konstantenkorper. J. reine angew. Math. 172,
(1934); dies. Zbl. 10, 5] sind die y und vy berechnet worden, die y sind die Potenzrestsymbole
4
(%)a {"‘—‘0,1,..-,%——1;
die y sind die additiven Potenzrestsymbole

¢
("?) #=0,1,...,p—1.
P

8z(8) = IT Lux(s)

Ty nla)i= 2(‘9" (%—t)pNa“.

a
Nach den Satzen iiber L-Funktionen bei Hasse, 1. ¢. § 6, wird Ly,(s) = {o(s) die Zetafunktion
des Geschlechtes Null, ferner
Lyo(s) =1 fir u+40,
Ly(s)=1 fir x=+0

Lpx(s)=1—7(2*)q"*
sonst. Dabei bedeutet 7. (y«) die verallgemeinerte GauB sche Summe

T (") = _aéol‘u(a) &(a), p+0, xF0.

in & 274

' ——8n(e)

z(a) ist dabei ein fester Charakter der Ordnung m der Multiplikativgruppe, ¢(a) = e ?

ein Charakter p-ter Ordnung der Additivgruppe von k (vgl. Hasse, 1. ¢.). — Die Nullstellen o

von [z(s) sind also durch ¢¢ = 7x(x#) definiert. Eine elementare Rechnung ergibt fir

%’k(z#)lz-——tk(‘zﬂ) 7:(z#) den Wert g. Daher ist der Realteil von o gleich 4: Riemannsche

ermutung fir £,(s). — Im Falle 2 wird eine dhnliche Betrachtung durchgefiihrt. Die z sind
die Potenzrestsymbole (ﬁ) , die y sind die ((1 ; L )) ‘

Dementsprechend ist
mit

und

a

Es wird £4(8) = ITLu»(s),
Lunts) = D (2T N,
3
a . :

wo Y™ T _ mn

°= (m,n)’ °” (m,n)’ T (m,m)’
Wieder ]Zt Lyo(8) = &£y (S) > Lyo(8) = Ly, (s) =1,
ab::tauc L«Sno.(m.m~6)ao(8)=1’ é=1,...,2—1,
RO Luv(s) =1 — (2%, y") g%,
wo

@ (@, p”) = —glg"(a) (1 —a),
a

y fester Charakter der Ordnung » der Multiplikativgruppe von. k. Fiir die = gilt
93 >

daher gilt auch im Falle 2 die Riemannsche Vermutung. — Wenn der Konstantenkérper &
zum Korper r-ten Grades X iiber k erweitert wird, so gehen Z, K und K’ iiber in Korper
zZw, K», K", Die L-Funktionen von Z®[k"(t) lassen sich in Produkte von L-Funktionen
von Z9[k(t) zerlegen (Z*) ist das Kompositum der fremden abelschen Karper Z/k),
K@ [k)!), diese Zerlegungen reduzieren sich offenbar anf Relationen zwischen GauBschen
Summen 7 bzw. Ausdriicken ». Im Falle 1 ergibt sich die Relation

7.(2¥) = 7. (2#); p=1....m-Y; k=1,...,p—1. : 1)

29%
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TPREL 85, g e ok < 26(@0) = 7(Feni2@,)
definierte Charakter der Multiplikativgruppe von k. — Im Falle 2 ergeben sich die Relationen:
m—-1 m—1
1‘1_70 (2 p) = Tm(P™) ’go z(z#)- (2)
Die GroBen # sind schon von Kummer in Zusammenhang mit der Zerlegung der Primzahlen

im Kérper K; der I = (;:1;) -ten Einheitswurzeln betrachtet worden. Die veraligemeinerten
GauBlschen Summen 7 sind von Stickelberger eingefiihrt worden, der ihre Primfaktor-
zerlegung im Kreiskorper K,,, bestimmte und eine arithmetische Charakterisierung angab.
Das bedeutet Angabe der Primfaktorzerlegung, Angabe der Betrige der Konjugierten — da-
durch ist eine algebraische Zahl bis auf eine Einheitswurzel festgelegt —; die Festlegung dieser
Einheitswurzel kann durch Kongruenzangaben, Angaben iiber das Verhalten bei Antomorphis-
men erfolgen. Mittels dieser Charakterisierung konnen arithmetische Beweise fiir (1) und (2)
gefithrt werden. Der Stickelbergersche Beweis fiir die arithmetische Charakterisierung der
verallgemeinerten GauBschen Summen wird in einem Anhang in vereinfachter Form dar-
gestellt. — Die Theorie des durch 2™ + »* = 1 definierten Funktionenkérpers (Fall 2) kann
leicht auf az™ 4 by* = ¢ ausgedehnt werden. . Die Nullstellen der Zetafunktion werden

a1, 97) = = D (o) = HEIBED, i)
au+dbv=c

Nach Hasse, 1. c. (13), ergibt sich daraus fiir die Anzahl N, der Primdivisoren ersten Grades .
N, = 1) — 'a,b,¢ ¥

also wegen |z| = Vg: 1=(g+1) — Z7as,.(2*y") )

Ny —(g+D=(m —D@n—~D—@d—D)Vq,

N, hingt zusammen mit der Anzahl N der Losungen von az™ + by* =c¢ in k. Fir N er-
hilt man At

N=N, — 2"’8’“ _ g)= N, — ld=(m,n) falls — 7 eine d-te Potenz in L,
=5 b 0 sonst.

Deuring (Leipzig).
Wigert, S.: Sur quelques formules asymptotiques de la théorie des nombres. II.
Ark. Mat. Astron. Fys. 25 B, Nr 3, 1—6 (1934).
Verf. beweist die Formel

> pE(n)2® = Azlogz + Bz + O(zt+?),
=2

wo u(n) die Moebiussche Funktion und »(n) die Anzahl der verschiedenen Prim-
faktoren von n ist. Der Beweis beruht auf der klassischen Darstellung der Koeffi-
zientensummen Dirichletscher Reihen durch Integrale. Es ist Verf. offenbar entgangen,
daB man mit elementaren Methoden die obige Formel mit dem besseren Restglied
O(zt+2) beweisen kann. — Ahnliche Formeln werden fiir Z u2(n) k™ bei ganzem

h > 2 gegeben. (I. vgl. dies. Zbl. 4, 103.) Hans Heilbronn, (Bristol).

Zurl, Erna: Theorie der reduziert-regelmiBigen Kettenbriiche. Math. Ann. 110,
679—T717 (1935).
The paper gives a systematic study of ,,reduced-regular® continued fractions (=CF)
By — IITII — ... llb’v o =(Bosby..) (Binteger=2, »=1); (1)
infinitely many b, =3, if the CF is infinite), supplementing that given by Perron
in his well known book “Die Lehre von den Kettenbriichen” for “semiregular” CF,
of which (1) is a special case. As such, (1) exhibits certain properties which we do
not find in the general case, analogous to those possessed by ,regular” CF

By -+ 3 ‘+ il (@ integer, 8,>0 for v=1).

This is illustrated by “purely penodJc” reduced regular CF, as representing “quasi-
reduced” quadratic irrationalities (by definition, it is > 1 and its conjugate lies between O
and 1). — In Ch. I, II we find a discussion of the general properties of convergents,
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among others — a sufficient criterion that the fraction p/g be such.a convergent, the
irrational character of an infinite reduced regular CF, the degree of approximation
furnished by the convergents (upper and lower bound), representation of equivalent
numbers by such CF. — Ch. III deals with (“pure” and “mixed”) periodic CF and
gives some new properties. Here the author is enabled to discuss negative square
roots —}d (d positive rational, =1, not a perfect square) and obtains interesting
results concerning the nature of the period in question. We also find here a study of
the partial quotients involved and of “inverted’ periods. — The last Ch. IV gives an
application of the CF in question to the solution in integers of the equation

2® — Dy?® = 4+ L (D positive integer, not a perfect square).
Here the use of “reduced regular” CF enables us to take 0 << L < 2]’5 (and not
I<L< }/D, as when using regular CF). [The presentation in places could have been
shortened. Thus, for ex., formula (4) (p. 683) 4,_,B, — 4,B,_,=1 needs no proof,
its being but a special case of a fundamental formula in the general theory of CF;
the same applies to Th. 14 (p. 694) on periodic CF, for it is given by Perron. On the
other hand, the reader is interested to learn something about the analogon; in the theory
under discussion, of Serret’s theorem on the C'F representation of conjugate quadratic
irrationalities (whether such analogon exists or not). He would also like to learn more

details about the OF representation of Yd, where d is an integer. Ref.] J.Shokat.

Khintehine, A.: Metrische Kettenbruehprobleme. Compositio Math. 1, 361—382
(1935). :

»Die metrische Theorie der Kettenbriiche ist die Gesamtheit aller Sitze, welche
das MaB von Mengen aller durch eine bestimmte Eigenschaft ihrer regelmaBigen
Kettenbruchentwickelungen gekennzeichneten Irrationalzahlen abzuschitzen erlauben.*
Im folgenden bedeutet x eine Zahl zwischen O und 1, ihre regelmiBige Kettenbruch-
entwickelung sei

a=%1+l =[ay, a3, - -+, @y, ...].
g -+, 1
T+ ;: 4 een
Der erste Satz in der oben vom Verf. charakterisierten Richtung, von GauB aus-
gesprochen, im Jahre 1928 von Kuzmin bewiesen (mit einer Abschatzung des Rest-
gliedes) lautet: wenn z,(x) = [@p,1, Gpy2s « - -] und m,(2z) das MaB der Menge der
Zahlen & mit z,(x) < z ist (0 =z =1), so existiert der Grenzwert
Ig(1 4 =2)
g2~
In der vorliegenden Arbeit erforscht der Verf., seine fritheren Untersuchungen [z. B,
Math. Ann. 92, 115 (1924)] fortsetzend, das asymptotische Verhalten einiger Mittel-
bildungen der Teilnenner.
& . Nys Ngs oo Mg - - . .
Bezeichnungen: E(rl, v ---,f;) ist die Menge der Zahlen «, die den Bedingun-

gen @y, =7y, Gy, = 73, - . . , Gy, = 7, geniigen; INE bedeutet das MaB der Menge E.
SRE(”],’ eoey Mgy nk-{-l)

Lm m, (z) =
n >0

3 et > C
Hilfssatz 1. N1 ks Tkt1
%E(nl, ceey n:) 7%_*’1
Tys ceey 7]
(C ist eine Konstante, n,, ..., mz,, voneinander verschieden) — Verallgemeinerung

eines Borelschen Satzes.
Nys ooy Nys Nyy 1
i ) 8(i+5rs)

Tys covs Fis 7

Hilfssatz 2. - -~ — ) < Be—8Vrii1—m
ma(™ ™) '

Tys eees 7y



	
	Algebra, Zahlentheorie (algebraische Geometrie s. a. Geometrie; algebraische Funktionen, Dirichletsche Reihen s. a. Analysis).


