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Vermeidung von Divisionen

Von Volker Strassen in Ziirich

Summary

The extent to which the use of divisions may speed up the evaluation of polynomials is estimated from
above. In particular it is shown that for multiplying general matrices the use of divisions does not decrease the
number of (*,/)-operations. The computational complexity of the multiplication of matrices from a linear algebraic
group @ is estimated from below by a simple algebraic invariant of the Liering of G. In particular, the multipli-
cation of orthogonal matrices is treated.

§ 1. Einleitung

Seien % ein unendlicher Korper und K ein endlich erzeugter Oberkorper von k. Aus
Griinden der Einfachheit nehmen wir an, daB bei Berechnungen in K die k-linearen
Operationen keine Zeit kosten, wiahrend die iibrigen Multiplikationen und Divisionen
jeweils eine Zeiteinheit beanspruchen.

Der Grundgedanke dieser Arbeit ist die Ersetzung von Berechnungen in K durch
Berechnungen in formalen Potenzreihenringen k[[z,, ..., z,]], wobei n der Transzendenz-
grad von K iiber % ist. In solchen Ringen kann man eine Division vermége der Formel

A—=N"=2r

(f eine Potenzreihe ohne konstanten Term) auf unendlich viele Multiplikationen und
Additionen zuriickfithren. Rechnet man statt mit Potenzreihen mit deren homogenen
Komponenten bis zu einem geniigend hohen Grade, so reduziert sich eine Division auf
endlich viele Ringoperationen.

Auf die so angedeutete Weise zeigen wir in § 2, daB sich bei der Berechnung von
Mengen von quadratischen Formen (z. B. fiir die Matrizenmultiplikation) die Verwendung
von Divisionen iiberhaupt nicht lohnt (nach einer Bemerkung bei Winograd [10] hat auch
P. Ungar dies bewiesen, sein Beweis scheint allerdings nicht publiziert zu sein). Das
Hauptergebnis von § 2 besagt, daB man bei der Berechnung einer Menge von Polynomen
vom Grade < d in einem Kérper K = k(z,, ..., z,) durch Verzicht auf Divisionen eine
Verlangsamung von héchstens einem Faktor 4d lg,d in Kauf nimmt. (Nach Sieveking
[12] kann man diesen Faktor sogar durch 7d ersetzen.)

In § 3 vergleichen wir den optimalen Zeitaufwand ¢, fiir die Multiplikation zweier
allgemeiner m-reihiger Matrizen mit der entsprechenden GréBe 7,, fiir die Inversion einer
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Matrix und zeigen

é-m é 3 ﬂzm
und

-1
My S6 3 2+ 2

Ahnliche Abschitzungen findet man ohne Beweis bei Winograd [10]. Mit Hilfe
einer plausiblen Vermutung iiber die Berechnung von zwei Mengen von quadratischen
Formen in disjunkten Unbestimmtenmengen zeigen wir, da8 ¢,, und 7,, die gleiche GroBen-
ordnung haben.

In § 4 fithren wir den zur Berechnung einer Menge von quadratischen Formen be-
notigten Zeitaufwand im wesentlichen zuriick auf den Rang eines Tensorst € U ® V @ W
(U, V, W endlichdimensionale k-Vektorrdume). Der Rang ist in Verallgemeinerung einer
der moglichen Definitionen des Rangs von Matrizen durch

N
Rgr=min{N:7 = Ju, ® v, ® w, mit geeigneten u, € U, v, € V, w, € W}
g=1

gegeben. Die Untersuchung des Rangs ersetzt das durch [7] motivierte Studium von
Berechnungen quadratischer Formen in nichtkommutierenden Unbestimmten, und zwar
mit einem Gewinn an Bequemlichkeit und Durchsichtigkeit (siehe § 4, Anwendungen 12,
(ii)). Eine &hnliche symmetrische Formulierung der Berechnungskomplexitit stammt
im Falle der Matrizenmultiplikation von Gastinel [16]. Wir formulieren ein nichtkommu-
tatives Analogon zur oben erwdhnten Vermutung und beweisen ein paar einfache Sitze
iiber den Rang, indem wir eine genauere Diskussion auf eine folgende Arbeit verschieben.
Als einfache Anwendung bestimmen wir die Berechnungsldnge einer einzelnen quadrati-
schen Form iiber einem beliebigen unendlichen Kérper & mit Char &k = 2.

In §5 verallgemeinern wir die Methode und einen Teil der Ergebnisse von § 2 auf
Berechnungen im Funktionenkérper einer irreduziblen Varietit, indem wir die formale
Potenzreihenentwicklung einer Funktion an einem einfachen Punkt heranziehen. Wir
fithren das allerdings nur fiir die Multiplikation von Matrizen einer irreduziblen linearen
algebraischen Gruppe durch (hier ergibt sich durch die Homogenitét der Gruppen-
varietdt eine Vereinfachung; im allgemeinen Fall arbeitet man am besten generisch,
indem man in Potenzreihen iiber K entwickelt). Als Ergebnis erhalten wir z. B., dal der
optimale Zeitaufwand zur Multiplikation zweier orthogonaler Matrizen (mit Division)
nicht kleiner ist als der halbe Mindestaufwand zur Multiplikation schiefsymmetrischer
Matrizen gleicher GroBe (ohne Division). Allgemein gilt:

Der Mindestaufwand bei der Multiplikation zweier Matrizen einer irreduziblen

linearen algebraischen Gruppe ist = 1 mal dem Rang im obigen Sinne des Strukturtensors
des Lierings der Gruppe.

Wir benutzen die Bezeichnungen und Resultate von [8]. Besonders der Begriff der
L-Schranke, der Transitivitdtssatz und der Simulationssatz werden dauernd verwandt
(wir zitieren den Simulationssatz auch, wenn wir eines seiner Korollare meinen). Ferner
sagen wir, wie in [8], k-Ring statt k-Algebra und k-Korper statt kommutative k-Divisions-
algebra. w bedeutet disjunkte Vereinigung, |a] bzw. [a] die groBte ganze Zahl < a bzw.
die kleinste ganze Zahl = a.

Eine erste Version der Resultate von §2 und §3 habe ich 1967/68 am Statistics
Department der University of California, Berkeley gefunden. Ich danke der National
Science Foundation fiir ihre Unterstiitzung (NSF GP — 7454).

Journal fiir Mathematik. Band 264 24
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§ 2. Vermeidung von Divisionen

In dieser Arbeit ist & stets ein unendlicher Kérper. Wir untersuchen Berechnungen
in kommutativen k-Ringen und in kommutativen %-Ringen mit Division durch Einheiten.
Letzteres sind Palgebren A vom Typ ' = {0,1, +, —, %, [} w &k mit einstelligen 1 €%,
deren induzierte Q2-Algebren (mit 2 = {0, 1, 4, —, ¥} « k) kommutative k-Ringe sind
und wo [ Division durch Einheiten bedeutet (also Def(/) = A x {Einheiten des k-Rings A}).
k-Korper sind offenbar spezielle kommutative k-Ringe mit Division durch Einheiten.
Wir wiéhlen 1., , als Operationszeit fiir £’, und 1,, als Operationszeit fiir 2. Arbeiten wir
in einem k-Ring A (mit oder ohne Division durch Einheiten) iiber einer Teilmenge E
von A, d. h. in der kanonischen E-Expansion von A, so wird stets z(e) = O fiir e € E an-
genommen. Statt 1,, ,koénnten wir auch irgendeine Operationszeit z’ mit o < z'(%) = 2'(/)
und z’'(w) = o fiir o ¢ {%, [} zugrundelegen. Alle Resultate wiirden mit leichten Modifika-
tionen richtig bleiben.

Das folgende anschaulich evidente Lemma werden wir oft stillschweigend benutzen.

Lemma 1. Seien A ein kommutativer k-Ring mit oder ohne Division durch Einheiten,
E,E',F, F' endlich < A. Ist F k-linear abhingig von F’' und E’ k-linear abhingig von E,
so gilt

L(F mod E) < L(F' mod E’).

Beweis (ausfiihrlich). Nach dem Transitivitdtssatz ist
L(F mod E) £ L(Fmod F’) + L(F' mod E') + L(E’ mod E).

Es geniigt also etwa
L(Fmod F')=0

zu zeigen. Wiederum nach dem Transitivititssatz konnen wir annehmen, F sei ein.
punktig, etwa = {a}. Da unsere Operationszeit auf linearen Operationen verschwindet,
ist {h € A: L(bmod F') = 0} ein k-Vektorraum, der F’ umfaBt. Also L(a mod F’') = 0-

Seien nun z,, ..., z, Unbestimmte iiber k. Wir fassen k[x] = k[z,, ..., z,] als
k-Ring iiber {z,, ..., z,}, k(x) als k-Kérper iber {z,, ...,z,} auf (dies gilt fiir die ganze
Arbeit). Die Einbettung k[x]— k(x) ist ein p-Homomorphismus, wo ¢ die Einbettung
von Qu{x,,...,z,} in 2 vz, ...,2,} ist. Nach dem Simulationssatz gilt also fiir
F < k[x]

Lk(x)(F) é Lk[x](F)'

Satz 2. Sei F eine endliche Menge von Polynomen € k[x] vom Grad < d. Dann ist

d(d—1)

Lk[x] (F) é 2

Lk(x) (F)'

Beweis. Sei B eine ausfithrbare Berechnung von F in k(x) mit

Ly (F) = L(B).

Da k unendlich ist, gibt es ein A € k" so, daB alle von 0 verschiedenen Ergebnisse von f
Einheiten im lokalen Ring @, des Punktes A sind (dieser besteht aus allen rationalen
Funktionen, deren gekiirzter Nenner an der Stelle A nicht verschwindet). g ist also auch
ausfithrbar im kommutativen k-Ring iiber {z,, ..., z,} mit Division durch Einheiten @,
und hat dort die gleiche Ergebnisfolge. Also ’

L(B) = Lo,(F).
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Sei k[[x —2A]] = k[[xl—/'tl, ...,Z,—4,]] der Ring der formalen Potenzreihen in den
— A;. Wir haben einen Homomorphismus von kommutativen %- ngen iber {z, ...,2,}
mlt Division durch Einheiten

0, k[[x — A]],
der k[x] identisch abbildet (siehe [2], S. 59). Nach dem Simulationssatz ist also
L@A(F) g Lk[[x—l]] (F)'

Sei f=f, die vereinigungstreue Abbildung 2=l 2H~l dje jeder Potenzreihe die
Menge ihrer homogenen Teile vom Grade =< d zuordnet. Wir schreiben f(a) fiir f({a}) und

f(a, b) fir f({a, b}).
Lk[x](f(o)) = Lk[x] (f(1)) = 0, Lk[x] (f(a + b)mod f(a, b)) = Lk[x] (f(oc a)mod f(a)) =0,

und wenn ¢ = Xa,, b = 2'b, mit a,, b, homogen vom Grade r,
r=0 r=0

(1) Lk[x](f(a b) mod f(a, b))

=Lk[~]({'+£ta,'b,:0 <t<dimoday,...,b) < d(d2 1)

da a,, b, € k. Falls b Einheit, also b, & 0, haben wir auch

d—1)

@) Liga(f(afb) mod f(a, b)) = HE—1)

(dies sieht man leicht durch Induktion nach d unter Verwendung von
Llc[x] (fd(a/b) mod f;_,(a/b), fy(a, b))

= Ly ((a/b)y mod f,_,(a/b), f;(a, b))
= Lk[x]((ad (a/b),,bd_,,)b o' mod f;_,(a/b), f,(a, b) ) =d—1)

065

Also nach dem Simulationssatz

1)

Lo = 28D p .

Da d eine obere Schranke fiir den Grad der Polynome F ist, haben wir
Ly (F mod f(F)) =

Fassen wir die erhaltenen Resultate zusammen, so folgt die Behauptung des Satzes.

Der Beweis ist natiirlich ganz konstruktiv.

Korollar 3. Ist F eine endliche Menge von quadratischen Formen, so ist die Ein-
bettung k[x]- k(x) L-autark fiir F.

Bemerkung 4. Ist E eine weitere endliche Menge von quadratischen Formen, so
zeigt der Beweis des letzten Satzes, daB die Einbettung k[x]—k(x) auch L-autark fiir
F mod E ist.

1)

Der Faktor -‘—1(d—2_——

sich wesentlich verbessern.

in Satz 2 ist keineswegs optimal, besonders fiir groBe d 148t er

24*
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Satz b. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gilt
Ly (F) < 4d lg2de(x)(F)

(g, bezeichnet den Logarithmus zur Basis 2).

Beweis. Wie der Beweis von Satz 2, indem man an Stelle von (1), (2) das folgende
Lemma benutzt.

Lemma 6. Seien a = ga,, b= ﬁb, €k[[x — 1)), d = 2. Dann ist

Ly (fu(a b) mod f,(a, b)<2d—3

und falls b, =+ 0,
Lk[x] (fd(a/b) mod f,(a, b)) < 4dlg,d.

Beweis. Seien u = Ju,, v = 2.2 v, €k[[* —A]], u,, v, homogen vom Grade r bzw. s,
828,

r=r,

ro+ so = d. Seien 4,, ..., A3y, )11 Paarweise und von 0 verschiedene Elemente von £.

L(f(u - v) mod f(u,v)) =L (f(( dj:" u,) . ( Eﬁ v,))mod f(a, v))

r=r, 8=8,
<L +27t 0Ty + 8 =t < 2d—ryg— so| mod f(u, v)
(3) c'.sg:ssdt'.

rts=t
rn=rsd
sy Ss=d—r,

= L({ u—zf,‘.ﬂ'< P u,v,) Ari=1,...,2(d—ry—s,) + 1]m0d f(u, v))
t=rot8 L,

(wegen Lemma 1, weil Det(4{) # 0 nach Vandermonde)

d—s, d—r,
< L({( P, u,l"-)( S v,l}): t=1,...,2(d—ry—s,) + 1}m0d By o5 v,,_,o)
r=r, §=8,
<2(d—ry—sp) + 1
nach Lemma 1. Hieraus folgt die erste zu beweisende Ungleichung:
L(f(ab) mod f(a, b)) = L(f(a — ay) (b — b,)) mod f(a — ay, b — by)) < 2(d — 2) + 1.

d(d—
2

Zum Beweis der zweiten konnen wir d > 4 annehmen (denn 1 =< 4dlg,d fir

2 < d < 4), ferner b, = 1. Wir setzen b=1-—b. Esist
ab = a Ib*=a,+c I b,
20 i20

wobei ¢ = agh + a — a, verschwindenden konstanten Koeffizienten hat. Nach Lemma 1,
dem Transitivitdtssatz und der schon bewiesenen Ungleichung ergibt sich

(4) L(f(afb) mod f(a, b)) < L ( f(c :_2:5‘) mod (e, 5))

<2d—3+1L (,f(:':i;1 5‘)modf(b")).



Strassen, Vermeidung von Divisionen 189
Wir zeigen nun fiir 2°~! < d durch Induktion nach p
) L(f(Z'5 5 mod 1) < (ha—9(p— 1) — 2% + 4.
i=0

Dies ist klar fiir p = 1. Allgemein gilt

i ( f(“g“z"ﬂ, Zzp) mod f(Z)) <r(f

—

4 L (f<23.—15{’ 52”) mod f(z‘PZTlZ‘, 52”_1)) + L (,.(23,_15‘, 52"‘1) mod f(Z)) =:14+II 4 III
0 0 0

Wegen
+1_ (9P_1 ~ ~
S T (”’z‘b‘)(i + )
0 0
ist
I1<2d—3,
wegen (3)

II<2d—2°)+1
und nach Induktionsvoraussetzung
I < (4d —2)(p — 1) —27*! 4+ 4,
Damit ist (5) gezeigt. Nun sei 2°~' < d < 2P. Dann folgt aus (4) und (5)
L(f(a/b) mod f(a, b)) < 2d — 3 + (4d —2)(p — 1) —27*1 + 4
S4d(p—1)—(2p—3) S 4d(p—1) £ 4dlg,d.
Ein zu Satz 5 dhnliches Resultat erhdlt man fiir eine iiberall positive beschrinkte

(etwa auf k& konstante) Operationszeit z’, wenn % algebraisch abgeschlossen ist (oder
wenigstens die notigen Einheitswurzeln enthélt):

Ly (F) < const (d1g d Ly, (F) + # (F)d(Ig d)*).

Hier kann man sich ndmlich auf Berechnungen von F in k(x) beschrinken, in denen
hochstens #(F) Divisionen vorkommen, indem man ausgehend von einer optimalen
Berechnung von F in k(x) mit (ungekiirzten) Zdhlern und Nennern separat rechnet und
die Divisionen nur in den Endergebnissen ausfiihrt. Die dadurch in Kauf genommene
Verlangsamung betrégt nur einen konstanten Faktor. Ferner zeigt man nach dem Muster
des Beweises von Lemma 6 leicht

Ly (f(ab) mod f(a, b)) < const dlgd
Ly (f(a/b) mod f(a, b)) < const d(Ig d)*,

indem man die schnelle Fouriertransformation verwendet. Speziell (und auf besonders
einfache Weise) erhilt man, daB bei der Berechnung einer Menge von Linearformen der
Verzicht auf die Division nur um einen kleinen Faktor verlangsamt (der von der Opera-
tionszeit abhingt).

§ 3. Inversion von Matrizen

Ist C € M, (k(x)), d. h. ist C eine m-reihige quadratische Matrix mit Koeffizienten

¢;; € k(x), so setzen wir
L(C) = Lyy({ey: 1 =1, j = m}).
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Analog ist L(C,, ..., C,mod D,, ..., D,) definiert. Ist C € M, (k[x]), so setzen wir
L) (C) = Ly ({eyy: 1j < my).

Seien A, B m-reihige Matrizen, deren Koeffizienten a,;, b,, paarweise verschiedene
Unbestimmte z, sind (das setzt natiirlich 2m? < n voraus). Wir setzen

{w= L(AB) = Ly (AB), n,, = L(A7Y)

(mit Hilfe des Simulationssatzes sieht man leicht, daB die rechten Seiten nicht von n > 2m?
und der Wahl von A, B abhingen).

Lemma 1. Fir beliebiges C, D € M, (k(x)) ist
L(CD mod C, D) < ¢,,.

Es gibt ein von O verschiedenes Polynom h€k[a,,,. . ., a,,,] so, dap fiir beliebiges C € M., (k(x))
aus h(cyy, . .., Cpm) =+ 0 folgt

C hat eine Inverse
und

L(C'mod C) < ,,.

Insbesondere gilt dies also, wenn die c,; algebraisch undbhdngig iiber k sind.

Beweis. Zum Beweis der ersten Ungleichung wahlen wir n = 2m? so da8 die a,,
b;; gerade die Unbestimmten z, durchlaufen, und wenden den Simulationssatz auf den
durch a;;+ ¢y, b;;~> d;; bestimmten p-Homomorphismus des von k[x] induzierten k-
Rings in den von k(x) induzierten k-Korper an (¢ ist die Einbettung von 2 in Q’).

Zum Beweis der zweiten Ungleichung wihlen wir n = m*® und eine optimale aus-
filhrbare Berechnung 8 von A~ Sei A(ay, ..., @pw) = (2, ..., z,) das Produkt der
in den Ergebnissen von g auftretenden von O verschiedenen Zihler und Nenner. Ist
h(Cy1y -3 Cum) + 0, s0 sei O, der lokale Ring aller g € k(x), fir die g(¢yy, - - -, Cp) de-
finiert ist. Alle von O verschiedenen Ergebnisse von f sind Einheiten von 0;  berechnet
also A~! auch im kommutativen Ring mit Division durch Einheiten 0, d. h.

Lo, (A7 mod A) < ,,.

Nun wende man den Simulationssatz auf den durch a,+> c,; definierten Homomor-
phismus 0, k(x) an.

Lemma 2. D € M, (k(x)) habe paarweise verschiedene Unbestimmte x, als Koeffi-
zienten. Dann sind die Koeffizienten von D(D + 1) algebraisch unabhdngig iiber k.

Beweis. O. B. d. A. sei k algebraisch abgeschlossen. Die Abbildung A4+ 4(4 + 1)
fiir 4 € M, (k) ist ein Endomorphismus y der algebraischen Varietit M, (k) ~ k™. Es
geniigt offenbar zu zeigen, daB y dominant ist. Nach dem Satz {iber die Dimension der
Fasern ([4], S.92) geniigt es also z. B. nachzuweisen, dafl fiir paarweise verschiedene
0y, ...,0, €k die Gleichung

A4 +1) = (3,6)

nur endlich viele Losungen A besitzt. Sei 4 eine Losung und seien f(z) = II(z — 8,) das
charakteristische Polynom von 4, g(y) = Il(y — 0,) das charakteristische Polynom von



Strassen, Vermeidung von Divisionen 191
A(4 + 1). Dann ist _
g(z(z + 1)) = Det (z(z + 1) — A(4 + 1)) = Det (z — 4)(z + 1 + 4))
= (—1)"Det (z— A) Det (—2x—1—4) = (— )" f(z) f(—z—1)
=0T (2 + 1) — 8,00, + D),

also
gy) =1II (y — 6,(0,+ 1)),
also 0. B.d. A. 0, = 9,(6, + 1). Die 9, sind paarweise verschieden, weil die 6, es sind.

Also 148t sich 4 auf Diagonalgestalt bringen: Sei A € M,,(k) reguldr mit

A7 A4 = (8,6)).
Es ergibt sich

A71(0,,0) 4 = A7 A(A + 1) A = (8,,8,(8, 4+ 1)) = (8,;0,).

Wegen der Verschiedenheit der 0, sind 4 und damit auch 4 diagonal. Nun folgt die Be-
hauptung unmittelbar.

Lemma 3. L, = M2, 1y, = md
Beweis. Es ist

A(F): = (Dimension des von F v {1, z,, ..., 2,} erzeugten k-Vektorraums) — (n + 1)

eine L-Schranke.

Satz 4. £, und n,, sind monoton. Ferner

—1
En < Bty My <6 3 2L 2P,
1=0

Beweis. Monotonie von {,,:

0...0]1(0..
tw=LAB) =Ll |. A ||. B||Zlua
0 0
nach Lemma 1.
V1
Monotonie von 7,,: Nach Lemma 1 gibt es o, '=| ° Jund A= (4,,...,4,) mit
Vm

&, ¥4, A€k und « + 0 so, daf

x A\
L((F A) énm+l'
1 0\ /[x A\ [1 — Ao (oc 0
(——F/oc 1)(r A)(O 1 )— OA—(I’A/zx))

geht man zur Inversion iiber. Dann erhilt man nach Lemma 2. 1

x A\ o« 0 -4
L <( ) ) =L (( ) )= L((A—(I4|x))"") = L(A™Y)
r4A 04— (I'd/x)

Von der Identitdt
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(letzteres nach dem Simulationssatz). Also
N = L(A7Y) < ppys-

Erste Ungleichung: Sei D eine 2m-reihige Matrix mit paarweise verschiedenen Un-
bestimmten als Koeffizienten. Wie man sofort nachrechnet, hat D(D - 1) die Inverse
D='—(D 4 1)"% Da nach Lemma 2 die Koeffizientenmenge von D(D 4 1) den Tran-
szendenzgrad (2m)? iiber % hat, gilt dies auch fiir ihre Inverse, also hat D~* — (D + 1)™*
ilber % algebraisch unabhingige Koeffizienten. Der Transitivitdtssatz und Lemma 1
liefern nun

L(D(D + 1)) = L((D™ — (D + 1))
(1) < L((D™'— (D + 1))~ mod D' — (D + 1))
+ L(D™) 4 L((D + 1)) < 31p,,.

D =(‘Dll D12)
Dzl ‘D22

mit m-reihigen D;;. Aus dem Simulationssatz folgt

: Leo(DuD,) < L <(0 Du) ((0 Dlz) 1))
m — L\ 1221) = L -+
D21D22 D21D22

< Ly (D(D + 1)) = L(D(D + 1)).

Zusammen mit (1) ergibt das die Behauptung.
Zweite Ungleichung: Diese folgt durch Induktion aus der Ungleichung

Nom é 6Cm + 277m7

welche sich aus [7], S. 356 oben, mit Hilfe von Lemma 1 ergibt (es ist klar, daB die beiden
zu invertierenden Matrizen jeweils algebraisch unabhingige Koeffizienten haben).

Korollar b. Cn < 257,

fir alle m. Falls fir ein «

Wir schreiben

w = 0(m"),
so auch
Nw = 0 (m").
Beweis. Nach [7], S. 354f. ist
(2) Com 5= Tl
Also nach Satz 4
(3) Czqé 7Cq é 217]24'

Auf elementare Weise zeigt man

Lagi1 S Cog + (1292 + 64 + 1),
also fiir ¢ = 2
Cagei S dgg -+ 4(2Q)2 < 2y, + b7y,

wegen Lemma 3 und (3),'a]so
Cagr1 = 25m5044.

Fir m < 3 folgt £,, < 257, aus Lemma 3.
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Ist £,, = O(m®), so ist x = 2 nach Lemma 3. Sei 27! < m < 27, Dann ist

p—1
M = Myp = cONSE I 20714D = 0(27) = O(m).
1=0

Aus dem Satz folgt auch ziemlich leicht, daB ¢,, und 7,, auf einer unendlichen Teilmenge
von N die gleiche Gr6Benordnung haben. Mit Hilfe einer einleuchtenden Vermutung kann
man 7,, = 0((,,) allgemein zeigen.

Vermutung 6. Seien X,, X, disjunkte Teilmengen von {z,, ..., z,}, F,<k(X,),
F, <k(X,) Mengen von quadratischen Formen. Dann ist?)

L(F,v F,) = L(F,) + L(F)).
Korollar 7. Ist Vermutung 6 richtig, so haben {,, und ,, die gleiche GréfBenordnung.

Beweis. Seien

Cy O 0 Cia D, 0 Dy, 0
o [0 CGmCao ) [0 DaoO Dy
0 Cyp Cyy O Dy, O Dy, 0
Cy O 0 Cas 0 Dy 0 D,,

4m-reihige Matrizen, wobei die C,;, D,, m-reihig sind. Die Koeffizienten aller C;, D,
seien paarweise verschiedene Unbestimmte. Aus Lemma 1 folgt

L(CD) = Ly

und durch Ausrechnen unter Verwendung von Vermutung 6
8t, < L(CD),

also
8Cm g C:lm'

Aus dieser Ungleichung folgt durch Induktion nach ¢

ot — 22¢°

1

2q
22q—i¢- L 6&'
=0
Aus Satz 4 ergibt sich dann
7722q = 0(C22q)
und daraus die Behauptung mittels (2).

§ 4. Der Rang eines Tensors
Definition 1. Seien U, V, W k-Vektorrdume, 7€ U ® V ® W. Dann heilt

N
Rg(r): = min{N:7v = Ju, ® v,® w, mit geeigneten u, € U, v, €V, w, € W}
q=1

der Rang von 7.
Fiir den Fall U = k", V = k™, W = k° ergibt sich mit (v*'!) € k" ® k" ® k°
N 5 . . . 5
Rg(r¥") = min{N: t¥' = 3 ulviw} mit geeigneten uj, v}, w € k}.
g=1
Man beweist leicht den folgenden

Satz 2. (i) Se:
p:UVeoW->VeUW

1) Die Vermutung wird freilich durch das drastische Resultat von Moenck-Borodin [13] in Zweifel gezogen
(siehe auch [12] und [14]).
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der kanonische Isomorphismus, T € U ® V ® W. Dann ist
Rgp(r) = Rg .

Entsprechend bei anderen Permutationen der Riume?).

(ii) Seteng: U~ U',y: V> V' und y: W~ W’ lineare Abbildungen,v € U @ V @ W.
Dann ist
Rg((p ®y ® 1)7) < Rg=.

(1ii) Rg(Ao + u7) < Rgo+ Rgr fir A uc€k.

Von besonderem Interesse ist der folgende Spezialfall:

Seien U=U o U", V=V V', W=WeaeW’ ferner c€U V' ® W,
t€U" @ V"' ®@W". Dann ist c®v€U ® V @ W in natiirlicher Weise definiert und
es gilt

Rg(oc® 1) < Rgo + Rgr.

(iv) Seten U=U' @ U, V=V V' W=W @W", fernerc€U' @ V' @ W',
€U @ V" @W". Dann ist c @ 1€ U ® V ® W in natiirlicher Weise definiert und
es gilt

Rg(o®7) < Rgo Rgr.

Vermutung 3. Mit den Bezeichnungen des Satzes 2, (iii) gilt stets
Rg(c ®7) = Rgo + Rgr.

DaBl in Satz 2, (iv) nicht immer das Gleichheitszeichen steht, ist leicht zu sehen. Wir
stellen nun eine Beziehung zwischen Rang und Berechnungslinge her.

Satz 4. Sei
= 1l b < <
F {1g§§nt x, xp 1 <1< s}
eine Menge von quadratischen Formen aus k[x]. Dann ist

Lyy(F) = min {Rg(z** + a"’) | ..ot o = — &' und «**! = 0 fiir alle i, j, I},
1si<s

wobei (t¥' + a'), ;. als Element von k" ® k™ ® k°* aufgefapt wird.
1sis<s

Beweis. Nach § 2 kénnen wir L, (F) durch L, (F) ersetzen.

Rg(e"' + o) < N
bedeutet ,
N :
et = Zuprug

mit geeigneten uj, v}, wj € k. Multiplikation mit z,z, und Summation iiber i, j liefert

N
5 ez = q:v-i “’Iq(“z LEDE (iz" ;)

fir alle I. Daraus folgt
Lk[x](F) é N:

%) Dies ist nichts anderes als die inzwischen von Hopcroft-Musinski [15] eingefiihrte Dualitit.
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also < in der Behauptung des Satzes. Zum Beweis von > sei Q(E) fiir E < k[x] die
Menge der homogenen Teile vom Grade 2 aller a € E. Man sieht leicht, da

A(E): = min {N: Q(E) in der linearen Hiille von

{(Z ujz))(2 vix;)): g =1, ..., N} mit geeigneten u}, v} € k}
* 7

q

eine L-Schranke ist. Sei
N: = Ly, (F).

Dann ist N = A(F), also gibt es uj, v}, w} € k mit

¢ Vg
Zt”’x i, 2,‘ wq(Z u x,)(zv %)
fiir alle , d. h.

N . .
2@ — Juiviw)ra; =0
%] g=1

fiir alle I. Setzen wir also

N
— I I /|
_qél‘uqvqwq Ty

dann ist «'! schiefsymmetrisch in i, j und es gilt

Rg(T”l + “”l) — Rg( Zuqu ;) < N.
Korollar 5. Set
F={ 2 ga1<1<s}

1=st,j=n

eine Menge von quadratischen Formen. Dann ist
1
9 Rg (Tm =+ TW) = Lk(x)(F) < Rg (=)
Speziell, falls Char k # 2 und v"' = 7%,
1
9 Rg (z7) < Ly(F) = Rg (z*).

Beweis. Sei (x'') schiefsymmetrisch in i, j. Dann ist nach Satz 2
Rg (z¥' + /") < Rg (v7' + «'') + Rg (7' + &’*') = 2Rg (z¥' + ™).
Also nach Satz 4
LR + ) < Ly (F)
Der Rest ist klar.
Fiir Char k = 2 ist die zweite Aussage des Korollars falsch:
s=1, v =4,, L(Zz}) =1, Rg(d,) = n.

Spéter brauchen wir noch das folgende
Lemma 6. Seien z,, ..., %, ¥y, .- -, Y, Unbestimmte iber k,
F —_—{ S ry1 £1 gsl
1sisp .
1575¢ J
25*
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Dann ist
1 .
o Rg () < Ly (F mod k[x] © k[9]) < Ly, 0 (F) < Rg (+).

Beweis. Ist E = {a™, ..., a"} < k[x, y], so schreiben wir

a(l) — izjo'”lxiyj + b(l),
wo b? keine Monome der Gestalt ox,y; enthélt, und setzen
1
AME): = -5 Rg (a'").

Mittels Satz 2 sieht man leicht, daB A wohldefiniert und eine L-Schranke mod k[x] v k[ y]
ist.

Anwendung 7. Sei Char k = 2, Q € k(x) eine beliebige quadratische Form. Es ist
Q ~ 1%y + *** + Zyp_1%9m + @(x2m+1a ey Zp)

mit definitem (5 Wir behaupten
Lk(x)(Q) =p—m.
Zunichst folgt aus dem Simulationssatz, daB L konstant ist auf Aquivalenzklassen qua-

. ~ P .
dratischer Formen. Wegen Q(zyu1, ---, %) ~ 22+1Z,x? ist also
1=2m

P
L(Q) = L(z,x; + *** + Zop_1%2y + ‘_22-1_1)%37?) =p—m
Andererseits konnen wir o. B.d. A. p =nr annehmen (nach Korollar 2.3 und weil
k[z,, ..., z,] autark ist in k[x]). Dann ist Q nichtausgeartet und m ist die Dimension
der maximalen Nullrdiume von Q. Wir nehmen an, L(Q) sei < n — m. Ist (z*) die Matrix
von Q und ist (x'/) schiefsymmetrisch mit

Rg (" + a") = L(Q) < n—m,

so gibt es m + 1 Vektoren, die von der Matrix (z* + «*) annulliert werden (denn
Rg (v 4 «*) ist nichts anderes als der gewohnliche Rang der Matrix (z¥ + «*)). Diese
bilden einen Nullraum von Q, also m + 1 < m, Widerspruch.
Zum Beispiel ist Ly, (2} + -+ z}) =n fir k=R und = —;—
obige Resultat kann auch mit der Pan’schen Methode bewiesen werden.

fir £k = C. Das

Fiir den Rest dieses Abschnittes wollen wir unter einem %-Ring immer einen endlich-
dimensionalen nicht-assoziativen %-Ring verstehen (das ist ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum zusammen mit einer bilinearen Multiplikation, also eine Algebra vom Typ
kv {0, +, —, %} mit einstelligen 1 € k), vor allem um auch Lieringe miteinzubeziehen.
Ist V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, so 1a8t sich eine bilineare Multiplikation
in V durch einen Tensor o € V* ® V* @ V beschreiben ([1], III. 66). Die Beschreibung
ist bijektiv und folgendermaBen definiert: Fiir u, v€ V, w € V* fagse man u ® » ® w als
Element von (V* ® V* ® V)* auf. Dann ist

(1) w(u-v):(u@b@w)a.

Definition 8. Sei V éin k-Ring, 0 € V* @ V* ® V der die Multiplikation in V defi-
nierende Tensor. Dann setzen wir

RgV:= Rgo.
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Seien e,, ..., e, eine Basis von V (als k-Vektorraum) und e¥, ..., e* die duale Basis
von V*. Sind ¢! die Koordinaten von ¢ beziiglich dieser Basen (aus technischen Griinden
schreiben wir auch i, j als obere Indizes), d. h. gilt

o= o' @ Be,
il
so wird (1) zu

e il
ee; = 120 e

Kennt man also die Koordinaten u* und v’ zweier Vektoren u, v € V, so berechnen sich
die Koordinaten des Produkts u - v wie folgt

(2) (u-v)! = Zoutvl.
LY
Seien z,, ..., %,, Yy, - --, Y, Unbestimmte iiber k. Dann ist

Ly ({5 e gyl 2l < n}) = L,,M(ﬁ oPaypl <1< n)

der kiirzeste Zeitaufwand (bzgl. der durch die Operationszeit 1,, , gegebenen Zihlung)
zur Berechnung des Produkts zweier Vektoren von V (vgl. auch [9], § 8).

Der folgende Satz ergibt sich aus Lemma 6.

Satz 9.

%Rg VS Lyy({ o2y 1<1<n}) < RgV.
1,7

Satz 10. Seien V, W k-Ringe. (i) Ist f: V> W ein injektiver Homomorphismus,
so gilt

RgV < RgW.
(i) Ist f: V> W ein surjektiver Homomorphismus, so gilt
RgW < RgV.
(iid) Rg(VeW)<RgV+ RgW
(iv) Rg(VeW)<RgV-RgW.

Beweis. Seien o, T die die Multiplikationen in ¥V, W beschreibenden Tensoren. Eine
k-lineare Abbildung f: V > W ist genau dann ein Homomorphismus, wenn gilt

(d®id ®@f)o = (f* ® f* ®id)7.
(i) Es gibt eine lineare Abbildung g: WV mit g f = idy, also
f*eof*egr=(deideg «(f*of*®id)r=(d®id®g) «(id®id ® f)o = 0.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.

(ii) Es gibt eine lineare Abbildung g: W~V mit f o g = idy, also g* o f* = idy.,
also

g*®g*®f)lo=(g*®g*®id)o (dRIdBflo=(*®g*Qid) - (f*@f*@id)r = 1.
Die Behauptung folgt wieder aus Satz 2.

(iii) und (iv) folgen direkt aus Satz 2, da ¢ ® 7 und o ® v die die Multiplikation
in Vo W und V ® W definierenden Tensoren sind.
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Satz 11. Sei V ein k-Ring mit Eins der Dimension n. Es gilt
(@) Rg(V)=n
(i1) Re(V)=neVaxkx- Xk

Beweis. 0.B. d. A. sei V = k"™ als Vektorraum. Sei (%) der V zugrundeliegende
Tensor und

N . .
= Zujrle,
g=1
mit N = Rg (V). Sei (e;, ..., ¢,) = 1€ V. Dann ist
) N
3) Oy = "zj'riileiam’ = ?T‘Mei = %" ? Vg wye; = qgl A g wg

mit 1, = ‘Z'u;e,. Daraus folgt schon N = n. Ist N = n, so folgt aus (3), daB (w}) eine

regulidre Matrix ist. Durch Basiswechsel konnen wir

(w;) = (aql)
erreichen, also
o — el
Aus (3) wird dann
6ml = 11”;"1
also 4, = 0 und
1
/U;n - },_l-a’"l'
Aus Symmetriegriinden
u —1—6
(] Uy mir
also
i — ) T falls i=j=1
0 sonst.

Also ist V ~ kX -+ X k. Die Umkehrung ist trivial.

Anwendungen 12. (i) Ist G eine abelsche Gruppe der Ordnung n, Char (k) ¢ n,
so istt Rg k[G] = n. Ist K ein separabler k,-Korper, [K: k,] = n, k algebraischer Ab-
schluB von k, und V der k-Ring K ®, k, so ist Rg V = n.

(ii) Ist Vermutung 3 richtig, steht also insbesondere in Satz 10, (iii) das Gleichheits-
zeichen, und ist & etwa algebraisch abgeschlossen, so kann man nach dem Satz von
Wedderburn den Rang halbeinfacher (assoziativer) k-Ringe auf den Rang von vollen
Matrizenringen M,, = M, (k) zurickfithren. Rg M, ist bis auf einen Faktor < 2 der
minimale zur Multiplikation zweier allgemeiner m-reihiger Matrizen benétigte Zeit-
aufwand (bzgl. der Operationszeit 1, ,). In [7] wird

Rg M, <7
gezeigt. Wegen M, ~ M, ® : -+ ® M, folgt nach Satz 10
Rg M, <7,

und daraus leicht
Rg M, < 3m'®’,
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Tatséchlich erhélt man in analoger Weise eine groBenordnungsgleiche obere Abschétzung
auch fiir die zur Multiplikation zweier Matrizen benotigte Gesamtanzahl von Operationen
({71, siehe auch [10], Corollary 7). Untere Schranken fiir Rg M, sind nicht bekannt,
abgesehen von der trivialen

Rg M,, = m?

(die z. B. aus Satz 11 folgt), und von
RgM,=>7
(Hopcroft-Kerr [3], Winograd [11]).

§ 5. Multiplikation spezieller Matrizen

Sei k algebraisch abgeschlossen, G < Gl,(k) < k™ eine irreduzible, lineare algebra-
ische Gruppe (siehe z. B. [6], Chapter III, §3), t;; die von den Koordinatenprojektionen
in k™ induzierten Elemente des Koordinatenringes von G. Seien x,, 7, die Projektionen
von G X G, a;; =t; omy,b;; = t;; om,. Bekanntlich ist G X G eine irreduzible Varie-
tdat. Sei K der Funktionenkorper von G X G, aufgefaBt als k-Korper. Wir interessieren
uns fir

Lx({ Sayby il < n}mod Ay ooy b,,,,) .
ji=1

Nach [9], § 8 ist dies der minimale Zeitaufwand (bzgl. der Operationszeit 1, ,), den ein
Programm zur Multiplikation von Matrizen € G fiir fast alle Inputmatrizenpaare bean-
sprucht. Sei ® < k™ der Tangentialraum an G im Punkte 1 € G. Da G nichtsingulir ist,

ist dim ©® = dim G =: m. Seien &V, ..., &™ €™ eine Basis von 0, & = (&). Seien
ferner z,, ..., %,, Y1, -- -, Y Unbestimmte iiber k. Wir fassen k[x, y] auf als k-Ring
iiber {2, ..., Y}

Satz 1.

LK<{ é‘aﬁbﬂ: 1< n}mod Gyyy ooy b,m)
j=1

j=1\p=1

> Ly, ({ 2( Zepa,)( Zepue)s i1 < nymod kix] v kL))
g=1
Beweis. Sei B eine optimale ausfiihrbare Berechnung von
{12' ayby:i,l < npmoday,, ...,b,, in K.

Es gibt (I', 4) € G x G so, daB alle von 0 verschiedenen Ergebnisse a; von f im Punkte
(I, 4) definiert und = O sind, daB also a; Einheiten im lokalen Ring 0,y = Og ¢ (r.4)
sind. Wir fassen die lokalen Ringe von Punkten von G X G als kommutative k-Ringe
mit Division durch Einheiten auf. Dann erhalten wir also

L ({’Za,,b,,: i,l < n}moday, ...,b,,) = L(B)
= Lo, ({an,,b”: i,l < n}moday, ...,b,,).

Nun sei k: 0 1)~ O, 4) der durch

h(u) (M, N): = u(I""*M, NA™Y
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fir M, N € G definierte Isomorphismus. Wir haben
i n
h(aii) = thir(l-‘_l)arja h(bﬂ) = z,l‘bfsts,(A"l).
r= =

Nach dem Simulationssatz gilt

& ({%7 a;by i, < nfmoday, ...,b,,)

Or,a)
== L@(l’l) ({”E'tir(l-'_l) (jzarib]'s)tsl(A—l) : i’ l é n}
mod {'Zti,(l"‘l)a”-: Lj<n}o {32 bistu (471 j, 1 < n})

= Lﬂ’(m)

{2 a,ybs:r,s < n}lmod ay,, ..., b,,)
7
nach Lemma 2. 1. Zusammen ergibt sich
(1) Ly ({2 ayb;:i,l < n}moday,, ...,a,,)
7

=L ({72 a;;bj: 1,1 < n}mod ayy, ...,b,,)

91,1

O X O < k™ x k™ ist der Tangentialraum von G X G an der Stelle (1, 1), also

bilden (¢, 0), ..., (&€™,0), (0, D), ..., (0, &™) eine Basis dieses Tangentialraums.
Seien u,, ..., u, lokale Parameter von G an der Stelle 1, und zwar so, daB d, u,, ..., d,u,,
die zu @, ..., ¢™ duale Basis ist. Dann sind u, 07y, ..., U, 07y, Uyo Mg, ..., Uy o7,

lokale Parameter von G X G an der Stelle (1,1) und d ) u,0m7,, ..., dy ;) U, o7,
bilden die zu (¢®,0), ..., (0, &™) duale Basis. Es gibt einen Monomorphismus

@: @(l,l)_> k[[xl’ ey Ly ?/17 eway ym]]
von k-Ringen (mit Division durch Einheiten) so, da83
UpoTty > Ly, UyoTlg>Y,

und so, daB k[[z,, ..., y,]] vermoge ¢ die Vervollstindigung von 0, ;, nach seinem
maximalen Ideal ist (fiir die Konstruktion siehe [6], Chapter II, §2).

Um die linearen Komponenten von ¢(a,;) und ¢(b;;) zu bestimmen, bemerken wir
Ao,y @y = 2 e dg,py (up o m1)
d(1,1) baz = 12 8§?’d(1,n (uq ° 7y),

wie man leicht durch Auswerten an den Basisvektoren (6™, 0) bis (0, &™) von @ x @
nachpriift. Daraus folgt (nach Konstruktion von ¢)

¢(au) = 6(1 -+ feg’) xp + . e
(P(b”) = 611 + %’eg) Y, + e,

wobei ¢(a;;) bzw. ¢(b;) Potenzreihen in den z, bzw. y, allein sind. Daher hat der qua-
dratische Bestandteil von (p(%‘ a;;b,;) die Gestalt

2 (Zepz) (Zeffy) + cald) +dul)
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Wie im Beweis von Satz 2. 2 ergibt sich nun
L@(l,l)({%’a,ib”: i, < n}moday,...,b,,)

= Ly ({ & 9 (@) 9 (b3 : 1, L < n} mod p(ayy), - -, @(bya)

= Lysi ({’Z(%‘ e® x,,)(qz &Py,): 1, 1 < n} mod k[x] v k[ ])-
Hieraus und aus (1) folgt der Satz.

Korollar 2.
LK({%' a;b;: i, 1 < n}mod ayy, ..., b,,)

1 :
2 ij[x,y] ({72(5" gs';")xp)(qzsg'g)ya): b ! é n})

Beweis. Dies folgt aus Satz 1 nach zweimaliger Anwendung von Lemma 4. 6.

Beispiel 3. Ist G die spezielle orthogonale Gruppe, so besteht ihr Tangentialraum
an 1 aus den schiefsymmetrischen Matrizen. Korollar 2 besagt dann, da8 der Mindest-
zeitaufwand von allgemeinen Verfahren (mit Division) zur Multiplikation m-reihiger
orthogonaler Matrizen der Determinante 1 nicht kleiner ist als der halbe Mindestzeit-
aufwand allgemeiner Verfahren (ohne Division) zur Multiplikation m-reihiger schiefsym-
metrischer Matrizen. Dieser 148t sich elementar sofort durch ¢ [ Jab:‘sch.‘i’ozen.

2

Korollar 4. Sei & der Liering von G. Dann gilt

LK({iZ Gl 6 1 S} 0 gy 00y Bp) = —}—;Rg @.

Beweis. Man verwende Lemma 4. 6 und die Tatsache, daB & von @ zusammen mit
der Klammermultiplikation realisiert wird (siehe [5], LA 1. 3).

Dieses Korollar ist weniger genau als Korollar 2. Dafiir eréffnet es die Moglichkeit,
die Strukturtheorie der Lieringe auszunutzen (vgl. § 4, besonders Vermutung 4. 3).
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