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Uber rationale Polynome mit einer Minimumseigenschaft.

Von Otto Blumenthal in Aachen.

Im Anschluf8 an einen Vortrag, den ich im vorigen Jahre auf dem Allrussischen
Mathematiker-Kongress in Charkow gehalten habe, bin ich auf &ltere Untersuchungen
iiber eine gewisse Minimumseigenschaft rationaler Polynome zuriickgekommen?).

Es handelt sich um folgende Fragestellung: Wenn ein Polynom n-ten Grades

(I M(x) = prg + paZ + - - - + ppa*
in einem Kreise vom Radius r um den Nullpunkt mindestens m (= n) Nullstellen hat,
dann ist der Ausdruck

|l |
- = TsaTF -t [pomoa ]
sicher von Null verschieden. Gesucht werden diejenigen Polynome, welche den Ausdruck
zu einem Minimum machen.
Hieriiber ist bekannt (Math. Ann. 85): Ein Minimumpolynom hat genau m Null-
stellen in dem Kreise, die alle auf dem Rande gelegen sind. Durch diese Nullstellen lassen
sich die Koeffizienten des Polynomes ausdriicken. Setzt man ndmlich

M
I AT p—" E=0,...,m—1
e
| m|® + - -+ + | pal?
und bezeichnet mit «,, ..., an die m Nullstellen vom Betrage r und konjugiert-kom-
plexe GroBen durch Uberstreichen, so ist

(111, 2) Me = Ay&% + -+ Ak,

Die Darstellung folgt aus der Tatsache, daB die M; einer linearen Differenzengleichung
mit konstanten Koeffizienten geniigen 2). Bei ihrer Formulierung ist vorausgesetzt,
dafl die Wurzeln «; untereinander verschieden sind. Bei zusammenfallenden Wurzeln
treten die aus der Lehre von den linearen Differenzengleichungen bekannten Modifika-
tionen ein. Ist beispielsweise &, = &, = «, so lautet die Formel

(111, 3) Me = A % + Ay ka* + Agak + -+ + Amak,.
Die Konstanten A,, ..., Ay, sind bestimmt durch die Bedingungen
(Iv) M) =0,..., M(xw) =0
oder die bei zusammenfallenden Wurzeln an ihre Stelle tretenden.

Durch die Kenntnis seiner Wurzeln &, . . ., & ist also das Minimumpolynom fest-
gelegt. Wo aber liegen diese? Diese Frage hat sich mir als schwierig erwiesen, und ich hatte

(111, 1) Mg =

1) Math. Ann. 85 (1922), S.160—171.
%) Math. Ann. 85, Formel (6).
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dariiber keine allgemeinen Ergebnisse erzielen konnen. Ich habe deshalb jetzt den ein-
fachsten Sonderfall zweier Wurzeln (m = 2) herausgegriffen und bin hier zu klaren
Tatsachen gekommen. Das Resultat ist, soweit meine Beweise durchgefiihrt sind:
Fiir das Minimumpolynom fallen die beiden Wurzeln zusammen.
Ich vermute, daB dieser Satz auch bei mehr Wurzeln (m > 2) besteht. Aber ich
habe dariiber noch keine Rechnungen angestellt.

§ 1. Zusammenstellung der Formeln fiir 72 =2.

Wir schreiben s statt sm.
Durch eine Drehung der z-Ebene kann immer bewirkt werden, daB eine der beiden
Wurzeln positiv reell ist. Wir setzen demnach

By =T, OGg3=0& ="Tr&=re*
und konnen dabei 0 < ¢ < = voraussetzen, weil dem konjugiert-komplexen « das kon-

jugiert-komplexe Polynom mit gleichem s entspricht.
1. « &r,d.h. ¢ > 0. Die Formeln (III, 2) lauten

(1, 1) My = A ¥ 4 Ao = r¥(A; + A, &),
die Gleichungen (IV) ergeben 3)
— My —Mir + s(Mgr2 + -+ - 4 M) =0,
— My —Mx + s(Mpx2 4 -+ - + Mua®) =0,
oder mit den Werten (1,1)
(—1—r2+sF)A,+ (—1 —ar+sP) 4, =0,
(—1 —or+s®)A; 4+ (—1—r* +sF)A, =0,
2, 11) F=rt+4r+ .- 4rm @ =02r24 o33+ - -+ a"rn
2. « =r. Dann ist
(1, 2) My = A% + Aykrt =r¥(A; + k A,).
Die Gleichungen (IV) werden M(r) =0, M’(r) = 0 und lauten
—My —Myr+ s(Myr2 + - - - + M) =0,
—M; +s@2Myr 4+ - - 4 nMt) =0,
oder mit den Werten (1, 2) »
@, 2) (—1—r*+sF)A, + (—r2+sF)) A, =0,
! (—r*+ sF)A, + (—r? 4 sF;) 4, =0,
(2,21) Fy =243+ ---+nrn, F,=22r44 32184 - - - + n?ren

(2, 1)

§ 2. Polynome mit reellen Koeffizienten.

Die Realitét der Koeffizienten von M zieht die Realitét von & nach sich, und damit
ergibt sich aus (1, 1), daB auch A, und A, reell sein miissen.

Wir haben also nur die beiden Moglichkeiten « = —r und « = + r, und haben
zu zeigen, daB die erste nicht das Minimumpolynom liefert.
Wir entwickeln zuerst den Fall x = — r. Die Gleichung fiir s wird erhalten, indem

man A,, 4, aus (2, 1) eliminiert. Die Gleichung ist vom 2. Grade und hat zwei positive
Wourzeln ¢), deren kleinste der gesuchte Minimalwert ist.

Weil fiir r =1 die Rechnung etwas anders und einfacher ist als fiir r 3= 1, be-
handeln wir r =1 im folgenden gesondert.

3) Math. Ann. 85, Formel (8).
4) Math. Ann. 85, S. 166.
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Hilfssatz: Die Koeffizienten von A, A, in den Gleichungen (2, 1) kénnen nicht gleich-
zeitig verschwinden. Sie sind deshalb, nach (2,1), beide von Null verschieden.
a) r=1. Dann ist
Fen—1 ¢:5={0 fflrungeraden
’ 1 fiir gerade n.
Das Verschwinden der beiden Koeffizienten ist bei geraden n augenscheinlich unmdglich,
weil —1 — ar = 0, dagegen s und @ von Null verschieden sind. Bei ungeraden = ergibt

sich s = 5o = Es wird nachher gezeigt werden, dafl dies nicht der Minimalwert

n—1"
sein kann.
b) r £=1. Dann ist
'1 == r‘_’(ﬂ—l) _ '1 _— (___ r2)n—1
- - S TS, e, S G
F=r T =0 =r 11
Nun miifite sein
@ L F _ P gh 1_pen—1_ (e

s 14+r2 1—r2

Die Gleichung ist unmdglich bei geraden n, identisch erfillt bei ungeraden n. Im letzteren
Falle ergibt sich
(3, 1) s=so=;1ii—1_—rq%.
Es wird wieder nachher gezeigt, dal dieser Wert nicht Minimalwert sein kann.

Da die Koeffizienten von A, und A4, in (2, 1) nicht verschwinden, folgt durch Multi-
plikation der Gleichungen:

(4) A2 = A%
Da A; und A4, reell sind, sind nur die beiden Moglichkeiten 4, = A, und 4; = — A4,,
die einzeln untersucht werden.

1. A, = A,. Die beiden Gleichungen (2, 1) reduzieren sich auf die eine

(—1—r24+sF)+ (—1+r2+s®) =0,
woraus
2 2 1—rt .

Fro B (1—po-0)d4r2)+(@—(—r)r )1 —r)’

das ist aber fiir gerade n

S =

11—nrt . 2
5, 1) $=81= 0 [ fir r=1: $=-3
fiir ungerade n
1 1—rt
§=%=a 1 e

(Dieser Wert kommt aber nicht in Betracht, weil fiir dieses s die Koeffizienten von (2,1)
einzeln verschwinden.)
2. A, = — A,. Die Gleichungen (2, 1) reduzieren sich auf
(—1—r2+sF)—(—1+4+1r+sP) =0,
woraus
2r2 2 1—r .

T F—o R A—re ) I+ ) — T — (=) (1 —1)

das ist aber fiir gerade n
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1 41— N, Lo 2 .
AT forr=tlis=_75;

(5, 2) S =8y =
fir ungerade n
1 1—r
I
der gleiche Wert wie unter 1.

Von den Werten sy, s,, s, ist fiir alle r stets s, der kleinste. Wir werden jetzt diejenige
Gleichung in s aufstellen, die sich bei der Annahme x = - r ergibt, und zeigen, dap s, grofer
als deren kleinste Wurzel ist. Damit ist dann gezeigt: Unter den reellen Polynomen ist das-
jenige mit zusammenfallenden Wurzeln Minimumpolynom.

Zur Aufstellung der Gleichung in s fiir « = r brauchen wir auller der Formel fiir ¥

noch die Summationsformeln:

2—r2—(n+4 1) r¥e=D 4 prn . (n—1) (n + 2)
F,=nr @ — r)e , fur r=1: F,= 5 -
F. — r‘4 —3rr4+rt—(n41)2r%-D 4 2n2 | 2n —1) r*® — p2r¥ntd
o (1—r?3 ’
- 2
fiir r—1: F2=n(2n+1)(n—}—1)_1__(n 1) 2n +5n+6).

6 N 6
Die Gleichung fiir s ist hiermit A(s;r) = 0, wo

__ 2n—1) 2 2(n—1) 2n
_1_,.2_*_3,4%_ —r3+37‘2 r (n(—{— 1)77;)2 + nr
6) A(s;r) = - - 5
e e 2—r— @+ AV 4ept=8r =t 1% =1 4 (2n® 4 2n — 1) PP —n® 20 HD)
Q—r2 (I—r%3
Insbesondere

—2+ (n—1)s —1+
(n —1) (n + 2) (n+1)2n+ 1)n
14 ] 8 —1+( : —Qs

(n—1)(n+2)
2
(6,1) 4(s;1) =

Fiir alle r ist A(0;7) =r2 (1 —r2+ r?) =r2> 0. Daher ist von einem Wert s, gezeigt,
daf er grofer als die kleinste Wurzel von A(s; r) = 0 ist, wenn A(sy;r) < 0.
Dies soll jetzt von dem Werte (5, 1) gezeigt werden.

Der Fall r = 1 wird vorweggenommen. Hierists, = —i— Damit wird

2
2_y_‘?’ T _ (2 4n 4)
47"1“ 2 o g o|=—Mtg—2—5,)<0(rz22).

n—— _— — . ——

n 3 3 n
Fiir r 3= 1 kommt aus (6) und (5, 1), indem wir A(s,;r) = D(r) setzen, nach ein-
facher Zwischenrechnung
1 —r»)2(1—r2)D(r) =
| (1_,4) y2n—1) 2— (n+1) P21 o (n+1) P2+ __ 2n+2)
2—(n+1) ,2(n—1)_,.2n+ (n+1)r2(n+l)_72(n+2) 4—n+ 1)272(1.—1) 4+ (”2_2)72n+ (n2+2n) 7,2(n+1)__(,n2+2) F2An+2) 4 p2n+3)

oder ausgerechnet
(1 —r)? (1 —r)?D(r) =
(7) —" {4 — 4n rZ(n—l) e 4,-271 + 4n r2(n+1) == 4r2(n+2) + (n2 + 2n) r2(2n-—1) ey 2n2 r2(2n+l)
+ 4 r2A2n+2) + (nz — 2n) r2(2n+3)} .
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Die Tatsache, daBl die Klammer { } fiir r = 1 von 4. Ordnung verschwinden mu8, liefert
eine empfindliche Probe auf die Richtigkeit der Koeffizienten.

Durch geeignete Zusammenfassung der Glieder 148t sich aus der Klammer der
Faktor (1 — r?)3 wieder herausziehen.
Es ist némlich zunéchst

{ } —_— 4(1 = r2ﬂ P r2(n+2) + r2(2ﬂ+2)) _ 2n r2(n—-1) (2 R 2,»4 _ r2ﬂ + r2(ﬂ+4))
+ n2r¥=0 (1 —2rt 4 %)
= 4(1 —r?) (1 — r2®+2) —2p y2n—1) (1 — %) (1 —r?®) + (1 — r¥nt2))

+ nriEs—11 (] —r4)2,

Mit der Bezeichnung

8, 1) ' Sp=14r2+ .. 4 r2s-1
wird also
{} = —r?)? [4saSnsz — 202D (1 + 1?) (Sp + Spy2) + REr¥@—D (i + r2)2].
Weiter 148t sich zerlegen
[1 = (4snsnsz — 207D (1 4 72) (sn + Sns2) + REr=D (1 4 1%)?)

— (1 == r2) n2r4(n-—l) (1 + r2)2
= (2sn — nr¥®=0 (1 4 r2)) (2sp42 — R0 (1 + 72)) — (1 — r2) p2r4—D (1 + r2)2,

Der Faktor 2s, — nr?»—1 (1 + r2) ist abermals durch 1 — r2? teilbar, und zwar ist

(8,2) sa=(1—r¥)sp+nrXs- s =1+42r243r224 ...+ (n—1)r%2,
daher
28y — ¥ (1 + r2) =2 (1 —r2) sp + nrée—0 (1 —r2) = (1 —r?) (255 + nr¥e=D),
Setzen wir dies in [ ] und weiter in { } und (7) ein, so folgt im ganzen:

9) D(r)ss (1 —r2") =
— (285 + RPAOD) (2spyp — nrnD) (1 4 72)) — n2pde=D (1 22}

Die { } auf der rechten Seite hat, fiir n = 2, bei r = 0 den Wert 4 und verschwindet
bei r = 1. Wir entwickeln sie jetzt nach Potenzen von r2 und zeigen, daf die Reihe threr
Koeffizienten nur einen Vorzeichenwechsel hat. Daher hat die rechte Seite auler r =1
keine weitere positive Nullstelle, und daher ist D(r) stindig negativ, w. z. b. w.

Die Berechnung der Koeffizienten ist einfach. Wird die Klammer = )2;"' arr® gesetzt,
0

g0 ist

fir0<i=n—2 & =414+2+---+@C+1)=2@G@+2)E+1)
1 =414+24+ -4+ (m—1) =2n(n —1) = @yt
an =2n(n—1)—4n

fir1=j=nrn-+3 nyj =4+ -+ (n—1)—4(G+1)n
—2n4j—1)(n—)—4G+n
ag,._2=—12+8n—4n2=a2,._3—12(n—1)
Agn—1= — 4+ 6n — 3 n?
A,y = 2n —n.

Die Zusammenstellung zeigt, daB die Koeffizienten bis zum Index n — 1 positiv sind
und zunehmen, dann bis zum Index 2n — 2 abnehmen, wihrend die beiden letzten
Koeffizienten fiir n = 2 nicht positiv sind. Dies beweist die Behauptung des einmaligen
Zeichenwechsels.

Journal fiir Mathematik. Bd. 165. 31
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§ 3. Polynome mit komplexen Koeffizienten im Einheitskreis.

Durch Elimination von 4,, 4, aus den Gleichungen (2, 1) ergibt sich die in s quadra-
tische Gleichung

(10) [F?— D)2 —[2(1+ 1) F —{(®+ ®) +r2(¢® + eD)}s

+ [(1+ 32— (1 + 2cos @ 72 + 14)] =0,

oder ausgerechnet

a) fir r = 1:

-8 [(1 — r“’("—l))2 1 —2c08(n —1) @rie—1 | plia—1) 5
1 —r? 1 —2coseprz+rt

(10 a) — 92 [(1 +r2) 1 —r2<"—1) __cos2@—rt—cos (n+ 1) @ r¥"—1 4 cos (n—1)¢pr2<"+1)]
—r? 1 —2cospr?+rt
+ 2 [1 —cos ¢] =O;
b) fir r =1:
_qye_ 1 —cos(n —-1)4;9]
(10 b) [(n 1) et
. . (1 —cos2¢)—(cos(n —1) ¢ —cos(n+ 1))
2 [2(n D+ 2 (1 —cos ¢) s

+ 2 (1 —cos ¢) =0.

Die Form (10) zeigt, daB alle Klammern [ ] positiv sind, in Ubereinstimmung mit
dem oben ausgesprochenen allgemeinen Sachverhalt, daB die Gleichung zwei positive
Waurzeln hat.

Wir benutzen im folgenden den Hilfssatz: Hat die Gleichung

a—bzxr+ca2=0
positive Koeffizienten a, b, ¢ und reelle Wurzeln, so sind diese grofer als xy = %.
Denn fiir z < z, ist @ — bz positiv, daher erst recht die linke Seite der Gleichung.
Betrachten wir jetzt zuerst den Fall r =1, d. h. das Minimumpolynom, das im
Einheitskreis 2 Nullstellen hat.
Nach dem Hilfssatz liefern die Polynome, deren zweite Nullstelle bei & = € liegt,
Werte s, die grofer sind als

s — 1 —cosg
L =
. (1 —cos2¢) — (cos (n —1)p —cos (n + 1) p)
11) 2n—1)+ 2 (1 —cos @)
. 1 —cos¢g
2(n —1) + (1 -+ cos @) (1——%{%’)

Mit Benutzung der fiir alle ¢ und alle positiven ganzen rn giiltigen Ungleichung

sin n @ | =t
sin ¢
folgt hieraus fiir alle ¢
1 —cos
(12) $1 > _-Zn_—(p = % )

indem

§) Siehe z. B. Blumenthal, Fonctions entiéres d’ordre infini (Paris, Ganthier-Villars, 1911), S.133—134.
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1 — ZOS ?_

gesetzt wird. Wir setzen diesen Wert in A(s; 1) (Gl. (6, 1)) ein und fragen, fiir welche
Werte von ¢ der Ausdruck 4(s;; 1) < 0 wird. Diese Werte ¢ liefern sicher nicht das
Minimum von s.

(12, 1)

Es ist
O I OO
A S

Um im folgenden die Rechnung abzukiirzen, setzen wir n so groB voraus, daB

hohere Potenzen von %vernachléssigt werden sollen. Die kleinste Wurzel der Gleichung

a4 (%; 1) = 0 ist dann o :2in3’ und hieraus ergibt sich nach (12, 1) mit der gleichen
Genauigkeit

(13) " =%.

Bei geniigend groBem n miissen Werte ¢, die das Minimum von s liefern, < @ sein.
Fiir diese Werte ¢ aber 1dBt sich die Gleichung (10 b) in der Weise diskutieren,
daB wir fiir die eingehenden cos-Funktionen die Reihenentwicklungen einsetzen. Die
Koeffizienten dieser Reihen entwickeln wir gleichzeitig nach fallenden Potenzen von r.
Wenn ¢, #, positive GroBen << 1 bezeichnen, «, f,y GroBen, die mit wachsendem n

Vi2

unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, so ergibt sich fir 0 < ¢ < —

1 —cos(n—1)p

1 6
= (1P — o (n—1APn(n — 29t + o (04 %) gt

1 —cos ¢
und
("“1)2_110(2(:;;1)(’) 1 ns o
— e n— 2 . SN L el 2
3 —cos 9) =g E—1tnE=2 360(”+n)""
Ferner:

. 303 505 O nlo?
cos(n——i)qy—cos(n+1)<p=2sin<psinn<p=281n<p[nqo—ng’ +';2q6 ——55'7'1;)0]

=2 oot = (5 ) vt g (1 ) o =g i (00 )

daher
(1 —cos2¢) — (cos (n —1)p —cos (n + 1) )
2 (1 —cos ¢)
3 1 5 ’ 7 ’
-—2—0+(F+5—g) g1+ G) e+ g (0 + ) o0
und

31*
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2 (0 ~—1) -+ (1 —cos2¢p) — (cos (n —1)p —cos (n+ 1) @)

2 (1 —cos @)
2 (1 —cos ¢)
_(n® | n 1 n5( ﬂ") 3 n’ ( y") "
~(F+5—g)—wl+ D)ot wm(n+G)e
3
Damit wird aus (10 b), wenn noch %%—%——% (n—1) [ + + 2] ein-
gesetzt wird,

(14) As* —2Bs +1 =0,

WO
A =%(n—1)2n(”—2) 360 (’9+ )
== (5+5+5) g (t+55) e

n2

(14, 1)

56 60('9 + )

Andererseits sei mit s, die Wurzel der Gleichung 4(s; 1) = O bezeichnet. Ausrech-
nung der Determinante ergibt

1 R . n? n 1) .
(15) ﬁ(n—i) n(n—2)sm—2(n—1)(§ —}—?—{—7 sm+ 1 =0.
Zum SchluB setzen wir in (14)

(16) S =S8m+1
und erhalten wegen (15)

() Atz_z(B_As"')””"“p[ (1+ﬂ”) 56 30('9 +2 ) 360(0+ ) ]zo'

Wir zeigen, dal die Gleichung keine negativen Wurzeln hat. Dazu bemerken wir,
daB, wie gelegentlich der Gleichung (13) schon bewiesen,

3
n = g
ist. Nun ist A nach Definition positiv (was sich iibrigens auch rechnerisch sofort ergibt),

12

auflerdem wegen ¢ = —, von nicht hoherer Ordnung als n#, daher 4s,, von der Ordnung .

Fiir B dagegen gilt folgende Abschétzung der Gré8enordnung:

nd 3(1 1) ) V12
B> —gr>r(z—g) tr eshbl

Daher ist B — As, fiir geniigend grofle n sicher positiv. SchlieBlich ist auch die Klammer
[ ] positiv, denn der letzte Term ist nur von der Ordnung n3, dagegen die Differenz der
beiden ersten

n® n’ g 1 ( 3 - . V12
=30 756.307 ~ 30 t 1) far ¢ =7
Somit ist auch fiir ¢ < Kril,—2 immer s > s, d. h.: sp, der Wert bei zusammenfallenden

Wurzeln, ist das absolute Minimum der Griofle s, w. z. b. w.

§ 4. Polynome mit komplexen Koeffizienten fiir kleine und groBe 7.

Wenden wir den Hilfssatz von S. 242 auf die Gleichung (10 a) an, so folgt bei ge-
niigend kleinem r, daB die kleinste Wurzel von (10 a) groBer ist als
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Andererseits lautet die Gleichung A(s; r) = O fiir kleine r in erster Naherung (n > 2)
1 —4r2s +r¥s?2 =0.

: 11
Es muB also jedenfalls =

kleiner als die kleinste Wurzel dieser Gleichung sein,
cos? %

daher 4r? 005232)— groBer als die groBere Wurzel der Gleichung u?2 —4r2u + r® = 0, d. h.
rt

2 ' *<7

Also konnen Minimumwerte von s nur bei sehr kleinen Winkeln ¢ liegen. DaB auch dies

nicht moglich ist, zeigt man wieder durch Reihenentwicklung der Gleichung (10 a),
wobei n r als klein vorauszusetzen ist.

2
(18) cos? ¥ > 1 — 4

Ganz entsprechend verlduft die Rechnung fiir grofie r.
Die kleinste Wurzel von (10 a) ist grofer als

2 P
sin? 7

s = 1 1 —coseg 1
© T rem __ — T yom .
rml —cos(n—1)p r sin? (n——i)%
Die Gleichung 4(s; r) = 0 lautet fiir groBe r in erster Naherung (n > 2)
1 —(n—1)2rs | ri»-D g2 = (,

S @
sin? (n — 1) 9
s, muB kleiner als die kleinste Wurzel dieser Gleichung sein, oder r2* ————

sin? —;1
groBer als die groBte Wurzel der Gleichung u? — (n — 1)2r2* u + r4»=1 = (. Dies gibt
) _ 2
sin (n 1) 9 " (n 1)2 (1 1 r_‘)
-4 — - ,
sinz & (o —148
2
sin (n — 1) L2
2 1 —~
(19, 1) g O\l -y )
sin -~
2
Diese Ungleichung kann nur fiir sehr kleine Werte von ¢ erfiillt sein. Denn fiir
0< % < —’2‘— gilt bekanntlich
P 20
sln?> = 2

Ist daher (n —1)%%% + &, 80 ist
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sin (n 1)2 _ 1 <n—1
in2 29 2s°
sin - o 1+ -
also kann, nach (19, 1), ¢ einen sehr kleinen Betrag nicht iiberschreiten.
Innerhalb des Spielraumes 0 < % < ,}Ti__i (% + e) aber nimmt, wie der Differen-
sin (n — 1) %
tialquotient zeigt, die Funktion —————— monoton ab. Nun ergibt Reihenentwicklung
sin 2.
2
sin (n — 1) e . 4
2 =(n—1) [1_ﬂﬁ(£) T .]’
sin ¥ @ 4
2
und daher liefert (19, 1)
(19, 2) p < V12 r-e,

(n —1)2Vn(n —2)

Der Rest des Beweises wird wieder durch Reihenentwicklung der Gleichung (10 a)
erledigt.

Im vorstehenden ist fiir reelle Polynome allgemein, fiir komplexe in drei charak-
teristischen Sonderfillen bewiesen, dal das Minimumpolynom zwei zusammenfallende
Nullstellen hat. Auch der allgemeine Fall 18t sich gewi8 mit den hier gebrauchten Me-
thoden behandeln, wenn auch die Rechnungen im einzelnen vielleicht miithsam werden.
Mir kam es nicht auf Vollstindigkeit an, sondern nur darauf, einen ersten Weg durch die
algebraischen Schwierigkeiten der Aufgabe zu finden. Ich hoffe, dal die gewonnenen
Einblicke auch fiir die Behandlung der hoheren Fille (m >2) niitzlich sein werden.

Eingegangen 4. April 1931.
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