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Untersuchungen iiber die Eigenschaften erster Ordnung
von reellen Strahlensystemen.
1. Analytische Darstellung der Theorie.
Von M. Herzberger in Wetzlar.
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Einleitung.

Ausgangspunkt fir diese Untersuchungen bildeten Probleme der geometrischen
Optik, bei denen es darauf ankam, die charakteristischen Eigenschaften erster Ord-
nung eines Lichtstrahlenbiindels zu suchen, und ihre Anderung bei Brechung und Re-
flexion zu studieren. :

Die schonen Untersuchungen von Hamilton und Kummer reichten nicht voll
zu einer einfachen geometrischen Deutung aus. Dagegen gab hier ein verallge-
meinerter Windungs- und Krimmungsbegriff erschopfende Auskunft iiber die geome-
trischen Verhiltnisse und lieB die geometrische Bedeutung der schon von Charles Sturm
(1) abgeleiteten Formeln iiber Brechung und Reflexion an beliebigen Flachen klar er-
kennen. Die Betrachtung gab auch Auskunft iiber die Verhéltnisse, die vorlagen, wenn
die Sturmschen Formeln versagten.

Die Untersuchungen waren zunéchst auf solche zweifach unendliche Strahlen-
systeme beschrénkt, die die Eigenschaft haben, Normalensysteme zu sein, d. h. auf einer
Schar paralleler Fliachen senkrecht zu stehen. Spéter dehnte ich meine Untersuchungen
auf allgemeinere Systeme aus. Hier ergab sich die Bedeutung eines bestimmten Winkels,
den ich Rotationswinkel nennen mochte; er verschwindet nur fiir Normalsysteme.

Mit Hilfe dieses Winkels, auf dem das Schwergewicht der nachfolgenden Unter-
suchungen ruht, gelingt es auch, Licht zu bringen in das bisher ziemlich dunkle Gebiet
der Linienkomplexe. Es soll im folgenden nur das rein Mathematische dargestellt werden.
Die Veroffentlichung der Anwendungen auf die geometrische Optik sei einem kleinen
Buch iiberlassen, das demnéchst in der Sammlung ,,Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften* erscheinen wird.

Die Rechnungen werden im nachfolgenden vektoriell durchgefiihrt (siche zur
Bezeichnungsweise: Blaschke (1)). Vektoren werden mit deutschen Buchstaben be-
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zeichnet. Das skalare Produkt durch Nebeneinanderschreiben oder durch einen Punkt:
ab oder a - b, das vektorielle Produkt durch X : aXb bezeichnet.

Fir das dreifache Produkt (axb) - ¢ schreiben wir (a, b, c).

I. Einfach unendliche Strahlensysteme (Regelflichen).

Ein Strahl ist bestimmt durch Punkt a und Richtung (Einheitsvektor 3).
r = a -+ A8 ist die Gleichung der zugehorigen Geraden.

Eine eindimensionale Geradenmannigfaltigkeit ist gegeben durch a(u) + A8(u).
Also: gegeben ist eine Kurve a(z) und durch jeden ihrer Punkte eine Gerade in der Rich-
tung 8(u) oder: gegeben ist eine Regelfliche, d. h. eine zweifach unendliche Punkt-
mannigfaltigkeit b(u, 1), die mit jedem ihrer Punkte auch eine durch ihn gehende Gerade
enthilt. Beide Betrachtungsweisen sind niitzlich.

Betrachten wir zwei Geraden. Charakteristisch ist fiir diese Konfiguration der
FuBpunkt des gemeinsamen Lotes und die Linge und Richtung dieses gemeinsamen
Lotes. Seien die beiden Geraden gegeben durch:

a-+ 13
(a +4da) + u(3 + 43),
so wird der FuBBpunkt des gemeinsamen Lotes durch a 4 r3 mit

_ (Aax3)(8x 43)
(1) r= (8x A8)2
gegeben, die Linge des gemeinsamen Lotes ist proportional
(44,8, 43)
2) YT T exd3)E

Betrachten wir eine eindimensionale Strahlenmannigfaltigkeit

a(u) + A3(u),

o as (dax3)(3x43) _ (a'X3)(8'X3)
g0 hat (3) r= ;;_11,10 Gx A3) = 3 x3)?
eine leicht erkennbare geometrische Bedeutung. — Ferner ist gegeben:
a’ X 8)3’
@) Tl

ein Ausdruck, den Hamilton als ,,coefficient of undevellopability“ bezeichnet; wir
werden ihn noch geometrisch deuten. Beide GroBen haben eine geometrische Be-
deutung und sind unabhiingig von der Wahl des Parameters (u).

Der Punkt a + r3 heift der zu dem Strahl gehorende virtuelle kaustische Punkt
auch Kehlpunkt (s. Blaschke). Auf der Fliche wird, wenn wir (u) variieren, durch (3)
eine Kurve bestimmt, die wir die zugehorige virtuelle kaustische Kurve nennen wollen.

In der Literatur kommen die Namen Gratlinie, Striktionslinie (Study, Zindler) vor.

Ist » =0, so ist die betrachtete Regelfliche abwickelbar. Dann ist die Striktions-
linie die Riickkehrkante (aréte de rebroussement) dieser Regelfliche. Wir wollen dann
den durch (3) bestimmten Punkt kaustischen Punkt bzw. eine solche Linie kaustische
Linie nennen (ohne virtuell) in Anlehnung an Hamilton.

Allgemein ist » fiir den betrachteten Strahl charakteristisch; gehen wir zu einem
andern Punkt auf dem Strahl iiber, so éndert sich ,,»*‘ nicht. Man bezeichnet » mit dem
Ausdruck Drall (Blaschke), paramétre de distribution (Chasles, Mannheim).

Neben r und » ist es noch niitzlich, die Ausdriicke
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1 (a'x3)(EFx3)
o (a’x3)?
) A g
% — _(%%f_- zu betrachten.

Besteht unser Geradensystem aus den Hauptnormalen der Ausgangskurve, so ist
% die Kriitmmung, % die Windung derselben. Auch sonst lassen sich diese GriBSen
dhnlich geometrisch deuten.

Man hat bisher bei Strahlensystemen sich vorwiegend mit 7, bei der Unter-
suchung der Flichennormalen vorwiegend mit % beschiftigt. Die auffillige Sym-

metrie der vier Formeln

___(a’x@)(é’xg‘s) v__i_(a’xé)é’
A) (8"x 38)2 o 8’2
1 (a'X8)(8'x3) 1 n (a’x3)8
0 (a’'%x3)2 T (a’ % 8)2
4’ reizt, sie zusammen zu behandeln. Die drei hier vorkommenden
Vektoren (a’X38), (3'X8), 3’ stehen alle auf 8 senkrecht. AuBer-
g dem steht 8'Xx3 senkrecht auf 3’ und hat dieselbe Linge wie 3'.
“#*? Wenn wir die drei Vektoren von einem Punkt aus abtragen, erhalten
| 4

#x# wir folgende Figur (s. Fig. 1).

Figur 1. Bedeutung Wir fithren den Winkel ¢ zwischen 3' X3 und a’ X3 ein. Es ist
d. ,Drehungswinkels“ ¢.

¢ _ (a'X3)8"
@) 8P = 7 (0'x3)(3x3)
_ [(a'X8)(8'x3)*]  [(a'X8)(8'x8)]*
ooR = [ (a'x3)232 ]' (X 3)2(3' X 3)°

» @' wollen wir den Drehungswinkel nennen. Es ist, wie man leicht erkennt, der
Winkel, den die Flichennormale an der Regelfliche im betrachteten Punkt mit der Nor-
male im unendlich fernen Punkt bildet, also der Winkel, um den sich die Tangential-
ebene lings des Strahls gedreht hat auf dem Wege vom unendlich fernen Punkt bis
zum Ausgangspunkt. Aus (A) und (6) folgt:

yv=rigo r'—1—=0052(p
(7) 2

_1_—__1.'..t ._1_—- in2

¥ o g v =sinfg.

Aus v =rtg ¢ folgt, daB rtg ¢ lings des ganzen Strahls konstant bleibt. Ist
» =0, so heiit das ¢ =0, d. h. die Tangentialebene an der Regelfliche ist lings des
betrachteten Strahls konstant. Die Fliche ist dann, wie bekannt, lings des Strahls
abwickelbar.

Ist » g=0, so folgt aus » = rtg ¢, daB die Tangentialebene sich einmal um den
Strahl dreht; gleichen Abstinden vom kaustischen Punkt r und — r entsprechen gleiche
Drehungswinkel: ¢ und — @. Dadurch sind eigentlich die Eigenschaften erster Ord-
nung eines Strahlenbiindels lings eines Strahls erschopfend gekennzeichnet.

Wir wollen die Formeln (A) noch ein wenig umformen mit Hilfe von (7). Driicken

wir alle Groflen durch r und ¢, bzw. % und 71( aus.
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2
e
v=rtg o v—_—m?:gsintpcos:p
(8) —
e
1 _otle L)
e r e
1 singcos g 1 1
T T8
Nur fiir die abwickelbaren Fliachen wird » =0, also ¢ =0, d. h.
e=r
9) 1

y=—=0.
T

Interessant ist noch, alle GréBen durch r und » bzw. L3 und % auszudriicken.

1
r r= 129 1z=eze_:2,z
(;) +(=)
1
Y 0 T et
10) » gy =_== ”=<i>g+<1)z=92+rz
0 T
1 r R L S
TRy NPT RT e,
=" 1
Tt T

Auch her ist die Symmetrie duBerst auffillig.

Bei allen diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, daB sowohl 3'2 40, als auch
(a"x8)23 0. Diese Ausnahmefille miissen besonders betrachtet werden.

Wir wollen hierbei jedoch wie im vorigen Fall auch voraussetzen, daB unsere
Ausgangskurve verniinftig gewihlt sei, d.h. daB jedem benachbarten Punkt u der
Kurve ein und nur ein Strahl und jedem benachbarten Strahl ein und nur ein Punkt der
Kurve zugeordnet sei.

Fall 1. 32 =0. Dann nennen wir die Fliche lings des betrachteten Strahles
zylindrisch. Sei (a’X3) & 0; dann gibt a' X 3 die Richtung der Normalen an der Regel-

fliche langs des Strahls an. Die Flache ist lings des Strahls abwickelbar. =0;

N~

F)
der kaustische Punkt liegt im Unendlichen. Es ist ¢ = 0.
Fall II. (a’x8)2=0. Sei 8240, dann ist die betrachtete Fliache abwickelbar,
1

Yy =

=0, ¢ =0, und der Ausgangspunkt liegt auf der Gratlinie. Es ist r = ¢ =0,

T
und & X3 gibt die Richtung der Normalen lings des Strahls an.
Fall II1." (a’x8)2 = 8’2 = 0. Der betrachtete Strahl ist isoliert.
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II. Zweifach unendliche Strahlensysteme (Kongruenzen).
Gegeben sei ein zweifach unendliches Strahlensystem a(u, v) 4+ 23(u, v). Man kann
das auch so lesen: Gegeben sei eine Fliche a(u, v) und jedem Punkt der Fliche u, v
eineindeutig zugeordnet ein Strahl in der Richtung 3(u, v). Wir betrachten wieder

S % __ (a'x8)(8"x3) _ (a'x8)8
die vier GroBen r= 3 X 3) V= o

1 (a'X3)(8'X3) 1 (a'x3)8

' (a' X 3)2 T (a'x8)e?’

Die vier darin vorkommenden quadratischen Formen wollen wir nach #’ und v’
entwickeln und wie folgt schreiben:

I 32 = (8'x8)=Eu?+2Fu'v +Gv?
IL. (a'x3)2 =Cu'?2 +-2Fu'v + Gv2
I11. (a'z8)(8'X38) = eu'? 4+ (f + flu'v' 4 gv'?
IV. (a'x8)8" = eu? + (f+ [)u'v + gv2.

Durch eine reelle Transformation in z und », d. h. durch eine andere Koordinaten-
wahl auf der Ausgangsfliche kann man erreichen, dal zwei von den quadratischen
Formen als Summe von Quadraten erscheinen. Es liegt nahe, im Gegensatz zu dem
bisher geiibten Brauch (s. Kummer) statt der Formen I und III die Formen I und II
simultan in Quadratsummen zu verwandeln. Die so entstehenden Koordinaten nennen
wir Normalkoordinaten, die Darstellung Normaldarstellung.

Sei also unser System in der Normalform ge- .
geben, d. h.
F = (84 8) = (8,X3)(8,X3) =0 k. G aad
& = (auX3)(asX3) = 0. : Ly
Betrachten wir nun die Vektoren 3,, 3,, 3,X38, 3,X3, G x &
auX 3, 0,X 8. Sie stehen paarweise aufeinander senkrecht . ;“;’

und sind insgesamt senkrecht zu 3, d.h. komplanar.
Tragen wir sie von einem Punkt aus ab (s. Fig. 2).

Durch Figur 2 wird der Winkel y definiert, den wir den Rotationswinkel der
Kongruenz nennen wollen. Seine Bedeutung wird in der Zukunft klarer hervortreten.
Aus Figur 2 folgt:

Bedeutung des Rotationswinkels .

tow — (w3 8) (05 8) _ (0uXB8)(3:X5) _ (aX8)(8,X3)
(11) BY T T (0uxB)Bux3) | (8X3)(@XE)  (Gwd8) (G 3, B)
__e__8_t_F1
oder gy =—_= g 1 i

Mit Hilfe dieser Formel wird man nun leicht instandgesetzt, die Verhiltnisse zu
iiberblicken. Setzen wir in (A): v" = 0, so erhalten wir eine in unserer Kongruenz ent-
haltene Regelfliche v = const; analog u =const fiir u'=0. Die zugehorigen Werte sind:

fiir v = const analog fir u = const
i I
I'l —_E' r2_ G
Uy =n tg’/’—f "’2""2’“{3"/’—6g
(2) 1 e cos?y 1 _ g _cos’y
(3 ¢ n [ &

1_¢_ty omspsing 1 _ g _tgy cosysing
7, € 01 ry 7, © Q2 ry )
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Es ist nun nur noch notwendig, die f, ', f, {’ durch die entsprechenden GroBen

auszudriicken.
Sel auxg = algu + ﬁlgv
a,Xg = aggu “I" ﬂzév.
. e
Wir finden: o= B, = Gi
ay = %,— By = —Gg_ ’ also
_ ¢ i
f g

a.,Xg =__E—’§“+G va

daraus durch skalare Multiplikation mit 3,X 3 bzw. 3,X 8
f = % (Bus B0 B) = Eib, wenn 3,X 3, = D3 ist,

f, = —gl)v
also nach (11) und (12)
%=r1tg1p, If)‘="1
(14) fl fl
E'—'_"ztg'l” D> T
analog, wenn wir (a,X8) X (ayX8) = D3 setzen,
f_1 f 1
L=t L= g
15 D & D Q2 R
o) f_1 P__1

D @I D Q2
Wir fithren jetzt noch zwei Hilfswinkel ein: den Winkel a, den eine beliebige
Richtung 8'x8 mit 8.,X3 bildet, und den Winkel 8, den die zugehorige Richtung

(a"X8) mit a,x 3 bildet (s. Fig. 3).
g

&5 B Gy x By + Y X )V’

L >~
Figur 3. Bedeutung der Winkel a und .

Aus Figur 3 folgt:

_ (8'y Bus 8) _ (Bus B0, 3)' _ Dy’ . l/Ev' _

tg a=— ér N gu - QE ul S Eu’ - l/Eu' ’ ahnllch
er V@vr

t === .

g ﬂ @ u VE“,

(16)

Aus (16) und (12) folgt:
B _r_ 0

17
(i) tga €1

Aus (16) findet man:
Journal fir Mathematik. Bd. 159. Heft 1. 6
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sin a = 1)/Gv’ sin B = u)/ @’
cosa = AVEu cos B = u)/Gu’, also
cos? a cos? B
2u? = #2u’2 -
E
1 sin2a 1 sin2p
2 25" 2y —_ - 2 LT . il
(18) }»u'l)—2 D lu,u/u_z @
22 _ sin? o 9,15 _ SiN% B
A G pRVE =

Unter Benutzung von (18), (15), (14) und (12) folgt nun aus (A):

r =rycos?a -+ rysin? @ —I—(Lz%ﬁ)sinZatg P

» = (r; cos? @ + ry8in? a) tg _(r, — rl) sin2a
(19)
1 cos? a sm2
i ( > (— - —2 sin2ftg v
1 coss2 sm2 1,1 15 .
— = tgy —+(——— sin 2
( Q2 > ki 2 \¢g 92> 4

Diese Formeln wollen wir noch etwas diskutieren. Wir driicken alles durch ry, r,

und y bzw. i, ] und u aus. Eine kleine Rechnung gibt:

€1 Q2
r=
. (19)
(B) 1 r cos?
e ricos®a +risin’a
1 v cos?p
7 ricos?a - risinZa
Der zu a gehorige Drehungswinkel ergibt sich zu:
cos?yp
_v o r? cos?y . )
g =7 O P = 1Tcosta +risinfa  costp . sin?p ’
et 03
cos?y
analog r= -
cos? B sin? g
el e:
cos?y
’ . T
(B’) " cos?f | sin?p
ef o3
-
f 8. 0.
T
Wir wollen (19) noch etwas umformen, indem wir die GroBen
1 1 mcos?y
2m=rg+r,, 2m=—+4 — i = ——— m= m cos?
e 7 PRI ( P 0102 'P)
1 1 d cos?y
2d =r, —ry, 2 = — — —, b=—7"-"7= d = b cos?
2 1 01 0 ( rry €102 ¥ )
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einfiilhren. Dann erhalten wir:

r=m—coswcos Qa— )
o v=mtg1p—coswsm (2a —p)
1
?=m+cosw008(2ﬂ+w)
1 ; -
- =mtgw+cowsm 28+ 9) -

Extremwerte von 7.
Betrachten wir zuerst r. Welches ist sein Maximum und Minimum ?
Wir finden durch Differenzieren von (C):
sin (2a —y) =0

al-—-2
T
a2=}5_+7'.

Die zu den Extremwerten gehorigen Richtungen 3 stehen also aufeinander senk-
recht. Die charakteristischen Grofien fiir die Extremwerte sind nach (B) bzw. (C):

d ri +rs
* * 1 2
Py =17 T'e = M — m = ———=m
1 =TT cos Y 2
% %
re —I d
* *
rs =r re =m df = =2 % —
2=t " +coszp 2 cos y

i =13 =migy,
die Drehungswinkel ¢} bzw. ¢;:

« _ msiny s __msiny
tgqpl_mcorsap——d 8 92 mcosy + d
cos? o — (m cos y — d)? _ ri2 cos?y
1= d + 2mdcos ¢ T rycos®y 4 rysin? y
ry? cos? (m cos p + d)?
20" — 2 Y — Y
C0R" s rycos?y 4+ rysinfy  m? 4 d?+2mdcosy ’ alin
1__cos2<pi_ (mcosyp — d) cos p 1 cos’ey  (mcosy +d)cosy
(20) o1 17 m*+4d®+2mdcosy’ o3 r; 2 mP4d:+2mdcosy
1 _ tgel _ m sin y coS 1 m sin y cos
7, @  m*+d*+2mdcosy’ 1, m:+d:+2mdcosy

r und » driicken sich durch diese Werte folgendermaBen aus: Wir fithren statt

a den Winkel o* = a —% ein und finden aus (C):

ry = r;cos® a* 4 rysin? o* = m* —d* cos 2 a*
(21) * * o2 *
v = m* tgyp — d* sin 2 a*,

siche Hamilton; die beiden Winkel ] und g3 erhdlt man aus (17):

s T
. g fi=ttg
(22)
e _Tay (PER_ _Ta ¥
tgﬂz—-rltg( D) ) rcot2
. 6#
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" w_ 4 2rr
(22a) tg (1 — B3) = Sy A—n "
Aus (22) folgt, daB f7 — B3 nur dann gleich % ist, wenn r; = 4 r, ist, oder
v = 0. Die zu Grenzradien gehorigen Regelflichen schneiden sich also im allgemeinen
nicht senkrecht 1).

Analog kann man die Extremwerte von % suchen. Man findet:

s = rT_¥
A = 2 2 2
1 *k b *k
23 =) =
(23) (g) ke cos y (g) =M os p
1 *k Kk
) =migy (;;) = migy,
also m* =m ™ = coz v
analog der Drehungswinkel
o __ msiny _ ‘
g9 " mecosy + b g
(24) P (mcosy + d) cosyp - . m siny cos y
2 —m”—{:b2+2mbcoscp ) T m24 0924 2mbceosy

(mcosy — 8) cos
m? 4+ 92 +2mbdcosy

2 kann man durch diese Werte schreiben unter Einfiihrung von g** = 8 +12)—.

ry =

1 cos? f**  sin? B3"
— = ﬂ = m*™ 4 b** cos 28"

e 91 02

@) i Paln
7=mtgzp+b sin 2 f** .
i ol TP
AuBerdem wird tg oy = =°tg
er 2
tg o' =—§—:cot%
20,0, — 1 2ryry — * %
tg (o}’ az)—smwgl_ez sinp (72 — 1) g (1 —B2) -

Zum Schlufl wollen wir noch —1,—, durch r* ausdriicken.

Aus (23) und (12) folgt
1 _ cosznpr,

(26) —
0 Ty !
1 cosy
- = Ty
Q2 ryTy

1) Ich mdchte an dieser Stelle darauf aufmerksam machen, da8 ¥ von dem betrachteten Punkt
abhiingt, also keine Invariante des Strabls ist. Eine solche Invariante hat man in d* = e Dariiber

in einer weiteren Arbeit.
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Brennpunkte.
Nun ist noch von Interesse, fiir welche Werte von a bzw. 8 » bzw. % ver-

schwindet. Die zu diesen Werten gehorigen kaustischen Punkte nennt man die Brenn-
punkte; fir sie ist r, = g,, @, = 0.
Wir finden aus (C), da fiir diese Punkte gleichzeitig ,,»** und % verschwinden:

9

sin (2a — )_ms:intp
(27) ) .
din @8 + v) _msiny msiny

b = d
20— p=28+ y;
es folgt daraus @ = f + o, d. h. a’X3 und 3 x 8 haben dieselbe Richtung (s. Fig. 4).

Sei 20 —p=x 28, +y=u,
dann ist 2a2—1,v=n——x 28+ =7 — u, also
a,—l—az v ﬂl+ﬂ2_£____1p_
128) -y 3 2 92"

Das bedeutet, daB die zugehongen Flichennormalen etwa so liegen, wenn sie

reell sind (d. h. ms;n 1/’{ = 1) (s. Fig. 4):

X
A3x.

Figur 4. La.ge der Vektoren 8% X 8, 8™ x 8 bezw. ap x 8, a’* x 8.

Aus (27) folgt leicht:

Q— 0y __ Bo— By _ msiny
(28a) c08 —— =008 ot = —— ]
tir r folgt dann:
B d _ d 1/, misinty _ arz 2eca
rp,—m—mcos (2a;, — ) mb—c—osw 1 7 _m——]/cosqu— tg2y
= +———d cos (2a;, —v) —m+l/ A tg?
Tr, = m Gos v f Y = cos?y gy
TF, -12- e, _ T
das heiBit, die beiden Brennpunkte haben, wenn reell, denselben Mittelpunkt wie die
1 1o1 1 1
Grenzpunkte, analog o (Qm 92F> = + 92) = 5.

Normalensysteme. Von besonderem Interesse ist der Fall v =0. Ein solches
System nennen wir ein Normalensystem. Man beweist leicht, daB dann Flichen exi-
stieren, die alle Strahlen senkrecht schneiden. Gehen wir fiir diesen Fall noch einmal
unsere Betrachtungen durch. In diesem Fall folgt aus (11) und o = 0.

(30) e=g=f=f=07

alSO 1’1—1’2-——=11=0
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Iy = @1, Ty = Q2-
(17) bleibt bestehen:
g8 _ 1
a8 tga
Aus (19) wird
(32) r =rycos® a + rysin? a
y="1"T24n94
1 _cos?B | sin?f
e r Ty
1 _ra_rl .
T 21y, o,
aus (B) wird 1 rcos?a+rysin’a
T p2 2 2 qin2
(33) e ricosfa —i.-rzsm a
1 _(rp,—ry)sinacosa
t  ricos?a +risin?a’
bzw. aus (B’) 1
, _ e o rycos? B 4 rysin? g
i) "= Cost B N sin? 1'% 12 cos® B + rkcos? B
i r3
i
y— _ T — (rg —ry) sin f cos B
" cos?p L sinff~ "Y' ?rZcos?fB + risin?f
ré r?
aus (21) und (25 wird
r=m-—dcos2a
_ ; _ dsin2a  bdsin2p
e t"'(g(p——m—dcos%x-m—{—bcos2/3
(34) %=m+bcos2ﬂ
2 = beindp m=_" it

Die Grenzpunkte fallen mit den Brennpunkten zusammen.
rl =r; =9:*=r1",=91’,=91

—_— ¥ ok N —
Tg =Ty =@ =Tp = Qp, =0

(35)

Die ausgearteten Strahlenkongruenzen.

Wir betrachten jetzt den bisher noch recht unvollstindig untersuchten Fall einer
ausgearteten Strahlenkongruenz, d. h. einer Kongruenz, in der 8’2 bzw. (a’X3)? einen
Rang kleiner als Zwei haben.

1.) Die halbzylindrischen Systeme: (a’ X 8)2 habe den Rang Zwei; 8’2 habe den Rang
Eins. Dann sind alle 8’ parallel. Die auch hier mogliche reelle Transformation habe
gebracht E+0, G =0, €30, &+ 0. Dann verliert Y a seine Bedeutung. Aus
G =33 =0 folgt 3, =0, also

(36) G=f=f=g=8=0,
daraus folgt nach (12)
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e
(37) n=—g% a-—-O ry = o
1
2
1 cos?y
01 T
1 _mniy
T, 2r,
Setzen wir die GroBen (37) in (B’) ein, so erhalten wir
1 cos?f 11 . 1 cosfcos(f + )
—=-—" — = —tgysin 28 = —
e 01 20 > 4 01 cosy
1 1 ’
= 1 0088 Ginp +)
T 0, COSY
{38 cosy
P o= 01 505 B cos(f +v)
_ cosy .
y = & oa g Sin(B +v)
o=@ +v).
Interessant sind diese Ausdriicke fir halbzylindrische Normalensysteme
r =g
v =g, t88
2
(39) 1 _cos?p =4
e Gy
1 _cosfsing
T (51
2.) Das zylindrische System 38’2 hat den Rang Null. Alle benachbarten Strahlen
g 1 1 1
sind parallel: P il ah Ak =0.

3.) (a’x8)? hat den Rang Eins, 3’2 hat den Rang Zwei. Man kommt zu analogen
Formeln wie oben, wenn man statt ¢, und g r, und a einfiihrt.

Durch die symmetrische Betrachtung kann man also auch leicht alle Ausnahme-
falle mit erledigen.

III. Dreifach unendliche Strahlensysteme (Komplexe.)

Gegeben eine dreifach unendliche Strahlenmannigfaltigkeit a(u, v, w) + 13(u, v, w).
Wir betrachten wieder die Formen:

I. 82 = (8'X8)2=Eu?+2Fu'v' +Gv2 4+2Hu w +2Kv' w + Luw'?

II. (%382 =Cu?+2Fu'v' +Gv2+2Hu'w' + 280w + Lw'?
L (a'X3)(3'X3) = eu + (f + f)u'v' +gv'2 4+ (h+h)u' w + (b +k)o' w +1w?
V. (a'x3)8 =eu?+ (f+f)uv +gv2+ G +§)u'w + E+VW o + (w2

Wir konnen auch hier I und II auf die Normalform reell transformieren. Dann
miissen die je drei Vektoren 8,X 3, 3,X 8, 8,X 3 bzw. 3y, 3y, 34, 04X 3, a,X 3, a,X 3 paar-
weise aufeinander senkrecht stehen. Da sie in einer Ebene liegen, muB je einer ver-
schwinden. Man kann im allgemeinen erreichen, daf 82 = (a,X8)? =0 ist.

Dann hat man:

(40) F=H=K=§=9=8=0
(41) L=6=0
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(42) f=f=fg=g=h=h=k=f=l=0=0.
Wir haben also: 8’2 = Eu'? + Gv'?
! - ’ 2
(43) (a'x8)2 = Eu'2 + &v

(a'X8)(8'%3) =eu?2+ fu'v +huw + kv w

(a'x3)8" =eu? 4 fu'v +hu'w + o' w.
Wir konnen nun wieder einen Winkel # einfithren durch folgende Figur:
At 4,

%x/é’

,g‘x,{’
Figur 5. Bedeutung des Winkels 7.

Wir finden:

_ e _ f' . hl _ i
(44) Bn=—g =—p~y =7
Betrachten wir den Winkel, den 38 X3 mit 8,X3 bildet und nennen ihn a, so
finden wir:
(45) tg a VGv _Gov wenn D =) EG = (3,, 3,, 8) ist.

= VEw ~ D’ |
Betrachten wir den Winkel, den a’ X 3 mit a, X 3 bildet und nennen ihn g, so haben wir:

ﬁwl ff‘,w’

(46) tg = Veu =g’ Wenn D =)ECL = (ayX3, a,X8, 8) ist.
Also o = oiga o
(47) D '
w=r tgpu'.
Big nt QX8 = 7 (8.X3) +é (80X 3)
(48) ’ kl
X8 = I)E (8uX 8) + G (35X 8),
daraus, wenn wir l% =—Tug="" setzen und (44) benutzen:
e e
E- "N E-N tgn
% =rtgn % =T
(49) hr hl
ﬁ=—’2t8’7 D= T
%'_—_ra EG‘="2tg’7-
Aus (48) folgt auch:
¢ _ n 2 r3 D nn
(50) E ~ cos?y G~ costy D "~ cos?y
E _ cos?y G cos?p D _ cos*y
¢C £ 7 B gy
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e cos’py e sinpcosy
daher G- " G = _"1
€ sin 7 cos € cos?y
D Ty D Ta
(61) K singcosy ) cos’y
D i D r
K cos’y v sin 7 cos 9
() ry (&) Ty ’
Aus Formel (47) und (50) folgt nun
w2 = u'?
Dr
ray! — /2=__]_ 2
/) Gtgau grztgau
Dr, D
v == 2tg fu't =S tg fu'?
(52) Gr, BAE =3 g’;
vy _ E Ty w_GCn 2
v'w —Grltgatgﬁu —Erztgatgﬂu
E ¢
g __ T e 2~ 40 g2
und v Gtg au w gtg pu'? .

Setzen wir (49), (51) und (52) in die Formeln fiir r, », %,—1— ein, so ergibt eine

leichte Umformung die SchluBformeln

r= rla)—s%gg—n—cos (a —B +1n)
3) : =r;§£?sin (a— B +17)
2 =r—1——m—ncos (@ — B +n)
%= % ————coscfsczsn sin (@ — f +7)

und als Drehungswinkel

(54) p=a—B 4 1.
Die Diskussion dieser iiberraschend einfachen Formeln soll im zweiten Teil dieser
Arbeit gegeben werden.

Wetzlar, 18. August 1926.
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