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Metazyklische Minimalbasis und komplexe Primzahlen.?)

Von Samson Breuer in Karlsruhe i. B.

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit fithrt die Frage nach der Existenz von firr die An-
wendungen besonders geeigneten metazyklischen Minimalbasen von Primzahl-
grad auf Fragen von rein zahlentheoretischer Natur zuriick. Unter einer ,,meta-
zyklischen (zyklischen, halbmetazyklischen, vollmetazyklischen usw.) Minimal-
basis vom oder fiir den Primzahlgrad p‘‘ versteht man p algebraisch unabhingige
rationale Funktionen von p Unbestimmten z,, die simtlich dem Invarianten-
korper der betreffenden metazyklischen Permutationsgruppe des Grades p
angehoren und diesen Korper erzeugen. Man nennt sie iiberdies rational, wenn
ihre Koeffizienten einem vorgelegten, i. a. dem absoluten Rationalitétsbereich .
R, angehoren. Die Bedeutung einer solchen Minimalbasis liegt darin, daB sie
einmal erlaubt, tber einem beliebigen endlichen algebraischen Zahlkorper alle
Galoisschen Korper der entsprechenden Gruppe zu bilden, und daB sie ferner
die Moglichkeit gibt, die Koeffizienten der auflosbaren Gleichungen p-ten Grades,
diese nach ihren Galoisschen Gruppen getrennt, durch p unabhingige Parameter
darzustellen.

Im § 1 wird nach Erklirung der angewandten Bezeichnungen ein vom Ver-
fasser schon frither 2) abgeleiteter Satz erweitert bei wesentlicher Vereinfachung
der Beweisfithrung. Durch birationale Transformation der Unbestimmten z,
wird némlich der Korper R((z)) aller rationalen Funktionen der Unbestimmten z,
in zwei Teile gespalten, deren einer von n + 1 vollmetazyklischen Funktionen
der z, abhéingt und also ein Unterkorper similicher metazyklischer Invarianten-
korper ist. Daher braucht weiterhin nur noch der zweite, von n ,,Unbestimmten*
abhéngende Teilkorper betrachtet, d. h. es brauchen fiir simtliche metazyklischen
Minimalbasen nur noch je n weitere Basisfunktionen bestimmt zu werden.

Im § 2 wird untersucht, wann diese Aufgabe auf die Bestimmung der Minimal-
basen fir die zyklischen Permutationsgruppen 2n-ten bzw. n-ten Grades zuriick-
gefithrt und so eine ,,spezielle Minimalbasis erster Art bestimmt werden kann.

1) Uber einen Teil dieser Arbeit hat der Verfasser auf der Naturforscher-Versammlung in
Innsbruck 1924 vorgetragen.

%) Breuer, Zur Bestimmung der metazyklischen Minimalbasis von Primzahlgrad, Mathematische
Annalen 92, 1924; im folgenden zitiert mit B,
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Dies ist dann und nur dann méglich, wenn erstens p als Norm einer ,komplexen
Primzahl* im Kérper der p — 1-ten Einheitswurzeln dargestellt werden kann,
und wenn zweitens im gleichen Korper eine komplexe Einheit von bestimmten
Eigenschaften existiert. Die letztere Bedingung fillt bei den sogenannten ,,Fermat-

schen Primzahlen* fort; sie ist stets erfiillt, wenn P ; ! gleichfalls eine Primzahl ist.

Im § 3 wird untersucht, wann diese Reduktion auf die zyklischen Minimal-
basen 2n-ten Grades ohne die Zerspaltung des § 1 vorgenommen und eine fiir die
Anwendungen, namentlich auf die Theorie der Gleichungen, noch mehr geeignete,
weil vollkommen symmetrisch gebaute, ,,spezielle Minimalbasis zweiter Art*“ be-
stimmt werden kann. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn nicht nur die
Bedingungen fir die Existenz einer ,,speziellen Minimalbasis erster Art* erfiillt

sind, sondern weiterhin auch noch im Kérper der P ; 1-ten Einheitswurzeln eine

komplexe Einheit von bestimmten Eigenschaften existiert. :
Im § 4 werden die vorhergehenden Untersuchungen an einer Reihe von
Beispielen (p = 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23) erldutert und angewandt.

§ 1. Bezeichnungen; Reduktion auf n» Unbestimmte.

Im folgenden bezeichne p = 2n + 1 eine Primzahl, ¢ eine primitive p-te Ein-
heitswurzel, g eine primitive Kongruenzwurzel von p; ¢ und g seien beliebig, aber
fest gewdhlt. (Im § 4 wihlen wir fiir g stets die kleinste positive primitive Kon-
gruenzwurzel von p.) Die auftretenden Indizes sollen folgende Werte durchlaufen:
Lhh=01,..,n—1;t=12,..,n—1; u=0,1,...,p—2; »=0,4,...,p—1.
Mit a; bezeichnen wir die n-ten Wurzeln der Einheit, mit a irgendeine unter ihnen;
desgleichen mit B; und B die n-ten Wurzeln der negativen Einheit; 4, bzw. ¢
sei die gemeinsame Bezeichnung fiir beide, d. h. fiir die 2n-ten Wurzeln der Einheit.
Mit z, bezeichnen wir p Unbestimmte. Ist dann

1) Pal(E)Y) = 2 (@ + 21 + -+ 3p)

" und ‘

(2) by = % (Tg + ez + 0¥z + - - - Vg, ),
so ergibt die Auflésung dieser p Gleichungen nach den z,:

B) #y=eVky+ 69k + e Vgt -+ PV E, 0 + @ol(@)).
Weiter sei

Fns g—1 i
4 =23 p=2_—. [.=¢ — 9 2)3),
() 9; ki, j q1+11 C; ))
1) Mit (x) kiirzen wir in {iblicher Weise (xy, %y, . . ., Zp—1) ab, also ¢(zg, Zy, . . ., Tp—1) mit ¢((z)).
k i—1
%) Die in B. mit r; bezeichneten GroB8en Tj treten hier nicht auf; die GroBen Z’ 1 sind
0 i
dort, im § 2, nur fiir spezielle Werte von p eingefiihrt und anders bezeichnet; fiir {; ist ebendort
7n; gesetzt.
%) Die Indizes der (x) sind auf den kleinsten nicht negativen Rest (mod p) zu reduzieren,
desgleichen die der (k), (g), () und der nachher einzufithrenden (v) (mod 2n); {iberdies ist fiir
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Wir bezeichnen ferner die erzeugenden Elemente der vollen linearen (oder meta-
zyklischen) Permutationsgruppe mit

() S= (Tgs Zy3:0es Tp—)y, T=(2,2,x,..., Tp—2)t).

Ersetzt man in den Koeffizienten einer Funktion der (z) die Einheitswurzel ¢ durch
& — wobei diese beiden GroBen also nicht etwa gegenseitig vertauscht werden —,
so bezeichnen wir diese Operation mit E. Eine Funktion der (k), der (g) oder
der (r) ist nach (2) und (4) stets auch eine solche der (x). Wir bezeichnen sie als
eine S-Funktion oder ST*Funktion der (k) usw., wenn sie die Vertauschung §
bzw. S und 7* duldet; dabei sei % irgendein Teiler von 2n, die Teiler 1 und 2r mit
eingeschlossen. Wir betrachten im folgenden ausschlieBlich rationale Funktionen
der (z), (k) usw. Wo wir eine Funktion ausdriicklich als rational bezeichnen, wollen
wir damit sagen, daB auch ihre Koeffizienten dem zugrundegelegten Rationalitéts-
bereich R bzw., wo nichts anderes gesagt ist, dem absoluten Rationalitétsbereich
R, entstammen, wenn man sie, mit Hilfe von (2) und (4), als Funktion der (z)
schreibt. Nun geht k, bei Anwendung von § in e ¢k, tber, desgleichen g, in

e¥q., da g"=—1 (mod p) ist. Mithin ist die Funktion
(6) v, = Ky kg -
dann und nur dann eine S-Funktion, wenn
(7) Ao+ 824 + 822+ - -+ g7 22—2=0 (mod p) ist,
desgleichen ‘
b fy
) Yo=D%% Iy
dann und nur dann, wenn
9) b+l +g2lb+ -+ g 1=0 (mod p) ist.

Mit v, und o, dulden auch die Funktionen v, und y;2) die Vertauschung S, welche
aus ihnen durch die wiederholten zyklischen Vertauschungen

(40) (ks ks - . - k, ) bZW. (s @ys v or G ys Go s Gt e e s GY)
hervorgehen. Eben diese Vertauschungen werden aber unter den (k) und (q)

durch E oder durch 7" hervorgerufen. Bei den v, und y; bewirken also E oder

T—' die Vertauschungen (:’)zﬂ) bzw. (z:ﬂ) oder ausfiihrlich geschrieben

(1) (s ¥ys~sss v, ) baw. (W, Wyse o Ypgs Yol YT he oo ¥ity)-
4,4 ; SinngemiB q,-_l zu setzen und fiir r,, ; entsprechend —r,; ebenso ist {, ., .=—¢;, da
g"ti= — g/ (mod p) ist. Bei dieser Interpretation kénnen wir also auch von den 2n GroBen

Qu+ Tps & und weiterhin v, Xy sprechen.
1) Siehe FuBnote 3) auf Seite 14. )
%) Die verschiedene Bezeichnung bei den v, und y; riihrt davon her, daB zwar aus v, durch
(10) 2% wesentlich verschiedene Funktionen hervorgehen, aus 1, aber nur n, da v, ;= tp,T'l

wird ; vgl. FuBnote 3) auf Seite 14 und Formel (11). Ahnliches gilt fiir die Xjy WEZen Xy, = —x;;
vergleiche (13).
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Nun ist eine Funktion der (k), (¢) usw. dann und nur dann in dem oben definierten
Sinne rational, wenn sie E duldet. Die zyklischen, d. h. gegeniiber (11) invarianten
Funktionen der (v) und (y) sind daher, vorausgesetzt, daB ihre einzelnen Glieder
die Bedingung (7) bzw. (9) erfiillen, rationale vollmetazyklische Funktionen der (z).
Umgekehrt konnen alle rationalen metazyklischen Funktionen aus ¢, (1) und
Funktionen der Form v, (6) bzw. zyklischen Verbindungen der v, erzeugt werden?).
Was wir suchen, sind p —1 solche Funktionen, die jeweils zusammen mit ¢,
den gerade betrachteten metazyklischen Korper erzeugen. Ehe wir uns diesem
Problem selbst zuwenden, fithren wir nun noch die GroSen

i —1
12 _ Y
(12) % |

ein und bemerken, daB die r; (4) und y; (12) durch E oder T, d. h. durch (10)
. . el r X
bzw. (11) die gleiche Vertauschung, némlich (l‘,lj+1) bzw. (X:+1) oder

(13) (Poy Ty e e esTn—1y —Tgy — T1see.y —Tn—1) bzw.
(Xo: Xis e e s Xn—1s —Xos —X1s+- > _xﬂ—l)
erfahren.
Die Aufsuchung der metazyklischen Minimalbasen wird nun, gleichzeitig
fir alle metazyklischen Korper des Primzahlgrades p, wesentlich vereinfacht
durch den folgenden ‘

Satz 1: Der Korper R((x))2) 148t sich durch birationale Transfor-
mation der Unbestimmten (z) in zwei Korper R(@y @1+ - -y @n)
und R(Qy, @y, ..., On—1) zerlegen, deren einer von n 4+ 1 voll-
metazyklischen Funktionen ¢ ¢y, ..., ¢, der () erzeugt wird.

Es moge noch ausdriicklich hervorgehoben werden, daf die Funktionen
() und (Q), ebenso wie die beiden Zerlegungskorper, & nicht enthalten. Der
Korper R((gp)) ist also in allen metazyklischen Korpern enthalten. Um von dem
Korper R((z)) zu den einzelnen metazyklischen Korpern zu gelangen, brauchen
wir daher nur noch den Kirper R((Q)) schritiweise einzuschrinken, d. h. wir miissen
seine erzeugenden n Elemente (Q) durch genau n S-Funktionen bzw. ST*-Funk-
tionen usw. der (Q) ersetzen, die den Korper aller S-Funktionen usw. der (Q) er-
zeugen und also zusammen mit den ein fir allemal bestimmten Funktionen (¢)
die gesuchte Minimalbasis bilden.

Die in obigem Satze erwihnte birationale Transformation kann durch

folgende Gleichungen vermittelt werden:
p—1 n—1 n—1

(14)  @o= Da; @, =@ G ks Q=047
0 V] 0

Beweis: Zunichst erkennt man bei Beachtung von (4), (13) und FuBinote 3)

S. 14 sofort, daB Q;, wie verlangt, eine ,rationale* Funktion der (z) ist, da die

1) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), I. §§ 191, 192,
) Mit R((x)) bezeichnen wir den Korper aller rationalen Funktionen der (x), deren Koeffi-
zienten einem beliebig vorgegebenen Rationalititsbereich R entstammen.
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n Glieder dieser Summe durch E nur zyklisch (ohne Vorzeichendnderung!) ver-

tauscht werden. Da ferner g, ’" "k, =k PP = girtntiy

i Tnih itk 18t, so

—2
konnen wir auch schreiben: ¢, , = E" qi}’““kﬂ. In dieser Form erkennt man,
[

daB ¢, , die Vertauschungen (10), d. h. T und E duldet. Da aber das Leitglied
auch die Bedingung (7) erfillt, so ist ¢, ;, wie verlangt, eine rationale voll-
metazyklische Funktion der (z); das gleiche gilt selbstverstindlich fir ¢, Wir
haben nun noch zu zeigen, daB die Gleichungen (14) auch rational nach den (z)
aufgelost werden konnen. Dazu geniigt es im Hinblick auf (3), wenn wir zeigen,
daB erstens das Gleichungssystem (14, 3) nach den r, aufgelést werden kann,
1+4m,
—
(14, 2) nach den k,, d. h. den n GroBen ko, Ky, -« -, kn—1, aufgelost werden kann:
d. h. wir miissen zeigen, daB die Determinanten dieser Systeme nicht identisch
fiir alle Werte der Unbestimmten (z) bzw. (¢) verschwinden ?).

womit nach (4) auch die ¢, = » bekannt sind, und daB weiter das System

P
Bezeichnen wir fir den Augenblick ¢ =s,, (s, + s, 1) = u,, so konnen
wir die Determinante D, von (14, 2) folgendermaBen umformen:

n —jp—n 1 : 1 )
{qm+ +1+ g ip } = (gy4, - - ,qﬂ~1)g{qu+n+f+ qhm—nf%}

9
= (qoql o -qn_l)'f {S:H_l + S, ! 1‘}.
Nun ist aber

(s, + Sh—1)25+1 = (s 2;+1_|_s 27—1) +(2J+1) 2i—1+ _g,H)
+(2.7+1) (20 4 57248 4 _._+(2j-.+-1) (s, + 5.

Mithin kann man die Determinante {s;' "' + s, '} durch Addition geeigneter
Vielfacher dariiberstehender Zeilen, von der untersten an angefangen, in die Form
bringen:

{ 241 —27—1} {(S + —1 27+1} {uH-%‘} (uo Uy +-- u,._l)f{uyf.)

By j=0,1,...,n—1) =(uou1"'un—-1)%£1u,.,

wo Au, das Differenzenprodukt der u, bedeutet. Mithin wird

P » P

1 P L 2 — P - 2
D, =1Ig? -Hg? +q, ?) A2 +4q, *) =H@ " +q7") - A(q,. +4q, ® ) :
also nicht identisch Null

Die Determmante D, von (14, 3) hingt uberhaupt nicht, von den (z) ab;
ihr Zahlenwert ist leicht zu berechnen. Schreibt man nédmlich (14, 3) ausfuhrhch
und setzt fir 7, wieder —7T, 80 wird

1) DaB die Auflosung von (14) nach den (z), sofern sie iiberhaupt moglich ist, nur Koeffi-
zienten aus R, enthilt, folgt daraus, daB wie vorher gezeigt, fiir (14) selbst das gleiche gilt.
Journal fiir Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 3
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¢ = Coro+¢1r1+62r2+"'+Cirj+"'+cn—1rn—1
O =—Caro+ &+t -+ 8t or
(15) Qi = C,,_,-"o — cn—i+1r1 - Cn—y‘+2r2 T Cn—lrj—l + Corj + €1r7+1

+ o + Cn—i—l rn—l

Opy = — 870 —Gory — Gy — - - — é.i+1"i — =l T e T T,
Die Determinante D, dieses Systems ist also ,,schiefzyklisch“. Bezeichnen
wir fiir den Augenblick

Lo+ BL+BL+ -+ = F(B),

Dz = F(Igo) -F(B,) - F(ﬂz) e F(ﬂn—l) 1).
Beachtet man weiter, daB ¢; = &’ — &"™/ und "= —1 ist, so erhalt man
F(p)= ¢ + pe + fe +--- - "
+ ﬂ”é‘”" + ﬂ"+1£a"+1 + o + ﬂ2n-1£q2n—1 — (ﬁ, 8),

d. h. gleich einer Lagrangeschen Resolvente der Gleichung
g1l . 241 =0

so wird

Mithin wird
(16) D2 = (Bos €) (B1s €) (Bas &) - - - (Bu—1, &)
Ist nun n =2m, so sind die (B) paarweise reziproke Zahlen; ist n =2m + 1,

so enthalten sie auler den m Paaren reziproker Zahlen noch die negative Einheit.
Nun ist aber

(7) (Be)- (B e)=F"p=—p,
wie aus der Theorie der Kreisteilung bekannt ist 2), und diese Formel gilt bei un-
geradem n auch speziell fir = —1; in diesem Falle wird also (— 1, &) = J/— p-

1) Diese Formel ist unabhiingig von der Bedeutung der Elemente von D,. Seien nimlich
die {; fiir den Augenblick Unbestimmte, so multiplizieren wir D, mit dem stets von Null verschie-
denen Differenzenprodukt

18, 2 ...85"
D.— |18 g ...t
Bl
LV NPy PR s
der Wurzeln der Gleichung w"+ 1 = 0. Bildet man die inneren Produkte der Zeilen beider Deter-
minanten, so findet man

F(y), By-FBy) 65« F(By .- 65 F(B
D, Dy=|FED: A FE) AFG) - ATFE) | g Rey... FG, ) Dy,

e L Do — FBY FG... B 3.
FBy 1), BurFBp )y Bp i F By ) i1 F By )| 2 0 ! w=1)
Vergleiche R. F. Scott, Note on a determinant theorem of Mr. Glaisher’s. The Quarterly Journal of
pure and applied mathematics XVII, 1881, p. 129—132.
%) Vergl. etwa Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), 1. § 177, Formel (3).
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Mithin wird fiir » = 2m durch Einsetzen von (17) in (16) erhalten D, = (— p)™;

fir n =2m 4 1 dagegen D, = (— p)" -} — p; also allgemein D, = (— p)% %0,
w. z. b. w.

§ 2. Spezielle Minimalbasen erster Art;
Zusammenhang mit den komplexen Primzahlen.

Wir haben nunmehr die Korper der ST*-Funktionen der (Q) zu betrachten
und fiir sie Minimalbasen zu suchen. Statt dessen kénnen wir auch — und das
trifft den Kern der Aufgabe — die Korper der ,,rationalen* ST*-Funktionen der (q)
betrachten und fiir diese die Minimalbasen suchen, denn der Koérpér R((g)) ent-
steht aus R((Q)) durch Adjunktion von e Alle S-Funktionen der (¢) iiberhaupt
lassen sich aus solchen Funktionen 'y; (8) zusammensetzen, welche die Bedingung
(9) erfilllen. Eine Minimalbasis fiir diese Funktionen y; wird nun z. B. durch die
n Funktionen

(18) @ 95"
gebildet, denn diese Funktionen erfilllen (9), und nach Adjunktion der einen
p-ten Wurzel g, sind alle ¢; bekannt. Es ist sogar nicht schwer, aus (18) auch eine

Minimalbasis fiir die S7"-Funktionen der (¢) zu gewinnen. Diese wird nédmlich
durch die Funktionen

(19) (

qz;—i)z g—1 ¢57"—1
g+17" gt g+t
gebildet !). Aber der Losung unserer eigentlichen Aufgabe kommen wir damit
nur wenig ndher. Denn die Funktionen (18) und (19) erleiden durch 7' oder E
eine recht verwickelte Substitution, deren Invarianten jedenfalls nicht einfach
zu bestimmen sind 2). Wir konnen daher aus (18) und (19) unmittelbar weder
eine Basis fiir die rationalen S-Funktionen der (¢), noch eine solche fiir deren
ST*-Funktionen gewinnen. Dies wird aber wesentlich erleichtert, wenn es gelingt,
die Basisfunktionen (19) durch n ,,konjugierte'* Basisfunktionen x; (12) zu ersetzen,
die bei 77" oder E nur die zyklische Vertauschung (13, 2) erleiden, d.h. wenn
es gelingt, eine Funktion y, (8) zu finden, die zusammen mit den durch T’ aus
ihr hervorgehenden Funktionen g, eine Basis fir die S-Funktionen der (g) bildet.
Eine solche Basis wollen wir im folgenden kurz eine ,,spezielle S-Basis erster Art*
nennen. [Sie bildet im R(e) zusammen mit den ¢, ¢, ; (14) eine zyklische
Minimalbasis fiir die (z).] Aus einer speziellen S-Basis ¥, v,, ..., ¥,_, konnen
wir nun zunichst stets eine rationale S-Basis gewinnen, und zwar auf genau dem-
selben Wege, wie wir oben von der Basis (¢) der Funktionen der (¢) iitberhaupt
zu der Basis (Q) der rationalen Funktionen der (¢) gelangt sind. Wir fiihren
némlich nach (12) die x, = :’—11 ein, die den r; entsprechen, und erhalten ganz
7
1) Vergl. B. (16) und (18).
2) Vergl. B. § 1, Ende. Zu der FuBnote 9) daselbst ist zu bemerken, daB Herr Beck, nach

einer freundlichen Mitteilung an den Verfasser, ,glaubt beweisen zu kinnen, daB jede Cremona-
Transformation durch Wechsel des Raumelementes linear gemacht werden kann“.

3'
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"analog zu (14, 3) die Groflen

n—1

(20) ¥ = oh Ca¥pn = — G i¥o — Cojpr s — G jrae— "t — 6 1%
+ Coxl + CIXH_I + e + Cn_j_lln—l’

die gleich den Q, (14, 3; 15) gegen E invariant und also rational sind. Sie bilden
mithin die gesuchte Minimalbasis fiir die rationalen S-Funktionen der (g) oder,
was dasselbe ist, fiir die S-Funktionen der (Q); sie bilden zusammen mit den
Qo P - -+ @, (14) die gesuchte rationale zyklische Minimalbasis fir die Un-
bestimmten (z). Diese moge als ,,spezielle zyklische Minimalbasis erster Art* be-
zeichnet werden.

Die GroBen ¥; (20) erleiden nun nach (13) durch 7 ! die Vertauschung
(21) U= (¥, #py..0) Fpq, —F, —Fy, ..., — Pry).

Die fernere Bestimmung der Minimalbasen fiir die S7"-Funktionen der (Q) ver-
langt also nur noch das Aufsuchen von Minimalbasen firr die Invariantenkérper,
die zu den zyklischen, durch die Permutationen U" jeweils erzeugten Gruppen —
den sdmtlichen Untergruppen der durch U selbst erzeugten Gruppe — gehéren,
d. h. also das Aufsuchen von Minimalbasen fiir zyklische Permutationsgruppen
2n-ten Grades in dem speziellen Fall, daB die Unbestimmten, von denen der Kérper
abhéngt, paarweise entgegengesetzt gleich sind. Wenn nun » ungrade ist, so kann
man diese Aufgabe leicht weiter auf das Aufsuchen der zyklischen Minimalbasen
n-ten Grades reduzieren. Sei ndmlich n = 2m 4 1, und setzen wir

(22) W, =9y, B, =Ry, ..., BB =, ..., Fp oPr_1= D s,

- n—llpo == 'Qn—l = Lom,

so erleiden die GroBen £; durch 7' die Vertauschung

(23) 0= (2, 2,,..., 8:,).
Dann ist aber eine Minimalbasis der zu O — x ein Teiler von n — gehorigen Funk-
tionen der () zugleich eine Minimalbasis fiir die zu U" gehorigen Funktionen
der (¥). Sie erzeugt ndmlich nur solche Funktionen der (¥), die U” dulden, und

der Korper der (%) selbst ist vom Grade g;n iiber ihr, weil er vom zweiten Grade
iiber dem der (£2) ist. Dieses selbst endlich folgt aus der Gleichung

W= — 2,070,957 - Qon—2Rm—1 Pom,
da aus (22) mit ¥, alle W, rational bekannt sind !). Die zu U™ gehorige Minimal-

basis ist gleichfalls leicht zu finden, da die Vertauschungen U* und 0" sich nur
“durch die Elemente unterscheiden, auf die sie sich beziehen. Wir erhalten somit den
Satz 2: Die Kenntnis einer speziellen S-Basis erster Art redu-
ziert das Problem der Aufsuchung von Minimalbasen fiir

1) Vergl. Breuer, Zyklische Gleichungen 6. Grades und Minimalbasis, Mathematische An-
nalen 86, 1922, S. 108 i
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die metazyklischen Gruppen p-ten Grades auf das gleiche
Problem bei den zyklischen (Permutations-)Gruppen 2r-ten
bzw. n-ten Grades. '
Fragen wir daher jetzt, wann eine spezielle S-Basis erster Art existiert, so erkennen
wir leicht: Dafir, daB die Funktionen v; eine Basis fiir die S-Funktionen der (¢)
bilden, ist notwendig und hinreichend, da die beiden Gleichungen
(24) Yy =4
(25) Vvl s = g
in ganzen Zahlen s, ¢, erfillbar sind. Dies ist notwendig, denn ¢} und gjg
sind S-Funktionen, miissen also durch die ; in dieser Weise darstellbar sein.
Und es ist hinreichend, weil der Korper der (¢) alsdann vom p-ten Grade iiber dem
der () ist; denn nach Adjunktion von ¢, kennt man aus (25) auch ¢,, und ebenso
alle anderen ¢; aus den Gleichungen, die durch wiederholte Anwendung von T
auf (25) aus dieser hervorgehen. Setzt man in die linken Seiten von (24) und (25)
fir die w; ihre Werte nach (8) ein, also
Yo=0od; O O
 n— o In—38 qtn—
(26) Y=g "y g

Iy —lp—1 b

Yo =0 G s ey
und setzt die Koeffizienten von ¢; auf beiden Seiten von (24) und (25) je einander
gleich, so liefern die Gleichungen (24) und (25) je n Gleichungen fiir die Zahlen
sj bzw. t, oder genauer gesagt: zwischen diesen Zahlen und den l,, némlich:

loso —hsn—1—lsp2— - —li1s,=p
27) losi +hLsy —lLsna1—- - —lha5=0
losn +lLsn—2+lysns+ -+ lasg=0
beziehungsweise:
bty —lhtey—lgtno—- —l 1t =g
28) Lty +hLty —lLtaa— - —lpaty=—1

...........................

lotn—1+l1tn-—2+lztn-—8+”'+ln—1to=0-

Die Zahlen I; miissen, wie erinnerlich, noch die Bedingung (9) erfilllen. Unsere
Frage lautet daher jetzt einfach so: Wann existieren drei Systeme von je n ganzen
Zahlen (1), (s), (t), die die Bedingungen (9), (27), (28) erfiillen?

Hier ergibt sich nun ein enger Zusammenhang mit einer Frage, die am Ein-
gang der Idealtheorie steht!), die selbst gerade Kummer in den Fillen, wo sie eine

1) Vergleiche die ,Festschrift zur Feier des 100. Geburtstages E. Kummers usw.* herausgeg.
vom Vorstand der Berliner Math. Ges., Leipzig u. Berlin 1910, S. 63ff. (Briefe Kummers an Kro-
necker), sowie Kummers Gratulationsschrift zum Jubilium der Kénigsberger Universitdt (1844),
wiederabgedruckt unter dem Titel ,Sur les nombres complexzes etc.“ im Journal de mathématiques
pures et appliquées, XII, 1847, p. 185—212.
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negative Antwort fand, zur Schopfung der ,jidealen Zahlen‘ gefiihrt hat. [Wir
werden es aber im Rahmen dieser Arbeit nur mit ,,realen Zahlen‘ zu tun haben,
auf Fragen der Idealtheorie selbst iiberhaupt nicht eingehen und auch von ihrer
Terminologie keinen Gebrauch machen.] Betrachten wir ndmlich die beiden
Kongruenzen
29) (Go+hu+lurd -4 laau1)(so+su+su+ -+ s, ur1)
= p (mod u" 4 1),
30) o+ lLiu+liur+4 - -+ lau?) (g +tiu+tau?+ -+t urt)
=g—u (mod u" +1),
multiplizieren die linken Seiten aus, schaffen die n-ten und hoheren Potenzen
der Unbestimmten u weg und vergleichen die Koeffizienten gleich hoher Potenzen
von u auf beiden Seiten jeder Kongruenz, so erhalten wir offenbar dieselben beiden
Gleichungssysteme (27) und (28) wie vorhin beim Vergleich der Exporenten gleicher
g; auf beiden Seiten von (24) und (25). Wir fithren nun noch zur Abkiirzung die
Bezeichnung

(31) o+ Lu+lu?+ -+ Lgur— =1 (a)

sowie die entsprechend erklirten Bezeichnungen s(u), #(u) ein. Dann sind die
Gleichungen

- (32) L) -s(B)=p, IB)-tB)=g—§8
dquivalent mit den Gleichungen (29), (30), sobald wir vorschreiben, daB die
Gleichungen (32) fiir alle n Wurzeln g der Gleichung u® + 1 = 0 erfillt sein sollen.
Die Existenz einer solchen Zerlegung (32) der ganzen algebraischen Zahlen p und
g — B, zusammen mit der hier stets stillschweigend vorausgesetzien Erfillung der
Bedingung (9), ist also notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer speziellen
S-Basis. Die Bedingung (9) konnen wir iibrigens nach (31) jetzt auch in der Form
schreiben:
(33) l(g) =0 (mod p).

Um nun die Bedingungen (32), (33) eingehender zu untersuchen, denken
wir uns die Funktion u® 4+ 1 in ihre irreduzibelen Faktoren zerlegt:

(34) ut+1 = f(u) () f2(u) - - - f(w) = f(u) - F(u).
Dabei sei f(u) =0 die ,,rreduzibele Kreisteilungsgleichung fir den Grad 2n‘,
besitze also die primitiven 2n-ten Einheitswurzeln als Wurzeln. Neben der Be-
zeichnung B firr alle Wurzeln von u* + 1 =0 fihren wir fiir die Wurzeln von
f(u) = 0 die Bezeichnung y, fir die von F(u) = 0 die Bezeichnung ¢ ein. Sei nun
(35) 1=01,0008 -0 0a=2n—1
ein vollstindiges reduziértes Restsystem fir den Modul 2r, so sind alle Wurzeln
von f(u) =0 durch p, 9%, 9%, ..., 9% dargestellt, desgleichen alle primitiven
Kongruenzwurzeln von p durch g, g, g%, ..., g%, wobei y bzw. g eine beliebige
unter ihnen ist. Aus der ,,vollstindigen Zerlegung‘‘ der Fermatschen Funktion
wr—1=@wu—1)(u—2) - (u—2n) (mod p)
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erschlieBt man dann leicht die Kongruenz

(36) fw)=(z—g)(m—g*) (@—g%) - (u—gH) (mod p).

Wir verstehen im folgenden unter m eine ganze positive Zahl von der Eigen-
schaft, daB » =m (2k + 1) ist und bezeichnen mit N;I(B), Nrl(B), Nnl(B) die
Norm der algebraischen Zahl I(8;), je nachdem g; alle y1), alle d, oder schlieBlich

alle Wurzeln der Gleichung u™ 4+ 1 = 0 durchlduft. Dann beweisen wir zu-
néchst den

Satz 3: Aus den Gleichungen (32) bzw. den Kongruenzen (29, 30)
nebst der Kongruenz (33) folgt

(37) Nyi(B) =p, Nrl(f)=1, bzw.

(38)  Uum) - l(u®) - L(u®) - - - l(u%) == p (mod f(u)) und =1 (mod F(u)).

Beweis: Zunichst folgt die Aquivalenz von (37,1) mit (38, 1) unmittelbar
aus dem zu (35) Bemerkten. Das vollstindige reduzierte Restsystem (35) fiir den
Modul 2 n enthilt weiter, wie man leicht zei‘gt, jede reduzierte Restklasse (mod 2m)
gleich oft fiir ein bestimmtes m von der oben bezeichneten Eigenschaft. Die
Kongruenz (38, 2) folgt somit aus (37, 2) — bzw. den hierin enthaltenen Gleichungen
Nul(B) =1, wo m % n ist — fiir jeden Modul u™ + 1, und also auch fiir das kleinste
gemeinsame Vielfache dieser Moduln, eben fiir F(u); ebenso folgt (37, 2) aus (38, 2).

Nun folgt aus (32) durch Bildung der Norm

Nul(B) - Nus(B) = p™, Nul(B) - Nut(B) = g™ + 1, folglich

(39) NuUB)=p>% wo 0==e=m, und g"+1=0 (mod p?).
Fir m <n muf also e =0 sein, weil sonst (39, 2) der Voraussetzung wider-
spricht, daB g eine primitive Kongruenzwurzel von p ist; damit ist (37, 2) bewiesen.

Wire nun fir m = n ebenfalls e =0, also N,l(f) - Nrl() = 1, und also auch
NJ@B) =1, d. h.

L) - l(u®) - L(us) - - - L(u%) =1 (mod f(u
so folgte durch Einsetzen von g fir u, unter Beachtung von (36):
L(g) - U(g*) - U(g®) - - - l(g%) =1 (mod p)

im Widerspruch zu (33). Endlich folgt aus (32) noch I(B)[s(B) + t(B)] = (p +g) — 8B,
also durch Normbildung

N(B)Nuls(B) +t(B)] = (p+ g +1 und NJ(B) - Nut(B) = g" + 1,
p+e"+1=g"+1=0 (mod N,(B)) und also =0(modp),
(p+8)"—¢g"=0 (mod p*), d. h.:

P+ ('D g + (2) e (2) p*g"* + pg*—' =0 (mod p°),
folglich e =1, w.z. b. w.

[Man erkennt iibrigens auch, daB I(y) eine ,,komplexe Primzahl* ist — d. h.
daB es keine Zerlegung gibt I(y) = L,(y) - Ly(y), wo L, und L, beide keine kom-

1) Statt N,1(8) schreihen wir daher auch gelegentlich einfach Ni(y), ebenso N1(J) statt N, 1(8).
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plexen Einheiten sind — und daB es eine primitive Gro8e von R(y) sein mufl —
d. h. daB nicht I(y,) = I(y.) sein kann —, weil sonst N,(B) zwei von 1 verschie-
dene Teiler haben miiBte.]
Wir beweisen weiter als Umkehrung den
Satz 4: Gelten fiir eine ganze rationale Funktion I(u) die
Gleichungen (37) [oder die Kongruenzen (38)], so existieren
eine primitive Kongruenzwurzel g von p, welche die Kon-
gruenz (33) erfilllt, sowie zwei ganze rationale Funktionen
s(u), t(u), die zusammen mit I(uz) die Gleichungen (32) [oder
die Kongruenzen (29, 30)] erfiillen?).
Beweis: Aus (38, 1) folgt unter Beachtung von (36)
Ig) - (g™ - Ug®) - - - (g®4) =0 (mod p),
d. h. die Kongruenz (33) ist erfiillt fiir mindestens ein g, w. z. b. w. Es ist aber
dieses g vor den anderen primitiven Kongruenzwurzeln von p keineswegs bevor-
zugt. Bezeichnen wir némlich mit 19(u) die (mod u*+ 1) auf den Grad n —1
reduzierte Funktion /(u%), und wihlen wir d Zahlen », so aus, daB g,»; =1 (mod 2n)
wird, so sind (37, 38) wie fiir /(u) so auch fir jedes I°?(u) erfillt, und fir ein be-
liebiges #; ist I®?(g") =0 (mod p), weil I(g) =0 (mod p) ist. Wir konnen daher
bei der rechnerischen Behandlung fiir g eine beliebige, z. B. die kleinste positive
primitive Kongruenzwurzel von p wihlen.
Sei nunmehr s*(z) so als ganze rationale Funktion [von hochstens n — 1-tem
Grade] gewihlt, daB
(40) s*(u) = L(u®2) - L(u®) - - - l(ue) (mod u™+ 1)
ist, so folgt aus (38)
(41) l(u) -s*(u) = p — Gy(u)  f(u) =1 — G4(u) - F(u),
wobei Gy(u), G,(u) gewisse ganze rationale ganzzahlige Funktionen sind, zwischen
denen die aus (41) folgende Beziehung besteht
(42) Gow) - () — Gy(u) - F(w) = 2n.
Wihlen wir daher s(z) als ganze rationale Funktion [von hochstens n — 1-tem
Grade] so, daB
(43) s(u) =s*(u) [p +1 —l(u)s*(u)] (mod u" + 1)
ist, so wird
1) Ein Teil dieses Satzes ist fiir einen speziellen Fall bereits bei Kummer a. a. O. (s. FuB-
note 1) S. 21) bewiesen. Dort wird ndmlich mutatis mutandis gezeigt: Ist « eine primitive g-te

Einheitswurzel, wo aber q eine Primzahl ist; ist ferner die Primzahl p =2mqg+ 1 in der Form
p = Nl(x) darstellbar: so ist & — « teilbar durch I(«), und (%) teilbar durch p, wobei ¢ der
Kongruenz &' +§ 24 ... 4+ 4§ + 1=0 (mod p) geniigt. Der Beweis wird jedoch durch eine
wesentlich umstéindlichere Rechnung erbracht als bei uns und 148t sich nicht auf den hier be-
handelten allgemeineren Fall iibertragen. Ganz entsprechendes gilt fir den weiter unten zu be-
weisenden Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit von p, .
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l(u) -s(u)=1lu)s*(u)[p +1 —I(u) s*(u)] (mod u" + 1), also nach (41)
= [p — Go(u) - ()] [p + G4(u) - F(u)] (mod u™ + 1), daher nach (42)

und (34)
=[p>—p-2n—Gy(u) - Gy(u) - (u* 4+ 1)] (mod u" + 1), also wegen
2n=p—1

(44) I(w) - s(w) =p (mod u" + 1),
d. h. s(u) (43) ist die eine Funktion, deren Existenz zu beweisen war.
Setzen wir endlich
(45) @) = 196" + @—g% - 15 ),
so sind alle [5? () ganze rationale ganzzahlige Funktionen ihres Argumentes, und
es wird, unter steter Verwendung nur solcher Funktionen, nach (40), und weil,
wie vorhin erwihnt, *?(g"%) =0 (mod p) ist,
s¥*(w)=—pP(u) — (@ —g"?) (u—g?) - (u— g% Py(u) (mod ur 4 1),
mithin
g—u)s*(u)=pu—g Pi(u) + (u—g)(m—g?) (u—g?) - (u—g?Py(u)
(mod u* + 1), also nach (36)
= pPy(u) + f(u) Py(u) (mod u™ + 1), daher nach (43, 41)
(g — u)s(u) = [p Py(u) + f(u) Py(w)][p + G4(u) F(u)] (mod u" + 1), also nach (34)
(46) (g —u)s(w)=p - t(u) (mod u» + 1),
wo t(u) eine (mod u" + 1) wohlbestimmte ganze rationale ganzzahlige Funktion
ist. Setzen wir aber hier fiir p nach (44) l(u) - s(u) ein und kiirzen durch s(u) —
was erlaubt ist, weil s(z) und u" 4 1 teilerfremd sind — so ergibt sich
g—u=I(u)-t(u) (mod u"+1),
d. h. #(u) in (46) ist die andere Funktion, deren Existenz zu beweisen war.
Wir beweisen endlich noch den
Satz 5: Die Darstellung p = I(y) - [(p) - I (p) - - - I®d(y) ist, wenn
iiberhaupt, so im wesentlichen nur auf eixe Art mdoglich.

»1m wesentlichen‘‘ soll dabei heiBlen: abgesehen von der Reihenfolge der
Faktoren und von Abénderungen einer Funktion !*(z) in die Form

(47) l(u) = Gy(u) - I*(u) + Gy(u) - f(u),
wobei G,(u), G,(u) ganze usw. Funktionen sind und G,(y) eine komplexe Einheit,
d. h. NG,(y) =1 ist.

Beweis: Angenommen, es sei

p=1Uy) - 12(y) - 19(y) = k(y) - K (p) - - - K*(p),
so konnen wir annehmen, daB k(uz) die Bedingung (33) k(g) =0 (mod p) fiir
dieselbe Kongruenzwurzel g erfullt wie [(u). Setzen wir dann wie in (45)
k(u) = k(g) + (u — g) ka)(u), so wird ganz wie vorhin erhalten
k(u) - s*(u) = p - P,(u) (mod f(u)), also nach (41)
= l(u) - s*(u) - Py(u) (mod f(u)), also
k(y) = U(y) - Py(y).

Journal fiir Mathematik. Bd.156. Heft 1. 4
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Bildet man jetzt auf beiden Seiten die Norm iiber alle y, so folgt
p=p- -NP,y), folglich NP,(y) =1, w.zb. w.
In Zusammenfassung der letzten Resultate gewinnen wir den folgenden

Satz 6: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Existenz einer speziellen S-Basis erster Art sind
1. die Existenz einer ganzen rationalen ganzzahligen
Funktion !*(u), die der Gleichung

(48) Ni*(y) = p
geniigt, sonst aber beliebig ist;

2. die Existenz zweier ebensolcher Funktionen G,(u)
und G,(u) der Art, daB
(49) NG,(y) =1, NI@)=11)

wird, wobei I(z) durch (47) erklirt ist.

Die Funktionen [*(u), G,(z) konnen dabei von kleinerem Grade als
f(u), die Funktion G,(z) von kleinerem als F(u) vorausgesetzt werden;
I(u) ist hochstens von n — 1-tem Grade. Die Forderung (49) ist gleich-
bedeutend damit, daB G;(y) und — fiir jedes 6 — [(d) komplexe
Einheiten seien.

Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden.
Wir erwiihnen nur noch, daB, wenn G, (z) und G,(u) die Bedingung (49) fiir irgendein
I* (u) erfilllen, dann G, (u®) und G,(u?) das gleiche fiir I*(u¢)leisten, daB es also gleich-
gultig ist, welchen der ,,konjugierten Teiler von p* man bevorzugen will. Die Be-
schrinkung des Grades fir /(u) und /*(u) ist ohne weiteres verstindlich. Setzt
man weiter G,(2) =g, (u)f(z) +Gi(w) und Gy(u) + g (u) 1*(u) = g, (u)F (u) + Gy(u),
wo G;(u) und G;(u) den fir G,(u) und G,(u) angegebenen Gradbeschrinkungen
geniigen, so wird nach (47):

l(u) = Gi(u)*(u) + Gy(u) f(u) + g(u)(@" + 1),

so daB man, was ja vorausgesetzt ist, /(z) nur (mod u" + 1) zu reduzieren braucht,
um jener Forderung zu geniigen.

Eine allgemeine Untersuchung, fiir welche Primzahlen die Bedingungen
(48) und (49) erfiillt sind, soll im Rahmen dieser Arbeit nicht angeschnitten werden.
Fir die Untersuchung der Bedingung (48) sei auf die mehrfach erwéhnte Kummer-
sche Gratulationsschrift 2) ®) sowie auf das Vorwort der ,,Tafeln komplexer Prim-

1) Siehe Anm. 1) S. 23. ?) Siehe Anm. 1) S. 21.

%) Daselbst ist bereits gezeigt, daB die Darstellung (48) nicht immer moglich ist. Fiir die
Darstellung einer Primzahl p = 2mq + 1 — wo ¢ eine Primzahl und « eine primitive ¢-te Einheits-
wurzel ist — in der Form p = NI(e) wird nimlich als notwendig erkannt, daB 4p durch die qua-

p—1
dratische Form 22 — (—1) 2 gqy* darstellbar sei, was bekanntlich durchaus nicht immer der Fall
ist. (Vgl. auch Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung usw. Leipzig 1872, 8. 2h6.) Fiir eine
Reihe von Fillen, in denen diese Darstellung moglich ist, hat Kummer sie dortselbst angegeben,
darunter auch die Zerlegung von 11 im Kérper der 5-ten, von 23 in dem der 11-ten Einheitswurzel.
Siehe auch weiter unten § 4.
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zahlen* von Reuschle!) verwiesen. Diesen Tafeln entnehmen wir die Ausdriicke
I*(y) — die also z. T. erst noch gemdB (47) in !(y) umzuformen sein werden —
fir die weiter unten (§ 4) zu behandelnden Einzelfdlle2?). Wir erwdhnen jedoch
bereits hier, daB in den genannten Tafeln die Ausdriicke I*(y) fiir die Primzahlen
bis zu 43 einschlieBlich sowie fiir 61, 67, 71 angegeben sind, daB ferner fir die
meisten iibrigen Primzahlen unter 200 dort bereits die Nicht-Existenz von *(y)
festgestellt wird.

Hinsichtlich der Bedingung (49) begniigen wir uns hier mit dem Beweise
des folgenden Satzes:

Satz 7: Bei den Primzahlen p=2® 41 und p=2¢+1, wo ¢
gleichfalls Primzahl, ist die Moglichkeit der Zerlegung (48)
allein notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer
speziellen §S-Basis erster Art.

Beweis: Fiir n = 221 ist u* + 1 irreduzibel, es existieren also iiberhaupt
keine Wurzeln 8, firr die (49, 2) erfillt sein miifte. Fir n = ¢ wird

fa)=w—t—wuw24uy3—.4-...—u+1, Fu)=u-1,

daher reduziert sich (49, 2) auf die Bedingung /(— 1) = 1. Da ferner f(—1) =g¢
wird, so sind nur die Bedingungen

(50) Gi(—1) - IX(—1) + Gy(—1) g =1, NGy(y) =1

zu erfilllen. Setzt man in der mit (48) dquivalenten Kongruenz (38,1) u = —1
und beachtet, daf das Restsystem (35) hier durch 1,3,5,...,¢—2,¢+2, ...,
2q — 1 dargestellt ist, so ergibt sich

(51) [*(—1)]" "= p (mod ¢) =1 (mod ¢), folglich I*(—1) = ¢ == 0 (mod q)
Es existieren daber zwei ganze Zahlen & > 0 und g derart, daB
(52) me+eog=1
wird. Setzt man daher
®3) G)=1—u+uw—- -+ -+ (—u)r Gyu)=pe,
80 ist zun#chst (50, 1) erfillt. Das gleiche gilt aber auch fiir (50, 2), denn es wird
A+ 26 =1—(—»"=14+p,

wo y, = — (— p)™, einerlei, ob & gerade oder ungerade ist, ebenfalls eine primi-
tive 2¢-te Einheitswurzel ist, weil nach (52) #==0 (mod ¢). Daher wird wegen

N+ y)NGy(y) = Nl + 7)) und N(1 4 y) =N+ 9)
erhalten: NG,(y) =1, w.z.b.w.

§ 3. Spezielle Minimalbasen zweiter Art.

Die im Vorstehenden behandelten ,speziellen zyklischen Minimalbasen
erster Art‘ leiden an einem Ubelstand, der sich insbesondere bei der Anwendung

1) Tafeln komplexer Primzahlen ... von Dr. C. G. Reuschle. Berlin 1876.
%) Fiir p =11 und p = 23 sind sie bereits bei Kummer zu finden. Vgl FuBnote 3) S. 26.
4.
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auf die auflésbaren Gleichungen sehr storend bemerkbar macht. Sie sind namlich
aus zwei vollig heterogenen Bestandteilen zusammengesetzt: sie enthalten einer-
seits die Funktionen ¢, , (14, 2)!), andererseits aber die Funktionen ¢, (26)
bzw. die aus diesen abgeleiteten ¥, (20), die zwar untereinander konjugiert sind,
mit den ¢, , (14,2) jedoch in keinem organischen Zusammenhange stehen. Wir
stellen daher die Frage: Ist es nicht moglich, okne Einfihrung der ¢, , (14, 2),
unmittelbar, zunichst im R(e), 2n ,,konjugierte’ Funktionen v, anzugeben,

A A ion—2 14201
Y% = ko k1 : k2n—2 k2n—~1

— Lhoz 3 Aon—2 1.Aen—1
v = kl ke k2n—1 ko

................

(54) Ao 1 2 2
— Lhghk | L*en—2 Lf2n—1
’l)” - kn kn+1 kn—z kn——-l
1k Ao pAen—2 zhan—1
Vo1 = k2n—-1 ko k2n—3 k2n—2

[vergleiche (6, 10)], die eine Basis fiir die S-Funktionen der k, bilden? Wenn das
namlich der Fall ist, so konnen wir in ganz analoger Weise, nur noch etwas kiirzer,
vorgehen wie im vorhergehenden Abschnitt. Da némlich die v,, wie zu Beginn
des § 1 erwshnt, durch E und 77" nur die zyklische Vertauschung (11, 1) er-
leiden, so dulden die Funktionen

2n—1

(55) Vu =§. gt TRt g 2) (p=0,1,...,2n—1)

oder ausfiihrlicher geschrieben

2n—2 2n—1
Von—2 + & Van—1

Vo = 8”.’00 + 8”"01-{- LA + 8”
2n—2

2n—1 —
Vi= "o, + e”vy + -+ + " P pp s + " 0y,

..................................

Von—1 = & vy + &0y 4 - - - + ™" o + £ Van 1

die Vertauschung E, sind also rational. Sie bilden aber iiberdies eine Basis fiir
die rationalen S-Funktionen der k,, d.h. eben eine rationale zyklische Minimal-
basis'), weil die Determinante D, von (56) nicht verschwindet, wie sich leicht
zeigen 1dBt. Denn es ist nach (55)

D3=, (802"_")0“‘1, (s o =0,1,...,2n —1)

wo die Zeilen mit u, die Spalten mit x, numeriert sind. Da aber g®*—# und gm
beide (mod p) die Zahlen 1,2,...,27n —1,2n durchlaufen, so kann man nach
geeigneter Vertauschung der Reihen auch schreiben:

1) Von der Funktion ¢, (14, 1) wird hier des kiirzeren Ausdruckes wegen abgesehen; sie ist
stets zu den anderen Basisfunktionen mit hinzuzunehmen. Ihr besonderer Charakter bildet iibrigens
bei den Anwendungen kein stérendes Moment.

%) Der Exponent von g soll auf den kleinsten nicht negativen Rest (mod 27) reduziert werden.
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Dy= ("] ss oo snsconnons (w,pm=1,2,...,2n—1,2n)
=+ ¢ g2 ... gn. l (ey’)p(—l ‘ = 4 |. (eu')yl'—-l ! ,
d. h. D, ist bis auf das Vorzeichen gleich dem Differenzenprodukt der Gleichung
w14 u24...4+u+1=0 und also von Null verschieden, w. z. b. w.

In Analogie zu fritheren Bezeichnungen wollen wir die Basis (54) eine
,spezielle S-Basis zweiter Art*, die Basis (56) eine ,,spezielle zyklische Minimal-
basis zweiter Art'‘ nennen.

Nun erleiden die Basisfunktionen V, (56) durch 77" nach (11, 1) die Ver-
tauschung

(21 a) U= VgV Vana),
die sich von U (21) nur dadurch unterscheidet, daB sie sich auf 2n unabhingige
Elemente statt auf deren n bezieht. Was wir im AnschluB an (21) iiber die Re-
duktion des Basisproblems gesagt haben, kann daher hier wortlich wiederholt
werden, wenn man nur U durch U ersetzt und statt von den ST*Funktionen
der (Q) von den metazyklischen Funktionen der (z) spricht. Es ist iibrigens durch-
aus nicht schwieriger, Minimalbasen fiir die durch U” erzeugten Gruppen zu ge-
winnen als fir die aus U” hervorgehenden; vielmehr 148t sich die erste Aufgabe
unmittelbar auf die zweite zuriickfithren. Sehen wir nédmlich fiir den Augenblick
von der Bedeutung der V, und &; als Funktionen der %, vollig ab und betrachten
sie als Unbestimmte, so konnen wir setzen

(57) Vi—Vari =¥, Vi+Vay=1I;.

Vermoge (57, 1) entspricht dann die Vertauschung (21) der (21a). Kennt man
jetzt eine aus n Funktionen d; bestehende Minimalbasis fiir die durch U* — x ein
Teiler von 2n — erzeugte Gruppe, so braucht man zu ihr nur die n Koeffizienten
¢; der ,,Tschirnhausen-Transformation*

(58) I = ¢y + ¢ B2 + e} + - - + 0oy W2OTD
hinzuzufiigen, um eine Minimalbasis fiir die durch U” erzeugte Gruppe zu gewinnen.

Denn die Funktionen d; und ¢; dulden U* — erstere, weil sie U* dulden, letztere
nach einem bekannten Satze von Lagrange bzw. dessen Erweiterung —, und der

Korper der (V) ist vom Grade 2—;—’ iiber dem der (¢, d); denn der Korper der (W)
ist vom Grade 27n iiber dem der (d), und mit den (¥) sind auch die (/7) nach (58)

und die (V) wegen V, = % (1, + ®,) rational bekannt 1) 2). Wir gewinnen daher

analog zu Satz 2 den

1) Siehe FuBnote 1) S. 20.

%) Vgl. auch Breuer, Zur Theorie der metazyklischen Qleichungen von Primzahlgrad, in Bei-
trige zur Algebra, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Math.-Naturwiss.
Kl. 1925, 6. Abhandlg.
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Satz 2a: Die Kenntnis einer speziellen S-Basis zweiter Art
reduziert das Problem der Aufsuchung von Minimalbasen
fur die metazyklischen Gruppen p-ten Grades okne Be-
nutzung der Funktionen ;. (14) auf das gleiche Problem
bei den zyklischen (Permutations-) Gruppen 2n-ten bzw.
n-ten Grades.

Eine Minimalbasis fiir die S-Funktionen der (k) wird nun — vergleiche das

zu (18) Bemerkte — durch die 2rn Funktionen

(18 a) K, k7k, BE=1,2,...,p—2)

gebildet. Daher ergeben sich, wiederum analog zu dem, was bei (24, 25) ausgefiihrt
wurde, als notwendig und hinreichend dafir, daB die v, (54) eine Basis fiir die
S-Funktionen der (k) bilden, die beiden Bedingungen:

Ty Oy Ion—1
(24 a) Vo U +°cVeneq =kj,

Te T1 Ton—1 g7—1
(25 a) Vg Uy *ccVsary = koki ,

wihrend die Bedingung (7) an Stelle von (9) tritt. Fihren wir daher zur Ab-
kiirzung die Bezeichnung

(31 a) A+ Au+ Lut4 -4 degnqutt = 1 (u),
sowie fiir spdteren Gebrauch
(31 D) b+hu+ -+ awt =)

nebst den entsprechend erklirten Bezeichnungen o(z), 7(z) und s(u), t(u) ein,
so erhalten wir auf dem Wege liber Gleichungen (27a, 28a), die wir hier unter-
driicken konnen, die Kongruenzen

(29 a) Au) -o(u)=p (mod u?* —1)
(30 a) Am)-rt(w)=g —u (mod u* —1)

oder die fir alle 2n Wurzeln ’19,‘ der Gleichung u®** —1 =0 zu erfiillenden
Gleichungen

(32a) AB)-o(d)=p, AD)-v(d) =g—19
und die Kongruenz
(33 a) Ag)=0 (mod p)

als notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer speziellen
S-Basis zweiter Art.

Setzen wir jetzt
A —dnyj =1 A+ hyy=1
(59) Oj — Onyj=Sj, Oj+ Ontj=3j
T— Tati =ty T+ Tatg =‘Ef!
so folgt unter Beachtung von (31, 31a, 31b)
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(60) Il(u)=1(u) (mod2), 5(u)=s(u) (mod2), #(u)=t(u) (mod 2),
weil sonst die ,,Gleichungen* (59) keine ganzzahlige Auflésung nach den GroBen
Ay, 04, 7, hétten. Setzen wir daher

(61) I(u) — l(u) = 2d(u),
so wird

62)  Aw) =) + (@ +1)d@) =l@u) + @ —1)d@).

Daher erhalten wir, unter Hinzufiigung der entsprechenden Gleichungen
fur o(u) und z(u):

Ma) =Ua), A(B) =1UB)
(63) o(a) = 5(a), o(f) = s(p)
t(a) =t(a), () =1t(B).
Endlich folgt aus (62, 1)
(64) A(g)=1(g) (mod p).
LBt man daher in (32 a) # zunéchst nur die Werte 8; durchlaufen, so gehen diese
Gleichungen in (32) iiber, wihrend (33a) nach (64) mit (33) &quivalent ist, d. h.:
Fiir die Existenz einer speziellen S-Basis zweiter Art ist die einer solchen erster Art
eine notwendige Voraussetzung. In der Tat erkennt man, daB die GroBen v”T"" .
) i
die ja in die Basis zweiter Art (54), etwa an Stelle der n letzten Funktionen v,,;,
eingefiihrt werden konnten, mit den Basisfunktionen v, der Basis erster Art (26)
iibereinstimmen.
Wir lassen nun # in (32 a) alle Werte a; durchlaufen, und multiplizieren

die so erhaltenen Gleichungen je miteinander. Es ergibt sich in leichtverstéind-
licher Bezeichnung:

Ny yl(@) - Ny_;3(a) = p",  N_yl(a) -Nyn_yt(a) = g" —1.

Ganz &hnlich wie bei (39) ergibt sich hieraus, da g eine primitive Kongruenzwurzel
von p ist,

!

(65) Nun_il(a) =1,

d. h. I(ay) ist fir jedes a; eine komplexe Einheit [oder auch: A(#) ist fiir jedes
imprimitive & eine komplexe Einheit; vergleiche (49, 2)].

Fir die Gewinnung einer speziellen S-Basis zweiter Art ist also, neben der
Existenz von /(u) gem#B Satz 6, noch die einer ganzen rationalen ganzzahligen
Funktion I(u) notwendig, welche die Bedingungen (60,1) und (65) erfillt. Wir
beweisen jetzt, daB diese Bedingungen auch hinreichen, indem wir zeigen, daB
dann auch stets zwei Funktionen §(u), {(u) existieren, die zusammen mit I(u) die
Gleichungen

(32b) l(a) -5(a) =p, la) t{a) =g—a
fir alle @; erfillen und den Bedingungen (60,2 und 3) geniigen.
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Man bemerkt zunéchst, daB das Restsystem (35) die siamtlichen reduzierten
Restklassen (mod n) bei ungeradem 7 je einmal, bei geradem n je zweimal enthilt.
Wihlen wir daher s*(u) als ganze usw. Funktion (von hichstens n — 1-tem Grade)
so, daB

(40 a) 5*(u) = (u®) 1(u®) - - - [(u®) (mod u» —1)
ist, so folgt aus (65) ganz dhnlich wie bei (37, 38):

l(w)s*(u)=1 (mod u» —1).

Wihlen wir daher weiter s(u) (von héchstens n — 1-tem Grade) so, daB

(43a) s(u)=s*u)[p +1—I(u)s*u)] (mod u* —1), d. h. s(u) =p -5*(u)
ist, so wird _

l(a) -s(a) =p
fir jedes a, entsprechend der Bedingung (32b, 1). Nun war doch schon friiher
analog zu (40 a)
(40) s*(u) = L(u®) l(u®) - - - (u®¥) (mod u" + 1),

- es ist aber auch gemdB der aus (60, 1) folgenden Gleichung (61)

Lu®s) l(u®s) - - - U(u®?) = L(u®)L(u®) - - - [(u®) (mod 2),

folglich ist auch

(66) s*(u) = s*(u) (mod 2).
Denn wenn zwei Funktionen beliebigen Grades H,(u) und H,(z) nach dem Modul 2
kongruent sind, so behalten sie diese Eigenschaft bei, wenn man sie nach den
Moduln u" 4+ 1 bzw. u® — 1 reduziert. Sei ndmlich

(67) hy(u) + ki (u) - (" + 1) =Ry(u) + hg(u) - (w* —1) (mod 2),
wo hy(u), hy(u) von héchstens n — 1-tem Grade seien, se mufl auch ¥ (u)= h%(u)
(mod 2) sein, weil sonst die Koeffizienten der héchsten Potenzen von u auf beiden
Seiten von (67) nicht kongruent nach dem Modul 2 sein konnen. Daher ergibt
sich wegen

hy(u) = hy(u) + [AF(w) — AT(@)] (u* — 1) — 2 AY(u) (mod 2), dall
Damit ist die Kongruenz (66) bewiesen. Multiplizieren wir sie mit der aus ihr selbst
und (60, 1) .folgenden Kongruenz

p+1—1u)s*@) =p+1—1Iu)s*) (mod?2),

so folgt nach (43) und (43 a)

(68) s(u)=s(u) (mod 2)
entsprechend der Bedingung (60, 2).

Nun ist 5(u) nach (43a) durch p teilbar. Daher kann man eine Funktion
t(u) von hochstens n — 1-tem Grade durch die Kongruenz
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(46 a) (g —u)s(u)=p - t(u) (mod u" —1)

bestimmen. Multipliziert man beide Seiten von (46a) mit /(z), so erkennt man,
daB t(u) die Bedmgung (32b, 2) fur alle a; erfullt. Endlich folgt aus (46), (46a)
und (68) ganz wie vorhin
(69) t(n)=t(u) (mod 2)
entsprechend der Bedingung (60, 3).
Wir konnen nun den folgenden Satz aussprechen:
Satz 6a: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Existenz einer speziellen S-Basis zweiter Art sind
1. die Existenz einer Funktion I/(u) gemdB Satz 6,

2. die Existenz einer ganzen usw. Funktion I(u) von hoch-
stens n — 1-tem Grade der Art, daB
(70) lw)=1@) (mod 2), N, l(a)=1
wird.
Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden.
Wir erwiihnen ganz wie bei Satz 6, daB, wenn I(z) die Bedingung (70) fiir irgend-
ein I(u) erfiillt, dann I(u?) das gleiche fiir J(u®) leistet, daB es also auch hier gleich-
giiltig ist, welchen der konjugierten Teiler von p man bevorzugen will. Dies ist
besonders wichtig fiir einen etwaigen Beweis der Nichtexistenz von speziellen
S-Basen fir einen bestimmten Primzahlgrad. Denn wenn beim Satze 6 die Funk-
tionen G,(u), G,(u) fiir irgend ein *(u), oder hier die Funktion I(u) fir irgend
ein l(u) nicht existieren, so existieren sie auch fiir keine der konjugierten Funk-
tionen I*(u®) bzw. I(u®). Fiir einen Beweis der Nichtexistenz von speziellen S-Basen
zweiter Art, d. h. von I(z) (70) miiBte man aber ganz entsprechend auch zeigen,
daB, wenn °(x) fiir I°u) gemiB (70) existiert, dann auch I(u) fiir I(u) existiert,
wenn dabei unter [°(u) eine Funktion von hochstens n — 1-tem Grade verstanden
wird, welche die Form besitzt

(71) L) = E(u) - l(u) + Gu) - (u" + 1),

wobei E(B) fir alle n GroBen B; eine komplexe Einheit ist. Um dieses zu kléren,
beachte man zunichst, daB zu jedem E(u) ein E~'(u) existiert — némlich
das (mod u" 4+ 1) reduzierte Produkt E(uf?) E(u®s) .- E(u®®) — derart, daB
Eu) -E'(u)=1 (mod u* + 1) ist. Fernmer kann aber zu jedem E(u) ein E(u)
gefunden werden, so daB E(u)= E(u) (mod 2) ist, und daB E(a) fiir alle a; eine
komplexe Einheit ist, vorausgesetzt freilich, daB » ungerade ist. In diesem Falle
namlich sind die a; und B; einander paarweise entgegengesetzt gleich, und wir
konnen daher E(u) = E(— u) setzen. Ist aber n gerade, so sind die B; selbst
zu je zweien einander entgegengesetzt gleich, E(u) ist also jedenfalls nicht auf so
einfache Weise zu bilden. Eine nihere Untersuchung hieriiber, wie iiber &hnliche
Journal fir Mathematik, Bd. 156. Heft 1. b
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in dieser Arbeit noch offen gelassene Fragen, behalten wir uns fiir eine andere

Gelegenheit vor. Im Falle der Existenz von E(u), insbesondere also fiir ungerades
n kann aber der erwihnte Beweis leicht gefithrt werden. Ist ndmlich bei (71)

I°(w) = (u) (mod 2),
so multiplizieren wir diese Kongruenz mit der folgenden

E'(w)=E (&) (mod 2),
und erhalten r
lw)=DP) - E () (mod 2).

Die rechte Seite wird fiir jedes a; als Produkt zweier Einheiten selbst eine Einheit.
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Auch hier beschrinken wir uns im Rahmen dieser Arbeit auf die Behand-
lung einiger Beispiele, ohne allgemein’ zu untersuchen, wann die Bedingung (70)
erfiillt ist. Es sei nur hervorgehoben, daB die Untersuchungen des § 1 ihre Be-
deutung behalten, auch abgesehen davon, daB es Fille gibt (z. B. p = 13), in
denen zwar eine spezielle S-Basis erster, nicht aber eine zweiter Art existiert.
Denn auch in den Fillen, in denen schon die Basis erster Art nicht exi-
stiert, d. h. also in der Mehrzahl der Fille, wird man doch zur Vereinfachung
des Problems (vgl. Satz 1 und den Anfang des § 2) auf die Basisfunktionen
®,,, (14) zurickgreifen.

§ 4. Anwendungen und Beispiele.

Im folgenden werden firr einige Primzahlen die Funktion l(uz) so, wie sie
zur Konstruktion der Funktionen y; (26) nétig ist, und teilweise auch letztere
selbst bestimmt. An sich ist hierzu die Berechnung der Funktionen s(u), t(u)
nicht erforderlich. Auch diese werden aber iiberall hinzugefiigt, um eine leichte
Kontrolle der Richtigkeit an Hand der Formeln (29, 30) sowie iiberhaupt die
Anwendung der Basis (26) zu ermdglichen. In einigen Fillen wird auch die Funk-
tion I(u) berechnet, die zusammen mit I(z) nach (59) die Bestimmung von A(u)
und damit die der speziellen S-Basis zweiter Art (54) erlaubt. Auch hier fiigen
wir, zur Kontrolle der Richtigkeit an Hand der Formeln (60, 32b) bzw. {29a, 30a)

auch die Funktionen s(u), t(z) bzw. o(u), t(u) beil). Auf die verschiedenen er-
wihnten Kontrollen wird im folgenden in der Regel nicht mehr besonders hin-
gewiesen werden, da der Leser sie leicht durchfithren kann, etwa so, wie wir es
weiterhin, als Beispiel, im Falle p = 23 zeigen.

Die in den vorhergehenden Paragraphen angegebene, allgemein giiltige Be-
rechnung der Funktionen s(z) und s(z) ist iibrigens, wie besonders hervorgehoben
sel, durchaus nicht immer die praktisch einfachste. Wir verzichten jedoch hier

1) Wo wir im folgenden die Funktionen y; (26) oder v, (b4) aufgefiihrt haben, kann deren
Eigenschaft, eine Minimalbasis zu bilden, leicht an Hand der entsprechenden Formeln (24, 25)
bezw. (24 a, 2ba) festgestellt werden.
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darauf, die leicht erkennbaren Rechenvorteile, insbesondere fiir die Primzahlen
p = 2q + 1, aufzufiihren.

Wo im folgenden Bezeichnungen L*(u), L(u), S(u) usw. auftreten, ent-
sprechen sie den gleichen Funktionen mit kleinen Buchstaben, nur erfiillen L*(u)
und L(u), im Gegensatz zu /*(u) und I(u), die Kongruenz (33) nicht fiir die kleinste
positive Kongruenzwurzel von p. Wo Formeln mit Nummern bezeichnet sind,
die bereits bei fritheren Gleichungen Verwendung fanden, soll damit auf jene als
theoretische Grundlage der Rechnung hingewiesen werden.

Im Falle

1. p=3, n=1, g=2

ist zwar eine zyklische Minimalbasis — eine andere kommt hier nicht in Frage —
schon lange bekannt!), auch werden die Rechnungen beinahe trivial; sie sollen
aber doch, einer einfachen Anwendung wegen, angegeben werden. Da hier
(34; 1) f(w) =u +1 (vgl. auch Satz 7)
ist und g — B also nur den Wert 3 annimmt, so ist 3 selbst der gesuchte gemein-
same Teiler /() von p und g — B, d. h. es wird
(72) lw) =3, su)=1, tu) =1.

Wir beschrinken uns hier auf Behandlung der speziellen S-Basis zweiter
Art und finden leicht

(72 b) lw) =1, su) =3, t@u)=1,
also

(72 a) Au)=2—u, ouw)=24+u, @) =1,
mithin

(54; 1) v =koky's v = kiky

(56; 1) Vo= chok; + kky', V,=ckki' + ekik; .
Wir machen eine Anwendung dieses Resultates, um die Koeffizienten der
zyklischen Gleichungen der Form

durch zwei Parameter, eben die Basisfunktionen V, und V,, auszudriicken. Da
nun nach (3)

xr, = E—Vko + 8——-2vk1 (v = 0, 1., 2) )
so wird
Ay = Zo%y + T1%y + ZoZy = — 3 kg ky = — 3 Vv,
Az = — Xy X1 %, = — (kg + ki) = — ¥ (vp + v,).

1) Vergleiche F. Hack, Beitriige zur Anwendung der Gruppentheorie usw., Diss. Tiibingen
1895. — F. Seidelmann, Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen usw., Diss.
Erlangen 1916.
5.
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Setzen wir hierein die aus (54;1 und 56;1) sich ergebenden Ausdriicke
3”0 =3 = (Vo + Vl) + £2V0 + EV].’ 3”1 = (Vo + Vl) + EVO + €2V1
ein, 8o erhalten wir die gesuchten Ausdriicke

1
(74) ay = — (V?) -+ VoV1 + Vi)a as = £ (Vo + Vi) (Vf) -+ V0V1 + Vi) s
Setzt man hier noch .
(75) V0+V1=2r, VO_V1=6S,
so erhdlt man die Hack-Seidelmannsche!) Form der Koeffizienten
(74 a) ay = —3(r*+3s%), az;=2r(r*+ 3s?),
vor der die unsere (74) die groBere Symmetrie voraus hat, da sie sich nicht &ndert,
wenn die beiden Parameter V,, V, miteinander vertauscht werden. Dies rithrt
offenbar davon her, daB V, V, ,,konjugierte’ Funktionen sind. Bei den Gleichungen
funften Grades fallt dieser Umstand ganz bedeutend ins Gewicht.

2. p=b, n=2, g=2; (34; 2) f(u) =u®+1; Satz 7.

Da 5= (2+41i)(2—1i), so findet man unmittelbar

(76) lw)=2—u, suw)=24+u, t@u)=1,

(265 2) Yo =0nGH Yi=0%-"

Die aus (26; 2) mit Hilfe der schon lange bekannten zyklischen Minimal-
basis vierten Grades!) sich ergebenden metazyklischen Minimalbasen im %(e)
und im R, sind in B. § 2 eingehend untersucht, ebenso auch die weiter unten ab-
geleitete Basis (26; 3) fir p = 7. Nur sind dort an Stelle der hier eingefithrten
Funktionen ¢, , (14,2) andere, aber prinzipiell das Gleiche leistende Funktionen
eingefiihrt. Dort werden auch in der Einleitung und im § 3 die Griinde auseinander-
gesetzt , aus welchen die so gewonnenen Minimalbasen zur Koeffizienten-Dar-

stellung ungeeignet sind. Diese Griinde gelten aber nicht fiir die nun zu bestimmende
spezielle S-Basis zweiter Art. Man findet leicht

(76 b) lu) =u, 5@m)=>bu, tu) =—1+2u,
(76 a) Au)=1—u2+4+u®, o) =1+3u—u?+2ud,
t(u) = u—u?+ ud,

kok kK ko ke kyk
54;2 v =——0 8, v =—1 0, . _'—_‘_—-—-2 1’ U] =.3_2_
: ) 0 ks ! ks 2 Kk s k,

Diese Basis ist infolge ihres symmetrischen Baues zur Darstellung der
Koeffizienten der auflosbaren Gleichungen fiinften Grades hervorragend geeignet.
Der Verfasser hat diese Darstellung an anderem Orte 2) vollstindig durchgefiihrt,

1) Siehe Anm. 1) S. 3b.

%) Breuer, Uber die irreduzibelen auflésbaren Gleichungen fiinften Grades. Festschrift an-
léBlich des 100-jihrigen Bestehens der Technischen Hochschule Karlsruhe 1925, Seite 107—129. —
Die dortige Formel (13) entspricht unserer Formel, (54 ; 2) bis aaf Numerierung und Bezeichnung.
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und zwar unter Trennung der auflosbaren Gleichungen nach ihren Galoisschen
Gruppen.
Wir erwiéhnen noch, daB im Einklang mit unserer Bemerkung zu Formel (64)

hier die Quotienten %3 und % mit v, v, (26; 2) tbereinstimmen und betrachten
nunmehr den Fall

3. p=17 n=3, g=3; 34;3) fw)=u*—u+1,

Fu)=u-+1; Satz7.
Wir finden bei Reuschlel)
L*u) =1—3u,

also L*(#) =0 (mod 7). Da nun?) 55=23 (mod 7), 5 -5=1 (mod 6), ist folglich
I*(u) = L*(ub) (mod u® + 1), also I*(u) =1 + 3u? wo I*(3)=0 (mod 7); aber
I*(— 1) =4, mithin (47; 3) l(u) = {*(u) — f(u), oder bei Division durch den
uberflissigen Faktor u, l(u) =1 + 2u.

Das Restsystem (35) wird hier durch 1,5 dargestellt, also ist s*(u) =1 — 2 u?

woraus sich s(z) nach (43) und ¢(z) nach (46) sofort bestimmen lassen. Man
findet

(77) lw)=1+2u, s@)=—1+2u—4u, t@u)=—1-+u—2u

(26; 3) Vo=0 V=06% V=0 °

Weiter sieht man unmittelbar, daB

(77 b) lw)y=1, 3sw)=7, Hu)=3—u
wird, also

(77a) 2(w)=14+u—u*, o@u)=3+u—2u%+4u®—ut 4 245,
t(u) =1 —u?4+2ud—u* 4 ub

_ ok, . ki ky - ko kg
ky ks’ ko’
54. 4 5 0
O ke ks sy
3 kl ’ 4 — k2 ’ 5 — ka

Wie der Fall p =7 im Hinblick auf Satz 2 sich unmittelbar an p =3 an-
schlieBt, so behandeln wir jetzt im Hinblick auf p = 5 den Fall p = 11 und wéiter
p = 23.

) In den ,Tafeln* findet man die Form L*(u) =1 + 3u, weil dort der. Korper der Wurzeln
von u*+ u + 1 =0 zugrunde gelegt ist, nicht der von f(u) = 0. Das Vorzeichen von u war also
zu dndern. Entsprechendes gilt fiir die Falle p = 11, 23, 19, wihrend wir bei p =13, 17 die
Funktion L*(u) unmittelbar von Reuschle entnehmen kénnen.

%) Vergleiche hierzu die Bemerkung am Anfang des Beweises zu Satz 4.

%) Diese Basis (26; 3) ist, ebenso wie die (26; 2) fiir p = b schon frither von Frinlein
Nocther angegeben worden, wenn auch nur in dieser, ansschlieBlich fiir den Bereich R(e) giiltigen
Form; vgl. hierzu B. Einleitung. Dagegen sind die speziellen S-Basen zweiter Art (54; 2 und 64; 3),
ebenso wie iiberhaupt die Minimalbasen in allen weiterhin behandelten Fillen, unseres Wissens noch
nirgends angegeben worden; selbst die Frage nach der Existenz der Minimalbasis ist fiir p > 7
friiher noch nicht geklirt worden.
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4 p=11, n=5, g=2; (34;4) fu)=uv*—ut+u*—u-+t+1,
F(u) =u+1; Satz 7.
Wir finden bei Kummer und Reuschle, nach Multiplikation mit gewissen
Potenzen von u -
L*(u) =1 + 2u2.

Wir ordnen hier die Rechnung etwas anders an, als im vorigen Falle. Es
ist L*(—1)=3; (52;4) 2:-3—1.5=1, also # =2, g = —1; mithin nach
(53) und (47) L(u) = (1 —u)(1 4+ 2u?) — f(u), oder nach Division durch u2:
L(u) =1—u—u? also L(7)=0 (mod 11); folglich wird wegenl) 73 =2 (mod 11),
3:7=1 (mod 10); l(u) = L(u") (mod u® + 1), d. h. I(u) =1 + u? —u*; nun ergibt
sich nach (40) sehr einfach '

s*w) =1 —u—uw?) (1 +ud+ut) (1 +u—ud
=2+4+4u—u®—3ud+ u! (mod u® 4+ 1),
und s(z) nach (43), oder auch — wegen s*(—1) =1 — nach der Formel
s(u) = s*(u) + 2f(u), wodurch ebenfalls s(— 1) = 11 erreicht wird, sowie schlieB-
lich #(z) nach (46). Man findet:
(78) lu)=14ut—ut, su)=4+4+2u-+4 u?—5u3+ 3ul,
tu)=1— ud®+ ut.

o=q—;q—2, Y1 = 4909193 Y2 = 019294
(26; 4) 4
_ 0als _Gala
Ys A ’ Ya 0

Auch hier gelingt es unschwer, noch eine spezielle S-Basis zweiter Art zu
konstruieren. Zunichst geniigt némlich I(z) =1 — u® + u* den Anforderungen
des Satzes 6a; denn I(z)=1I(u) (mod 2) und I(u) ist fir alle Wurzeln von

u® — 1 = 0.eine Einheit, weil
o (1—u2+u‘)(u2—u3+u‘)=1+(1——u2—|—u3)(u5—1)
ist. Weiter wird nach (40 a)
s*u)=1—u4+u)(1 +ut—u*)(1 +u—ud) (mod u® —1) = u? — u® + uf;

und hieraus findet man S(uz) nach (43 a), da I(u) -s*(u)=1 (mod u® 4 1), in
der besonders einfachen Gestalt s(z) = 11 5*(u), woraus dann nach (46 a) sich
ergibt t(u)= (2 — u) -s*(u) (mod u® —1). Mithin wird:

(78 b) lw) =1—ut+ut, 5 =1u—11u+ 110,

t(n) = —1 4+ 2u2 —3ud + 3us

1) Siehe Anm. 2) S. 37,



Breuer, Metazyklische Minimalbasis. 39
(78a) Aw)=1—u"+u®, o(u)=2+u-+6u2—8u®+ 7u*—2us—ub
+5u” —3ud 4+ 4u, t(u)=u?—2u+2u* —ub+ u?’ —ud 4 ud.
_ Kok _Fako Y. W Y. _keks
vy = k, v, = ke Dy = ke’ V3 = ke N 5
5. p=23, n=11, g=5; (34;5) fu)=u"—u+ -—---—u-+4+1,
F(u) =u+1; Satz 7.

Wir entnehmen den Tafeln von Reuschle, nach Division durch z und
Anderung des Vorzeichens!) von u die Form

L*(u) =1 — u® — ub.

(54; 4)

[Die bei Kummer angegebene Form 1 — u — u® ist offenbar nichts an-
deres als L* (u'®), also hiervon nicht wesentlich verschieden.] Durch geeignete
Zusammenfassung der konjugierten Faktoren berechnet man ohne grofe Miihe
entsprechend Formel (40)

S*(u) =14—4u—3u+ud+4 5u* + 8u —9u” 4 12u + 2u® 4 2ul0.

L*(—1)=3; (52;5) 4-3—1-11 =1, also n =2, p = —1; mithin nach (53)
und (47) L(u) = [(1 — u + u?® — u3) L*(u) — f(u)]u®, wobei der Faktor u® zur
Vereinfachung hinzugefiigt ist. Wir finden

(79) Lu)=14u2—u®—ub+u’; L—1)=1.

Statt nun S(u) aus S*(u) nach (43) zu bestimmen, kénnen wir auch S*(u) so be-
handeln, wie das soeben nach (47) mit L*(u) geschah, also

(80) S(u) = Gy(u) §*(u) + Gy(u) f(u)

setzen, und dabei Gj(u), Gy(u) so wihlen, daB einmal S(— 1) =23 wird, und
daB ferner das Produkt aus Gj(z) und dem soeben bei L*(u) benutzten Multi-
plikator G, (u) =1 — u + u*> —u® nach dem Modul f(u) kongruent 1 wird.
Nun ist S*(—1) =48; 3-48 —11 -11 =23. Man erkennt daher leicht, daB
G,(u) =1 + u* + u® den gestellten Anforderungen geniigt, setzt zur Verein-
fachung der Rechnung gemiB (80)

S(u) = (1 + u* + ub) [§*(m) — 4 f(u)] + f(u)
und erhilt
81) Swu)=204+9u —4u>—11u®+10u* + 16us —2u® — 174" 4 5ub
+ 8u? —utd,
Nun ist L(15) =0 (mod 23); da 15'*=5 (mod 23) und 13 -17=1 (mod 22),
so wird 2) I(u)= L(u'") und s(z) = S(u'?) (mod u'* + 1), wihrend zuletzt t(u)

1) Siehe Anm. 1) S. 37.
2) Siehe Anm. 2) S. 37.
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wieder gem#B (46) bestimmt wird. Man erhilt

lw)=1—u+u®—u" +u°

s(u) =20 +4u +10u? 4+ 2u® +5u* 4+ u® —9u® —11u” — 16 ud
— 17u® — 8ul?

tw)=4+2u®+u*—2u® —2u”" —3ud —3u® —ull.

(82)

Da die Berechnung dieser Funktionen hier zum groBten Teile unterdriickt ist,

fiigen wir ein einfaches Kontrollschema an Hand der Formeln (29, 30) bei, indem

wir nur.die Koeffizienten der Potenzen von u hinschreiben, diese selbst aber

weglassen und natiirlich bei der Multiplikation sofort mod (z'* + 1) reduzieren.
Dann wird

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

s(u) -l(u) = 20, 4, 10, 2, 5, 1, —9, —11, —16, —17, — 8

— 8, —20, — 4, —10, — 2, —b5, — 1, 9, 11, 16, 17

16, 17, 8, 20, 4, 10, 2, 8, 1, —9, —11

5, 1, —9, —11, —16, —17, — 8, —20, — 4, —10, — 2

—10, — 2, — 5, — 1, 9, 11, 16, 17, 8, 20, 4

23, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

tu) - l(u) = 4, 0, 2, 0, 1, 0, —2, —2, —3, —3, —1
— 1, — 4, 0, — 2, 0, — 1, 0, 2, 2, 3, 3

3, 3, 1, 4, 0, 2, 0, 1, 0, —2, —2

1, 0, —2, —2, —3, —3, —1, —4, 0, — 2, 0

— 2, 0, —1, 0, 2, 2, 3, 3, 1, 4, 0

5 —1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

~ Aus diesen Kontrollen ergibt sich ohne jede Beriicksichtigung der Herleitung
von l(u), daB die aus I(u) (82, 1) leicht zu bildenden 11 Funktionen g; (26) eine
spezielle S-Basis erster Art bilden.

Mit der Aufstellung dieser Formeln fiir die Zahlen p = 11, 23 sind die meta-
zyklischen Minimalbasen dieser Grade implizite vollstindig bekannt und also
auch die Darstellbarkeit der Koeffizienten der auflosbaren Gleichungen dieser
Grade, getrennt nach Galoisschen Gruppen, gleich wie in den Fallen p = 5,7
nachgewiesen, da hier nach Satz 2 eine sukzessive Reduktion auf gleichfalls be-
kannte Minimalbasen stattfindet. :

Fiir die Primzahl p = 47, die sich an 5, 11, 23 anschlieBen wiirde, ist bereits
bei Kummer a. a. O. gezeigt, daB sie sich nicht in der Form (48) darstellen
laBt. Hier existiert also keine spezielle S-Basis.

An die Zahlen 3,5 schlieBt sich nun als néichste Fermatsche Primzahl an
die Zahl

6. p=17, n=8, g=23; (34;6) f(u)=u®+1; Satz 7.
Wir finden bei Reuschle
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L*(u) =1 + u + ub,
also L*(10)=0 (mod 17); da nun 101 =3 (mod 17) und 3 -11 =1 (mod 16),
so wird!) [*(u)= L*(u?®) (mod u® + 1), und da hier I(u) = I*(u), so wird
l(u) =1+ u® —u". Ferner wird hier s(u) = s*(u) sehr leicht, .durch geeignete
Zusammenfassung konjugierter Faktoren, nach (40), und schlieSlich ¢(u) wie
immer nach (46) gefunden. Es wird
l(u) =1+ u®—u’
(83) s(u)=1+6u+2u?2—5u3+4u*—10u’ + 8u® —3u’
tu) =u—ud+u*—2us +2u8 —u’,
womit die spezielle S-Basis erster Art (26) auch fiir diesen Fall bekannt ist.
7. p=13, n=6, g=2; (34;7) fu)=uw*—u*+1, Fu)=u?+1.
Wir finden bei Reuschle
L*(u) =1 —2u — ub.

Da hier L*(i) =1 — 3¢, f(i) =3, setzen wir gemiB (47)
Lu)=1-L*u)+u-f(u)=1—u—ud, so daB L({) =1. Da ferner hier
L(6) =0 (mod 13), 6°=2 (mod 13), 5-5=1 (mod 12), so wird?) Il(u)= L(u®)
(mod u® + 1) gefunden und sodann s*(u), s(u), t(u) wie in den fritheren Féllen.
Es wird ‘

(84) lu)=1—ud—ud, s(u)=64+3u—>5u+4u®+ 2u*+ ub,

t(u) =1—u?+ ud.

Wir erwiihnen noch, daB sich hier sehr leicht der Nachweis erbringen l4aBt, daB

eine Funktion [(u) gemidB Satz 6a und somit eine spezielle S-Basis zweiter Art
nicht existiert. Zum Schluf behandeln wir den Fall

8 p=19, n=9, g=2; (34;8) f(u)=u®—u*+1,
Fu)=uw+1=@w+1) u—u+1).
Wir finden bei Reuschle nach Anderung des Vorzeichens von u 2)
L*(u) =1 —u—u?.

Es wird L*(—1) =1, L*(8) = — 262 fir 8 3= — 1. Man findet leicht, daB
Gy(u) = — (1 4+ u?) fir die Wurzeln » von f(u) =0 eine Einheit ist wegen
A+u)(@—u+ud) =1+ (@ +u—1) @ —u®+1),

und setzt in Anlehnung an (47)
L(u) = [— (1 + wPL*@) + fw)]ut =1 + u + v,
was fir alle Wurzeln von F(u) =0 eine Einheit ist. Nun ist noch

L(14)= 0 (mod 19), aber 14¥= 2 (mod 19) und 13 -7=1 (mod 18), also?)
wird [(u)=L(u?) (mod u® + 1), woraus dann s*(u), s(u), t(u) in der bis-

1) Siehe Anm. 2) S. 37.
%) Siehe Anm. 1) S. 37.
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herigen Weise leicht bestimmt werden. Man erhalt
l(w) =1+ u®—ub
(85) sw)=8+4u+2u?+4u*—9u* +-5u’ —Tu 4 6u” +3ud
tw)=1—u'4+udb—ut+ 4.
In den drei zuletzt behandelten Fillen ist, im Gegensatz zu den vorher-
gehenden, durch Angabe der Formeln fir die /(z), nur eine Reduktion des
Basisproblems im Sinne des Satzes 2, noch nicht aber dessen vollstindige

Losung erreicht, da die zyklischen Minimalbasen 16-ten, 12-ten und 18-ten bzw.
9-ten Grades noch nicht bekannt sind.
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