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Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheits-
kreises beschrinkt sind.

Von Herrn J. Schur in Berlin.

Die im nachfolgenden mitgeteilten Untersuchungen stehen in enger
Beziehung zu der von C.Carathéodory*) entwickelten und von O. Toeplitz**)
in einem wichtigen Punkte erginzten Theorie der im Innern des Einheits-
kreises konvergenten Potenzreihen mit positivem reellem Bestandteil. Auf
Grund dieser Theorie haben bereits Carathéodory und Fejér **¥*) einen in-
teressanten Satz iiber Funktionen abgeleitet, die im Kreise |z| << 1 regulir
und beschrinkt sind. Im folgenden wird die Theorie dieser Funktionen
nach einigen Richtungen etwas weiter ausgebaut. Dies geschieht nicht mit
Hilfe der Carathéodoryschen Ergebnisse, sondern auf direktem Wege. Der
hier eingefiihrte kettenbruchartige Algorithmus liefert sehr leicht eine an
und fiir sich wichtige Parameterdarstellung fiir die Koeffizienten der zu
betrachtenden Potenzreihen. Die fiir diese Parameterdarstellung geltenden,
in § 3 bewiesenen Sitze II und III enthalten bereits im wesentlichen den
Hauptinhalt der zu entwickelnden Theorie. Es bedarf nur noch einer
rein rechnerischen Umformung der gewonnenen Ausdriicke, um von dem
Satze II zu dem Hauptergebnis dieser Arbeit, dem Satze VIII des § 6,
zu gelangen. Aus diesem Satz lassen sich die Carathéodory - Toeplitzschen

*) Math. Ann. Bd. 64 (1907), S. 95 und Rend. di Palermo, Bd. 32 (1911),

S. 193. — Auf anderem Wege sind die Carathéodoryschen Sitze bewiesen worden

von E. Fischer (Rend. di Palermo, Bd. 32, S. 240), G. Herglotz (Leipz. Berichte 1911,

S. 501), (. Frobenius (Berl. Berichte 1912, S. 16) und dem Verf. (ebenda, S. 4).

Vgl. auch F. Riesz, Ann. de I'Ecole Norm. 1911, S. 33 und Journ. f. Math. Bd. 146
(1915), S. 83.

**) Gott. Nachrichten 1910, S. 489 und Rend. di Palermo, Bd. 32, S. 191.

***) Rend. di Palermo, Bd. 32, S. 131—235. — Vergl. auch 7. H. Gronwall,

Annals of Math. Bd. 16 (1914), S. 77 und G. Pick, Math. Ann. Bd. 77 (1915), S. 7.
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Resultate unmittelbar ablesen, er folgt aber auch umgekehrt ohne Miihe
aus diesen (vergl. §8). Der interessante Satz X des §7, der hier als
Spezialfall des Satzes VIII erscheint, 148t sich auch, wenn man auf die
Charakterisierung der Grenzfille (Satz X *) verzichtet, mit Hilfe eines der
wichtigen Sitze von O. Toeplitz*) iiber sog. ,L-Formen* leicht beweisen.

In einer zweiten Abhandlung, die gleichzeitig mit der vorliegenden
der Redaktion iiberreicht worden ist und im nichsten Band dieses Jour-

nals erscheinen wird, werde ich einige Anwendungen der hier entwickelten
Theorie behandeln.

§1
Einflihrung des kettenbruchartigen Algorithmus.

Ist w= f(z) eine im Innern des Einheitskreises reguldre analytische
Funktion **¥), so nenne ich die obere Grenze der Zahlen |f(z)| fir |2| << 1
kurz die obere Gremze der Funktion f(z) und bezeichne sie mit M (f).
Ebenso heiBt a eine obere Schranke von f(z), wenn a=> M(f) ist. KEs
kann auch M(f) = co sein. Ist M(f) eine endliche Zahl, so wird f(x)
im Kreise || <1 beschrinkt genannt. Das bekannte Schwarzsche Lemma
besagt nur, dafl stets

M () =M (=f)
ist. Die Klasse derjenigen Funktionen f(x), fiir die
(1) M) <1

ist, bezeichne ich im folgenden mit €.
Bedeutet « eine reelle oder komplexe Zahl, die absolut kleiner als
1 ist, und versteht man wie iiblich unter & die zu « konjugiert komplexe
GroBe, so wird durch die lineare Transformation
R .
l1—aw '
der Einheitskreis |w| <1 in sich selbst iibergefiihrt. Ist daher f(z) eine
Funktion der Klasse €, so gilt dasselbe auch fiir die Funktion
f—e
=131
und umgekehrt. Insbesondere ist dann und nur dann M (g) =1, wenn
M (f) =1 ist..

*) Math. Ann. Bd. 70 (1911), S. 351 (gemeint ist der Satz 5 dieser Arbeit).
**) Uber das Verhalten von f(z) fir [z| =1 wird nichts vorausgesetat.
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Es sei nun
(@) f(@) = o+ 1 + 0 + -
eine fiir |#| <<1 konvergente Potenzreihe, die der Bedingung (1.) geniigt.
Dann ist 6| <<1. Ist insbesondere |¢,|=1, so reduziert sich f(z) auf
die Konstante ¢, Ist aber |¢| << 1, so bilde man, wenn ¢, auch mit p,
bezeichnet wird, den Ausdruck*)
‘) =1 f_‘z’o - 01_+ 02‘_” + Caw2—+ .
1 —7%f 1= po¥o— YoCr® — YoCpa® — -+
Diese Funktion verhilt sich ebenso wie f(z) im Kreise |z|<C1 regular
und gehort auch zur Klasse €; ferner ist dann und nur dann M(f,) =1,
wenn M (f)=1 ist. Setzt man
n=h0)= ",
so wird also |y,|<<1. Gilt hier das Gleichheitszeichen, so wird f, kon-
stant gleich y,. Ist aber |y,|<C1, so setze ich
f2 =% lfl—_{;l’ 72 = £2(0).
Setzt man nun dieses Verfahren fort, so erhdlt man eine endliche
oder unendliche Folge von Funktionen

(3') f0=fs fnfz,faa---,

zwischen denen die Gleichungen

_1 fv'—)'v W +‘va+1 _
(4.) fu+1—;ci_)—,va: ﬂ—m: Q’v—fu(o)

bestehen. Diese Funktionen gehéren sémtlich zur Funktionenklasse €,
genauer ist fiir jedes » dann und nur dann M(f,) =1, wenn M (f) =1 ist.
Reduziert sich eine der Funktionen f, auf die Konstante y, so wird f
eine allein durch yq, #y,...,7, bestimmte rationale Funktion, die ich mit
[®; ¥0» 15 --+,7,] bezeichne. Die Funktionen (3.) nenne ich die zu f(x)
adjungierten Funktionen, die Konstanten y, die zu f(x) gehirenden Parameter.

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Folge der zu f(z) adjungierten Funktionen enthalt unendlich
viele Glieder. In diesem Falle sind die absoluten Betrige der Parameter
v, samtlich Kleiner als 1. Wird insbesondere fiir einen Wert von » die
Funktion f,(z) gleich der Konstanten y,, so ist fiir A > »

S i) =y,=0.

*) Vergl. E. Landau, Vierteljahrsschrift der Ziiricher Naturf. Ges. Bd. 51 (1906),
S. 252.
Journal fir Mathematik. Bd. 147. Heft 4. 30
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2. Es gibt eine ganze Zahl n, fiir die

(5.) 7ol <L 7] <o [7ma| <L [7a] = 1
wird. Die Folge (3.) besteht dann aus den 7 + 1 Funktionen

fo’ s e s fn—l’ n=¥n
und f(z) wird die rationale Funktion [%; ¥, 71, -+« ¥al:

Ich behaupte, daf der zweite Fall dann und nur dann ewntritt, wenn
f(z) eine rationale Funktion der Form
T+ w,

(6)  f@)—e DTt
darstellt, oder anders ausgedrickt, die Form

’ a4 Fyavl 4 eee + Ky P (1) *

(6'.) f(x)=61——l~{—k11;c+-jlj+ijﬂ=£ P((m) )*)
hat, wobei P(x) hichstens vom Grade n ist und nur auferhalb des Einhests-
kreises verschwindet (oder uberall gleich 1 1st).

Ist ndmlich f(z) von der Form (6”.), so liegen die Pole dieser
Funktion auBerhalb des Einheitskreises, auBerdem ist fir |z|=1 auch
|f(z)|=1. Daher gehort f(z) gewiB zur Funktionenklasse €. Wir haben
nur zu zeigen, daB

(7.) f($)=[$;70,}’1,..-,7,,]
wird, wobei die Parameter y, den Bedingungen (5.) geniigen. Fiir n = 0 ist
dies gewiB richtig, da alsdann f(z) = & = [2; ¢] wird. Ist aber n = 0, so wird
vo=1(0) = ¢k, = ¢w, w, ... w,,
also |yo| << 1. Ferner ist
-y [~ _ea"P@)—kaP(2) _ o1 Q)

0<|w,|<1,|¢|=1

~ 21—7f % P(a)—kna"P(xl) Q@ °
wobei B i
Q@) _P@ -k P _, " g‘k,—k..k.._v y

1 — Enka =1 1—knkn
zu setzen ist. Dieses Polynom ist hochstens vom Grade n — 1 und kann
fiir |#| <<1 nicht verschwinden, weil fiir ein solches z

[a:“I_’(:c“)l < |P(z)|, also [k"x“P(m‘l)l < |P(z)|
ist. Die Funktion f,(z) hat also dieselbe Form wie f(z), wobei aber an
Stelle von n die Zahl # —1 tritt. Nimmt man daher das zu Beweisende
fiir n — 1 als richtig an, so erhilt f, (xr) die Form

*) Im folgenden bezeichne ich stets, wenn P(z) ein Polynom ist, mit P (z)
das Polynom mit den konjugiert komplexen Koeffizienten.
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@) =270 780 7ad (0] <L ooyl <L [ =1)
und mithin 148¢ f(x) die Darstellung (7.) zu. Die Zahl y, wird hierbei gleich &.
WeiBl man umgekehrt, daB f(z) eine Funktion der Klasse € ist,
deren Parameter den Bedingungen (5.) geniigen, so wird
0
(@) =ya=2T, e[=1ra| = 1.
Es sei schon bewiesen, daB f,,, () die Form
an——1 R (z—1
f(@) = 71:_‘W()
hat, wo R(z) ein Polynom hochstens vom Grade nm —» —1 bedeutet, das
fir =0 den Wert 1 hat und entweder gleich 1 ist oder nur auBerhalb
des Einheitskreises verschwindet. Dann wird
f, = Y + @t =y a"— 8 (z1)
o l+nefa 0 S@

wobei

S(z) = R(2) + 7,y.2" " B(z™?)
zu setzen ist. Dieses Polynom ist héchstens vom Grade » —» und geniigt
der Bedingung S(0)=1. Man schlieBt ferner &hnlich wie vorhin, daB
S(x) fiir || <1 nicht verschwinden kann. Was fiir » 4 1 gilt, ist also
auch fiir » richtig. Fiir =0 ergibt sich, daB f(z) die Form (6’.) haben mu8.

Eine Funktion von dieser Form kann man auch einfach charakterisieren
als eine im Kreise |2|<C1 regulire rationale Funktion mit n (gleichen oder ver-
schiedenen) Nullstellen, deren absoluterBetrag fiir (z|= 1 bestdndig gleich 1 ist*).

§ 2.
Die Funktionen @ und ¥.

Wir gehen wieder von einer Potenzreihe (2.) aus, fassen jetzt aber
die Koeffizienten ¢, als beliebige komplexe Variable auf. Mit Hilfe der
Formeln (4.) lassen sich dann die Ausdriicke f, als Quotienten von Potenz-
reihen berechnen, die formal in der Form

f,(@) = ¢+ € %+ Cp2® + + - (Cor=02)
entwickelbar sind. Hierbei wird offenbar ¢, eine wohlbestimmte rationale
Funktion von

Gos Ops. Oy Crs o+ 5 Byt By By Oty w55 Cyipiie
Insbesondere setze ich
¥, =¢,o=DP(Cy €y, ..., ¢,) = D,

*) Vergl. T. H. Gronwall, Annals of Math. Bd. 14 (1912), S. 72.
30%
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Diese Ausdriicke werden spéter genauer bestimmt werden. Speziell ist
b =G _ (1 —Co) + 6o}

R T 2 Q=G —te
Fiir numerisch gegebene Koeffizienten ¢, ist, wie man leicht erkennt, der
Nenner von @, von Null verschieden, wenn keine der Zahlen ||, |74}, ..., [,
gleich 1 ist.

Umgekehrt ist

¢0 == co,

cv= zF(?’o,?’u e ey 714) = yry
eine wohlbestimmte ganze rationale Funktion von

70) ’_,09 71: 7_’1, ceey 714—1, ;v—ll 7v°
Insbesondere wird

Yo=yp 1= 7’1(1 - ?o}’o)’ ¥, =py.(1— ?7070)(1 == ;171) i 5;07? (1= 7670)-
Um die Ausdriicke ¥, allgemein zu berechnen, beachte man, daB beim
Ubergang von f zu f, an Stelle von yg, 7,, ... die GréBen yy, g, ... treten.
Daher ist ¢,,= P(y, 2«20 ¥y31). Aus

F(1 + yozh) = yo + 2f
ergibt sich nun durch Vergleichen der Koeffizienten die Rekursionsformel

v—1
y’(}’o,}’u---,7u)=(1—7070)’1”(71,72,---,7,)—7_’()1%; o700 7)) T 7200 Vi)
Hieraus schlieBt man leicht, daB

v—1
(o v o) =rn a1 —y.0)+ ¥

ist, wo ¥ nur noch von ¥, 7, .-+ ¥,—17,—1 abhéngt. Setzt man ferner
v, gleich einer GroPe vom absoluten Betrage 1, so hdmgt ¥, von y;. 4, ¥ip1s «o sy,
nicht mehr ab. In diesem Fall ist ¥, nichts anderes als der Koeffizient
von #* in der Entwicklung von [z;yq, 7;; ..., ;] nach Potenzen von .

Allgemein konnen die rationalen Funktionen

(8.) @, () = [%5 Yo, Y15 -+ 7]
fir beliebige Werte der Parameter y; gebildet werden. Sie sind mit Hilfe
der Rekursionsformel

Yo T Z[E; 11, Yoy ooy 1)

(9') [(B; }’01 71!"" 7v]=1 +y0m[x;71a727---,7v’
zu berechnen. Ist |y;| =1, so wird fiir » >4
[x; 70, 71, s o'y 7v] = [x; 70’ 711 e a0y 72]-
Dasselbe gilt bei beliebigem y,, wenn y;,,=9;,,=+.+=%,=0 ist. In
jedem Fall ist, wenn

[z;7.]1=17.
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Yo=7%0 Vi=%1 «uVi=%, Vip1=yipg=-+=0
gesetzt wird, fiir geniigend kleine Werte von |z|

[ 700 715 -+ s 1] = 2 F (Vo Vo o 7P

Aus (9.) ergibt sich durch den SchluB von » —1 auf », daB die
Funktion ¢,(z) sich dann und nur dann im Einheitskreis regular verhalt
und der Bedingung M(¢p,) <<1 geniigt, wenn die Zahlen |y,|, |y4], ..., |7,]
entweder samtlich kleiner als 1 sind, oder wenn die erste unter ihnen, die
nicht kleiner als 1 ist, genau gleich 1 wird. Ist insbesondere |7 <1
fiir jeden Wert von 4, so wird M(¢,) <<1. Dies folgt daraus, daB die zu
¢, adjungierte Funktion [#;y,] =y, dieser Bedingung geniigt.

$ 3.
Kriterien fiir die Koeffizienten einer beschrinkten Potenzreihe.
Ich beweise zunéchst folgenden Satz

I. Sind o, 71, 7s, ... beliebige Grofen, die similich absolut kleiner
als 1 sind, so vst die Potenzreihe

F@) = 3 ¥ (0 rnr)e = Sow,

die ich auch kirzer mit [y, 7y, ...] bezeichne, fir |z|<C1 konvergent,
und thre obere Grenze M(f) ist hochstens gleich 1. Ferner ist fir |x|<<1

[27; 70’ 71’ "'] = h:n [Q}; 70> 71’ seey 7,;],

und die Konvergenz ist in jedem Kreise |x| <<r <1 eine gleichmdfige.
Versteht man namlich unter ¢, (z) den mit Hilfe der gegebenen
Zahlen y, gebildeten Ausdruck (8.), so gehort diese rationale Funktion fiir
jedes » zur Funktionenklasse €. Ist daher
@, (1) =dy+ d T+ dpa®+ -+
so wird |d,;| << M (p,) < 1. Speziell ist aber nach dem Friiheren fiir A<<w
; dwl— T(?’O:yb' ’7)_)— 28
Folglich ist |¢,| << 1 fiir jeden Wert von A und daher ist die Potenzreihe f(2)
fiir |#| << 1 konvergent. Ferner ist fiir ]ede p081t1ve Zahl r << 1 und fiir |o| <
y+1
lf —(M - z-‘v‘il(cl —d)7 §A=€|-1 Icll T |d”] 4 <1-v24:-12r1 = ?t—r
Da der rechts stehende Ausdruck mit wachsendem » gegen 0 konvergiert,
so konvergieren die Funktionen ¢, (z) fiir |z| <r gleichméaBig gegen f(z).
Fiir jede Stelle  im Innern des Einheitskreises folgt ferner aus f(z)=1lim ¢, ()
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und |, ()| <1, daB auch |f(z)| <1 ist.

In Verbindung mit den Ergebnissen der §§1 und 2 ergibt sich hieraus:

II. Die Potenzreihe

f@)=c¢y+ ¢,z + c@* + -+
st dann und nur dann fir || <<1 konvergent und dem absoluten Betrage
nach hochstens gleich 1, wenn die zugehorigen Ausdriicke
¥, = DP(C, €15 -+, C,)
entweder samtlich absolut kleiner als 1 sind, oder wenn eine Zahl n existiert, fiir die
7] <L [nl<bo. |rea| <L [r.|=1
wird und die n-te zu f(x) adjungierte Funktion
fa(®) = Cpo + Cpu® + €@+ - -+
sich auf das konstante Glied c,,= y, reduziert. Im ersten Fall wird
f(@) =[5 70 715 -] =v§; P(70s V15 ++ 05 1)

Der zweite Fall tritt dann und nur dann ein, wenn f(x) eine rationale
Funktion von der Form (6.) ist, und es wird f(z)= [%; Yo V1> - ¥n):

Im folgenden unterscheide ich diese beiden Falle voneinander, in-
dem ich f(z) als eine Funktion von unendlichem Range, bezw. vom end-
lichen Range m bezeichne.

Es gilt ferner der Satz:

IIT. Sind ¢y ..., C, gegebene Grofen, so lift sich dann und
nur dann eine Potenzreihe der Form

f(@)=c,+ @+ +++ + 2" + om+1x”‘+1 4 ..
angeben, die fiir |x| << 1 konvergiert und der Bedingung M (f)<<1. geniigt,
wenn die Ausdriicke :
Yu= P(Cp €1, ..., 0,) (r=0,1,..., m)
entweder simtlich absolut kleiner als 1 sind, oder wenn eine Zahl n << m
ewistiert derart, daf
7l <1, |l <L [raal <L [ral=1
wird und ¢, fir p=n+1,n+2,...,m mit dem Koeffizienten von z* in
der Entwwklung der rationalen Funktwn [a; Yo» Y1s+++ ¥n] nach Potenzen von
x dibereinstimmd.

Dafl die hier genannten Bedmgungen notwendig erfiillt sein miissen,
ergibt sich aus dem Fritheren. Sie sind aber auch hinreichend. Im ersten
Fall gibt es unendlich viele Funktionen der verlangten Art, namlich alle
Funktionen der Form ’
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F(@) = [%5 Yos Y15+« 0> ¥oms Vimts oo+ s
WO ¥mits Ymia --- Deliebige GroBen bedeuten konnen, deren absolute Betrige
hochstens gleich 1 sind. Im zweiten Fall liefert aber [z; ¥, 71, ..., ¥a] die
einzige Losung des Problems (vergl. Carathéodory und Fejér, a. a. O. S. 234).
Die bisherigen Ergebnisse lassen auch folgende Deutung zu:
IV. Um die Gesamtheit aller Funktionen der Klasse € zu erhalten,
hat man nur die Potenzreihen

f(2) =[%; Y0 Y15 -1 = vé(‘) P(Yor Y152+ 1,)%
fir alle Grofen y,, 71, ..., deren absolute Betrdige hichstens gleich 1 sind,
aufzustellen. Jede Funktion f(xz) von unendlichem Range wird hierbei nur
einmal erhalten, und zwar sind y,, ¥y, ... eindeutig bestimmt als die zu f(x)
gehorenden Parameter. Fir eine Funktion f(x) vom endlichen Range n, d. h. fiir
evne Funktion der Form (8.) sind nur y,, 1, ..., yn eindeutig bestimmt als die
Parameter von f(x), die Grofeny, 1, ¥ s - - - konnen dagegen beliebig gewdhlt werden.

§ 4.

Berechnung der Ausdriicke &,.

Um das durch den Satz II gelieferte Kriterium fiir die Beschrénkt-
heit einer gegebenen Potenzreihe (mit vorgeschriebener oberer Schranke)
auf eine elegantere Form zu bringen, hat man nur die Ausdriicke y, =
®(cy, €y, ..., ¢,) genauer zu berechnen. KEs empfiehlt sich hierbei, nicht von
einer Potenzreihe, sondern von einem Quotienten zweier Potenzreihen aus-
zugehen. Es sei also

/(w)=y=ao+alx+azz2+--'.
@) by + bz + by2* + -
Der Koeffizient b, soll hierbei von Null verschieden sein und kann als reell
angenommen werden. Der Quotient f(z) kann dann formal nach Potenzen
von z entwickelt werden, es sei
(@) =co+ ;@ + cpa® 4 +--.
Setzt man nun

9,(@) =a,+ a T+, k'(x) =b,+ b, 4T+ cor, G0 h=h)

so wird 70=f(0)==Z—: und

f= =bog1'—%hl — __Dl(w),

Yo g
Yol boh— g 4, (%)

f_
1—

R | =

wobel
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% 91 Eo 9o
D, = =|_
! bo by | 1 ao ho
wird. Versteht man nun unter d;, und J, die GroBen
(g Q4 b, @,
= D, (0)= =
d, 1(0) b, b, | d, = 4,(0)= a, b,
so wird, wenn J, =+ 0 ist, y, = f,(0)= ——l und
1
fo = 1 h—yn _1d1d—3d,D — __Dy(2)
) 1—71f1 z 014, —d, D, 42({6)'
Hierbei kénnen D,(x) und 4,(z) in der Form
10 ay a, g 5 091l
50 0 a g4 5 17 0 g,
'y = 5 12-:. -
0 b, b, h, a, 0 b, h,
@ 0 by hy a, ag 0 hy

geschrieben werden. Allgemein gilt der Satz:
V. Man verstehe unter D,(x) und 4,(x) die Determinanten des Grades 2v

0 0 ...0 gyay...a,,g, by 0 ...0 Gy a;...a, 59,4
bpb 0 ...00 ay...0, 59, , by b, ...0 0 ag...a, 56, 5
by b, ...000 ...a,;9,, b, b, ...000 ...a,,0,
D_E,_,b,_s...ioo 0 ...a0 ¢ 4_5 B, s b.,oo...o o
10 0 ...0 Byb,...b4h |" " |ag O ...0bby...b sk,
@G O ...0 0 by...b_,h,, a G ...0 0 by...b_gh,_,
da, @ ...000 ...b, 3h,, g @ ...000...b_,h_,
Gy gy g...0,0 0 ...0, B, Gy @y g.. @0 O ...0 By

Ferner sev d, = D,(0), &, = 4,(0). Ist keine der (sdmitlich reellen) Zahlen
dy, 0y, ..., 0,4 gleich 0, so wird

e s D, d,_.
s S - L RUESS o
Um dieses Bildungsgesetz zu beweisen, haben wir, wie man leicht
sieht, nur zu zeigen, daf :
(10.) d4,—d,D,=—9, ,%D,,,,
(11.) d,4,—d,D,=9,_,4,,,

ist. Der Beweis beruht auf dem bekannten Determinantensatz: Ist D eine
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Determinante beliebigen Grades und bedeutet D**%##%-- diejenige Unter-
determinante, die entsteht, wenn man in D die Zeilen ¢, /3,... und die
Kolonnen &', %', ... streicht, so ist fiir « << f3, ¢’ << [’

D=« D88 D%F DA — D, D% 8#,
Fiir die Determinanten D,,, und 4,,, ergibt sich ohne Miihe

b i .
1,2v+1 __ Y% 1,241 __ 0
Dv+1y+ = _SD— (dv - ()\v)’ D:il = (_ l)v E.—(Dv - dv),
1,2v4-2 1,2v+2 ey 1, 2v+1; 1,2v+2 —1 o
Dv+;+ - bo(yw D:il = (_1)1‘ a’Odw Dv+lv+ ALBEE = (-— l)v boa’od‘v—-l
und _
1,1 2v4+2,1 __
4v+1=b04v3 dv;—l _—bODln
1,2042 _ q 2042, 204+2 _ 7 1,1;2v+2,2v+2 __ 7 B
Ju+;+ i bodw ‘{v-v:i 1R = bc()\u, dv+1 REE = bobo"\y—x-
Die zu beweisenden Relationen (10.) und (11.) besagen nur, daf
1,2v+1 1,2v42 1, 2v4-2 1,2v41 __ 1,2v41;v+1,2v42 %
Dv+f D:.-il-l g "‘Dy+1v+ D:il = Dv+1Dv+;+ g g )’

L1 2v+4-2, 2v+2 1,2v4+2 42v+2,1 __
4v+1 4v+1 - ‘dv+1 4 =4

dl, 1;2v+2, 2v+2
v41 v+1 vl

ist.
Aus (11.) ergibt sich fiir # = 0 die fiir das Folgende wichtige Formel

0,10, 1
(12-) 1—-!7,‘2= (155 e (()‘0=1, (y_1=b~% 5

Ist also d,,, die erste der Zahlen &, die den Wert 0 hat, so wird y, die
erste unter den Zahlen y,, deren absoluter Betrag gleich 1 ist. In diesem
Fall haben wir auf Grund der fritheren Festsetzungen den Quotienten f,,,
nicht mehr zu betrachten. Dies ist im. folgenden stets zu beriicksichtigen.

§5.

Die zu einem Quotienten von zwei Potenzreihen gehdrenden Hermiteschen Formen.
Die Determinanten J, lassen sich in einfacher Weise deuten, wenn
man von den Bezeichnungen des Matrizenkalkiils Gebrauch macht.
Der Potenzreihe g(z) = = a,2’ ordnen wir die unendlichen Matrizen

@y Ay Ay - . . @y 0 0 .

0 aya,... = 0,0 ...
A= ’ A = = — 2

0 0aq... g Gy Ay ...

zu, denen die formal gebildeten Bilinearformen

*) Streng genommen folgt (10.) aus dieser Gleichung zunéchst nur fiir a, 4 0.
Die Formel (10.) vertritt aber nur ein System von algebraischen Identitéten zwischen

den aa, @z, bz, by, gelten diese fiir ay % 0, so sind sie auch fiir a, = 0 richtig. -
Journal fir Mathematik. Bd. 147. Heft 4. 3 31
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A (x, ?l) =£§ al—uw#yla A_-’(x: .'/) 55 ég a.—x%?h

entsprechen. Die »-ten ,,Abschnitte* von 4 und 4’ sind die Matrizen
des Grades » +1

Gy Gy g ... @, a0 0 ...0
0ay@y...0, 4 aa 0 ...0
Av= OO alo... av—-! ’ Z:= 62(_1'1 &0 ...0
B 000 ...q Ay Ayy Gyg.. 0y
und 4’ A4, 188t sich deuten als die Koeffizientenmatrix der Hermiteschen Form
QIll = 91(w()’ wl’ o'® 0 wy) = 120,(102}1 + (11171+1 + v e + a,_lwylz.

Auch die unendliche Matrix 4’ 4 kann in jedem Falle gebildet werden.
Ihre Koeffizienten sind endliche Summen und A,A4, ist nichts anderes als
der v-te Abschnitt von A’ A4.

Definieren wir in derselben Weise fiir die Potenzreihe 4 (z) = =b,2”
die Matrizen B, B,, B’, B, und die Hermitesche Form %,, so ist 4 mit B
und also 4, mit B, vertauschbar. Dies folgt einfach daraus, dal 4B
als die zur Potenzreihe

g9(z) h(z) = asby + (apby + a,bo)z + --- B

gehérende Matrix charakterisiert werden kann*). Daher ist auch 4 mit
B’ vertauschbar.

Die im vorigen Paragraphen eingefithrte Determinante J,,, kann
nun zundchst in der Form
| B,,4,
ZI’I’BV
geschrieben werden. Ich behaupteaber, daf d, ., auch alsdie Determinante der Ma -
tricB.B,—A. A, d.h.als die Koeffizientendeterminante der Hermiteschen Form

(13.) 9, =@ 2y ..., 2) =B, — Y,
=1é,“)(|boa;1 + oot bz P =gz + oo+ 0,33, %)

d\v-{-!. ==

aufgefaPt werden kann.

Dies folgt unmittelbar aus einem einfachen Hilfssatz:

Sind P, Q, R, S8 vier Matrizen desselben Grades n und st P mit
R vertauschbar, so ist die Determinante |M| der Matriz

*) Vergl. O. Toeplitz, Math. Ann. Bd. 70, S. 356.
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P, Q
M=("
(R, S
des Grades 2n gleich der Determinante der Matriz PS — RQ.

Ist ndmlich die Determinante von P nicht Null, so wird, wenn E
die Einheitsmatrix des Grades » bedeutet,

( P_1,0> P, Q)_(E, PQ )
—RP~,E/\R,8) \0,S—RPQ/
Geht man zu den Determinanten iiber, so erhilt man
|P7-|M[=|S—RPTQ|,

also

|M|= |P|.|S—RP™Q|=|PS—PRP'Q|=|PS—RQ|.
Ist aber |P|= 0, so betrachte man an Stelle von M die Matrix

P+ zE,
M — + 2k, Q )

Auch hier ist noch R mit P 4+ o FE vertauschbar. Fiir geniigend kleine Werte
von |z| ist aber die Determinante von P+ z E von 0 verschieden, also wird
|M,|=|(P+ =E)S—RQ|.

LaBt man 2 gegen 0 konvergieren, so erhialt man wieder die zu beweisende

Gleichung.

Dem frither betrachteten Quotienten f(z) = Z—% entspricht also das
unendliche System der Hermiteschen Formen (13.) mit den Determinanten
d,,;. Ebenso gehért zu dem Quotienten

fi(®)=— Zig))

ein wohlbestimmtes System von Hermiteschen Formen
2 2
S?n(a) = S?( )(%s Ty ey xv)' O=0,1,%,.-))
Die Determinante von $® moge mit J%; bezeichnet werden. Insbesondere ist

5951) = ;_é:) l(i)o bo/"" (ioao) Z; + s e + (i)o bv—l - &Oav—l) z, F

—zé;; |(boa1 — pby) Ty + oo+ (Do @ay1 — A1), ‘2°
Eine einfache Rechnung liefert nun die wichtige Formel
(14.) 9,9 (xo, T4y .., @)
= | by (BoTo + +++ + b,2,) — Go (Ao + +++ + a,2,) [+ S;)“)(a;l, By s was By Yo
Der Ubergang von $ (g, Ty, -.., o,) 24 (2, Ty, ..., T,) entspricht also dem
31*
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ersten Schritt bei der Jacobischen Transformation der Form $(z,, %y, ..., 2,).
Auf Grund einer bekannten Eigenschaft der Jacobischen Transformation ergibt
sich hieraus, daB die Determinante von $®(,, @, ..., x,) gleich d57d,,,
ist. Folglich ist

(15.) 0N, =10,
Hieraus konnen wir aber leicht schliefen, da allgemein
(16-) ()\3%1)-1 = ()\Eiid\:{ ()\u+1+1
wird, Geht man namlich von f, = — % zu f;,, in derselben Weise iiber wie
von f zu f,, so erhilt man f;,, zunéchst (vergl. (10.) und (11.)) als den Ausdruck
ooy = — 01— Dy qq
gl Or—1dry1’

dem die Hermaiteschen Formen J%_, §3*" entsprechen. Nimmt man daher
die Formel (16.) fiir 4 als bewiesen an, so ergibt sich wegen (15.), daB
die Determinante von J%_, §%*V gleich

(91 ()\).+1 ) 9315 0yt (yu+l+2
ist. Um hieraus d¢%Y zu erhalten, hat man durch J%{V zu dividieren;
man erhélt dann, wie zu beweisen ist, d%4" = J3+1d%,, 7, ...,

Wir konnen nun leicht beweisen:

VI. Sind unter den Zahlen 0,0, ... die n ersten von Null ver-
schieden, die folgenden similich gleich Null, so reduziert sich der Quotient
fa(®) auf eine Konstante ¢ vom absoluten Betrage 1, d. h. die Potenzrethen
— D, (%) und ¢4, (x) stimmen in allen Koeffizienten tiberein. Sind umgekehrt
dy, d, ..., 0, von Null verschieden und reduziert sich f,(z) auf eine Konstante
¢ vom absoluten Betrage 1, so sind die Zahlen d, 4, 0, s, . .. simtlich gleich Null.

Auf Grund der Formel (16.) geniigt es offenbar, diesen Satz nur
fiir den Fall n= 0 zu beweisen. Wir haben also zu zeigen: dann und nur
dann unterscheiden sich die Koeffizienten ¢, und b, voneinander nur um
einen konstanten Faktor vom absoluten Betrage 1, wenn alle Determinanten
dy, Jg, ... verschwinden. Ist zunidchst a, = &b, fiir jedes» und |¢|=1, so
wird fiir jeden Wert von w» die Form £, identisch gleich 0, daher ist
gewil J,= 0. Sind umgekehrt alle J, gleich 0,'so folgt zundchst aus J,

= bybo — Gya, = 0, daB I;i“= ¢ vom absoluten Betrage 1 ist. Ich setze
0

u, = a,— &b, U=4,—¢B,,
so daB also
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b, —ea,=—su, B —cAd =— U
wird. Es sei schon bewiesen, daB die Differenzen wu,, u,, ..., w,_; samtlich
verschwinden. Dafl nun auch wu,= 0 ist, ergibt sich aus dem Ver-
schwinden der Determinante

0\2 B%n-—l) 2n—1 {_ —¢€ U_zn—v Uz
" | Az n—-l\ n—-l’ By, .
Diese Determinante des Grades 4n laBt sich ndmlich in der Form
0O 0 0 X
5 _ —e{? 0 0 0
e 4,.,0 B,_,Y
| Z Z:»—10 B, .

schreiben, wo

Uy Upyy o~ Ugp_y
0w, ...%Uyp o

X =

--------

00 ...wu,
ist und Y, Z gewisse andere Matrizen n-ten Grades bedeuten. Daher ist
§2n = l_ eX'X Bn—-IZ:t—ll =(— 6)”lun|2nb363 =(— 1)"|b0un‘2”:
was nur dann verschwinden kann, wenn w, = a, — ¢b, = 0 ist.

Genauer erkennt man in &hnlicher Weise: sind die m ersten der
Determinanten J, gleich 0 und st m eine gerade Zahl, so ist auch die
Zahl 9,,., gleich Null.

Die durch (13.) definierte Hermitesche Form £, kann aufgefalt
werden als der »-te Abschnitt der Hermiteschen Form

$=BB—A'A= Zzi’?h,,ﬁ,,w;*)

mit unendlich vielen Verdnderlichen. Hierbei ist, wenn u die kleinere
der beiden Zahlen x und A bedeutet,

hnl - ( x—o bl-e a’x——g a’l—q)
¢=0

zu setzen. Die Zahlen 0,0, ... sind also die Abschnittsdeterminanten
von §. Die Form § nenne ich, wie iiblich, nichtnegativ, wenn jede der

*) Die Summe ist als eine rein formale Bildung anzusehen, sie braucht keines-
wegs zu konvergieren.
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Formen $§), mit endlich vielen Verdnderlichen nichtnegativ ist, und deute
dies kurz durch § >0 an. Es gilt nun der Satz:

VII. Die Hermitesche Form ) ist dann und nur dann nichtnegativ,
wenn die Determinanten dy, 0y, . .. entweder samtlich positiv (= 0)sind, oder wenn
J9,>0,0,>0,...,0,>0,0,,;=0,,3=1++=0
wird. Im zweiten Fall ist n gleich dem Range r der unendlichen Maotriz § = (h,,).

Ist zundchst $ >0, so kann J,, fiir jedes » =0 als die Deter-
minante der nichtnegativen Hermiteschen Form 9, = H(@p 24, ..., 7,) keine
negative Zahl sein. Ist hierbei d,,, > 0, so wird $, eine positive Form,
und daher ist auch §, , = § (%, 2y, ..., 7,3, 0) positiv definit. Thre Deter-
minante d, ist demnach auch eine positive Zahl. Dies zeigt, daB fiir die
Zahlen J,, dy, ... nur eine der beiden im Satze genannten Moglichkeiten
eintreten kann ¥),

Sind umgekehrt die Zahlen d,, d,, ... simtlich positiv, so ist jede
der Formen §), als Hermitesche Form mit endlich vielen Verédnderlichen
und lauter positiven Abschnittsdeterminanten bekanntlich positiv definit,
also ist gewil} § =>0. Es moge also der zweite Fall eintreten. Ist n=0,
d. h. sind die Zahlen d, sémtlich gleich 0, so verschwinden nach Satz VI
alle Koeffizienten %,, von $ und es ist § = 0,7 = 0. Unsere Behauptung
sel nun schon bewiesen, wenn an Stelle von n die Zahl n — 1 tritt. Wir
betrachten dann an Stelle der Hermateschen Form $ die Form $®, deren
Abschnitte die auf S. 217 betrachteten Formen $* sind. Die zugehérigen
Abschnittsdeterminanten sind wegen (15.) die Zahlen

oM =4, I =20,d, JIP=243J,....
In unserem Falle wird

>0, 0P>0.. IO >0 =00 =...=0.

Auf Grund der gemachten Voraussetzung ist daher §® eine nichtnegative
Form des Ranges n — 1. Die Gleichung (14.) lehrt uns nun, daB §, fiir
v =>n eine nichtnegative Form vom Range 14 (n—1) =n ist. Damit
ist der Satz VII aber vollstindig bewiesen.

Wir haben am Anfang dieses Paragraphen die Zahl b, als reell an-
genommen. Man erkennt aber leicht, daf die Formel (16.) und die Satze
VIund VITauch fiir beliebige (von Null verschiedene) Werte von b, richtig sind.

*) Dies ist ein bekanntes Resultat aus der Theorie der Hermiteschen Formen.
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§ 6.

Umformung der Kriterien des § 3.

Aus der Formel (12.) geht hervor, daB die zum Ausdruck f(z) = %
gehérenden Parameter

d,
Y= 4’(007 C1y eevy C,)= _3‘

v

fir jeden Index » dann und nur dann den Bedingungen

A1) Ipl <Ll <L lzes] <L ln| <1
geniigen, wenn
(5‘1>O, 02>O, emey "n>0, d‘n+lZ_O
ist.  Soll hierbei |y,| =1 sein und sollen auBerdem noch in der Potenzreihe

fn(w) = —5:((Z; = Cyy + Cp T + cmmz"*‘ see Cro=Yn)

alle Koeffizienten c,, c,,, ... gleich 0 werden, so miissen nach Satz VI alle

Zahlen d, fiir ¥ >mn+ 1 verschwinden. Diese Bedingungen sind auch hin-

reichend. Dies zeigt aber, daB der Satz IIsich folgendermaBen aussprechenlaft:
VIII. Die Potenzrethenemtwicklung eines Ausdrucks der Form

Oyt 0T+ 02 -
f(w)— by + b,z + bya® + --.° bo*o

ist damn und nur dann fir |z|<<1 konvergent wnd M(f)<<1, wenn die
Determinanten

50 a,a,
S 0 0 A A I O T
@, a0 0 b

entweder samtlich positiv sind, oder wenn sich eine Zahl n angeben lift, so daf
0,>>0,..,0,>>0,0,,; =0y s=1++=0

wird. Der zweite Fall tritt danmn und nur dann ein, wenn f(zx) eine rationale

Funktion der Form

f 2+ w,
(1) flo) = ¢ A{mas:
darstellt.
Aus dem Satz VII folgt ferner:
VIII*, Die Potenzrethenentwicklung des Ausdrucks f(z) ist dann
und nur dann fir |z| <<1 konvergent und M (f) <<1, wenn die Hermitesche

Form § = B'B— A’ A nichtnegativ ist. Die Form § ist dann und nur dann

wV

<l e =1



222 Schur, Potenzresthen vm Innern des Einheitskreises.

vom endlichen Range n, wenn f(x) vom Range n ist, d. h. eine rationale Funk-
tton der Form (18.) darstellt.

Der Satz II1 148t sich in etwas verallgemeinerter Fassung so formulieren:
IX. Gegeben seien zwe: Potenzreihen

G () :é.: k2", H(z) = é{; I,
wobei I, von Null verschieden sein soll. Um zu entscheiden, ob sich bes
gegebenem m —> 0 zwer andere Potenzrethen
g(2)= a2, k)= 3ba
so bestimmen lassen, daf
(19.) G =lo, by =1p, ..., @y = lipy, by =1,
wird und zugleich die Potenzrez’he '
Hz)= Wx)_co‘l‘clw‘!‘czwa“!‘”‘

fir || <1 konvergiert und der Bedingung |f(z) <<1 geniigt, bilde man den
Quotienten

F(@) = 59 = Co+ Gy + Cya? + -
und betrachte die zugehdrigen Determinanten
] 1,0 kok,
- bo By | r = R
ko b RN A
by k0 1,

Die Aufgabe lipt dann und nur dann eine Losung zu, wenn entweder die Zahlen
Nas Mgy oo vs Mmya SAMElICh posz'tv'/v sind oder wenn

(20') 1 =>0,...,1, > 0, Nat+1 = Ntz = *** = Nmyp1 = 0 O=n=m)
wird. Ist hierbes m <<m —1, so kommen noch die Bedingungen

(21.) Motz = Nmts = *** = Tom—n = 0
hinzu. In beiden Fdllen konmen die Koeffizienten b, ., b,.s, ... beliebig
gewdhlt werden. Im ersien Falle lift die Aufgabe dann moch unendlich viele
Liosungen zu. Im zweiten Falle sind Gy, Gpigy -y Wenn by, i, by, ... fi-
ziert werden, eindeutig bestimmit und die zugehorige Fumktion f(x) st eine
wohlbestimmie rationale Funktion der Form (18.)*).

*) Die Einfithrung der Koeffizienten k.1, Im+1, . . . erscheint hier als iiberfliissig, der
Beweis gestaltet sich aber etwas einfacher, wenn man den Satz so ausspricht, wie das hier
geschieht. Es wiirde ferner geniigen zu verlangen, dal ¢, = Cy, ¢, = C, ..., ¢y = Cp wird.
Esistjedoch zubeachten, da8 die Berechnung der Koeffizienten C, giinzlich vermieden wird.
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Beim Beweis hat man zu beriicksichtigen, daB die m + 1 ersten
der zu f gehérenden Determinanten J, mit den entsprechenden 7, iiber-
eingtimmen. Die Zahlen %, %s,...,7,,, hingen nur von den 2m + 2
Koeffizienten k1, ..., k,,., ab. Auch die im zweiten Fall hinzu-
kommenden Bedingungen (21.) liefern nur Beziehungen zwischen diesen
2m + 2 Koeffizienten. Dies ergibt sich ohne Miihe aus der auf S. 219
durchgefiithrten Betrachtung. Die Zahl /, nehmen wir, was offenbar ge-
stattet ist, als reell an. .

Aus VIII folgt zundchst, daB die Aufgabe nur dann einen Sinn
hat, wenn unter den (reellen) Zahlen #,, 75, ..., 7,,,, keine negativ ist, und
daB, wenn eine dieser Zahlen Null ist, auch alle folgenden verschwinden
miissen. Sind nun die Determinanten

dy =1, Jz=772’---, ()‘,,=7],. (n<<m)
positiv (= 0), so geniigen die mit Hilfe der Zahlen (19.) gebildeten Ausdriicke
ky _a, d d

Vo= I_O=E:71=—6—i: vory Vo == —52
den Bedingungen (17.) und hierbei ist dann und nur dann |y,| =1, wenn
Jpy1 = Npyy = 0 wird. Ist n=mund», , =0, so wihle man firy, ., 7mys ..
beliebige GréBen, die absolut <1 sind. Die Potenzreihe

(@) =[5 700 71, ... ] = uéo F(Yor Y1r o200 1) &

ist dann fiir |#| <<1 konvergent und M (f) <1, ferner stimmen ihre m 4 1
ersten Koeifizienten mit den Zahlen C,,C,,...,C, iberein. Ist dann
b,=1, fir 0<<u<m, so hat bei beliebiger Wahl der Koeffizienten
bmi1s Omyss ... die Potenzreihe g(z) = f(z) h(z) die Eigenschaft, daB ihre
m+ 1 Koeffizienten die vorgeschriebenen Werte £k, k,,..., k,, erhalten.
Dieselbe Betrachtung gilt auch im Falle n = m, 7,,,= 0, wenn unter f(x)
die alsdann allein in Betracht kommende rationale Funktion [z; ¥, 74, ..., ¥a)
verstanden wird (vergl. den SchluB des § 3). '

Es sei also n <<m und #,,,=+++ =,y = 0. Die einzige Funktion
f(z), die eine Losung der Aufgabe liefern kann, ist jetzt die rationale
Funktion [%; yo, 1, ..., 7). s ist also zu untersuchen, ob die Koeffizienten
a, und b, so gewihlt werden konnen, daB

(22‘) v§;) avxv = [w; Yos V15 oo > 7n]'y§; bywy’ a,u =%k,b, = l!‘ (u=0,1,...,m)

w Yp
wird. Ist nun #» =0, d. h. sind alle Zahlen 7,, %, ..., n,,, gleich 0, so
wird [@; ,] = 7, und es wird nur verlangt, da83
Journal fiir Mathematik. Bd.147. Heft 4. 32
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kl = 70Z1’ k2 = 70l2) LERY) km = yolm (}’o"%: ]}’n|-1)

wird. Dies tritt (vergl. S. 219) dann und nur dann ein, wenn auch die
Zahlen 7,,,q, ..., 7y, samtlich verschwinden. Es sei nun schon fiir ein ge-
gebenes n <<m — 1 (bei beliebigem m) bewiesen, daB die Relationen (22.)
sich dann und nur dann befriedigen lassen, wenn zu (20.) noch die Be-
dingungen (21.) hinzukommen, und hierbei sollen die Koeffizienten b,, ., bpys, .- -
beliebig gewihlt werden konnen. Ist dann

M=>0,1=>0,..,041 >0, =1 = 1Ny =0,
so haben wir die Relationen
(23.) V_Zé a8 =85 For Fis wror Pagr]® v_Zobya:", @, =kib,=1, w=01..m

zu untersuchen. Wir betrachten nun die Quotienten

_1 F——yL__Ek,’m“ f _1 f—y Saz (y—ﬁ’—%)
1721 —73,F Sz’ 172 1—%f 3btlz’ AR WA
Hierbei ist

0

k: = lO kv+1 - kolv+1, l: == ZOlu __];Okv’
— — y=0,1,...

a: = bO @yy1— aobv+1, b: = bobv_aoa’v ( )

zu setzen. Nimmt man schon an, daB a, =k, b, = [, ist, so gilt offenbar

(23.) dann und nur dann, wenn

(24.) 2 6@ = [2; 71, ar - 1> Ynsal+ 3, 02, 0 = K, b, = 1), =0t
und auBerdem noch b, =1, ist. Nun treten aber beim Ubergang von
F zu F, an Stelle der Determinanten 7, die Zahlen 7" = ;~"n,,, (vergl.
Formel (15.)). Diese Zahlen geniigen also den Bedingungen

n>0,.., 70 >0, =o=197 = 0.

Auf Grund der iiber n gemachten Voraussetzung konnen wir also schlieBen,
daB die Relationen (24.) sich dann und nur dann befriedigen lassen,
wenn noch

N = Mg =1+ = ")gzn—l)—n =0
ist. Dies liefert, wie zu beweisen ist, fiir die 7, die Bedingungen

Tmtz = Nmss = *** = Nom—nin) = 0.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so kénnen die Koeffizienten by, by, ..
beliebig gewéhlt werden, insbesondere kann also noch angenommen werden,

daB b, = I, ist.
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§17.

Beschriinkte Potenzreihen und beschriinkte Bilinearformen.
Eine Bilinearform
A(w, ?/) == "21:%1%3/1

mit der Koeffizientenmatrix 4 = (a,,) bezeichnet man bekanntlich nach
Hilbert*) als beschrdnkt, wenn sich eine endliche Zahl m angeben laBt,
so daB fiir alle reellen und komplexen Zahlen #,, 4o, z,, ¥, ... und fiir jedes n

’A”(w, y) . = 53 a,,;.(v,,yl ’l é m ‘/xzﬂ,‘o\ wxlz. Aé:)lyl \2
wird. Jede Zahl m, die diesen Bedingungen geniigt, wird eine obere Schranke,
die kleinste unter ihnen die obere Grenze m(A) von A genannt. Ist 4

beschrankt, so sind die Reihen é:?)]a,,l [* und 'é«;]a“ [* fiir jeden Wert von

A konvergent und ihre Summen sind hochstens gleich (m(4))%. Es konnen
daher die Matrizen

Z’A = (Vgavxavl)’ AZI = (y_;:'axva’—lv)
gebildet werden. Bezeichnet man ihre Elemente mit A,; und %;;, so wird

fiir jedes Wertsystem z,, «;, ... mit konvergenter Summe ,é; |, ?

ZIA = xZA(O)O h!;.ixQ’;_ = i

y=0

5 2 2 ¥ 2
lﬁavlwll é m v—zolw"| ’

o 0
’ o7/ =
44 = ﬁo L, = 2

‘< mZ o,

ve=0

=
xéo Ay Ty

und die hier auftretenden unendlichen Reihen sind konvergent. Versteht
man daher unter E die Hermitesche Form V_Z: |z,|* (und auch die zuge-

horige unendliche Einheitsmatrix), so sind m*E — 4’4 und m?E — 44’

nichtnegative Hermatesche Formen. Die Formen 4’4 und A A’ sind wieder:

beschrinkt und ihre oberen Grenzen sind genau gleich dem Quadrat der
Zahl m (4).

Weil man umgekehrt nur, daB x_%‘ |a,; |* fiir jedes 4 konvergent sind,

so kann man die Hermitesche Matrix A’A = (h,;) bilden. Die Bilinear-

*) Gott. Nachrichten, 1906, S. 157.
32%
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form A ist dann beschriankt und m eine obere Schranke von 4, wenn

die Hermitesche Form mit der Koeffizientenmatrix m?E — 4’4 nichtnegativ
ist, d. h. wenn ihre ,,Abschnitte simtlich nichtnegative Formen sind.
Um die obere Grenze m (4) von 4 zu berechnen, hat man nur fiir jedes
n die Gleichung
T —hoyy, —hoyy ..y — hoy
— Py T =y, ooy — Ry |

—k“o, _knl,.-.,m_h”"‘
zu betrachten. Ist u, die groBte unter den (sémtlich reellen, nichtnegativen)
Wurzeln dieser Gleichung, so wird u, << u, << p; << ... und

m(A) = lim Y, *).

fni=w

Reduziert sich nun bei der fritheren Betrachtung der Nenner A(x)

des Quotienten f(z)= 9(2) auf eine positive Konstante m, so wird B= mE

h(z)
und B’B=m?E. Aus den Siitzen VIII und VIII* ergibt sich daher ohne
weiteres:
X. Die Potenzreihe
g(®) = ao+ ;% + a2* + «+-
1t dann und nur dann fir (x| <<1 konvergent und beschrinkt, wenn die
Bilinearform
A(z,y) = xél T Yo (#,2=0,1,2,...)
beschrinkt ist. Die obere Grenze M(g) der Potenzreihe g (x) ist genau gleich
der oberen Grenze m(A) der Bilinearform A.
X*.  Setzt man fir » <2

hxl = 2 dx-—-u Ay
v=0
und k= h,, so ist m dann und nur dann eine obere Schranke der Potenz-
rethe g (x), wenn die Hermitesche F orm

- ® @
—_ 2 ’ a8 = L] - 2 -
H=mE—A" A=m Vé;w,xv—ﬁo h,zmxa;l=my:‘.,;wvwv__

@

o 2
x=0 l-oalw“*’"
*) Dasselbe gilt auch fir 4 A’. Die hier angefiihrten Sitze iiber Bilinear-
formen sind mit durchaus elementaren Hilfsmitteln zu beweisen. Vergl. E. Hellinger
und O. Toeplitz, Math. Ann., Bd. 69, S. 289, und meine Arbeit, dieses Journal,
Bd. 140, S. 1.
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nichtnegativ ist. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn dve Abschnitis-
determinanten Jy, 0y, ... von $ entweder simtlich positiv (= 0) sind, oder
wenn die n ersten unter thnen positiv, die folgenden alle Null sind. Not-
wendig und hinreichend fiir das Eintreten des zweiten Falles st, daf3 g ()
ewne rationale Funkiion der Form

" T4+ w,

g@)=c Il

Arrse ol<bll=m

darstellt. Die Zahl n g¢ibt hierber zugleich den Rang der Hermiteschen

Form $ an.
Verzichtet man darauf, die Bedeutung des Ranges der Form § und

das Verhalten der Determinanten J, zu charakterisieren, so kann man den
Satz X ohne Miihe direkt beweisen.

Nimmt man an, daB die Potenzreihe g(z) fiir |#| <1 konvergent
und |g(x)| <<m ist, so betrachte man eine zweite Potenzreihe

u(z) = éouw
von der nur verlangt wird, dafl é‘) |u, | konvergieren soll. Setzt man
g(ﬂ)) 'u’(x) == vg)vvwv, v, = Gy, + Ay Uy_y+ o+ a, U,
so wird bekanntlich fiir 0 <lr <1
@® 1 2n . 3
2B T i ) (2
(25.) vé;\m r 2”0f |g(re®) u(re?)*d .
Da aber |g(re)| <<m ist, so folgt hieraus
® - m2 2 . ) ©
2o, P <— / \u(re?)Pde = m? },;\u,\"rz" < mzzo\u,l’.
0 V= Y
Fiir w,., = %, = +++= 0 wird daher
2” lo, Pr® < m’zﬂ‘ |w, %
y=0 o v=0
LaBt man r gegen 1 konvergieren, so erhilt man
Flof= $lat an, oot ot <t S

Schreibt man in dieser Formel, die fiir beliebige GroBen wu,, u,, ..., u, gilt,
u, an Stelle von u, ,, so geht sie iiber in

(26.) z':‘)|aou,+a1u,+1+ ---+a,,_,,u,,\2§fin22",‘|u,|2.

ye=(
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WeiB man umgekehrt, daB diese Ungleichung fiir jedes » und fiir
jedes Wertsystem w,, u,, 4,, ... gilt, so erhilt man insbesondere fiir u, = @,

‘aoa:)-'}' ald-l + S + a’naﬁlz_g_mz 2:'“,‘2,
. y=

d. h. zn‘la,l’g m?®.  Da dies fiir jedes n gilt, so ergibt sich, daB 3|a,|

ymm( v=0

konvergiert und daher ist auch g¢(v) fiir || <<1 konvergent. Zugleich
erkennt man auf Grund einer bekannten Regel, daB auch die Reihen

’ Ao%, + Gy U, g+ oo (v=0,12,...)
konvergent sind, sobald nur =|u,|* konvergiert. Aus (26.) folgt nun
fir ' <n

2" laouv + aluv+l+ tee + aﬂ—vuﬁlzgmz Zn‘uv|2'

v=0 v=0

Hilt man n’ fest und 146t » iiber alle Grenzen wachsen, so ergibt sich
v§)|aou, t @ %4+ ---[zémzé,:lu,}’,
folglich ist auch
(27.) v§:|aou,+a,u,+l+ »--|2§m”v§;|u,|2.
Setzt man hier nun, wenn |x|<<1 ist, u, = «*, so erhilt man

3 lzlzu 3- azw‘yzgm"ﬁ‘ |wl2v’
A=0 = yu=(

v=0

d. h |g(z)f < m

Die Potenzreihe g (#) ist also dann und nur dann fiir |2| << 1 kon-
vergent und |g(z)| <<m, wenn die Ungleichungen (26.) fiir alle » und
fiir alle Wertsysteme u,, 4,, ... bestehen. Diese Relationen besagen aber
nur, daB jeder Abschnitt von m*E — A A nichtnegativ ist, oder was das-
selbe ist, daBl die Bilinearform A4 beschriankt und m(4) <m ist.

8.

Der Carathéodor?y-l‘oeputzsche Satz.
Durch die lineare Transformation
v 1—w 1—w
“ifw  YTIvw
geht die Halbebene R (w) >0 in den Einheitskreis |w’| << 1 iiber und
der Kreis |w|<C1 in die Halbebene $%(w’)=>0. Soll sich daher eine
Funktion ¢(z) fiir |#| << 1 regulér verhalten und einen positiven reellen
Bestandteil haben, so muf

w
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_1l—9p@
o) = Ty @)

fiir |#| << 1 regulir und |f(#)| << 1 sein. Auch das Umgekehrte ist richtig.
Ist insbesondere ¢(z) als Quotient zweier Potenzreihen

g(z)= y;’:‘;a,, 2, h(z) = Vgu; bz (bo0)
gegeben, so wird
_ h(@) —9g(@)
Ho) =5 g
Werden nun wie auf S. 215 den Potenzreihen ¢(z) und % (z) die Matrizen
(Bilinearformen) 4 und B zugeordnet, so gehoren zu A(z) —g(z) und
h(z) + g(x) die Matrizen B— A und B+ 4. Um nun zu entscheiden,
ob ¢(z) fiir |2| <1 reguldr ist und einen positiven reellen Bestandteil hat,
ist nach dem Friiheren nur die Hermitesche Form mit der Koeffizientenmatrix

$H=(B'+ A) B+ A)— (B —A4')(B—A)=2(B' A+ A’'B)
zu betrachten. Setzt man speziell A(x)=1,-80 wird B=FE und § =
2(4 + 4%). -
Auf Grund der Satze VIII und VIII* ergibt sich daher unmittelbar:
XI. Die Potenzreihe - '
@ (x) = @y + a, &+ aa® + -+ (@ymal+al!§)
st dann und nur danm fir || <<1 konvergent und der reelle Bestandieil

von ¢ (x) positiw, wenn die Hermitesche Fotm
H=A4+ A4 = 7.%‘: (@, @y + @y, %, T,) (6a=0,1,2,...)
nichtnegatvv ist. - Die notwendige und hinreichende Bellingung huerfiir ust,
daf die Abschmnittsdeterminanten B
' 2a, a, a
2af, & " T

- ’
d, = 2ay, dy = ) ds=| a, 24, @, 5o

= 7’
ay, 20 _ =
v ° “ss al H 2 03

von H entweder samtlich positiv (> 0) sind oder
0,>0,0,>0,...,0,>0,d,,,=0p5=2=0 ,
wird, Der zweite Fall tritt dann und nur dann ein, wenn ¢(x) eine “rationale
Funktion der Form .
(28.) ¢ () =1—}f,%, f(@)=¢ éi% (o, /<1, ]e| =1
wst. Die Zahl m gibt hierbes zugleich den Rang der Form H an.
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Dies ist der in der Einleitung erwdhnte Carathéodorysche Satz in

der Toeplitzschen Fassung*). Herr Carathéodory charakterisiert jedoch im

Grenzfall eines endlichen Ranges die Ausnahmefunktionen (28.) anders,

namlich als rationale Funktionen, die eine Partialbruchzerlegung der Form
L

y=1 T -— &y

zulassen, wobei b reell, die ¢ voneinander verschieden und vom absoluten
Betrage 1 sind und die r, positive reelle Zahlen bedeuten.

Eine Funktion vom Typus (28.) 1aBt sich offenbar kennzeichnen
als ein Ausdruck der Form

(30 ?@) = e

wo @ ein Polynom n-ten Grades ist, das nur im Innern des Einheitskreises

Null wird, und P(z)=2"Q(z') zu setzen ist. Die Carathéodorysche
Formel (29.) liefert also den rein algebraischen Satz:
XII. Ist

Q@) =a 11 (z+ w,)
etn Polynom n-ten Grades, dessen Nullstellen samtlich tnnerhalb des Ein-

heitskreises liegen, und setzt man P (x)= «" Q(z ™), so sind die n Wurzeln
&, &, ..., &, der Gleichung

(31.) F(z)=P(z) + Q(z)=0
voneinander verschieden und auf dem Hinheitskreis gelegen**). Schreibt man
ferner die Partialbruchzerlegung des Ausdrucks (30.) wn der Form

P—@Q "oz + g
(82, E R Ut

so wird die Konstante ¢ resn tmagindr und die Koeffizienten r, sind reell
und positev.
Dieser Satz laBt sich leicht auch direkt beweisen. Zunéchst folgt

*) DaB der Rang n der (nichtnegativen) Form H allein mit Hilfe der o, be-
stimmt werden kann, wird in den auf S. 205 zitierten Abhandlungen nicht ausdriick-
lich hervorgehoben. Einen einfachen Beweis hierfiir hat mir Herr Carathéodory bereits
im Jahre 1911 brieflich mitgeteilt.

*¥) Allgemeiner liegen die Wurzeln der Gleichung P(z) + 4 Q(x) =0 fiir
|| <1 auBerhalb, fiir || > 1 innerhalb und fiir || =1 auf der Peripherie des Ein-
heitskreises. Im letzteren Falle hat die Gleichung keine mehrfachen Wurzeln.
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aus F(z) = ¢"F (™), daB zugleich mit &, auch z eine Wurzel der Gleichung
(31.) ist. Innerhalb des Einheitskreises kann F(z) aber nicht verschwinden.

Denn %Ihat in diesem Kreise keinen Pol und ist fiir || =1 vom abso-

luten Betrage 1. TFiir || <C1 ist daher
|F(z)| > |P(z)|—|Q ()| > 0.
Da ferner aus |¢,| > 1 folgen wiirde, daB |&™|<C1 ist, muB |e | =1 sein.
Aus P(e,) = — Q(s,) ergibt sich moch
F'(s) _P'(e)  Q(a) _ & 1 1 )= ey
P(e) P(a) Q) S1de 4ol &+ o y o
wobei s, in der Form g

t1l—wio

s=1]& + o

geschrieben werden kann. Diese Zahl ist aber wegen |w;|<<1 reell und
positiv. Daher ist F’(e,) nicht Null, die &, sind also voneinander ver-
schieden. Bringt man nun den Ausdruck (30.), was jedenfalls mdglich
ist, auf die Form (32.), so wird

P(s)—Q(s) _2P(s) 2

— 2¢, 7, = Pyt @ (e,)' = ) = 5

Daher ist 7, =ql eine positi\}e reelle Zahl. Setzt man nun in (32.) fiir

z irgendeine (von den & verschiedene) Zahl vom absoluten Betrage 1 ein,
so wird der links stehende Ausdruck und jedes Glied der rechts stehenden
Summe rein imagindr. Folglich ist auch ¢ eine rein imagindre GroBe.

Wir haben hier den Satz XI aus dem scheinbar allgemeineren
Satze VIII gefolgert. Man kann aber auch leicht diesen Satz mit Hilfe
des Satzes XI beweisen.

Ist ndmlich ¢ (2) nicht als eine Potenzreihe, sondern wie am Anfang
dieses Paragraphen als Quotient zweier Potenzreihen g(z) und h(z) gegeben
und sind wieder 4 und B die zugehorigen Matrizen, so denke man sich
¢(z) nach Potenzen von z entwickelt. Die dieser Potenzreihe entsprechende
Matrix C ist, wie aus 4 = C' B folgt (vergl. 8. 216), nichts anderes als die
Matrix AB—'%*). Hierbei ist zu beachten, dall B als ,Dreiecksmatrix*‘, die
in der Hauptdiagonale nur die von Null verschiedene Zahl b, enthilt,
eine eigentliche Inverse besitzt. Um nun zu entscheiden, ob die Potenz-

*) Vergl. O. Toeplitz, Math. Ann. Bd. 70, S. 357.
Journal fir Mathematik. Bd. 147. Heft 4. 33

S, =
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reihe ¢(z) fiir || <<1 konvergiert und einen positiven reellen Bestandteil
besitzt, hat man nur die Hermitesche Form
H=04 0 =AB>+ (B)'4
zu betrachten. Diese Form ist aber dann und nur dann nichtnegativ, wenn
BHB=BA+ 4'B

diese Eigenschaft besitzt*). AuBerdem multipliziert sich beim Ubergang
von H zu B’HB die »-te Abschnittsdeterminante J, von H nur mit dem
positiven Faktor |b,|>. -y

Ist nun ferner ein Quotient f(x) = %%; zweier Potenzreihen gegeben
und will man entscheiden, ob die zugehérige Potenzreihenentwicklung fiir
|| <<1 konvergiert und der Bedingung |f(z)| <1 geniigt, so hat man
nur zu untersuchen, ob die Reihenentwicklung von

1— h(z)—-g(z

*0) = TT10)~ T o0
fir || <<1 konvergiert und einen positiven reellen Bestandteil besitzt.
Sind aber wieder 4 und B die zu ¢(z) und A(z) gehérenden Matrizen,
so hat man bei ¢(x) die Hermitesche Form

(B4 A)(B—A)+ (B—A")(B+ A)=2(B'B— 4’ 4)

zu betrachten. Auf Grund dieser Gleichung und der vorhin iiber die
Abschnittsdeterminanten gemachten Bemerkung schlieBt man nun ohne
weiteres, daB aus dem'Satz XI die Sidtze VIII und VIII* folgen.

Es ist auch leicht zu sehen, wie der Satz IX des vorigen Para-
graphen abzuédndern ist, wenn man an Stelle der Funktionen f(z), die
der Bedingung |f(z)| <<1 (fiir |¢|<<C1) geniigen sollen, die Funktionen
¢ (#) mit positivem reellem Teil betrachtet. Man erhélt auf diese Weise
einen weiteren Satz von C. Carathéodory (Rend. di Palermo, Bd. 32, 8. 207 f.)
in etwas verallgemeinerter Fassung.

Berlin, im September 1916.

*) Man erkennt leicht, daB in unserem Fall mit den unendlichen Matrizen
in dieser Weise operiert werden darf.
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