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Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme.

Von Herrn Ernst Steinifz in Breslau.

Einleitung.

Cauchy hat zuerst bemerkt, daB die Konvergenz gewisser Reihen
von der Anordnung ihrer Glieder abhéngig ist, und hat damit diejenige
Erscheinung entdeckt, die man heute als bedingte Konvergenz zu bezeichnen
pflegt.  Dirichlet zeigte, daB jede absolut konvergente Reihe unbedingt
konvergiert' und bei jeder Anordnung dieselbe Summe ergibt. Er er-
kannte ferner, dal bei gewissen nicht absolut konvergenten Reihen durch
Umstellung der Glieder eine konvergente Reihe mit anderer Summe erzielt
werden kann. Diese beiden Bemerkungen wurden durch die Untersuchungen
Riemanns ergénzt, welcher erstens die vollige Aquivalenz von absoluter
und unbedingter Konvergenz dartat und zweitens bewies, dal eine bedingt
konvergente Reihe reeller Zahlen zu einer konvergenten Reihe mit beliebig
vorgeschriebener (reeller) Summe umgeordnet werden kann, oder, wie wir
es ausdriicken wollen, dafl der ,,Summenbereich‘ einer solchen Reihe alle
reellen Zahlen umfaBt.

Es liegt nahe, die Frage nach dem Summenbereich im komplexen
Gebiete aufzuwerfen. Hier treten uns sofort zwei verschiedene Typen be-
dingt konvergenter Reihen entgegen. Bezeichnet ¢ eine Gerade in der
komplexen Zahlenebene, « einen Punkt auf g, w 4 0 einen Punkt auf der
durch den Nullpunkt gezogenen Parallelen, endlich

U+ g voe ot Gyt e

eine bedingt konvergente reelle Reihe, so folgt aus dem Riemannschen
Satze sofort, dal die komplexe Reihe v
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c+a, 0+ a4 oo @, WA oo
jeden komplexen Wert von der Form e« + rw haben kann, unter r jede
reelle Zahl verstanden; d. h. der Summenbereich der Rethe ist die Gerade g.
Ist ferner |
b+ byt et byt e

irgendeine zweite reelle bedingt konvergente Reihe, so kann
SR U8 SETEE SR SR SR
jeden rein imagindren Wert erhalten, und der Summenbereich der aus
den Zahlen
ay, b0, 05,050, ...0,,b,1,...
gebildeten Reihe umfallt die ganze Ebene.

Nun entsteht aber die Frage, ob mit den beiden hier durch Bei-
spiele aufgewiesenen Typen alle Typen bedingt konvergenter komplexer
Reihen erschépft sind. Dies ist in der Tat der Fall, d. h. der Summen-
bereich einer bedingt komvergenten komplexen Reihe ist entweder eine Gerade
oder die ganze Ebene. Bei Ausdehnung der Untersuchung auf komplexe
Zahlen mit » Einheiten, die man in iiblicher Weise als Punkte eines n-
dimensionalen Raumes deutet, ergibt sich das analoge Resultat: Der Summen-
bereich einer bedingt konvergenten Reihe ist stets eine lineare Mannigfaltigkeit.

Zu diesem Ergebnis bin ich vor sieben Jahren gelangt und habe
es damals Herrn E. Landau mitgeteilt, der mich bald darauf auf eine
damals gerade erschienene Arbeit von P. Lévy*) hinwies, in welcher derselbe
Gegenstand behandelt ist. Nach einem fliichtigen Blick in diese Arbeit, welche
einen dem meinigen verwandten, aber einfacheren Gedankengang verfolgt
glaubte ich von einer Publikation absehen zu sollen. In enger Beziehung zu
meiner Behandlung des Reihenproblems steht aber mein Aufsatz: ,,Uber die-
jenigen konvexen Polyeder mit #» Grenzflachen, welche nicht durch n — 4 ebene
Schnitte aus einem Tetraeder abgeleitet werden kénnen**),* den ich ein Jahr
darauf publizierte. Die Theorie der konvexen Punktmengen hat sich in neuerer
Zeit iiberhaupt mehr und mehr als ein wichtiges Hilfsmittel fiir Unter-
suchungen in den verschiedensten Gebieten der Mathematik bewdhrt. Es
erschien mir daher angebracht, ihre Grundlagen im Zusammenhange darzu-

*) Sur les séries semi-convergentes, Nouv. ann. d. Math. 64, 4. Sér. 5 (1905).
**) Arch. d. Math. und Phys., IIl. Reihe, XIV, p. 1 (1907).
Journal fir Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 17
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stellen*). Dies soll hier geschehen. Wenn ich in Verbindung damit nun
doch das Reihenproblem behandle, so geht die Anregung hierzu auf Herrn
Landau zuriick, der in neueren Lehrbiichern der Analysis beziiglich der
komplexen Reihen geradezu falsche Angaben fand, sich auch bei der .
Durchsicht der Lévyschen Arbeit von ihrer Richtigkeit nicht iiberzeugen
konnte. Das hat mich veranlat, diese Arbeit nochmals aufs genaueste
durchzustudieren. Sie ist sehr knapp, ja sprunghaft gehalten und im
Ausdruck oft unklar. Wer die Losung nicht bereits kennt, wird stellen- -
weise kaum erraten konnen, was gemeint ist. Kennt man die Losung, so
ilberzeugt man sich leicht, daB die Gesichtspunkte, in deren Auffindung
die hauptsichlichen Schwierigkeiten der Aufgabe liegen, soweit sie sich auf die
gewOhnlichen komplexen Zahlen bezieht, wirklich gefunden sind.” DaB die
Ausfiihrungen im einzelnen richtig sind, wenn sie auch zur vollstindigen
Erledigung der Aufgabe nicht ausreichen, das zu konstatieren, ist aber auch
dann noch recht mithsam. So sehr es zu miBbilligen ist, wenn Publikationen
in so mangelhafter Form erfolgen, daB zu ihrem Verstindnis noch ausfiihrliche
Kommentare notwendig sind, es muBl zugegeben werden, dal Herr Lévy den
angegebenen Satz fiir Reihen mit gewdhnlichen komplexen Zahlen in der
zitierten Arbeit zum groBlen Teil bewiesen hat. Anders steht es mit dem
Satze fiir die allgemeinen komplexen Zahlen, da hier nur Resultate ange-
geben werden. Damit soll nicht gesagt sein, daB Herr Lévy nicht auch fiir
den allgemeinen Fall einen Beweis gefunden hat, noch weniger, daB er
ihn nicht habe finden konnen. Aber man kann nicht sagen, daB dieser
Beweis in seiner Arbeit enthalten ist, da hierzu ergéanzende Untersuchungen
im n-dimensionalen Raume notwendig werden, die nur im Falle n =2 noch
trivial sind. Um dies im einzelnen darzulegen, habe ich im Abschnitt V
der vorliegenden Arbeit den allgemeinen Beweis im wesentlichen in der Form

*) In neuerer Zeit hat C. Carathéodory in der Arbeit',,Uber den Variabilititsbereich
der Fourierschen Konstanten von positiven harmonischen Funktionen“, Rend. del Circ. mat.
di Palermo XXXII (1911) eine kurze und iibersichtliche Darstellung der grundlegenden
Satze iiber konvexe Punktmengen gegeben, so weit er ihrer fiir seine Zwecke bedarf.
Ich mochte schon hier darauf hinweisen, daB ich den Begriff konvex etwas anders
fasse als Minkowski und Carathéodory, indem ich ihn nicht auf abgeschlossene und
ganz im Endlichen liegende Punktmengen beschrinke. Dies ist fiir die Behandlung
des Reihenproblems wesentlich.
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gegeben, wie ich ihn urspriinglich fand, und dabei genau ausgefiihrt,
welche fiir den Beweis wesentlichen Punkte sich auch bei Herrn Lévy finden
und welche bei ihm fehlen. In Abschnitt IV ist ein auf ganz anderer
Grundlage ruhender Beweis mitgeteilt, den ich erst vor einigen Jahren
fand. Er hat den Vorzug, das Problem direkter anzugreifen, ist bei be-
liebigem n auch kiirzer. Hier wird auch eine einfache geometrische Deu-
tung fiir den Punkt, der die Summe einer unbedingt konvergenten Reihe,
und allgemeiner fiir die lineare Mannigfaltigkeit, die den Summenbereich
einer bedingt konvergenten Reihe darstellt, gegeben. Die Grundlagen der
n-dimensionalen Geometrie, welche hier iiberall gebraucht werden, hétten
als bekannt vorausgesetzt werden konnen. Ich habe es aber vorgezogen,
sie nochmals abzuleiten. Dabei kommt natiirlich alles auf die Form der
Darstellung an. Ich glaube, daB die hier gewihlte ihre Vorziige besitzt
und darum nicht iiberfliissig erscheinen wird.

I. Lineare Mannigfaltigkeiten.

§ 1. Wir betrachten nebeneinander zwei Zahlsysteme:

1) den Korper R der reellen Zahlen,

2) ein aus R abgeleitetes System P,=P von komplexen Zahlen
mit » Einheiten €, 8,... &, d. h, ein System, fiir welches folgende Fest-
- setzungen gelten:

Jedes Element aus P ist ein Ausdruck von der Form

=20 &+ Cregt oot Cpéy,
WO ¢, Cy,...c, beliebige reelle Zahlen sind. Sind
¢=a,&+ s+ a8, [F=b&+--+b,e,
irgend zwei komplexe Zahlen, so soll nurdann e¢=/ sein, wenn
a,=by,...a,=b, ist. Es ist ferner
at+fB=(a,+b)e+ o+ (an+b)e, ea—f=(a,—b)e+---+(a,—by)e,
und, wenn ¢ eine beliebige reelle Zahl bedeutet,

co=(ca;) e+ -+ (ca,) &,
zu setzen.

In der Folge bezeichnen wir stets mit kleinen lateinischen Buch-
staben reelle, mit kleinen griechischen Buchstaben komplexe Zahlen; grofe
lateinische und griechische Buchstaben bezeichnen Systeme reeller bzw.
komplexer Zahlen. Die beiden Zahlenarten werden als vollkommen ver-

4 17*
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schieden betrachtet; es soll also nicht R als Teilsystem von P angesehen
werden. Doch bezeichnen wir mit 0 sowohl die reelle Zahl als auch die
komplexe Zahl ¢, &+ --+ 4+ c,¢,, deren sdmtliche Koeffizienten ¢ gleich 0
sind. Da wir die komplexen Zahlen auch als Punkte eines n-dimensionalen
Raumes deuten, nénnen wir die Koeffizienten ¢ einer komplexen Zahl y
auch Koordinaten wvon y. p komplexe Zahlen y,,...y, heiBen linear ab-
hingig, wenn eine lineare Relation ¢,y;+ +-- 4 ¢,7,=0 existiert, in der -
nicht alle Koeffizienten ¢ verschwinden; andernfalls heiBlen sie linear un-
abhdingig. Besteht zwischen den komplexen Zahlen y,y,,..., 7, eine Be-
ziehung von der Form y=c¢, 7, + -+ 4+ ¢,¥,, so heilt y komponierbar aus
Yas +e0 P

§ 2. Moduln. — Ein System M von komplexen Zahlen heifle ein
Modul, wenn es den beiden Forderungen geniigt:

a) Ist o ein Element aus M, ¢ eine beliebige reelle Zahl, so gehért
allemal auch co zu M.

b) Sind e, 3 Elemente aus M, so gehort auch o+ £ zu M.

Aus dieser Definition erhellt sofort:

Jeder Modul enthdlt das Element 0, und dieses bildet fiir sich einen
Modul. )

Hat man ein System won endlich- oder unendlichvielen Moduln, so
stellt die Gesamtheit der komplexen Zahlen, die allen diesen Moduln gemeinsam
sind, wieder einen Modul dar. — Dieser soll als Durchschnitt der gegebenen
Moduln bezeichnet werden.

Ist A ein beliebiges System komplexer Zahlen und A der Durch-
schnitt aller Moduln, welche A enthalten (und es gibt wenigstens einen
solchen Modul, némlich das System P aller komplexen Zahlen), so ist A
ebenfalls ein A enthaltender Modul und kann demmnach als der kleinste A
enthaltende Modul bezeichnet werden. Es gibt also zu jedem System A
von komplewen Zahlen einen kleinsten A enthaltenden Modul — er sei mit
Md.A bezeichnet — welcher in allen A enthaltenden Moduln enthalten ist.
Das System A wird auch eine Busis von Md.A genannt.

Ist A ein endliches System, bestehend aus den Zahlen

@yl O,
so besteht Md.A aus allen aus «,,... 0, komponierbaren Zahlen. Denn
aus der Moduldefinition folgt sofort, daB jeder A enthaltende Modul auch
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alle aus A komponierbaren Zahlen enthalten muB, und daB die Gesamtheit
dieser Zahlen selbst einen Modul darstellt.

Bleiben wir dabei, daB A aus den Zahlen e, ..., besteht, und
nehmen wir an, daB in M= Md. A r linear unabhiingige Zahlen fj,,... [,
vorkommen. Sei £=>0 die Anzahl derjenigen unter den Zahlen /3, welche
auch in A enthalten sind. Ist dann k<<Tr, so sei etwa (3, nicht in A
enthalten, Stellen wir jetzt 3, in der Form

(1.) Br=c e+ -+ c,a,
dar, und lassen wir auf der rechten Seite alle Glieder, die den Koef-
fizienten 0 haben, fort, so muB wenigstens ein «; zuriickbleiben, welches
von [3;,...[3, verschieden ist, da sonst zwischen den 3 eine lineare Re-
lation bestinde. Dann aber kénnen wir die Gleichung (1.) nach «; auf-
losen, und es folgt, wenn A’ das System bezeichnet, welches aus A dadurch
hervorgeht, daB e; durch [, ersetzt wird, Md.A"=Md.A=M. A’ ist
eine Basis von M, welche wieder p Zahlen, und zwar %+ 1 von den
Zahlen f3,,...[, enthidlt. Ist k+1<Tr, so kénnen wir dieselbe Schluf3-
weise wiederholen. Somit ergibt sich schlieBlich:

Besitzt der Modul M eime Basis von p Zahlen, und enthdlt er r
linear unabhingige Zahlen f3,....[3,, so besitzt er auch eine Basis wvon p
Zahlen, unter denen die Zahlen f3,,...[3, sdmtlich vorkommen.

Hieraus folgt weiter:

In einem Modul, der eine Basis von p Zahlen besitzt, konnen nicht
mehr als p linear unabhdngige Zahlen vorkommen, und — da das System P
aller komplexen Zahlen die Basis ¢,...¢, hat —

Es gibt micht mehr als n linear unabhdingige komplexe Zahlen.

Die Hochstzahl linear unabhangiger Elemente, die man einem Modul
entnehmen kann, wird als Rang oder Dimension des Moduls bezeichnet.
Hiernach hat P die Dimension n, wahrend die Zahl 0 den einzigen Modul
von der Dimension 0 darstellt.

Ist M ein Modul von der Dimension r >0, so kann nach dem
Vorangehenden eine Basis von M nicht weniger als » Elemente enthalten.
Soll ein System A von r Zahlen eine Basis von M sein, so diirfen diese
nicht linear abhéngig sein; denn sonst konnte man eine von ihnen aus
den andern komponieren und daher die Basis A durch Fortlassen dieser
Zahl reduzieren. Besteht aber A aus 7 linear unabhingigen Zahlen
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o,,...e,, und ist e¢ ein beliebiges Element aus M, so besteht, da r die
Dimension von M ist, eine Relation zwischen e, ¢,,... @, in welcher der
Koeffizient von « nicht verschwinden kann. o ist also aus e,...«
komponierbar, mithin Md.A =M. Somit ergibt sich:

Ist M ein Modul won der Dimension r >0, so bilden r Zahlen
0, ..., gus M dann und nur dann eime Basis von M, wenn sie linear
unabhdngig sind. Wir konnen, wie sofort zu sehen, hinzusetzen, daf im
letzteren Falle jede Zahl aus M nur auf eine Weise in der Form ¢, o, «+++c, 0,
darstellbar vst. '

Weiter folgt: Wenn von zwei Moduln M und N von gleicher Dimen-
ston r der eine M den andern N enthdlt, so sind sie identisch. Denn eine Basis
aus r Elementen von N ist nach dem vorhergehenden Satze zugleich eine
Basis von M. — Das System P aller komplexen Zahlen ist daher der einzige
Modul von der Dimension n. —

Sind A, B zwei beliebige Moduln, ist A ihr Durchschnitt, I der
kleinste (der Durchschnitt) aller A und B enthaltenden Moduln, so besteht
zwischen den Dimensionen a,b,c¢,d von A, B, T, A die Beziehung
a+b=c+d. Denn wenn J,,...d, eine Basis von A bilden, so kann
man durch Hinzunahme von a-—d Zahlen ¢,,...e, ; aus A, bzw. von
b—d Zahlen f3,,...[3,_; aus B eine Basis von A bzw. B erhalten. Dann
stellen die a4+ b—d Zahlen J,,...d;, ¢, ... 04, Bi,... 34—y, Wie man
leicht sieht, eine irreduzible Basis von I dar.

§3. Lineare Transformationen.

Definition. Sind ¢ =a,&+ -+ +a,¢,, =0, & + .-+ b, ¢, irgend zwei
komplexe Zahlen, so bezeichnen wir mit « /3 die reelle Zahl a, b, + .+ a,b,
(Grafmanns inneres Produkt).

Es gelten die Identitidten
(2.) eB=Pa, o(af)=(ca)B, o(a+pP)=catcf, (a+p)y=ay+fy,

(3. §=(68)& 4+ + (845) &

Definition. Die komplexe Verdnderliche n = ¢ (&) heifle eine lineare
(homogene) Funktion der Verdnderlichen §, wenn ¢ (&) fiir jedes & eindeutig
definiert ist und die Gleichungen '

peé) =cp(§), @& +&)=9(&)+ @(%)
bei beliebigen ¢, §, &, & bestehen.
Es seien «,,...0, n feste linear unabhingige komplexe Zahlen,

r



Steinitz, bedingt konvergente Reihen und komvexe Systeme. 135

so daB der Ausdruck c,¢,+ ---+ c,e, jeden komplexen Wert einmal an-
nimmt, wenn die Koordinaten ¢ die reellen Zahlen durchlaufen. Setat
man dann, unter (3, ... 3, beliebige feste komplexe Zahlen verstehend,
§ =coyt -t C ey,
P(§) =01+ + 6 [,

so folgt aus der Definition der linearen Funktionen unmittelbar, daBl ¢ (&)
eine lineare Funktion von § ist, und zwar die einzige, welche an den Stellen
ay,...0, die Werte f3,,...3, annimmt. Man kann also eime lineare
Funktion (&) bestimmen, indem man thre Werte an n linear unabhdngigen
Stellen vorschresbt. Damit ¢ (§) jedes komplexen Wertes fahig ist — oder
auch, damit ¢(§) nur fir §= 0 verschwindet —, ist notwendig und hin-
reichend, daB die Zahlen f3,,... /3, linear unabhéngig sind. In diesem
Falle wird auch umgekehrt & eine (eindeutige) lineare Funktion von ¢ (§).
Man spricht dann von einer linearen (homogenen) Transformation ¢, durch
welche jedem & ein 7= ¢(§) eindeutig umkehrbar zugeordnet wird.

Ebenfalls als unmittelbare Folgerung aus der Definition der linearen
Funktion ¢(§) ergibt sich: Die Summe von linearen Funktionen st eine
lineare Fumktion. Ist ¢ (&) eine lineare Funktion wvon &, so auch c-@(§).
Eine lineare Funktion von einer linearen Funktion won & ist eine lineare
Funktion von §. — (e §)-f3, wo «, [3 beliebige Konstanten sind, stellt eine lineare
Funktion von & dar. Durchlduft § einen r-dimensionalen Modul mat der
Basis ey, ...0,, so durchliuft ¢ (§) alle Zahlen des Moduls mit der Basis
@ (), ... ¢ (e,), also eines Moduls, dessen Dimension <_r ist. Im Falle
etner linearen Transformation miissen beide Moduln von gleicher Dimension sein.

Es sei jetzt M ein beliebiger Modul, und es mogen die Zahlen
¢y,..., eine Basis von M bilden. Dann konstituieren die Zahlen §,
welche den r Gleichungen

,E=0,...0,5§=0

geniigen, einen zweiten Modul N, und wenn o eine beliebige Zahl aus M
ist, so wird auch die Gleichung @§= 0 durch jede Zahl aus N befriedigt.
Hieraus folgt, daB der Modul N durch den Modul M eindeutig be-
stimmt ist. Wir nennen N den 2u M komplementiren Modul. Besteht M
nur aus der Zahl 0, so umfaBt N alle komplexen Zahlen; umfaBt ™M alle
komplexen Zahlen, so besteht N, wie aus der Identitdat (3.) hervorgeht,
nur aus der Zahl 0. Nehmen wir an, daB M die Dimension r habe, da@3
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0<<r<n sei, und dall die Zahleﬁ'al, ... a, eine Basis von M bilden,
und wihlen wir noch » —r Zahlen «,,. ..., so, da die Zahlen ¢,,...«,
linear unabhéngig sind. Dann ist jede komplexe Zahl y aus o,,...c,
komponierbar, und da im Falle £4-0 & nicht fiir jedes y gleich 0 wird,
so mufl in diesem Falle auch wenigstens eine der Zahlen o, §,... @,& von
0 verschieden sein. Setzt man also
N=g &) =(e1§) & + -+ + (2, 8) &,
g0 ist n eine lineare Funktion von &, die nur fiir § = 0 verschwindet,
somit jeden Wert genau einmal annimmt. Da nun die Gleichungen
@f=0,...00§=0

fiir die Zahlen & aus N und nur fiir diese bestehen, so beschreibt 7, wenn
& den Modul N durchlduft, den (n—r)-dimensionalen Modul mit der Basis
&415--- &. Daher ist auch N von der Dimension n—r. Der zu N
komplementére Modul M” muBl hiernach von der Dimension n—(n—r) =7,
und, da er offenbar alle Elemente des r-dimensionalen Moduls M enthélt,
mit M identisch sein. Dre simtlichen Moduln gruppieren sich also zu Paaren
komplementdrer Moduln. Von den beiden Moduln eines solchen Paares besteht
jeder aus den Zahlen, die mit jeder Zahl des anderen Moduls multipliziert O
ergeben. Die Summe der Dimensionen zweier komplementirer Moduln ist n.

§ 4. Lineare Mannigfaltigkeiten.

Definition: Es sei J' eine komplexe Zahl, A ein System komplexer
Zahlen. Dann bezeichnen wir mit A+ J bzw. A —d das System aller
Zahlen e+ d bzw. ¢ —J, wo « jede Zahl aus A bedeutet. Die Systeme
A und A+ & (oder A—J) heiBen parallel. — Es ist hiernach klar, daB
zwel Systeme, die zu einem dritten parallel sind, auch zueinander parallel
sein miissen.

Definition. Ist M ein Modul, so heiBlen zwei Zahlen «, 3 modulo
M kongruent — in Zeichen |

o= mod.M
—, wenn die Differenz 3—ea dem Modul M angehort. :

Es ergeben sich aus der Moduldefinition sofort die Satze: Aus
o= /3 mod. M folgt # =ea mod. M und ce = c3 mod. M fir beliebiges c.
Aus a= mod. M, y==0 mod. M folgt e« +y=pfB+J mod. M. Jede
Zahl st sich selbst kongruent, und zwei Zahlen, die einer dritten mod. M
kongruent sind, sind auch einander mod. M kongruent.
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Hieraus ergibt sich die Moglichkeit, die komplexen Zahlen mod. M
zu Restklassen, d. h. zu Systemen kongruenter Zahlen zusammenzufassen.
Eine solche Klasse ist, wenn M gegeben ist, durch irgendeines ihrer
Elemente bestimmt; sie fillt mit M zusammen, wenn sie die Zahl 0 ent-
hélt, und wird durch M+ e dargestellt, wenn sie die Zahl « enthalt.

Definition: Unter einer linearen Mannigfaltigkeit ist ein System
komplexer Zahlen zu verstehen, das einem Modul M parallel ist, oder —
was nach dem Vorangehenden auf dasselbe hinauskommt — ein System
komplexer Zahlen, die eine Restklasse eines Moduls M konstituieren.

Indem wir fiir ,komplexe Zahl auch ,,Punkt‘ sagen, kénnen wir
die letzten Sitze in geometrischer Form auch so aussprechen: '

Zwer parallele lineare Mannigfaltigheiten fallen zusammen, wenn sie
einen Punkt gemein haben. Durch einen gegebenen Punkt liflt sich zu
evner gegebenen linearen Mannigfaltigheit genau eine parallele legen. Unter
den zu ewner linearen Manmigfaltigkeit parallelen Mannigfaltigkeiten befindet
sich ein Modul, ndmlich die durch den Punkt O gehende Mannigfaltigkeit*®).

Unter der Dimension einer linearen Mannigfaltigkest ist die Dimen-
sion des zugehérigen parallelen Moduls zu verstehen. Hiernach gibt es
lineare Mannigfaltigkeiten von 0,1, 2, ... n Dimensionen. Die 0-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten sind die einzelnen Punkte, wéhrend die Gesamtheit P
aller Punkte die einzige n-dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt. Als
Geraden und Ebenen bezeichnen wir im folgenden die 1- und (# — 1)-dimen-
sionalen linearen Mannigfaltigkeiten.

Wenn ein System von endlich- oder unendlichvielen linearen Mannig-
faltigkeiten A wenigstens einen gemeinsamen Punkt oy hat, so ist der Durch-
schnitt dieser Mannagfaltigkeiten wieder evne lineare Mannigfaltigkeit. Denn
wenn man jede Mannigfaltigkeit A des Systems durch den parallelen
Modul A — e, ersetzt, so haben die so erhaltenen Moduln als Durchschnitt
einen Modul M, und M+ «, ist alsdann der Durchschnitt des Systems
linearer Mannigfaltigkeiten. — Bezeichnen wir, unter A eine beliebige
Punktmenge (= Menge komplexer Zahlen) verstehend, mit Ln.A den
Durchschnitt aller A enthaltenden linearen Mannigfaltigkeiten, also die

*) Wir verwenden die Bezeichnung parallel nur bei Mannigfaltigkeiten gleicher
Dimensionenzahl.
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kleinste unter diesen Mannigfaltigkeiten, so gilt offenbar die Identitét
Ln. (A— o) = Ln. A— e, oder
Ln. A= Ln. (A—e,) + a.
Ist ¢, Element von A, so wird Ln. (A — e,) ein Modul und A — ¢, — oder
auch das System, welches zuriickbleibt, wenn wir aus A — e, die 0 fort-
lassen — eine Basis dieses Moduls. Besteht daher A aus den Punkten
o, &, ... a,, so umfaBt Ln.(A — &) = Md. (A — ;) alle Punkte
(0 — @) + +++ + 0, (0, — o)
mit beliebigen Koeffizienten ¢, Ln. A alle Punkte
@+ e(oy —ap) + oot (o, — ) = Co 09+ € 0y + o+ F €, @,
wo ¢, fir 1—e¢,—..-—c, gesetzt ist. Lm.A hat wie Ln.(A—a)=
Md. (A— e,) hochstens die Dimension r. Die kleinste lineare Mannigfaltigkest
A, welche r + 1 gegebene Punkte o, ey, ... o, enthdlt (oder ,verbindet), be-
steht also aus allen Punkten
Coltg+ C ety + o+,
wo die Koeffizienten ¢ nur an die Bedingung
cG+e+ e te.=1
gebunden sind, und ist hochstens von der Dimension r. — Andererseits laft
sich jede r-dimensionale lineare Mannigfaltigkest A als kleinste r+ 1 Punkte
0y, €y, ... 0, verbindende lineare Mannigfaltigkeit darstellen. Es ist dazu,
nachdem «, in A willkiirlich angenommen ist, notwendig und hinreichend,
@,...c, so zu wahlen, daB die Differenzen o, —¢,,..., —¢e, dem
Modul A — &, angehdren und linear unabhéngig sind, also eine Basis dieses
Moduls bilden. Ist dies der Fall, so wird durch e+ ¢ (0t; — etg) + +--
+ ¢, (e, — @) jeder Punkt von A einmal dargestellt. Nun spricht sich die
Bedingung der Unabhingigkeit von «; — ¢, ... @, — @, darin aus, da die
Gleichung a,(e¢; —oy) + +++ + @, (¢, — &) = 0 nur fiir ¢, =a,=+--=a,=0
besteht. Setzt man also 1—¢;, —++-—¢, =¢), —a;, —+++—@a,= @,, so dafl
ot (e, — )+ eoo ¢ (0, —a) = o+ ey + -0+ c, 0,
oy (0, — @) + ++- + 0, (@, — &) = 6y &g+ a, 0, + -+ + a, @,
wird, so ergibt sich: r + 1 Punkte e, 0., ... o, einer r-dimensionalen linearen
Mannigfaltigkeit A bestimmen diese Mannagfaltigheit dann und nur dann,
wenn keine Relation ay ey + +++ + a, a, = 0 besteht, in welcher die Summe der
Koeffizienten a gleich 0 ist, ohne daf diese Koeffizienten samtlich verschwinden.
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In diesem Falle wird jeder Punkt von A gemau eimmal in der Form
Co @+ +++ + ¢, @, dargestellt, wenn man die Koeffizienten ¢ der Bedingung
Co+ +r 4, =1 unterwirft.

Ist die Dimension r einer linearen Mannigfaltigkeit A kleiner als n, o,
ein Punkt von A, M der zu A parallele Modul, N der zu M komplementire
Modul (dessen Dimension gleich n — r ist), f3;,...3,_, eine Basis von N, so
besteht A aus allen Punkten &, fiir welche § — ¢, zu M gehért, M aus
allen Punkten §— ¢,, fiir welche

Bi(§—a)=0 (G=1,...n—1)
wird. Setzen wir also 3, 0q=¢; (=1,...n—7), so sehen wir, daf} sich
die Punkte einer r-dimensionalen Mannigfaltigheit (r << n) als die simultanen
Lésungen von n—r Gleichungen

ﬂ‘§= [ =1, ...n—7)
ergeben, wo f3,,...[3,_, linear unabhingig sind. Geometrisch gesprochen:
die r-dimensionale Mannigfaltighkest stellt sich als Durchschnitt von n—r
Ebenen dar. Geht man umgekehrt von n—r Gleichungen

(4.) BiE=¢ (=1,... n—r)
aus, wo f3;,... /3, , linear unabhéngig sind, also die Basis eines (n — 7)-
dimensionalen Moduls N darstellen, und wahlt man, falls » >0 ist, r
Zahlen f3, . . ,,...[3, so, daf auch die » Zahlen §3,,... /3, linear unab-
héngig sind, so durchlauft '

P(E)= (P18 &+ -+ (B b e
mit § alle komplexen Zahlen. Dies zeigt, dall die Gleichungen (4.) losbar
sind. Ist nun &= ¢, eine Losung, so kann man den Gleichungen wieder
die Form '

ﬁi(g_a0)= 0 F=1,...n—r)
geben und sieht hieraus, dall die Gesamtheit ihrer Losungen die 7-dimen-
sionale lineare Mannigfaltigkeit M + «, erfiillt, wo M den zu N komple-
mentéren Modul bezeichnet. Hilt man die [3; fest, wéhrend man die ¢;
variiert, so bleibt M fest, wihrend fiir «, jeder vorgeschriecbene Wert ein-
treten kann (indem man ¢; =/3; ¢, nimmt), und man erhélt also alle zu M
parallelen Mannigfaltigkeiten und nur diese.

Es sei noch der folgende aus friitheren Satzen sich fast unmittelbar
ergebende Satz erwihnt, der sich auch als Definition linearer Mannigfaltig-
keiten eignet. Eine Punkimenge A ist eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn

18*
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sie die Forderung erfullt: Sind o und 3 irgend zwei (gleiche oder verschie-
dene) Punkte aus A, a,b zwei reelle Zahlen, deren Summe 1 ist, so ist auch
stets aa+ b3 im A enthalten.

§ 5. Einfiihrung metrischer Begriffe. — Bei der Ableitung
aller bisherigen Sitze ist die eine Voraussetzung, die wir in § 1 machten,
daB nimlich R der Korper der reellen Zahlen sei, iiberfliissig. Man iiber-
zeugt sich leicht, daB alles Bisherige unverédndert bestehen bleibt, wenn
das zugrunde gelegte System R, dessen Elemente weiterhin mit kleinen
lateinischen Buchstaben bezeichnet wurden, ein Korper ist in dem allge-
meinen Sinne, wie dieser Begriff in neueren Arbeiten gebraucht wird*).
Erst im folgenden werden spezielle Eigenschaften des Korpers der reellen
Zahlen benutzt.

Ist @ eine beliebige Zahl, so ist e, wofiir wir auch o® schreiben,

>0 und nur dann =0, wenn a=0 ist. Der absolute Wert von Vo?
heiBt absoluter Wert won ¢ und wird mit |e| bezeichnet. Der absolute
Wert einer Differenz |¢ —f3|= |8 — | heit Abstand oder Entfernung der
Punkte o, 3. — Es ist [ca|=|c|-|e]|.
14
[
Zahlen sagen wir, daBB sie Richtungen reprisentieren. Die durch eine Zahl «
vom absoluten Werte 1 reprisentierte Richtung wird Richtung o genannt.
Die Richtungen ¢ und — e heillen entgegengesetzt. Sind o und 3 zwei ver-
schiedene Punkte, so heit die Richtung 1—%:—:' Richtung von o nach (3; sie
ist der Richtung von (3 nach o entgegengesetzt. Ist A eine r-dimensionale
Mannigfaltigkeit, » = 0, so heiflen die Richtungen zwischen den Punkten
von A die Richtungen von A. Ist M der zu A parallele Modul, so werden
die Richtungen von A durch die in M enthaltenen Zahlen vom absoluten
Werte 1 repriasentiert. Hieraus folgt sofort, daB sich parallele lineare
Mannigfaltigkeiten als solche mit demselben Richtungssystem charakteri-
sieren lassen, und daB in einer Geraden nur zwei entgegengesetzte Rich-
tungen vorkommen.

Die durch den Punkt o gehende Gerade mit den Richtungen &, — ¢

Ist ¢ 40, 80 ist eine Zahl vom absoluten Werte 1. Von diesen

*) S. insbesondere H. Weber, Math. Ann. 43, S. 521; E. Steinitz, dieses Journal
137, S. 167.
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- besteht aus allen Punkten &+ ¢d. Ein von o verschiedener Punkt der
Geraden liegt von o aus in der Richtung J' oder — J, je nachdem ¢ positiv
oder negativ ist. Der Punkt o gibt so AnlaB die Gerade in zwei Punkt-
mengen einzuteilen, die Halbgeraden oder Strahlen genannt werden sollen.
Den Punkt e rechnen wir jedem dieser Gegenstrahlen zu und bezeichnen
ihn als ihren Ursprung. Ein Strahl ist durch seinen Ursprung und seine
Richtung bestimmt. — Wenn in einer Punktfolge «,, o,, ... , die Richtung
von jedem Punkte o; zum néchsten e, , die nédmliche J ist, so ist, wie
sich sofort ergibt, J auch die Richtung von e, nach «, Unter drei ver-
schiedenen Punkten e, 3, y einer Geraden ist deshalb stets einer dadurch
ausgezeichnet, dall er zwischen den beiden andern, d. h. so liegt, da8 die
Richtungen von ihm nach den beiden andern Punkten entgegengesetzt sind.
Man hat, wenn wieder J,—d die Richtungen der Geraden sind, zwei
Gleichungen

a=y+ad, [B=y+bd,
aus denen
y =gt g B

folgt. Setzen wir b—b-a =a/, aib =
y liegt zwischen ¢ und 3, wenn @ und b verschiedenes Vorzeichen haben,
wenn also ¢'> 0,50 ist. — Zu den zwischen ¢ und B3 gelegenen
Punkten wollen wir auch immer ¢ und 3 selbst rechnen und, wenn « = f3
ist, den Punkt o = /3 als zwischen « und (3 gelegen ansehen. Dann gilt
allgemein: Zwischen « und [3 gelegen sind die Punkte y von der Form
y=ao0+bp3, woa +b=1a2>0,=>0 ust.

Aus der Identitit (¢=£ )=+ B2+ 2ep folgt, falls « und f3
Richtungen sind

b, soist y=a'e+ b3, und o'+ b’ =1.

(et B)f =2 (1% ef);
und da (¢ £ 3)*=>0 und nur dann = 0 ist, wenn « % 3= 0 ist, so ergibt
sich: Fiir zwer Richtungen o, f3 ist | 3| < 1; die Gleichungen ef3=1,a3=—1
finden nur im Falle ¢ =f3 bzw. ¢ =—f3 statt. Der >0 und <7n ge-
nommene Wert von arccos o3 heilt der Winkel zwrischen den Richtungen
¢ und 3 (X(e, ). Es ist also '

n af 1(af)P 1 3 (apf)f
X@P=3—7T-5 3 "2 85
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Sind @, 3 beliebig aber #+ 0, so sind l%|’|%| Richtungen; mithin
., a B
ist 2] B] <1, also

af <|el-|B],
wobei das Gleichheitszeichen nur im Falle %: l%‘ gilt. Ist eine der Zahlen

o, gleich 0, so wird o¢f3=|a|-|3|=0. Die Ungleichung «f3<|e|-|A|
(ebenso |eB| <|e|-|B]) gilt also ohne Einschrinkung. Daraus folgt weiter
@+ Bl=V(e+ B =Vo' + f*+ 248 <V]a[+ B[+ 2 [a||B| = ||+ 4],
o+ B <le|+[6],
wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn eine der Zahlen «, 3 gleich 0

B
8]

ist, oder wenn die Richtungen

e, 3, y git daher

£| und

" gleich sind. — Fiir drei Punkte
e=Bl+|B—y|=le—7]
und hier gilt das Gleichheitszeichen nur wenn [ zwischen ¢ und y liegt.
Im Dreieck ist daher die Summe zweier Seiten gréBer als die dritte.
Ein System von Richtungen heile orthogonal, wenn es entweder
aus einer einzigen Richtung besteht, oder wenn je zwei Richtungen

des Systems den Winkel g einschlieBen. — Bilden ¢, ... «, ein System

orthogonaler Richtungen, so folgt aus «f =1, ¢;@, =0 (¢ + k), fiir beliebige
Koetfizienten ¢ die Gleichung
(cboy+ oo te o) =0c+ -+,
welche zeigt, daf8 die Elemente eines Systems orthogonaler Richtungen
linear unabhdingig sind. — Die Einheiten ¢,, ... ¢, stellen ein System ortho-
gonaler Richtungen dar.
Es sei M ein r-dimensionaler Modul, »r > 0. Ist dann &+ 0 eine

Zahl aus M, so gehort auch die Richtung |~§—| dem Modul M an. Ein

orthogonales in M enthaltenes System von Richtungen kann nicht mehr
als r Elemente enthalten, da es in M nicht mehr als  linear unabhingige
Zahlen gibt. Hat man andererseits £ orthogonale Richtungen e, ... e,
in M, und ist ¥ <r, so kann man in M eine nicht aus ¢,,... e, kom-
ponierbare Zahl 3 angeben. Sind dann ¢, ... ¢, zunichst beliebig gewahlt,
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und wird "= 83— (¢, @, + .-+ + ¢, ;) gesetzt, so ist 3’ 4 0 und e, =|§,|
eine in M enthaltene Richtung. Nun wird aber

“k+1'“¢=%l‘"= &Tﬁﬁ G=1,...%
Wihlt man also ¢;= fBe; (¢=1,...%k), so wird e;,, ¢,=0, und es ist
0, ...0,0, en in M enthaltenes System orthogonaler Richtungen.

Hieraus folgt, daf man in einem r-dimensionalen Modul M r orthogonale
Richtungen finden kann, und genauer, daf3, wenn man schon ein System
von k solchen Richtungen hat, man dasselbe zu einem solchen wvon r Rich-
tungen innerhalb M vervollstindigen kamm. Dieses System e, ... e, stell
dann eine Basis von M dar. Da der Modul aller Zahlen #n-dimensional
ist, so kann man im Falle r <<n noch n—7 (nicht in M vorkommende)
Richtungen e,.,,... e, so hinzufiigen, dal das System e,,... e, ortho-
gonal ist. ¢,,,,...«a, bilden dann die Basis eines (n — r)-dimensionalen
Moduls N und aus e;@,=0 (¢4 k) folgt, daB die Moduln M und N zu-
einander komplementédr sind, daB also jede Richtung aus M zu jeder Rich-
tung aus N orthogonal ist. Es umfaBt aber auch jeder der Moduln M, N
alle Richtungen, die zu jeder Richtung des andern orthogonal sind. —
Jede komplexe Zahl y 1aBt sich auf genau eine Weise in der Form
y=cey+ e o,=C ot -t e)t (Gt toay),
also auf genau eine Weise in der Form y = u + v so darstellen, dal x zu
M, » zu N gehort.
Es sei jetzt A eine zu M, A* eine zu N parallele Mannigfaltigkeit,

also etwa

A=M+e, A*=N-+}.
Stellt man dann o und 3 in der Form

a=u+v, [B=u+7r
so dar, daB u,, 4, zu M, %, v, zu N gehoren, und setzt man

Mo+ Vi=17y,

50 ist M+ p;,=M=M+ u,, N+ »,=N=N + »,, daher

A=M+y, AN =N+y
und mithin ¥ gemeinsamer Punkt von A und A*. Ist ferner A irgendein
Punkt aus A, A* irgendein Punkt aus A*, so gehort A —y dem Modul
M, 4* —y dem komplementiren Modul N an, und es wird das Quadrat
des Abstandes der Punkte 4, ¥
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(M —Ap=[(A*—7) —A—=7)F = (=) + (A —2)

Im Falle 2= 4* muB} also 4= A*=y sein, d. h. y st der einzige gemein-
same Pumkt von A und A*. TFerner zeigt unsere Gleichung, wenn man A*
festhélt und A innerhalb A variieren 1aBt, daB 7 dem Punkte A* néher ist
als jeder andere Punkt von A. Ist 4* von y verschieden, so ist die Ver-
bindungsgerade von 4* und y zugleich die einzige Gerade durch A*, welche
A schneidet und zu A (d. h. zu allen Richtungen von A) senkrecht ist.
Denn wenn § der Schnittpunkt einer solchen Geraden mit A ist, so muf} .
§—A* zu N, also & zu N+ A* = A* gehoren, woraus § =y folgt. Somit
ist gezeigt: Ist A eine lineare Mannigfaltigkeit (ihre Dimension r > 0 und
<< m), so geht durch jeden Punkt 3* auferhalb A genau eine A schneidende
und zu A senkrechte Gerade. Ihr Schnittpunkt y mat A ist der i* aundichst
gelegene Punkt von A. — Der Abstand |A* —y| heillt Abstand des Punktes
A* von der Mannigfaltighest A.

Ist A, also auch der zu A parallele Modul M, eine Ebene, so wird
der zu M komplementire Modul N eine Gerade. Sind @, — o die Rich-
tungen dieser Geraden, so wird A von allen Punkten § erfiillt, die einer
gewissen Gleichung von der Form

as=c
geniigen. Jeder Punkt A* auBerhalb A liegt auf einer bestimmten Normalen
von A, d. h. auf einem Strahl (einer Halbgeraden), der zu A senkrecht
2= dieser Nor-

2 poo T
| 1*:51 = r"* :701 positiv oder negativ

ist. (In jedem Falle ist 1=a?*= %% —°|, also |ad* —c| der Abstand des

ist und dessen Ursprung 5 in A liegt. Die Richtung

malen ist ¢ oder — «, je nachdem «-

Punktes 4* von der Ebene A.) Der Ebene A entspricht also eine Ein-
teilung der ganzen Punktmenge auBerhalb A in zwei Gebiete, die beiden
Seiten von A, welche den beiden zu A senkrechten Richtungen o, — o zu-
geordnet sind. Die ,,a-Seite wird von den Punkten A* erfiillt, fiir welche
al* > ¢ ist.

IL. Grenzwerte.
§ 6. Schranken einer Punktmenge.
Ist A eine Menge reeller Zahlen, so heillt m eine obere (untere)
Schranke- von A, wenn alle Zahlen aus 4 <<m (bzw.>>m) sind. Eine
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Zahlenmenge 4, die eine obere (untere) Schranke besitzt, heit nach oben
(unten) beschrinkt. Die Menge A ist absolut beschrdnkt, d. h. die absoluten
Werte ihrer Elemente liegen unter einer festen GroBe, wenn sie nach oben
und unten beschrinkt ist. Ist 4 nach oben (unten) beschrinkt, so gibt
es unter allen oberen (unteren) Schranken eine kleinste (groBte), die obere
(untere) Grenze genannt wird.

Wir fiilhren an dieser Stelle einige Bezeichnungen ein, die wir zum
Teil erst spiterhin verwenden. Es sei a eine reelle, o eine komplexe Zahl,
B eine reelle, B eine komplexe Zahlenmenge (Punktmenge), und es be-
deute b jede Zahl aus B, 3 jede Zahl aus B. Dann verstehen wir unter
aB bzw. aB bzw. |[B| das von den reellen Zahlen ab bzw. o3 bzw. |8,
unter aB bzw. Be das von den komplexen Zahlen a3 bzw. ba gebildete
System. :

Eine Ebene A mit den Normalenrichtungen o, — e, welche erfiillt
wird von allen Punkten &, die der Gleichung «&=c geniigen, soll eine
Schranke einer Punktmenge Z in Richtung o heillen, wenn kein Punkt von
Z auf der «-Seite von A liegt, wenn also ¢ obere Schranke von eZ ist.
Die Punktmenge Z heile n Richtung o beschrinkt, wenn sie nach der
Richtung o eine Schranke besitzt, wenn also die reelle Zahlenmenge aZ
nach oben beschrénkt ist. Ist dann ¢ die obere Grenze von «Z, so heiBit
die Ebene mit der Gleichung «§= g die Grenz- oder Stitzebene von Z in
Richtung . Sie gehort mit zu den Schranken in Richtung «¢ und ist
unter ihnen dadurch ausgezeichnet, daB sie entweder Punkte aus Z ent-
halt, oder daB doch diese Punkte ihr beliebig nahe kommen.

Aus den identisch geltenden Gleichungen und Ungleichungen

[(en)El=lel-l7El,  [(r+ 7 Bl < [nll + [72E]
(und der Moduldefinition in Nr. 2) folgt, daB diejenigen komplexen Zahlen
y, tiir welche yZ absolut beschrinkt ist, einen Modul bilden. — Von be-
sonderer Wichtigkeit fiir die Theorie der Reihen von komplexen Zahlen
sind gewisse Punktmengen, die wir symmetrisch ausgedehnt nennen wollen.
Die Punktmenge Z soll symmetrisch ausgedehnt heiBen, wenn sie sich
jedem Paare entgegengesetzter Richtungen o, — « gegeniiber in der Be-
ziechung gleichartig verhalt, daB sie entweder nach beiden Richtungen be-
schrinkt oder nach beiden unbeschrinkt ist. — Es sei Z eine symmetrisch

ausgedehnte Punktmenge, 7 4 0. Ist dann yZ nach oben beschrinkt, so
Journal fiir Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 19
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ist Z in Richtung ﬁ, also auch in der entgegengesetzten Richtung be-

schrinkt. Daher ist —yZ nach oben, mithin yZ nach unten beschrinkt.
yZ ist also absolut beschrinkt. Da nun die komplexen Zahlen ,
fiir welche yZ absolut beschrankt ist, in jedem Falle einen Modul bilden,
so konnen wir dasselbe hier fiir die Zahlen y behaupten, fiir welche yZ
nach oben beschriankt ist. Dieser Modul M enthélt dann alle Richtungen
und nur solche Richtungen, nach denen Z beschrinkt ist.

Es kann natiirlich auch sein, daB Z nach keiner Richtung beschrankt,
oder, wie wir sagen wollen, total unbeschrdnkt ist. Dann reduziert sich der
Modul M auf 0. — Ist die Dimension von M gleich r, so soll Z eine
symmetrisch ausgedehnte Punktmenge (n — r)-ter Klasse (oder von der Klasse
n—r7) heilen. Die n-te Klasse umfaBt dann die total unbeschrinkten
Punktmengen, die O-te Klasse diejenigen, welche nach allen Richtungen
beschrinkt sind. Die letzteren sind nichts anderes als die absolut be-
schrinkten Punktmengen. Denn, wenn Z absolut beschriankt, m die obere
Grenze von |Z| ist, so folgt aus der allgemeinen Ungleichung (§ 5)
ol <<|e||f|, wenn « eine Richtung, { eine Zahl aus Z darstellt,
«f <|C|<m, d. h. Z ist nach jeder Richtung beschrinkt. Wird anderer-
seits Z als nach jeder Richtung beschrinkt vorausgesetzt, so ergibt sich,
wenn wir diese Voraussetzung auf die Richtungen &,,...& und die ent-
gegengesetzten anwenden, daB |&(|,...|s,| unter einem festen Wert m
bleiben, und aus der Identitat

L= (l) e+ o + (6al) &
folgt
[El V(@) en| + ooe 4 [(eal) ta] = |eaC] + oo0 + |l <m0,

d. h. Z ist absolut beschrinkt. — Jede lineare r-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist, wie man sofort sieht, eine symmetrisch ausgedehnte Punkt-
menge von der Klasse r; der oben mit M bezeichnete Modul, welcher die
Richtungen umfaBt, nach denen A beschrinkt ist, ist zu dem zu A paral-
lelen Modul komplementér. ‘

§ 7. Abgeschlossene Punktmengen.

Umgebung eines Punktes o heiBle jede Menge aller Punkte, deren
Abstand von o einen gegebenen positiven Wert m nicht iiberschreitet. —
Hiufungsstelle einer Punktmenge Z heiBt ein (zu Z gehériger oder nicht
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gehoriger) Punkt @, wenn in jeder noch so kleinen Umgebung von «
wenigstens ein von e verschiedener Punkt aus Z liegt. — Eine Punkt-
menge Z heilt (nach G. Cantor) abgeschlossen, wenn sie keine Haufungs-
stellen oder nur solche besitzt, die selbst Punkte von Z sind.

Wir bemerken noch ausdriicklich: So wie wir hier weder unendlich
groBe (reelle oder komplexe) Zahlen noch unendlich ferne Punkte einfiihren,
so kennen wir auch keine unendlich fernen Haufungsstellen. Wir werden
daher beispielsweise von der Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordi-
naten sagen, daf sie keine Hiufungsstelle besitzt, und sie demgemaf als
abgeschlossen betrachten, wenn es auch bei anderen Untersuchungen zweck-
méaBig sein kann, die Definitionen so zu fassen, dal solche Mengen nicht als
abgeschlossen gelten*).

Jede lineare Mannigfaltigkeit A ist eine abgeschlossene Punktmenge,
da jeder Punkt auBlerhalb A einen kiirzesten Abstand von A hat (§ 5),
also nicht Haufungsstelle von A ist. Ist ferner ein Punkt o und eine
positive Zahl m gegeben, so konstituieren sowohl die der Bedingung
eine abgeschlossene Punktmenge.

Wenn ein System von endlich- oder unendlichvielen abgeschlossenen
Punktmengen TT wenigstens einen gemeinsamen Punkt hat, so ist der
Durchschnitt A des Systems wieder eine abgeschlossene Punktmenge. Denn
eine Haufungsstelle von A ist auch Haufungsstelle einer jeden der Mengen
T, also Punkt jeder dieser Mengen und somit Punkt von A. — Zu jeder
Punktmenge z gehort eine kleinste Z enthaltende abgeschlossene Punkt-
menge, némlich der Durchschnitt aller Z enthaltenden abgeschlossenen
Punktmengen. Wir kennzeichnen diese Punktmenge weiterhin durch einen
beigefiigten Strich. 2z’ muB alle Punkte von Z, ebenso alle Haufungs-
stellen von Z enthalten. Ist andererseits ein Punkt @ weder Punkt noch
Héaufungsstelle von Z, so kann man m > 0 so wihlen, daB fiir jeden Punkt
¢ aus Z |[—a|>m wird. Die samtlichen Punkte &, welche der Be-
dingung |§ — «| = m geniigen, bilden dann eine abgeschlossene Punktmenge,
welche Z, nicht aber den Punkt «, enthilt. o« kann daher nicht dem

*) Erst in Abschnitt VII, wo wir die Verhiltnisse im projektiven Raum be-
" trachten, werden die fiir diesen zweckmiBigen Definitionen eingefiihrt werden.

19*
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Durchnitt Z’ aller Z enthaltenden abgeschlossenen Punktmengen angehoren.
Z' besteht also aus allen Punkten und Haufungsstellen von Z.

§8. Konvergenz.

Es liege eine komplexe Zahlenfolge

Vs VisweePygann
vor. — Aus [y (& + &)|<<|y& |+ |y&| und |y(c&)| = |¢|-|y&] folgt, daB die-
jenigen Zahlen, fiir welche die reelle Folge

708, 718, o 706, .o

den Grenzwert 0 hat, einen Modul erfiillen.© Wenn daher fiir » linear un-
abhingige Werte § lim y,&=0 ist, so besteht diese Gleichung fiir jedes &.

. p=w
In diesem Falle schreibt man lim y,=0. Die Gleichung lim y, =0 besagt
p=w p=w

demnach, daB die n Koordinatenfolgen y,¢,7:¢,...(¢=1,...n) den
Grenzwert 0 haben. Aus

(L) |708] |75 | <\ 7pts|+ oo+ | Vot (i=1,...7;9=0,1,..))
folgt ferner, daB die Gleichung hm 7p=0 mit- der Gleichung lim |7,/ =0
p=w

dquivalent ist.
Die Angabe lim y, = y wird als gleichbedeutend mit lim (y, —y) =0
p=w

T
erklirt. Sie ist auch gleichbedeutend mit der Angabe, daf die Koordi-
natenfolgen y,¢, 7,6, ... (¢=1,... n) die Koordinaten von y zu Grenzwerten
haben, oder daB fiir jedes § lim y,&= y§ ist.

=0

Liegen zwei komplexe Zahlenfolgen oy, oy, ...; 3, 3, ... und eine
reelle ¢, ¢;,... vor, welche Grenzwerte besitzen, so ergibt sich aus den
bekannten Sitzen iiber reelle Zahlenfolgen ohne weiteres:

lim (e, + 3,)=lim e, &+ hm ﬂp, lim (¢, ¢¢,) = lim ¢ - lim et,,,

p=w p=wm p=0 p=w  p=o
lim (e, ﬂ,,) = lun o, « lim /3,
Pp=xn p=0w

und fiir jede lineare Funktion ¢(§)
lim ¢ (a,) = ¢(lim ¢,).
p=w p=w
Ist 79, 1,... eine beliebige Folge komplexer Zahlen, und besitzt

die reelle Folge y,&,7,&,... fir §=§ und §=§ Grenzwerte so folgt aus
lim y, (&, + &) = hm Vpb1+ hm yp& und lim y,(c§;)=¢ llm 7,81 : Diejenigen

p=o p=0w p=w

Zahlen &, fiir welche die Folge 7,§,7,£,... einen Grenzwert besitzt, er-
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fiillen einen Modul M. Ist r der Rang von M, so gibt es eine bestimmte
(n — r)-dimensionale Mannigfaltigkeit A von der Beschaffenheit, daB fiir
jede Zahl y aus A und jede Zahl § aus M die Gleichung lim y,é = y§

p=w»

besteht. Ist namlich r =0, so kann & nur den Wert 0 haben, und die
Gleichung lim y,§ = & besteht fiir jeden Wert von y. Ist r>>0,e,,...

p=w

eine Basis von M, und wird lim y,e;=¢; (¢=1,...r) gesetzt, so fordert

r

die Gleichung lim y,§ = y§, d;ﬁw;/ den r Gleichungen ye;=¢;(2=1,...7)
pP=w

geniigt. Durch diese Gleichungen wird aber eine (n — r)-dimensionale
Mannigfaltigkeit A definiert. Ist amdererseits y irgendein Element dieser
Mannigfaltigkeit, & eine Zahl aus M, so hat § die Form §= g,e; + +++ + a,¢,,
und es wird

lim y,§ = lim @7y + o0+ lima, y, 0, = a, lim(y, ;) + -+ + a,lim (y, )
p=a

p=o p=wo p=w p=w
=06+ o+ a,c,=a,y0,+ o+ + a,y0,=y§.

Wird 4+ 1+ ++++ 7, = 0, gesetzt (p=0,1,...), so heift die Reihe

Yot it et ypt e

konvergent, wenn die Folge ¢,,0,,...0,... einen Grenzwert o besitzt;
o heiBt die Summe der Reihe. Die Forderung der Konvergenz der kom-
plexen Reihe ist gleichbedeutend mit der Forderung, dall die reelle Reihe
70§+ 71§ + -+« fiir jedes § konvergiert, oder daB die »n Koordinatenreihen
Yo + 7. &+ +++ (i =1, ... n) konvergieren sollen. Die Summen dieser Reihen
sind dann die Koordinaten o¢ der Summe o der komplexen Reihe. —
In jedem Falle bilden die Zahlen &, fiir welche die Reihe 7,6+ 9§+ ...
konvergiert einen Modul M, und fiir jede Zahl § dieses Moduls ist
0§+ 7§+ +--=0§, wo o innerhalb einer bestimmten linearen Mannig-
faltigkeit A beliebig wihlbar ist, deren Dimension n—r ist, wenn r die
Dimension von M bezeichnet.

Damit die komplexe Reihe y,+ 7, + -+ unbedingt, d. h. bei jeder
Anordnung ihrer Glieder konvergiert, ist notwendig und hinreichend, da$
die n Koordinatenreihen unbedingt, also absolut konvergieren. Die Reihe
hat dann bei jeder Anordnung ihrer Glieder auch dieselbe Summe. Aus
den Ungleichungen (1.) folgt, daB als notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die unbedingte Konvergenz der Reihe auch die Konvergenz
von |¥o|+ |74+ +++, also die absolute Konvergenz angegeben werden kann.
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II1. Konvexe Punkimengen.

§ 9. Eine Punktmenge Z soll konvex heillen, wenn sie die Forde-
rung erfiilllb: Sind ¢ und 3 Punkte aus Z, so gehért auch jeder Punkt
zwischen ¢ und (3 der Menge Z an.

o und /3 sollen hierbei nicht notwendig verschieden sein. Wir be-
trachten demgemdll auch einen einzelnen Punkt als eine konvexe Punkt-
menge.

1. Der Durchschnitt A eines Systems von endlich- oder unendlich-
vielen komvexen Punktmengen TT (die wenigstens einen gemeinsamen Punkt
besitzen) st eine komvexe Punktmenge.

Denn, wenn @ und 3 zu A gehoren, so gehoren sie auch zu jeder
Menge TT. Daher ist auch jeder Punkt zwischen o und (3 Punkt einer
jeden Menge TT, also Punkt von A, — Jede Punktmenge ist in einer
konvexen Punktmenge, nédmlich in dem System P aller Punkte enthalten.
Aus 1. ergibt sich jetzt sofort:

2. Zu jeder Punktmenge Z gibt es eine kleinste Z enthaltende konvexe
Punktmenge, ndmlich den Durchschnitt aller Z enthaltenden konvexen Punktmengen.

Wir bezeichnen diese Punktmenge weiterhin durch einen iiberge-
setzten Strich, im vorliegenden Falle also mit Z.

3. Ist die Punktmenge Z Fkonvew, so tist auch Z’' (die kleinste Z
enthaltende abgeschlossene Punktmenge, §7) konves.

Es seien nédmlich e und 3 Punkte aus Z’, y ein Punkt zwischen
e und 3. « und B sind Punkte oder Haufungsstellen von Z. Ist daher
eine beliebig kleine positive Zahl d gegeben, so gibt es in Z zwei Punkte
o, 3, (die eventuell mit «, # zusammenfallen konnen), fiir welche

(1.) ey —e|<<d, |fi—p<<d
wird. Da y zwischen « und [ liegt, hat man eine Gleichung
(2.) y=ce+ (1—c)p. (0<<e<l)

Wegen der Konvexitdt von Z gehért dann der zwischen e, und /3, ge-
legene Punkt
(3.) 7n=-coy+ (L—c)f3
zu Z. Aus (1.), (2.), (3.) folgt
71— 7] =le(@er—0) +(1—0)(B— B)| ‘
<cle,—ea|+(1—0)|p—B|<cd+ (1—c)d=d.
Dies zeigt, daB in jeder Umgebung von y ein Punkt y; von Z liegt, daf



Steinitz, bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 151

also y Punkt oder Héufungsstelle von Z, somit Punkt von Z’ sein muB.
Z’ ist also konvex.

Es sei Z eine beliebige Punktmenge. Soll eine Z enthaltende
Punktmenge TT konirex und abgeschlossen sein, so muB sie Z und daher
auch die kleinste Z enthaltende abgeschlossene Punktmenge (Z)’, die wir
kurz mit Z’ bezeichnen, enthalten. ” Da aber nach 3. Z’ auch konvex ist,
so folgt:

4. Z'=(Z) st die kleinste von allen (der Durchschnitt aller) z
enthaltenden zugleich konvezen und abgeschlossenen Punktmengen.

Die linearen Mannigfaltigkeiten sind Beispiele fiir konvexe, abge-
schlossene Punktmengen. Bezeichnet ferner « eine Richtung, so ist das
System A aller Punkte &, welche der Bedingung o <Tc geniigen, also
der ,,Halbraum¢, welcher alle Punkte & der Ebene a& =c¢ und alle auf
der (— e)-Seite dieser Ebene gelegenen Punkte umfaBt, konvex und abge-
schlossen. Sind niamlich &, & Punkte aus A, und ist & ein Punkt zwischen
& und &, so hat man

af<<c, a§<<c, §=aé+(1—a)s, (0<<a<<1)
daher
ef=acs+ (1—a)e§<ac+ (1—a)c=c.
§ gehort also zu A, und A ist konvex. Ist ferner 3 ein nicht zu A ge-
horiger Punkt, ¢/ =c,, so folgt ¢, > ¢ und fiir jeden Punkt & aus A
B—§|=|e||f—§[Za(B—§=af—at=c—c.
Mithin ist 3 keine Haufungsstelle von A. A ist also abgeschlossen.

Es <ei Z eine konvexe Punktmenge, die jedoch nicht alle Punkte
des Raumes umfassen soll. Ist dann e« ein nicht zu Z gehoriger Punkt,
a>=>0, b=>0, so liegt & zwischen &+ a¢ und e —bs, und es konnen
daher diese Punkte nicht beide zugleich der Menge Z angehdéren. Man
kann daher aus den beiden Zahlen ¢ ,—e, eine — wir nennen sie & —
so auswahlen, daB das System der Punkte « + ¢;¢ (¢, = 0) keinen Punkt
aus A enthélt. — Es sei jetzt k eine der Zahlen 1,2,...n. Nehmen wir
an, es sei moglich, aus jedem der k Paare &, —¢&;...;6,—& ene Zahl
&, ... & so auszuwahlen, daBl die Menge A, aller Punkte

o+ e &+ oor + CpEp (¢,>0,...¢,>0)
keinen Punkt mit Z gemein hat — eine Voraussetzung, die, wie wir sahen,
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fir k=1 sicher erfiilllt ist. Ist dann ¥ <n, und betrachtet man zwei
Punkte

y=ea+ A R ck81:+ Q&1

0=+ deg+ oo+ dpey— b,
wo a,b und alle Koeffizienten ¢, d; positiv sind, so gehort der zwischen
y und J gelegene Punkt

aib 7+a—i—bd‘=a+bc{;1;dls;+ .”_l_bc;—:_(;_@s;

der Menge A, also nicht der Menge Z an, und es mufl daher wenigstens
einer der Punkte y,  auBerhalb Z liegen. Man kann daher die Zahl
&4, aus den beiden Zahlen &.,, — &, so auswahlen, daB das System
A, , aller Punkte

e+ cig+ ot Ctiyy (6,>0,...64,>0)
keinen Punkt aus Z enthialt. Dieser Schlul von % auf £ +1 zeigt uns,
" daB Systeme, welche den iiber A, gemachten Voraussetzungen entsprechen,
fir jeden der Werte £=1,...n existieren. — Betrachten wir jetzt ein
System A, und irgendeinen festen Punkt
w=0c+c e+ + 06 (6,>0,...0,=>0)
aus A,. ¢, sei der kleinste der Koeffizienten ¢;,...c,. Da ¢],...¢, linear
unabhiéngig sind, hat man fiir jeden Punkt £ aus Z eine Darstellung
L=a+ a6+ ++-+ a6,
wobei nicht alle Koeffizienten o positiv sein konnen. KEs sei etwa a; << 0.
Dann folgt
E—o|=a—a=6=>c,.
Diese Ungleichung zeigt, daB kein Punkt aus A, Haufungsstelle von Z ist.
A, hat also auch mit Z’ keinen Punkt gemein. — Der Zweck dieser Aus-
fithrungen war lediglich der Nachweis des Satzes: '

5. Wenn eine konvexe Punktmenge Z micht alle Punkte enthdlt, so
enthdlt auch Z' nicht alle Punkte.

§ 10. Analytische Darstellung der kleinsten eine Punkt-
menge Z enthaltenden konvexen Punktmenge. — Es lasse sich die
von O verschiedene Zahl y aus den Zahlen e,,...e, mittels positiver
Koeffizienten komponieren; es bestehe also eine Gleichung

(4.) y=0,0,+ o+ + a,0,. (a,>0,...a,>0)
Wenn die Zahlen ¢ nicht linear unabhingig sind, also einem Modul von
weniger als p Dimensionen angehéren, so hat man eine Relation
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(5-) 0=b1061 _|'“"‘+bpap,
in der nicht alle Koeffizienten b verschwinden. Ist dann ¢’ der groBte
unter den Werten %, i ‘zp | , und etwa ‘—Zf—l =¢’, so werde ¢=¢ oder
1 » J
¢ =—c gesetzt, je nachdem b, positiv oder negativ ist. Es ist dann
ﬁ = lb{c';_aklbkl .lléak, ak__b_’f_zo’ (k=1,...p)
c ¢ O ¢ = c =
ai_‘%i*= @ — I?;| =0,
also in der aus (4.) und (5.) folgenden Relation
by by
(6.) 7=(a1_7)“1+“'+(%_7)%

kein Koeffizient negativ, wenigstens einer gleich 0 und, da y 0 ist,
wenigstens einer positiv. L&Bt man aus (6.) die Glieder mit verschwindenden
Koeffizienten fort, so hat man eine Darstellung von y von derselben Art
wie unter (4.), nur daf nicht mehr alle Zahlen ¢ vorkommen. Da eine
solche Reduktion méglich ist, so lange die zuriickbleibenden Zahlen e«
linear abhingig sind, so folgt:

1. Ist die von O verschiedene Zahl y aus den Zahlen e, ... e, mit-
tels positiver Koeffizienten komponierbar, so kann man aus den Zahlen
@, ..., n oder weniger als n (falls diese Zahlen einem Modul von der
Dimension r angehoren, r oder weniger als r) solche auswdhlen, daf3 auch
aus diesen y mittels positiver Koffizienten komponierbar ust. ‘

Wenn die p+ 1 Punkte e,...e, einer r-dimensionalen Mannig-
faltigkeit A angehoren, so gehoren die Differenzen o; — a,,... @, —«, dem
zu A parallelen Modul an. Ist p >, so sind die Differenzen linear ab-
héngig, und man hat eine Relation

by (@, — etg) + +++ + by (e, — ) = 0
oder
(7.) byetg + +++ 4+ b0, =0,
wo
(8.) b0+---+b,,=0_
ist, ohne daB sémtliche Koeffizienten b verschwinden. Ist jetzt y(y =0
nicht ausgeschlossen) in der Form

(9.) 7=aoa0+"'+apap
so darstellbar, daf die Koeffizienten @ positiv ind und ihre Summe
(10.) G+ ot a,=1

ist, so folgt
Journal fir Mathematik. Bd. 143, Heft 2. 20
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b A b
(L) y=(t—2) e+ -+ (0, =)o,
fiir beliebiges ¢ 4+ 0, und es ‘ist zufolge (8.), (10.) die Summe der Koeffi-
zienten auf der rechten Seite von (11.) gleich 1. W&hlt man wieder ¢

so, daB |¢| gleich der groBten unter den Zahlen IZ—"l, Bl
P

0
Vorzeichen von ¢ mit dem Vorzeichen einer der Zahlen b, iibereinstimmt,

ist und das

fiir welche lz‘—" =|e| ist, so ist in (11.) kein Koeffizient negativ, aber
wenigstens einer 0 und wenigstens einer positiv. Indem man in (11.) die
Glieder mit verschwindenden Koeffizienten fortlat und, falls noch mehr
als r 4+ 1 zuriickbleiben, das Verfahren wiederholt, erhalt man den Satz:

2. Lift sich y aus e,...a, mittels positiver Koeffizienten, deren
Summe 1 1st, komponieren, so kann man aus den Punkien o« n+ 1 oder
weniger als m+ 1 (falls die Punkte o einer r-dimensionalen Mannigfaltig-
keit angehoren, r+ 1 oder weniger als r+ 1) solche auswihlen, daf3 sich
schon aus diesen y mattels positwver Koeffizienten, deren Summe 1 ist, kom-
ponieren ldft. ,

3. Die klewnste die Punkte c, ... a, enthaltende konvexe Pumktmenge
besteht aus allen Punkten y von der Form

(12.) y=ayey+ -+ a,e, (@4=0,...a0,=>0;0a,4 +++4 a,=1).

Beweis. Bezeichnen wir mit A das System der p -+ 1 Punkte
0, +.. 00y, mit B das System aller Punkte y von der Form (12.), so
~ handelt es sich um den Beweis der Gleichung A=B. — Es seien zunichst

¥y =00+ oot a,0, (@=>0,...0,=>0;0)+ -+ +a,=1),

7= agetg+ oo+ a,e, (ag=>0,...a,>0;a0+ -+ a,=1)
irgend zwei Punkte aus B, J' ein Punkt zwischen y und #’. Dann hat man

T d=cy+y (¢=0,/>=0;c4+c'=1)

oder, wenn man ca;+ ¢’'a;=d; (t=0,...p) setzt,

d=dyayg+ +++dye, (dy=>0,...d,=>0;dy+ -+ d,=1);
J ist also ein Punkt von.B, und somit B eine konvexe Punktmenge. Indem
man in (12.) einen Koeffizienten gleich 1, die iibrigen gleich 0 nimmt, sieht
man, dal B das System A, also auch A enthilt. — Wenn man andererseits
irgendein Element y aus B in der Form (12.) darstellt und die Glieder
mit verschwindenden Koeffizienten fortliBt, so hat man eine Gleichung

7=boﬂo+ '”+bbﬁk (bo>0» o >0, by + +oe bk= 1): -
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wo die Punkte [ sidmtlich in A, also auch in A enthalten sind. Setzt man

bo+ <o+ b= s,

boBo+ v+ bifi ’ (E=0,...%
b+ -+ b; 7is
so ist fiir 1=0,...k—1, 0<<s;<<1, s, =1, yo=1h, i=7:
’ S bl' 1 .
7i+1=?;1%.—{— -S;iﬂiﬂ, (=0,...k—1)

also y;,, zwischen y; und f3;,, gelegen. Man _schlieBt hieraus sukzessive,_
daB die Punkte y,, ...y, =y zu A gehéren miissen. Also ist jeder Punkt ¢
aus B auch in A enthalten, und es folgt B = A.

Eine konvexe Punktmenge Z heifle r-dimensional, wenn die kleinste
lineare Mannigfaltigkeit Lm.Z, in welcher Z enthalten ist, die Dimen-
sion r hat.

Es sei jetzt Z eine beliebige endliche oder unendliche Punktmenge,
r die Dimension von Z, und es werde mit A jedes Teilsystem von Z
bezeichnet, das nicht mehr als r 4+ 1 Punkte enthdlt. [ sei das System
aller derjenigen Punkte, welche wenigstens in einer der zu den Systemen A
gehorigen kleinsten konvexen Punktmengen A vorkommen. Dann ist Z
in T, I in Z enthalten. — Sind 7,,7, zwei Punkte aus ', so gibt es
unter den Systemen A zwei solche A, A,, daB j, in A,,y, in A, vor-
kommt. Das System B aller der Punkte, die zu A, oder A, gehoren,
umfalt endlichviele, niamlich hochstens 2r -+ 2 Punkte. Das konvexe
System B enthélt y, und y,, also auch jeden zwischen 7, und y, gelegenen
Punkt y. Jeder solche Punkt y ist, wie die Anwendung der Sitze 3..
und 2. ergibt, aus r+ 1 oder weniger als r+ 1 Punkten des Systems B
mittels positiver Koeffizienten komponierbar, deren Summe 1 ist. Da B
Teilsystem von Z ist, jedes aus r+ 1 oder weniger Punkten von B be-
stehende System also ein System A reprasentiert, so ist y Punkt eines
Systems A und gehért also zu r. Daraus folgt, dall I konvex ist; und
da Z in I enthalten ist, muB auch Z in I enthalten sein. Daraus folgt
=2, und wir erhalten den Satz:

4. Ist. Z eime beliebige endliche oder umendliche Punktmenge, r die
Dimension von Z, so ldpt sich zu jedem Punkte { aus Z eine aus nacht
mehr als r+1 Punkten (in jedem Falle also eine aus nicht mehr als n+ 1
Punkten) bestehende Teilmenge A von Z so bestimmen, daf ¢ in A enthalten ust.

20*
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§ 11. Die kleinste, eine Punktmenge Z enthaltende kon-
vexe und abgeschlossene Punktmenge Z'.

Im folgenden machen wir von einem aus den Elementen der Theorie
der reellen Funktionen von n reellen Verinderlichen bekannten Satz An-
wendung: Ist Z eine abgeschlossene Punkimenge, y ein micht zu Z gehoriger
Punkt, so gibt es wenigstens einen Punkt T in Z, fir welchen der Abstand
|E—y| ein Minimum wird. — Ist Z iiberdies konvex, so konnen wir hin-
zufiigen, daB es nur einen solchen Punkt geben kann. Denn wenn fiir
zwei verschiedene Punkte £,,, aus Z |{,—y|=|C;—y|=d wird, so
kénnen C; und Z, von ¥ aus nicht in derselben Richtung liegen, und es wird

a  d L — & — — — &
d=5+5= 5"+ '22Y‘> Cl—z_y :.Cz_27_7' .1;§_?,{;
d. h. der zwischen {;, und {, gelegene und darum zu Z gehorige Punkt
1(C; + C;) liegt niaher zu y als die Punkte E,, &,.

Es sei Z eine konvexe, abgeschlossene, aber nicht alle Punkte um-
fassende Menge, 7 ein nicht zu Z gehoriger Punkt, 3 der ¥ am néchsten
gelegene Punkt von Z, d der Abstand der Punkte 3 und y, e¢ die Richtung
von (3 nach 7, und es werde ¢/3 = c gesetzt. Dann ist

(13.) y=f+de, ef=c, ay=c+d, d>0.
Die Punkte &, welche der Ungleichung
(14.) a§<c

geniigen, erfiillen einen Halbraum, welcher die Ebene A mit der Gleichung
o&=c und alle auf der (— «)-Seite dieser Ebene gelegenen Punkte um-
faBt. Der Punkt (3 liegt in A, der Punkt y auf der a-Seite von A. Ist
 ein beliebiger Punkt aus Z, p eine beliebige positive Zahl <Z 1, so ge-
hort auch der zwischen 3 und  gelegene Punkt 7

(16.) n=pl+(1—p)f=B—p(B—-0)
zu Z, und man erhélt aus (13.) und (15.) wegen der Minimumseigenschaft
der Zahl d
F<(y—nf=(det+p(B—-0))f=d+p2de(f—-0)+p(B—L))
=& +p@2d(c—el)+ p(B—L)),

2d(c—af) + p(8— L) >0.
Dies ist aber, da die positive Zahl p beliebig klein angenommen werden
kann, nur méglich, wenn ¢ — el =0, also §={ der Ungleichung (14.)

also
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geniigt. Damit ist gezeigt, dafl die Punktmenge Z ganz dem durch (14.)
definierten Halbraum angeho6rt, und dafl A Stiitzebene von Z in Richtung o
ist. Da y dem genannten Halbraum nicht angehért, haben wir den Satz:

1. Ist Z eine konvexe abgeschlossene Punkimenge, y ein micht zu Z
gehoriger Punkt, so gibt es einen Halbrawm, welcher die Punkimenge Z, aber
nicht den Punkt y enthdlt.

Es bezeichne jetzt Z eine beliebige Punktmenge. Ist Z, also auch.
Z', total unbeschrinkt und somit in keinem Halbraum enthalten, so muf
nach Satz 1. Z’ alle Punkte des Raumes umfassen. Nach § 9, Satz 5.,
gilt dann dasselbe schon fiir Z. — Tst aber Z nicht total unbeschrinkt,
so gibt es Z enthaltende Halbrdume. Jeder solche Halbraum muB, da
er konvex und abgeschlossen ist, auch Z’ enthalten. Ist andererseits & ein
allen diesen Halbraumen gemeinsamer Punkt, so mull § auch zu Z’ ge-
horen, weil es sonst nach Satz 1. einen Z’ enthaltenden Halbraum gibe,
der & nicht enthielte. Somit ergeben sich die beiden Satze:

2. Ist Z eine total umbeschrinkie Punkimenge, so umfaflt Z’, also
auch Z alle Punkte des Rawmes
und

3. Ist die Punktmenge Z mnicht total unbeschrinkt, so ist Z’' der
Durchschnitt aller Z enthaltenden Halbrdume.

Anmerkung: Betrachten wir Schranken und Stiitzebenen als ,,orien-
tierte Kbenen, deren Normale einen bestimmten Richtungssinn erhalten
hat, so konnen wir dem letzten Resultat die folgende Fassung geben:

Z’ st die grofite Punkimenge, welche dieselben Schranken (oder Stiitzebenen )
besitzt wie Z.

_ IV. Konvergente Reihen.

§ 12. Vorbemerkungen. — Wenn man bei einer unendlichen Folge
reeller oder komplexer Zahlen von der Anordnung der Elemente abstra-
hiert, so bleibt eine abzéhlbare Zahlenmenge iibrig, die sich noch auf
unendlichviele andere Arten zu einer Zahlenfolge anordnen l&aBt. Dabei
ist natiirlich nicht auBler acht zu lassen, daB die abzihlbare Menge, von
welcher hier die Rede ist, noch nicht bestimmt ist, wenn von jeder Zahl
feststeht, ob sie in der Menge vertreten ist oder nicht; vielmehr muf} auch
feststehen, wie oft dies der Fall ist. Bei den Untersuchungen iiber Zahlen-
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folgen hat man zu unterscheiden zwischen solchen Eigenschaften, welche
durch die Anordnung der Elemente bedingt sind, und solchen, die von der
Anordnung unabhingig sind, also der abzihlbaren Menge an sich anhaften.
Bei den Eigenschaften der zweiten Kategorie kann man die Forderung stellen,
sie von vornherein in einer solchen Form einzufiihren bzw. nachzuweisen,
daf die Unabhingigkeit von der Anordnung unmittelbar zutage tritt.

Bei der Erklirung des Grenzwertes einer Zahlenfolge wird zumeist
auf die Anordnung Bezug genommen. Indessen, daB die Folge einen
Grenzwert besitzt, besagt nichts anderes, als dal eine Zahl, eben dieser
Grenzwert, existiert, von. dem sich hochstens endlichviele Glieder der
Folge (absolut) um mehr als eine gegebene positive GroBe p unterscheiden, -
wie klein auch p angenommen werde; und es ist hiernach klar, daB es
sich hier um eine Eigenschaft der Folge handelt, die jeder Umordnung
gegeniiber invariant ist. Die Bezeichnungen fundamental fiir Zahlenfolgen
mit Grenzwert und elementar speziell fiir Zahlenfolgen mit dem Grenz-
wert 0, welche Heine gebraucht, kénnen wir demgemil auf die abzihlbaren
Systeme iibertragen, welche von den' Gliedern der Folge konstituiert werden.

Bei der allgemeinen Definition der Konvergenz (bzw. Summe) einer
unendlichen Reihe

(1.) Ol ¢ iR o 2 ST
ist die Bezugnahme auf die Anordnung der Glieder nicht zu vermeiden,
wie sich nachtraglich aus dem Beweise des Vorkommens bedingter Kon-
vergenz ergibt. Wird mit I das System der Glieder der Reihe (1.), mit
z das System der Zahlen

o'p =% + 71+ o 7o ®=0,1,...)
bezeichnet, so ist fiir die Frage, ob die Reihe (1.) konvergiert, ob also
die Folge
Ogs Oy 5 Ty sus

einen Grenzwert besitzt, das System X an sich entscheidend, d. h. die
Reihenfolge seiner Elemente ohne Bedeutung, doch das System X selbst
ist durch die Anordnung der Elemente von I bedingt. Zu einem von
dieser Anordnung unabhingigen System werden wir aber gefiihrt, wenn
wir gleichzeitig die Elemente aller der verschiedenen Systeme X betrachten,
die den verschiedenen Anordnungen von I zu einer unendlichen Reihe
entsprechen. Alle diese Elemente haben das gemein, daB sie Summen



Steintitz, bedingt konvergente Rethen und konvexe Systeme. 159

von endlichvielen Elementen aus I darstellen. Eine solche Summe, also
die Summe eines jeden endlichen Teilsystems von I nennen wir eine
Partialsumme von T, und wir bezeichnen mit r, das System aller Partial-
" summen von . Dabei rechnen wir zu den endlichen Teilsystemen auch
das leere System und dementsprechend zu den Partialsummen auch stets
die Zahl 0. Auch fiir den Fall, daB8  selbst ein endliches System Iist,
werden wir diese Bezeichnungen verwenden; ist in diesem Falle % die
Anzahl der Elemente von T, so besteht I, aus 2* Elementen, die natiir-
lich numerisch nicht verschieden zu sein brauchen. .
Das System [, der Partialsummen eines abzidhlbaren Systems I
spielt in den folgenden Untersuchungen, die sich auf die Gesamtheit aller
Reihen, zu denen sich das System I anordnen laf3t, beziehen, eine wesent-
liche Rolle. Die wichtigsten hier auftretenden Begriffe sind die (unbe-
dingte und bedingte) Summierbarkeit und der Summenbereich. Wir nennen
eine abzahlbare Zahlenmenge summierbar, wenn wenigstens eine der Reihen,
zu denen sie sich anordnen laft, konvergiert. Wir nennen eine summier-
bare Zahlenmenge unbedingt oder bedingt summierbar, je nachdem alle oder
.nicht alle aus ihr gebildeten Reihen konvergieren. Wir nennen Summen-
bereich einer summierbaren Zahlenmenge die Gesamtheit aller derjenigen
Zahlen, die sich als Summe eciner aus den (simtlichen) Zahlen der ge-
gebenen Menge gebildeten Reihe darstellen lassen. '

§ 13. Unbedingte Summierbarkeit.

(2.) CoFert e ot ee
eine aus allen Elementen von C gebildete Reihe, und wird
(3.) Gt+e+-o+ec,=5

gesetzt, so stellen die Summen s, Elemente des Systems C, der Partial-
summen dar. Hat man ferner irgendeine Partialsumme ¢, so haben die
in dieselbe eingehenden Elemente aus C' innerhalb der Reihe (2.) bestimmte
Indizes, von denen, da es sich um eine endliche Anzahl handelt, einer der
groBte ist. Ist k& dieser groBte Index, so enthdlt s, alle Summanden aus ¢,
und es wird s, —>¢. Daraus folgt, daB das System C, aller Partialsummen
. und das System der Partialsummen s, entweder beide nach oben unbe-
schrinkt sind oder beide dieselbe obere Grenze haben. Im ersten Fall
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kann kein lim s, existieren, wahrend im zweiten lim s, existiert und gleich
p=w

dieser oberen Grenze ist. Das besagt, da dier;lordnung der Elemente
der Reihe (2.) willkiirlich war:

Ein abzdhlbares System C reeller, micht negativer Zahlen st entweder
dberhaupt micht summierbar oder unbedingt summierbar, je nachdem das
System C, der Partialsummen (nach oben) wunbeschrinkt oder beschrinkt ist.
Im zweiten Fall st der Summenbereich von C eine einzige Zahl, nimlich die
obere Grenze von C,.

Ist C ein abzdhlbares System reeller Zahlen und O, nicht absolut
beschriinkt, so miissen ‘entweder die positiven oder die negativen Zahlen
aus C ein System bilden, dessen Partialsummen nach oben bzw. unten
nicht beschrankt sind. Man zeigt dann in bekannter Weise, dal die Ele-
mente aus C zu einer divergenten Reihe angeordnet werden konnen, daf3
also C nicht unbedingt summierbar ist. — Es sei jetzt C, absolut be-
schriankt, s’ die obere, s”” die untere Grenze von C,, -

Co+01+"'+cp+"'
eine beliebige aus den Elementen von C gebildete Reihe, und es habe
wieder s, die unter (3.) angegebene Bedeutung. Wird dann mit s, die *
Summe der positiven, mit s, die Summe der negativen Elemente aus s,
bezeichnet, wobei, wenn solche Elemente fehlen, die betreffende Summe
gleich 0 zu setzen ist, so ist

4.) s,=8,+ 8, ®=0,1,..)
(5.) 0<Ts<Cspeve, 0508700

Ist ¢ irgendeine Partialsumme von C, so kann man p so wahlen,
daf alle in ¢ eingehenden Elemente aus C auch in s, auftreten. Dann
aber ist s, > ¢>>s;. Hieraus, und weil jedes s, und jedes s,  eine Partial-
summe darstellt, folgt, daB die obere Grenze von C, zugleich obere Grenze
aller §,, die untere Grenze von C, untere Grenze aller s, wird. Unter
Beriicksichtigung von (4.) und (5.) erhilt man also lims,=s’, lims) = s”

p=wm p=wn
und daraus
lims, = s"+ s”.
P=
Das besagt: Fiir die unbedingte Summierbarkeit eines Systems C von reellen
Zahlen ist motwendig und hinreichend, daf3 das System C, der Partialsummen
absolut beschrankt ist. Der Summenbereich von C besteht dann aus einer

einzigen Zahl, namlich aus der Summe der oberen und unteren Grenze von C,.
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Wir betrachten nun ein abzihlbares System I von komplexen
Zahlen und eine aus den simtlichen Zahlen von I gebildete Reihe

(6.) Yot yit ety t oo

Ist dann & eine beliebige komplexe Zahl, so konstituieren die Glieder
der Reihe :

(7.) Yo+ k4 ot &t
das reelle System &r. Die Reihe (6.) ist konvergent, wenn die Reihe (7.)
fiir jedes & konvergiert; sie ist unbedingt konvergent, wenn die Reihe (7.)
fiir jedes & unbedingt konvergiert. Anders ausgedriickt : Damit das System
I unbedingt summierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daf fiir jeden
Wert von & das reelle System &I unbedingt summierbar ist. Dazu ist
aber erforderlich, dall das System der Partialsummen von &r d.i. &r,
fiir jeden Wert von & absolut beschrankt ist, und das ist dann und nur
dann der Fall, wenn I, selbst absolut beschrinkt ist (§ 6.).

Wir setzen jetzt I, als absolut beschrinkt voraus, bezeichnen fiir
jedes & mit ¢ (§) die obere Grenze von &I, und setzen

(8.) g(8) —9(— 8 =h(),

(9.) k(&) &1+« + h(e,) en= 0,
so daB o eine durch das System I' an sich vollstindig bestimmte Zahl ist.
Nun ist %(§) die Summe der oberen und unteren Grenze von &r,; man
erhilt daher als Summe der unbedingt konvergenten Reihe (7.)

(10.) Yo§+ S+ S+ = h(d).
Aus (10.) folgt weiter '

(7056) &+ (}’155) G+t (&) et o= h(e)e, (i=1,...1)
hieraus unter Benutzung der Identitdt (yé&)e + -+ 4 (y¢&,)& =y und der
Gleichung (9.)

70.+_ 71++ ?/p_{_...:o'
und unter Beriicksichtigung von (10.)
(11.) h(8) = o§.

Die Zahl o, die sich als Summe des beliebig angeordneten Systems I
ergibt, hat eine einfache geometrische Bedeutung, die aus der Betrachtung
der kleinsten die Punktmenge 2Tr, enthaltenden konvexen und abge-
schlossenen Punktmenge 2T hervorgeht. Diese Menge wird nach § 11,

Satz 3. von den Punkten gebildet, die allen 2, enthaltenden Halbrdumen
Journal fiir Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 21
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gemein sind. Nun wird ein Halbraum von allen Punkten & erfiillt, die
einer Ungleichung von der Form

(12.) dE<ec
geniigen, wo J eine Richtung oder auch eine beliebige von 0 verschiedene
komplexe Zahl bezeichnet. Da nun die obere Grenze von 2JT, durch
29(d) gegeben wird, so enthédlt der durch (12.) dargestellte Halbraum die
Punktmenge 2T, dann, wenn ¢>2g¢(J) ist. Ein Punkt n gehort daher
dann und nur dann der Menge 2T} an, wenn fiir jeden Wert von o

(13.) Iy << 29(d)
ist. Setzen wir 7 — o= &, so wird mit Benutzung der Gleichungen (8.), (11.)

=00+ & =35+ h(d) =dE+ g(d)—g(—7),

und die Ungleichung (13.) geht iiber in

(14.) I << g(d)+g(—d).
Diese Ungleichung muBl also fiir jeden Wert von J bestehen, wenn der
Punkt 7 =0+ § der Menge 2T, angehoren soll. Stellen wir die Bedingung
dafiir auf, daB der Punkt g —¢& der Menge 2T} angehort, so haben wir
in (14.) —§& an die Stelle von § zu setzen. Da J jeden beliebigen Wert
haben kann, so diirfen wir iiberdies — J' an Stelle von J schreiben. Dann
erhalten wir aber genau wieder die Bedingung (14.). Wenn also von zwei
Punkten o+ &, 6 —§&, d. h. von zwei Punkten, deren Verbindungsstrecke
den Punkt ¢ zum Mittelpunkt hat, der eine der Punktmenge 2T} ange-
hort, so gehort auch der andere dieser Punktmenge an. Dies hesagt aber
nichts anderes, als da ¢ Mittelpunkt von 2T ist. '

Ebenso ist natiirlich ¢ Mittelpunkt von T4. Da zu den Partial-

summen von I auch die Zahl 0 gehort, so ist %—;— und darum auch

%-{— %= o in T, enthalten. Als Mittelpunkt der konvexen Punktmenge

2T, gehort der Punkt o natiirlich auch dieser an. Einen zweiten Mittel-
punkt kann 2T nicht haben. Denn wire ¢’ = o+ = ein solcher, % eine
ganze Zahl, so wiirde, falls ¢ + £z Punkt von 2 I:; wire (was fir k=0,%k=1
zutrife), auch o—kvr=0"—(k+1)r und darum auch o'+ (k+ 1)z
=0+ (k+2)z Punkt von 2T, sein. Es wiirde also 2T, alle Punkte
0+ k7 mit ganzzahligem & (wegen der Konvexitit auch alle Punkte o+ k&t
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mit reellem k&, also die Punkte der Verbindungsgeraden von ¢ und o)
enthalten. Dies ist aber nicht moglich, weil die Punktmenge 2T absolut
beschrinkt ist. Wir erhalten also folgendes Resultat:

Fir die unbedingte Summierbarkeit eines Systems T wvon komplexen
Zahlen 1ist motwendig und hinreichend, daf3 das System T, der Partialsummen
absolut beschrinkt ist. Ist diese Bedingung erfillt, so besteht der Summen-
bereich von T aus einer einzigen Zahl o. o ist (einziger) Mittelpunkt der
kleinsten das System 2T, enthaltenden komvexen und abgeschlossenen Punki-
menge 2T ,.%)

§ 14. Summierbarkeit und Summenbereich.

Die Frage nach der Summierbarkeit und dem Summenbereich einer
abzéhlbaren Menge I' von komplexen Zahlen findet ihre vollstindige Be-
antwortung in dem folgenden Satze: '

_A) Damit das abzdhlbare System T summierbar ust, ist notwendig
und hinreichend, daf T elementar und das System T, der Partialsummen
symmetrisch ausgedehnt ist. Ist diese Bedingung erfillt, und st r die
Klasse vom Ty, so besitzt die Punktmenge 2T (ebenso wie T, ) Maittel-
punkte, die insgesamt eine r-dimensionale lineare Mannigfaltigheit erfillen.
Diese Mannigfaltigkeit stellt den Summenbereich von T dar.

Zunichst ist leicht zu sehen, dall die in Satz A) fiir die Sum-
mierbarkeit angegebenen Bedingungen notwendig sind. Denn wenn das
System I summierbar und

(15.) Yo+ YT soot gt oo
eine aus den sdmtlichen Elementen von I gebildete konvergente Reihe
ist, so folgt in bekannter Weise, daB limy,=0, also ' ein elementares

p=0o
System (§ 12) ist. Ferner ergibt sich die Konvergenz der reellen Reihe
(16.) oS+ s+ -+ 54 .o

fir jedes & Diese Konvergenz konnte nicht stattfinden, wenn man bei
der Zerlegung der Reihe (16.) in ihren positiven und negativen Bestandteil
eine konvergente und eine divergente Reihe erhielte oder, was offenbar
dasselbe besagt, wenn das System &I, der Partialsummen nach der einen

*) Im Falle n=2, also bei den gemeinen komplexen Zahlen, ist der Umfang
des Flichenstiickes I'; gleich der doppelten Summe der absoluten Werte der Zahlen
aus [. c i

21*

-
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Seite beschrankt, nach der andern unbeschrinkt wire. Wahlt man fir &
eine Zahl vom absoluten Werte 1, so ist damit gezeigt, da T, nach den
beiden Richtungen & — & beschrinkt oder nach beiden unbeschrinkt ist.
My ist also ein System von symmetrischer Ausdehnung.

Nehmen wir jetzt an, I erfillle die beiden als fiir die Summier-
barkeit notwendig erwiesenen Bedingungen, und bezeichnen wir mit r die
Klasse des symmetrisch ausgedehnten Systems y, mit M das System der
Zahlen &, fiir welche &Iy beschrinkt ist. Dann ist M ein Modul von der
Dimension n—r, der zu M komplementire Modul N hat die Dimension 7.

Ist r=0, so ist Iy absolut beschrinkt. Fiir diesen Fall haben
wir im vorigen Paragraphen gezeigt, daf I summierbar, der Summen-
bereich von I ein einziger Punkt (also eine 0-dimensionale Mannigfaltig-
keit) und dieser zugleich einziger Mittelpunkt von 2T} ist. Damit ist
aber die Richtigkeit des Satzes A) fiir den Fall r = 0 erwiesen.

Ist r=m, so ist I, total unbeschrinkt; daher umfaBt T%, ebenso
2T, alle Punkte des Raumes (§ 11, Satz 2). Dann ist aber auch jeder
Raumpunkt Mittelpunkt von 2T,; die Mittelpunkte erfiillen eine n-dimen-
sionale lineare Mannigfaltigkeit. Was noch zu beweisen iibrig bleibt, ist
die Behauptung:

B) Ist I elementar, I, total unbeschrinkt, so kann jede Zahl
als Summe einer aus den simtlichen Elementen von I gebildeten Reihe
dargestellt werden.

Wir wollen jetzt 0 <<r <<n annehmen.

Die beiden komplementidren Moduln M, N haben nur die Zahl 0
gemein, und jede Zahl & 1aBt sich, und zwar auf eine einzige Weise als
Summe zweier Zahlen darstellen, von denen die eine zu M, die andere zu
N gehort (§ 5). Wir nennen diese beiden Summanden die wu- und die
v-Komponente von § und bezeichnen sie mit §, und §,, so daB die Gleichung

§=§,+6
identisch besteht. Fiir beliebige Zahlen &, 7 gelten ferner die Identitéiten
(17.) §y7]v=0’ §77=§y17y+ §y7]v'
Speziell hat man & = (§,)*+ (§,)* und darum
(18.) §1 =16, [§|=15]-

Nimmt man mit jeder Zahl aus r die Zerlegung in ihre beiden
Komponenten vor, und bezeichnet man mit r, = A das System der u-,
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mit [, = B das System der »-Komponenten, so stellen A, und B, die Systeme
der u- bzw. v-Komponenten von I, dar. Bedeutet d irgendeine komplexe
Zahl, also d, eine Zahl aus M, so ergibt sich aus (17.), daB J,r mit J,A
identisch ist, und in gleicher Weise ergeben sich die weiteren hier auf-
gefithrten Identititen: ‘ ‘

: A =J,A =d,r, 0B =9d,B =4, ,
JAy=d,A=0,T,, OBy=0,By=0,T,.
Aus den allgemeinen Ungleichungen (18.), und weil das System I als
elementar vorausgesetzt wurde, folgt, dafl auch A und B elementare Systeme
sind. Wir wissen ferner, daBl das System &r, beschrénkt ist oder nicht,
je nachdem & dem Modul M angeh6rt oder nicht. Aus den Identititen
(19.) ist daher zu_ersehen, daB das System JA, bei beliebiger Wahl von
0 beschrankt ist, das System 0B, = J,B, aber nur dann, wenn J zu M
gehort, also d,=0 ist. A, ist deshalb absolut beschrinkt, und es folgt,
daB A unbedingt summierbar ist und, zu einer Reihe angeordnet, stets
dieselbe Summe o liefert, wobei der Punkt o= 0, einziger Mittelpunkt

(19.)

von 2A; ist (§ 13.). — Bezeichnen wir mit ¢(J) die obere Grenze von
JA,, so zeigt (19.), daB
(20.) g(9)=g(d,)

und gleich der oberen Grenze von J,r, ist.
Die Punkte & welche einer Ungleichung von der Form

. dE<c (04 0)
geniigen, erfilllen einen Halbraum. Soll dieser Halbraum die Punktmenge
2T, enthalten, so muB J dem Modul M angehéren und ¢=>2g(J) sein.
Da die kleinste 2r, enthaltende konvexe und abgeschlossene Punktmenge
2T der Durchschnitt aller 2T, enthaltenden Halbraume ist, so folgt, daB
der Punkt & der Punktmenge 2T} angehort, wenn die Bedingung '

(21.) J,&<2g(9)
fiir jeden Wert von O erfiillt ist. Aus J,§=d,§, ergibt sich weiter:
¢ ist dann und nur dann Punkt von 2Ty, wenn £, dieser Menge ange-
hort. — Soll ein Punkt § dem Durchschnitt von 2T mit dem Modul M
angehoren, so mufl neben der Ungleichung (21.) noch die Gleichung &= &,
bestehen. Dann aber ist J,§=0,§+ J,§=0J&, und (21.) geht iiber in

(22.) IE < 2¢(d).
Ist andererseits diese Ungleichung fiir jeden Wert d' erfiillt, so folgt aus
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ihr und (20.) (indem man d, fiir d setzt) zunichst wieder die Ungleichung
(21.). Weiter aber folgt aus (22.), wenn man §, fiir 0 einsetzt und be-
achtet, dafl das System & A, nur aus Nullen besteht und demgemiB
g(%,) =0 ist,
£=§§<2¢(§)=0,

also §,=0,§=§,. Die Bedingung (22.) ist -daher gleichwertig mit den
beiden Bedingungen d,§ <<2¢(J),§=¢§,. Zu der Ungleichung (22.) wird
man aber auch sofort gefithrt, wenn man die Bedingung dafiir sucht, dafl
¢ der Punktmenge 2A} angehiren soll. Es stellt also 2A], den Durch-
schnitt von 2T und M dar, und wir kénnen jetzt sagen: § ist dann und
nur dann Punkt von 2T}, wenn &, Punkt von 2A] ist.

Ein Punkt w ist Mittelpunkt von 2T}, wenn fiir beliebiges & die
Punkte w4 §, w —§& beide zu 27} gehoren oder nicht gehéren. Diese
Forderung ist nach den letzten Ergebnissen gleichwertig mit der Forderung,
daB die Punkte w, + §,, w, —§, beide zu 2 A} gehéren oder nicht gehoren
miissen. Dies ist wiederum der Ausdruck dafiir, daB w, Mittelpunkt von
2 A, also gleich ¢ sein muB. Daraus folgt, dal die Mittelpunkte von 2T die
r-dimensionale Mannigfaltigkeit o 4+ N konstituieren. ‘

Wird das System I zu einer Reihe

(23.) Yot Jatsre b Yyt oo
angeordnet, und werden mit e,, 3, die Komponenten von y, bezeichnet,
so ist die Reihe '
Og+ oy + eoe 0, + oo
konvergent, ihre Summe gleich 0. Die Reihe (23.) konvergiert also, wenn
die Reihe
(24 Bok Biot xsp B, s
konvergent ist. Die Glieder dieser Reihe konstituieren das dem Modul
N angehorige System B. Falls also die Reihe (24.) konvergiert, ist ihre
Summe eine Zahl aus N, die Summe der Reihe (23.) gehort also der
linearen Mannigfaltigkeit ¢ 4+ N an. Nun lift sich aber der Modul N als
ein System komplexer Zahlen mit r Einheiten ¢f,...¢, ansehen. Man
braucht némlich fiir &,...¢ nur irgendein System orthogonaler Rich-
tungen aus N auszuwihlen; dann laBt sich jede Zahl aus N auf eine Weise
in der Form ¢,¢; + +-+ 4 ¢, ¢, darstellen, und es gelten fiir das Operieren
mit diesen Zahlen alle die Regeln, welche wir in § 1 und § 3 (Definition
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des Produktes e/3 und des absoluten Wertes) fiir das Operieren mit den
Zahlen von der Form c¢,& + ++. + c,¢, festgesetzt hatten. Fiir jede von 0
verschiedene Zahl J, aus N ist, wie gezeigt wurde, das System J,B, unbe-
schrinkt.

Wir konnen also sagen, daf das System B, innerhalb N betrachtet,
total unbeschrinkt ist. Da ferner das System B elementar ist, so folgt
— sofern die Behauptung B) richtig ist —, dall sich B zu einer konver-
genten Reihe anordnen laBt, deren Summe einen innerhalb N willkiirlich
vorgeschriebenen Wert hat. Damit wire aber gezeigt, daB der Summen-
bereich von I die ganze Mannigfaltigkeit ¢+ N umfaBt. Wir sehen also,
daB wir, wum den Beweis des Satzes A) vollstindig zu erledigen, nur noch
den Beweis fiir die Behauptung B) zu erbringen haben. Dieser Beweis
ist freilich der einzige schwierigere Punkt in diesen Untersuchungen. Wir
miissen demselben eine Reihe von Hilfssédtzen vorausschicken.

§ 15. Hilfssdtze zum Beweise der Behauptung B).

1. Lapt sich die Zahl y aus den Zahlen e, ..., mit Koeffizienten
komponieren, die zwischen 0 und 1 liegen, besteht also eine Gleichung von
der Form

(25) y=ar0p+ vt a,e, (0<0,<1,...0<a, < 1),
so gibt es unter den Gleichungen dieser Art auch solche, in denen mnicht
mehr als n Koeffizienten einen von 0 und 1 wverschiedenen Wert haben.

" Beweis: Wenn in der vorgelegten Gleichung (25.) mehr als n
Zahlen o« einen von 0 und 1 verschiedenen Koeffizienten haben, so kann
man aus diesen Zahlen ¢ n+ 1 oder weniger als n 4 1 solche auswihlen,
zwischen denen eine lineare Relation mit nicht verschwindenden Koeffi-
zienten besteht. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir an-
nehmen, da die ersten r (r <<n -+ 1) Zahlen « diese Eigenschaft haben,
daB also

0Za,<l,...0<<e, <1 (1<r<<n+1)
ist und eine Gleichung
(26.) byay+-+o +ba,=0 (by=£0,...b,+0)
besteht. Aus (25.), (26.) folgt fiir beliebiges
@7) y=(a—ba)e;+ -+ (6, —b2) e, + Oypy0, 1+ o + a,a,.
Der Koeffizient a; — b,z (¢ =1, ...r) liegt zwischen 0 und 1, wenn z zwischen
Z—: und g‘_b—Tl liegt. Diese beiden Zahlen sind #+ 0 und haben verschiedenes

1]



168 Steinitz, bedingt konvergente Reihen und komvexe Systeme.

Vorzeichen. Bezeichnen wir die positive mit ¢;, die negative mit — d;,
mit ¢ bzw. d die kleinste der Zahlen ¢; bzw. d; (=1, ...7), und setzen
wir ¢=c oder z=—d, so liegen in (27.) die Koeffizienten von oy, ... e,
samtlich zwischen 0 und 1, von den Koeffizienten der Zahlen o, ... e, ist
aber wenigstens einer gleich 0 oder gleich 1. Die Anzahl der von 0 und
1 verschiedenen Koeffizienten ist also in (27.) sicher kleiner als in (25.).
Ist sie noch immer gréBer als n, so kénnen wir den SchluBl wiederholen
und gelangen so zum Beweise unseres Satzes.

2. Besteht zwischen den Zahlen ay, ..., eine Gleichung

(28.) a0+ -+ a,e,=0,
wn welcher die p Koeffizienten den beiden Bedingungen gentigen :

1) sie liegen alle zwischen 0 und 1 (die Grenzen eingeschlossen ),

2) nicht mehr als 2n von ihnen sind von 1 werschieden™),
so st es moglich, aus den Zahlen a,,...a, eine solche auszuscheiden, daf
zwischen den zuriickbleibenden wieder eine Gleichung besteht, deren p —1 Koefft-
zienten den Bedingungen 1) und 2) geniigen.

Beweis. Wir bezeichnen mit % die Anzahl derjenigen Koeffizienten
in (28.), die von 0 und 1 verschieden sind. Der Bedingung 2) gemiB
ist k<<2n. "Falls k> n ist, nehmen wir wieder unbeschadet der Allge-
meinheit an, daB die ersten % Koeffizienten von 0 und 1 verschieden sind.
Setzen wir

(29.) V=000 4 oo+ Gy,
so folgt aus Satz 1., daB auch eine Gleichung
(30.) y=0104+ o+ + aro

besteht, in welcher alle Koeffizienten o’ zwischen 0 und 1 liegen und
hochstens # unter ihnen von 0 und 1 verschieden sind. Aus (28.), (29.),
(30.) folgt die Gleichung
ajoy + oot are t G0yt e+ a,0,=0,

deren p Koeffizienten wieder die Bedingungen 1) und 2) erfiillen, iiberdies
aber noch die folgende:

3) nicht mehr als n von shnen sind von 0 und 1 verschieden.

Wir kénnen daher bei der Fortsetzung unseres Beweises annehmen,
daB die p Koeffizienten in (28.) den Bedingungen 1), 2), 3) geniigen.

*) Ist p<<2n, so existiert eine solche Gleichung immer, da wir den Fall,
daB in (28.) alle Koeffizienten verschwinden, nicht ausschlieBen wollen.
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Wenn nun ein Koeffizient a; verschwindet, so stellt die Gleichung (28.)
selbst, wenn wir das Glied mit e streichen, die Gleichung zwischen den
iibrigen Zahlen o dar, deren Existenz unser Satz 2. behauptet. — Wir
brauchen uns also nur noch mit dem Fall zu beschiftigen, daBl in (28.)
alle Koeffizienten positiv sind. Aus 3) folgt jetzt, da hochstens n Koeffi-
zienten von 1 verschieden sind. Dividieren wir Gleichung (28.) durch
@ +.++++ a,, so sehen wir, daB sich die Zahl 0 aus den Zahlen «,,... e,
mittels positiver Koeffizienten von der Summe 1 komponieren 1laBt. Dann
aber folgt (§ 10, Satz 2.), daB man unter den Zahlen o »n + 1 oder
weniger als n -+ 1 solche finden kann, aus denen sich die 0 mittels posi-
tiver Koeffizienten komponieren 1d8t. Wir denken uns diese Zahlen «
wieder an den Anfang gestellt, haben dann also eine Gleichung von der Form
bjey+ oo+ b, =0 (,>0,...0,>0; 1 <r<<n+1).
Aus dieser und (28.) folgt

(31') (al - blx) @+ oo+ (@, — brx)ar—l— Qppg OpyyF oo+ a,e, = 0
bei beliebigem z. Von den Koeffizienten in (28.) sind héchstens n, von

den Koeffizienten in (31.) also hochstens 2# +1 von 1 verschieden. Nehmen

wir fiir # die kleinste der Zahlen %, %, so liegen in (31.) alle Koeffi-
1 r

zienten zwischen 0 und 1, und wenigstens einer von ihnen, etwa der von
o;, ist 0. Lassen wir jetzt in (31.) das Glied mit e; fort, so haben wir
eine Gleichung zwischen den iibrigen Zahlen «, welche den Bedingungen
1) und 2) geniigt. — Damit ist Satz 2. bewiesen.

3. Bezeichnet A ein System von p Zahlen a,, ... c,, so besteht A, aus
allen Zahlen, die sich aus ey, ...a, mittels Koeffizienten komponieren lassen,
die zwischen 0 und 1 liegen.*)

Beweis: Wir bezeichnen mit I' das System aller Zahlen von der Form

y=co+ v tee, (0<<<1,...0<c,<1);
unsere Aufgabe ist dann der Nachweis der Identitit = A,. — Zunéchst
erkennt man, daB A, in I enthalten ist, weil, wie man sofort sieht, jede
Partialsumme aus A zu ' gehort und I konvex ist. Denn wenn

*) Die geometrische Deutung des Satzes ist die, daB man A, als Projektion
eines p-dimensionalen Parallelepipeds auffassen kann, wobei die Elemente von A,
die Projektionen der Ecken werden.

Journal fir Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 29
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Y=o+t (0<56<1,...0<c, <),

yY=cla+-Foeea, (0<c<1,...0<c,<1)
Punkte aus I sind und J zwischen y und »” liegt, so hat man

d=ay+ (1—a)y (0<a<1),

also

d=(ac;+ (1 —a)e)ey+ -+ + (ac, + (1 —a) )0y,
wobei

0<(ac;+ (1—a)e) <a-+ (1—a)=1 (=1,...p)
ist. 0 ist also Punkt von . — Es bleibt noch zu zeigen, daB A, alle
Punkte aus I' enthdlt. Diesen Nachweis fithren wir durch Induktion. Im
Falle p=1 besteht A, aus den beiden Punkten 0 und e, A4 also aus den
zwischen 0 und e, gelegenen Punkten, d. h. aus allen Punkten él o (0, <),
wie es unser Satz behauptet. Ist p =1, so bezeichnen wir mit B das
aus den Punkten e,,... @, ; bestehende System. Dann ist als erwiesen
anzusehen, daB By alle Punkte y” von der Form
Y=coygt et ey, (08¢ <1,...0<c, 1, <1)

umfaBt. Das System A, besteht aus den Punkten der beiden Systeme
B, und By + @,; in A, sind daher alle Punkte von B,, ebenso alle Punkte
der kleinsten konvexen By + o, enthaltenden Punktmenge, d.i. By + @,
enthalten. Ist nun

=ttt o, (06 <1,...0<e¢,<1) .

irgendein Punkt von I, so gehdrt

~ Y'=co+ ot ,
dem System B,, '+ «, dem System B, -+ e, an. Beide Punkte sind
demnach in A, enthalten, und da A, konvex ist, so ist auch der zwischen
v und 9’ + e, gelegene Punkt (1 —c¢,)y +¢,(y"+ ,) = "+ ¢,e, =y Punkt
von A,. Damib ist Satz 3 bewiesen. .

I. Ist A ein- endliches oder wumendliches System komplexer Zahlen,
deren absolute Werte die positive Zahl m nicht iiberschreiten, so gibt es zu
jeder Zahl y aus Ay wenigstens eine Zahl o aus Ay, fir welche
y—o|<nm

wird.*)

*) Man kann noch weitergehen und die angegebene Zahl nm durch 4 Vn-m
ersetzen. Dies ist die kleinste Zahl, fiir welche der obige Satz noch allgemein
richtig ist.

.

’
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Beweis: Es sei y eine Zahl aus A,. Dann kann man (§ 10, Satz 4.)
ein System I von n+ 1 oder weniger als n+1 Zahlen aus A, finden
derart, daBl y der Punktmenge I angehort. Jedes Element aus r ist
eine Summe von endlichvielen Elementen aus A. Daher gibt es ein
endliches Teilsystem B von A derart, dall By alle Elemente aus I enthalt.
y gehort dann der Punktmenge B, an. KEs bestehe B aus den Zahlen
@.,...2,. Dann ist nach Satz 3. y in der Form

(32.) y=00+ -+ c,0, (Oéclél,...ogcpgl)
darstellbar, und nach Satz 1. diirfen wir voraussetzen, daB unter den
Koeffizienten ¢ in (32.) nicht mehr als » von 0 und 1 verschieden sind.
Setzen wir jetzt

y=0+7,
wo o diejenigen Glieder aus (32.), deren Koeffizient 0 oder 1 ist, = die
iibrigen umfaft, so stellt o eine Partialsumme des Systems A dar, = be-
steht aus hochstens n Gliedern c;e; und da |o| <<m, 0 <Te¢ <1 ist,
folgt 1| <<nm, also '

ly—o|<nm,
w. z. b. w.

4. Hat man eine endliche Anzahl komplexer Zahlen, deren absolute Werte
< m sind und deren Summe O 1st, so lassen dieselben eine solche Anordnung

@py.a 0,
zu, daf3 die absoluten Werte der Zahlen
(33.) a1+ a2+ ---—I—a’k=0k - (k=1,...p)

samilich << 2nm sind.

Beweis: Nach Voraussetzung besteht zwischen den gegebenen Zahlen,
deren Anzahl p sein moge, eine lineare Relation, in welcher alle Koeffi- =
zienten gleich 1 sind, also den Bedingungen 1) und 2) des Satzes 2. ent-
sprechen. Nach diesem Satze konnen wir daher aus den gegebenen Zahlen
nacheinander erst eine Zahl — sie heie @, —, dann eine zweite Zahl
— sie heifle e, , — usf. fortlassen in der Weise, daB jedesmal zwischen
den noch iibrigen Zahlen e«,,...«, wieder eine Relation besteht, deren
Koeffizienten den Bedingungen 1) und 2) geniigen. Ziehen wir diese
zwischen ¢, ... o; bestehende Relation von der Gleichung (33.) ab, so
erhalten wir rechts g,, wihrend auf der linken Seite hochstens 2n Glieder

(mit nicht verschwindenden Koeffizienten) iibrig bleiben. Jedes dieser
: 22* .
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Glieder hat die Form ¢, wo 0<<¢;<<1,|e;|<<m ist. Hieraus folgt
|0,| << 2nm, wie behauptet wurde.

Hat man ein System A von p Zahlen, deren absolute Werte < m
sind, und hat ihre Summe ¢ einen absoluten Wert << gm, wo ¢ eine natiir--

liche Zahl bedeutet, so erhdlt man, indem man noch g-mal die Zahl —%

hinzunimmt, ein System B, dessen Zahlen absolut wieder << m sind und
die Summe 0 haben. Die Zahlen von B kann man nach Satz 4. zu einer
solchen Folge

(34 ) ﬁl, "'ﬂp+q
anordnen, daf die absoluten Werte der Summen

(35.) Pi+ o+, (r=1,...p+9)
<< 2nm sind. LaBt man aus der Folge (34.) wieder die ¢ Zahlen — — fort

so bleibt das sttem A in einer solchen Anordnung

(A

- zuriick, daB jede Summe
(36.) o+ - o+ o (k=1,...p)
aus einer Summe (35.) durch Fortlassung von hochstens ¢ Zahlen —%

erhalten werden kann. Daraus folgt, dal die absolute'n Werte der Summen

(36.) die Zahl 2nm+ ¢

% , also auch die Zahl (27 + ¢)m nicht iiber-

schreiten kénnen, und wir erhalten den Satz:

II. Hat man eine endliche Anzahl komplezer Zahlen, deren absolute
Werte <<m sind, und hat thre Summe o einen absoluten Wert < gqm, wo ¢
eine gamze nicht negative Zahl bedeutet*), so lassen die gegebenen Zahlen eine
solche Amnordnung |

O, eee @
zu, daf3 die absoluten Werte der Summen
O = a1+...+ak (k=1,...p)

samitlich <<(2n 4+ q)m sind.

§16. Beweis der Behauptung B).

Auf Grund der Sitze I, II des vorigen Paragraphen ist der Beweis
fiir die Behauptung B) leicht zu erbringen. Es sei also jetzt I' ein ele-

*) Man sieht leicht, daB die Beschrinkung auf einen ganzzahligen Wert nicht
notig ist, 4
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mentares abzéhlbares System komplexer Zahlen, I, total unbeschrankt.
Dann ist zu zeigen, daB sich  zu einer konvergenten Reihe von beliebig
vorgeschriebener Summe anordnen 1aB8t.

Zunichst ist klar, dal, wenn man aus I endlichviele Elemente
fortlaBlt, die Partialsummen des zuriickbleibenden Systems B noch immer
total unbeschriinkt sind. Daraus. folgt, daB B, alle Punkte des Raumes
umfaBt, und hieraus, wenn o einen beliebigen Punkt, g die obere Grenze
der absoluten Werte der Zahlen aus B bedeutet, dafl es eine Partialsumme n
des Systems B gibt, welche der Bedingung |6 — 2| <<mng geniigt (§ 15, I).
Von dieser Partialsumme s konnen wir iiberdies verlangen, dal sie ein
gegebenes Element 3 aus B (als Summanden) enthélt. Denn wir kénnen
ja aus den iibrigen Elementen von B eine Partialsumme n’ herausgreifen,
welche der Bedingung | (0 — 3) — 2’| << ng geniigt. Dann besitzt die Partial-
. summe 7= 3+ n’ die verlangten Eigenschaften.

Wir denken uns nun eine beliebige Anordnung

(37.) Yo Yagens Py oeo

‘des Systems ' zugrunde gelegt und wollen aus dieser eine bestimmte
neue Anordnung herleiten, bei welcher die Summe nach einem vorgeschrie-
benen Wert ¢ konvergiert. Zu diesem Zweck nehmen wir mit den Partial-
summen eine Numerierung vor. (Das leere System lassen wir beiseite.)
Als Nummer einer Partialsumme 7 bezeichnen wir .die natiirliche Zahl,
welche wir erhalten, wenn wir jeden Summanden y, durch 2* ersetzen.
Da jede natiirliche Zahl sich auf eine Weise im dyadischen System schreiben,
d. h. als Summe verschiedener Potenzen von 2 mit ganzen, nicht negativen
Exponenten darstellen 1a8t, so ist jede natiirliche Zahl Nummer einer be-
stimmten Partialsumme. Auf diese Anordnung der Partialsummen nehmen
wir im folgenden Bezug.

Bezeichnen wir mit g, (5=0,1,... in inf) die obere Grenze der
Zahlenmenge
PN I P e

80 ist
(38.) : 9:=>0, gt = Gr11» *k=0,1,...)
(39.) . lim 9 = 0 i ' .

k=

und es gibt unter den Partialsummen =, die y, enthalten, solche, welche
der Bedingung |7 —o|<mg, geniigen. Die erste Partialsumme, welche



174 Steiniiz, bedingt konvergente Rethen und komvexe Systeme.

diese Eigenschaft besitzt, sei mit 7, bezeichnet, mit I, das System, welches
zuriickbleibt, wenn aus ' die in 7, eintretenden Elemente fortgelassen
werden. Die obere Grenze der absoluten Werte der Elemente von I, ist
dann <<g,. Wir konnen daher aus I, eine Partialsumme 7 herausgreifen,
welche das erste Element von I, enthélt und der Bedingung |71,+ 71 — 0| <ng,
geniigt. Es sei 7, die erste solche Partialsumme, I, das System, welches
zuriickbleibt, wenn wir aus I, die Elemente von 7, entfernen, n, die erste
Partialsumme aus I,, welche das erste Element von I, enthdlt und der
Bedingung |71, + 71, + 71, — 0| < ng, geniigt usf. Wir erhalten so eine Folge -
von Partialsummen
Tlyy Ty, Mgy vns

von der Beschaffenheit, daB jedes Element aus I' in einer und nur einer
dieser Partialsummen auftritt und daf

(40.) |7g+ 7+ +oo + 1, — 0| < ng, (*=0,1,...)
ist. Aus m,= (74 71, + +++ + M — 0y — (Mg + 7y + +++ + 7,_; — 0) und (40.)
folgt

(41.) T, <0 (Gt Goa) < 20G0. (=t )

Es sei p, die Anzahl der Summanden, aus denen sich 7, zusammen-
setzt. Ist dann k =>1, so folgt aus (41.) und § 15, II, da die in 7, ent-
haltenen Elemente y absolut < g, <<g¢, ; sind, da man diesen Elementen
eine solche Anordnung-

(42.) 7k1a7k2’°"9/kpb
geben kann, daf die Ungleichungen
(43') I?/k1+ 7k2+"’+71,z/§ 47&97‘_1 @=1,...7p)

bestehen. Natiirlich kann es mehrere Anordnungen dieser Art geben. Um
eine bestimmte zu fixieren, denken wir uns die P! Permutationen der
Elemente aus 7, lexikographisch angeordnet, wobei die Anordnung (37.)
die Rolle des :Alphabets spielen soll, und nehmen an, daB die unter (42.)
- angegebene Permutation die erste ist, welche den Bedingungen (43.) geniigt.
Die Elemente von n, nehmen wir in der Anordnung an, die sie in (37.)
haben. So erhalten wir eine bestimmte Anordnung der Elemente von I
zu einer unendlichen Reihe

(44) 701+ wee Tt 70po+ Y+ + 71p1+ oot Yoot 7kpk+ e,
Bezeichnet ¢, die Summe des mit dem Gliede y, schlieBenden Abschnitts
dieser Reihe, so folgt aus (40.), (43.), falls 2 >1 ist,
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' | oy — 0| < 5nge, i
und hieraus und aus (89.) ergibt sich, daB die Reihe (44.) konvergiert
und die Summe o hat.

Hiermit ist nun auch der Satz A) vollstindig bewiesen, und wir
sehen, daB der Summenbereich eines Systems komplexer Zahlen immer
eine lineare Mannigfaltigkeit sein muf. — Um zu zeigen, daf jede lineare
Mannigfaltigkeit als Summenbereich auftreten kann, braucht man die vor-
angehenden Entwicklungen nicht; vielmehr ergibt sich dies leicht aus dem
Riemannschen Satze, nach welchem ein reelles abzihlbares und elementares
System, dessen Partialsummen nach oben und unten unbeschrénkt sind, das
ganze reelle Gebiet zum Summenbereich hat. Es bezeichne ndmlich C ein
solches System, 4 irgendein unbedingt summierbares System von der Summe 1.
Ist dann eine beliebige Mannigfaltigkeit A gegeben, so kann man A=0¢+N
setzen, wo N der zu A parallele Modul ist und ¢ dem zu N komplemen-
tiren Modul angehdrt. Ist r die Dimension von N, und stellen die r
orthogonalen Richtungen ¢, ... eine Basis von N dar, so zeigt eine ein-
fache Uberlegung, dafl die r+ 1 komplexen Zahlsysteme 4o, Cef, ... C¢
insgesamt ein abzdhlbares System I konstituieren, welches summierbar ist
und die Mannigfaltigkeit 6 + N= A zum Summenbereich hat.

(Fortsetzung folgt.)
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