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Théoréme général concernant la grandeur relative

des infinis des fonctions et de leurs dérivées.
(Par. M. P. du Bois-;Reymond a Fribourg-en-Brisgau.)

Aux observations sur les types infinitaires des fonctions que j’ai
communiquées dans le second article du mémoire: Sur la grandeur relative
des infinis des fonctions (Annali di Matematica, Tom. IV. pag. 338) jen
ajouterai quelques ~ unes, qui serviront a compléter la théorie de ces
types. De cette théorie résulte finalement un théoréme trés- général
(No. 6) qui établit comment une seule fonction o, vérifiant les relations

T (C))
llmﬁi)——h =

f(z) pour x =oc, supposé que ces dérivées n’aient pas un nombre infini de
maxima et minima.

= oc, régit les infinis de toutes les dérivées de la fonction

1. Enumération des notations et expressions employées
dans ce mémoire.
Conformément au mémoire cité les notations f(z) > ¢(z), filz) OO ¢,(x),
f@ fi@ f@
¥@)’ ¢,(@)’° ¢, (@)
respectivement une limite infinie, finie, zéro, sans savoir égard au signe.
Les fonclions f et ¢ devenant infinies pour « = oo, on dira que f(zx)

f>(x) < ¢, (x) signifient que les rapports

ont pour x= oo

a un infini supérieur, égal, inférieur a celui de ¢ (x), selon que f(z) cL ¢(x).

Et si f et ¢ s’annulent pour & =, on dira encore que le zéro de f est ou
supérieur ou égal, ou bien inférieur a celui de ¢(x) suivant que I'on trouve

>
f(@) oo g ().
<
Enfin, quand pour deux fonctions f(x) et o =wo(x), qui deviennent
infinies a la limite =00, on a o™ > f(x) > o™, la fonction t= - sera
dx

appelé le type infinitaire de f(x), qui, comme nous I'avons démontré, jouit de
la propriété caractéristique:

tf'(x) oo flx).
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Il va sans dire que les notations > < conservent leur valeur quand
une des fonctions séparées par ces signes a une limite finie, et la notation
oV, quand les deux fonctions qu'elle sépare ont une limite finie: Mais alors
il ne pourra plus étre question d’infinis ou de zéros plus grands ou moins
grands.

2. Rapport entre les types des fonctions & limite infinie et & limite zéro.

Si dans le mémoire cité nous ne nous sommes guére occupé que de
fonctions a limite infinie, il est pourtant évident que tous les théorémes sur
les types que nous y avons proposés, sont également applicables aux cas
ou les fonctions séparées par les signes > L < s’annulent pour z = .

Soit en effet #,, ¢, ... la série de tous les types de toutes les
fonctions qui deviennent infinies pour # = oo, il faudra de méme considérer
«+. b, t) comme la série des types de toutes les fonctions qui s’annulent pour
& =oo. Car si o > f(x) > o™, on aura toujours une fonction correspon—

1
dante f, (x) = @)

div

dx
parce que cette derniére égalité, qui peut s’écrire —t@ oV 1 se trans-
f(@)’ f@)’
forme, par un changement de signe et en la multipliant par f(x)? en
tf'(¢)oO f(x). De méme aux fonclions a limite zéro correspondent les fonctions

a limite infinie.

qui satisfait a l'inégalité o= < fi(z) < o™™. Et alors en

posant £ = on a en méme temps ¢f'(x) OO f(x) et tfy(x) cO f (x);

3. Considérations générales sur les infinis des fonctions correspon-
dant & des types donnés.

Entre les valeurs infinitaires (pour x = oc) des types et celles des
fonctions correspondantes il est facile de constater les rapports que voici.

Les types ayant des limites finies ou s’annulant pour & = oo, les fonctions
correspondantes auront toujours des infinis égaux ou supérieurs a celui de
e"”, ou bien des zéros égaux ou inférieurs a celui de e=**, u étant supposé
aussi pelit qu'on voudra.

Pour tout le reste des fonclions les types deviennent infinis. Or les
fonctions ayant des types a limite infinie sont de deux espéces, ce qu’il importe
de distinguer nettement.
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Supposons que les types satisfassent a D'inégalité infinitaire
const. < ¢ < clzlx...l x"
(@) ) "

Si l'on fait:

Zl%z— == w(mllm...lnm”,
—d? .
on trouve en intégrant:
(La)t—*
p=¢ 17H

et pour u=1:
o = eln-l-l(w).
Une fonction f(x) qui satisfait a v™ > f(x) > o™ ou bien & v~™ > flz) >0,
aura donc une limite infinie ou zéro pour w=1, et une limite finie pour

u=>1.
Soit en particulier:

v étant imaginé aussi pelit qu'on voudra, les fonctions correspondantes auront
toujours une limite finie. Car de

on tire

4. Sur la différentiation des inégalités infinitaires.

L’algorithme des inégalités infinitaires admet différentes transformations,
qui en font un instrument commode de calcul. Nous rappelons d’abord la
multiplication et la division des inégalités, et ensuite leur réduction, qui re-
vient a retrancher des deux expressions séparées par un des signes > L <
certaines fonctions superflues. Par exemple, quand on a F(x) oL ¢(x)f(z)+y(x),
ou y(x) < f(z) et ou ¢() est finie, cette égalité s’écrira simplement
F(z) oo f(z). A ces transformations ajoutons la différentiation des inégalités

infinitaires, qui est permise d’aprés le théoréme suivant:
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Théoréme. Lorsque les fonctions continues f(x), @ (x) wont point

_de limite finie différente de zéro, et que ni ces fonctions ni leurs dérivées nont
“un nombre infini de maxima et de minima, on aura toujours:

"(x . "(x

lim f(( )) lim ;’Ewg = lim 'I;"'E-’B%

Démonstration. Soit d’abord f(z) cO ¢(x), et soit ¢ le type de

f(x), il sera nécessairement aussi le type de ¢(x), donc f'(z)cL¢'(z). Soit

en second lieu f(z)>¢(x). En différentiant I'égalité: f(x)cvp(z).y(z),

ou yw(x)>1, on obtient:
(@) oo ¢ (@)y(z)+9 (@) (@).

Si () () > ¢/'(@)y(@), on a évidemment f'(x)> ¢ (@)y(), et f(z)>¢'(x).

Si ¢'()y(z) > ¢(x)y'(x), on trouve encore f'(x) > ¢'(z). Si enfin

¢'(@)y(z) o0 ¢ (x)y'(x), ces deux quantités étant positives, on aura toujours

f' (@) > ¢'(x). Mais si ¢'(z)y(z) est négative, il faut supposer f(z) < 1.

Car alors on pourra faire ¢ =0 "¢, Y =0y, ¢, ¥, et @y, ayant des

infinis inférieurs a celui d’une puissance de o, et il est facile de reconnaitre

= ele. in inf.

que l'inégalité f'(z) > ¢'(x), qui se transforme en 3%0_'M+”’9011//1>3%0_M<p1,

a lieu, parce que les infinis de o', ¢;, vy, restent inférieurs a celui d’une
puissance de o (Théor. 14, 15 du Mém. cité). Si au contraire f(x)cL1, le

théoréme n’a plus lieu, comme par exemple pour 1+%>r0—;;- Pour déter-

miner la valeur de (’;’,Eg , quand %—w(ac) a une limite finie, faisons:
(3 - v 357D

Posons ,E:'g zg:)) x(x), et loggp(z)+c= :f;((;)) x‘(i:) Cette équation

est absurde, si y(«) ne s’évanouit pas a la llmlte, car alors l'intégrale qui forme
le second membre serait convergente pour x = oo, tandis que pour (p(w)zi,

le premier membre serait infini a ;la limite. On a donc y(z) < 1, et

lim f,g % = ip(o0).
C. Q. F. D.

Remarque. La théorie des types est en réciprocité avec la
différentiabilité des inégalités infinitaires. Car en supposant celle-ci dé-
Journal fiir Mathematik Bd. LXXIV. Heft 4. 38
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montrée *), on en conclut facilement le théoréme principal des types. Soit
en effet:

o fi(x) OO f(=),
fit'(x) ayant un infini moindre qu’une puissance de ». En prenant des deux
cotés les logarithmes et en réduisant, il vient

o cO If(x),
et en différentiant % oo F@ Multipliant ensuite par f(x) et divisant
B z ™ f@
par —— on obient:

dx

(@) 00 fla).
dx

5. Sur les fonctions & limite finie.

Remarquons d’abord que limo étant finie, a cause du sens attaché aux
signes > CuU, on ne pourra plus écrire o™ > f(z) > o™. Plutét on aurait
o™ O f(x) oL o™, mais celte formule ne serait d’aucune valeur dans ce cas,
parce quelle ne servirait plus a distinguer les fonctions. Néanmoins
Uégalité tf'(z) oL f(x), ou ce qui est ici la méme chose: ¢f'(z) oL 1, dé-
terminerait encore le type ¢, et resterait propre a distinguer les fonctions. Aussi
le théoréme du no.6 de ce mémoire s’étend-il aux fonctions a limite finie,
comme l'on s’en assurera par la démonstration que nous en donnerons.

Mais pour chaque fonction f{x) a limite finie il en existe bien sirement une

* 8i f(x) et ¢@(z) s'évanouissent pour z = 0, et que f™(z), @™ (z)
soient leurs premitres dérivées qui ne s'annulent pas 3 la limite, on peut aisé-

) ™ (0

ment démontrer la formule l:m;’fs—((% — —g(—m)% au moyen du reste de Lagrange, comme
I'a fait voir Cauchy. Et cette formule sert de base aux formules semblables pour
@ = 0o et pour les rapports de fonctions & limite infinie. Mais quand les dérivées

ne cessent de s'annuler ou de devenir infinies & la limite, on ne pourra plus démon-

(m)
trer de cette maniére lim%:lim (’;(m)g))- Car supposons par exemple que les

dérivées de f(z) et de g(z) s'évanouissent 3 la limite. On pourra écrire
f@ = 2@, 0<i<s,

o [@ _ [
¢(:v) . ¢ (&)
@& _ . ™M@
. @) = I g gy
qu'on ne connait pas la vitesse relative avec laquelle & et & s'approchent de'leur limite.

xm

p@ =p—g™(E), 0<k <o

Or de cette expression on ne pourra pas conclure lim parce



P.du Bois-Reymond, Théoréme général concernant la grandeur relative des infinis. 299

autre o qui lui est caractéristique, parfaitement comme les fonctions » définies
dans le numéro 1 caractérisaient les fonctions f(z) a limite infinie ou zéro. En
effet, la fonction o définie jusqu’a présent par l'inégalité o™ > f(x) > o™, me-
sure la vitesse avec laquelle f(x) s’approche de sa limite nulle ou infinie.
Nommons donc, quand lim f(x) est finie, © la fonction qui mesure la vitesse
avec laquelle f(x) s’approche de sa limite finie. On aura ainsi, pour définir
v, linégalité: )
o™ > f(z)—f(c) > o™
Il s’agit maintenant d’élablir un rapport entre le type ¢ satisfaisant a
tf' () co 1, et le type T vérifiant I'égalité Tf'(x) o0 f(x)—f(c0), ou bien
enire l'un de ces types et la fonction ». En divisant I'une par Iautre les
égalités:
Tf' (x) oo f(@)—f(c0),
' (@) oo 1,
on obtient:

T o0 fl@)—f(o),

et en différentiant

47 .
—— O Fla) o0+
a
ou bien {—— o0 1. Cette égalité infinitaire équivaut a I'équation
Fxi

t
t— = y(@),
w(x) désignant une fonction a limite finie. Quand pour un ¢ donné on voudra
trouver T ou vice versa, on pourra faire yw(x) =1, et par conséquent

> dx

T=t./i:3, t=Te/ 1,

les limites des intégrales étant prises de maniére que T < ¢ Enfin puisqu'on
1 . . .

a T=Wv—, on a aussi la relation cherchée entre ¢ et o.
dr

1
x

Soit par exemple f(z) = e*, on trouve {=x’, donc

“0
dx
T = w’/ o= %
x

38*
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1 1
ce qui est exact, car xz(e*—1) a une limite finie, et de z*f'(z) cL z(e*—1)
1

on tire, en divisant par z, xf'(z) CO e*—1.

Faisant encore f(x) =1+ i , il est facile de voir qu'on a 2’lzf'(z) c0 1,

zf' () cO f(x)—f(c). En introduisant les deux valeurs t=2a'lz, T==

4z

Y . lzH1
dans I’équation tﬁ- =wy(x), on trouve «’'lr et

'z

=14 ;—x =1. Donc y(x)
a la limite 1.

6. Théoreme sur le rapport entre I'infini d’une fonction et les infinis
de toutes ses dérivées.

Ce théoreme distingue les trois cas <z, t >z, tCLT.
1) Pour t<z, on a:

f@)ootf (xz)cot f"(x)oo ete. in inf.
2) Pour t>=z, on a:

[(@) OO (@) OO (@) e OO f" (@) g OO ete. in i,

do “dzt
3) Soit tocox. On pourra mettre f(x) sous la forme x*f,(z) (Théor.
8 et 10 du Mém. cit.), ou f,(x) ou bien

1 a un infini moindre quune
fi@ g
puissance quelconque de x. Il y a ici encore deux cas & distinguer. Si u
west pas un entier, on aura comme pour t<x:

f@)outf' (z)col f'(x)co ete. in inf.
St au contraire w est un entier, en nommant t, le type de f,(x), on a:

f(@)COLf (@) COBf" (®)... OOt fU (@) OOt b, f@HD ()

‘ . .
Y 4 = f(#+'-’) () Ot d”:"‘ f(.“+3)(ag)(\) etc. in inf.
Rt 2
dz dx’

Démonstration. Nous démontrerons d’abord et simultanément les
deux premiéres parties du théoréme, et ensuile la troisieme.

En premier lieu, la différentiation de f’(m)(\)/‘(m){— donne:

[ (@) OOf (@) +— f(@) 4+
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Au lieu de f'(x) écrivons f(a:)—it—' Nous aurons donc:

[ (2) O f(@) 55 — f(®) 4

<
S

D’aprés le théoréme 3. du mémoire cité, selon que ¢ > x, on a lim#'=

Donc pour ¢ < z on trouve
1 4
[(@)3> f(@) &
et par conséquent

£ (@) oof ().

Pour >z on trouve au contraire

[(@) 4> f(@) 5

d’ou l'on tire:

" i
[ (@)= OO f(@).
dr
En second lieu, ¢ étant supposé premiérement <z, la différentiation

de f"(z)cOf(x)t™* donne au moyen du méme raisonnement
£ ”'(m)(\)f(a:).

Pour ¢>x, la différentiation de f"(a:)(\)f(a:) donne:

U t—2t

" (@cof (w) -+ (@)

Au lieu de f'(x) écrivons Tf(a:). A cause de

t' tnl
[@) %< f(@)s
cette égalité se simplifie ainsi:
1 d’t!
" (@) O f(@) g s
d’ou:
" 1
[" (@) g O f(z)
dx’

i

En différentiant troisiemement f"'(z) oL f\ac) on trouve £'f'V(z) oo flx),
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25—1
etc. En différentiant f"'(z)c0f (m)—%t—,—., on trouve d’abord:

d3—1
(@) cof (@)L d L prea
. e 1] 25—
Or p(s) G ef(e) G peuk s nigllgs relatvoment & f(a)-Zo

. : . a’
qui constitue une partie de e de la "V (z)—— d‘t — OO f(x), etc. Et voila
dx?
démontrées les deux premiéres parties du théoreme.

Dans ’hypothese 0L @, il faut que f(x) soit de la forme z“f,(x), ou

fi(x) ou bien sa réciproque a un infini moindre qu’une puissance de =,

1
@
quelque petit que soit son exposant (Théor. 8 et 10 du Mém. cit.). Donc en posant
tfi(x) O fi(x), on aura £ > (précisément parce qu'on ne peut avoir O,
et quon a f,(z)<f(x), Théor. 12 du Mém. cit.).

Nous supposerons d'abord que ux n’est pas un nombre entier. De
zf'(x)ocoz* fi(x) nous tirons:
(@) ooz fi(x)

et en différentiant:
" (@) oo (u 1)z fi (@) + 27" fi(=).
En mettant z“~'#' f,(«) au lieu du second terme du second membre, parce qu’a
cause de f,>x, on a
T fi () <7 fu(w),

nous trouvons f"(z)cL (u—1)a**f,(x), ou bien

@’ " (z) OO f().

Une seconde différentiation donnerait par le méme raisonnement =*f"'(z) oL f(x)
et ainsi de suite.

Supposons maintenant u entier. Alors aprés w—2 différentiations on
obtient

ot~ D (@) 00 f@) o o fi ()
ou bien
e (@)oo fi(z),

et en différentiant de nouveau:

[ (@) o fi(@)+2fi(2);
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on pourra encore négliger zf,(x) (\)i:—ﬁ(a:) relativement a f,(x), ce qui donnera:
1
o (x) ov f).

Maintenant, de f™(z) L fi(x) on tire en différentiant @+ (x) o0 %fl(w),
ou bien
4 [ (@) o0 f().
Nous avons exposé dans la premiére partie de cette démonstration que, a cause de
t, >z, limf; = oo, la différentiation de £+ (z) L %f. (z) donne
2 = [ @) oo f@),

dz

puis il vient:

o [ (@) OO f (),

dz?

elc. de sorte que le théoréme est démontré dans toutes ses parties.

Exemple. Soit, pour donner un exemple,
flx) = alzebe...L .
On aura =, ¢, =xlz, on devra donc trouver:

1 1"
m;)_—lf (a:) oV ele.

dx

f@)ycozf (@) coatloga f () oz

Maintenant de f(z) =«lzlz...l,x on tire en différentiant:

f(z) = lzbz.. et bale.. . lxt - +lx+1
et par conséquent:

fl(@)colzbe. .. L.
En différentiant cette égalité on trouve:

[' (@) O~ babe.. ot e ot
ou bien:

[ (@) ot babe. . b
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En différentiant on trouve encore:
5 1 1 1
f"'(m)(‘\)—?lza:...l,,a:—{—mhw...l,,a:—{—mlw...l,,a:—l—---
ou bien:
f”’(m)(\)%lzmlg,m...l,,w.

Nous avons donc:

f@)cozf (z)cozlogaf' (x)cvztlogzf” (x).

Le théoréeme exige que l'on ait: aﬂogw(\)x-m, ce qui s’ac—
dx
corde en effet trés—bien, puisqu'on a:
o 1 _ a’log’x
d(zlogz)~' = 14logx °®
dx

et que dans I'égalité infinitaire le dénominateur du second membre se réduit
a logz.
Fribourg, octobre 1871.
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