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Ueber einige Abbildungsaufgaben.

Aus einer Mittheilung an Herrn Richelot in Konigsberg.
(Von Herrn H. A. Schwars in Halle.) '

Der Umstand, dass das Verstindniss mehrerer Arbeiten Riemanns
anfanglich nur einem kleinen Leserkreise zuganglich war, findet wohl darin
seine Erklirung, dass Riemann es verschmaht hat, bei der Veroffentlichung
seiner allgemeinen Untersuchungen das Eigenthimliche seiner Betrachtungs—
weise an der vollstiandigen Durchfiihrung specieller Beispiele ausfiihrlich zu
erlautern.

Dies gilt auch von dem in Riemanns Dissertation Art. 21 hergeleiteten
Satze, welcher mir zu Betrachtungen iber Abbildungsaufgaben iiberhaupt den
Anstoss gab, namlich, dass es moglich sei, die Fliache einer einfach zusammen-
hingenden Figur auf die Fliche eines Kreises zusammenhangend und in den
kleinsten Theilen #hnlich abzubilden und zwar nur auf eine Art so, dass dem
Mittelpunkte ein beliebig gegebener innerer Punkt und einem beliebigen Punkte
der Peripherie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung jener Figur
entspricht.

Herr Mertens, mit dem ich im Wmtersemester 1863 — 64 die Vor-
lesungen des Herrn Weierstrass tuber die Theorie der analytischen Functionen
horte, machte gelegentlich mir gegeniber die Bemerkung, es sei doch eigen-
thimlich, dass Riemann von einer Function, welche z. B. die Fliche eines
Kreises auf die Flache eines ebenen geradlinigen Dreiecks conform abbilde,
bereits ‘ die Exlstenz nachgewiesen habe, wihrend die wirkliche Beslimmung
einer solchen Function wegen der in den Ecken liegenden Unstetigkeiten der
Begrenzungslinie die Krifte der Analysis zur Zeit noch zu ibersteigen scheine.

Damals war mir kein specieller Fall einer Flache mit vorgeschriebener
Begrenzung bekannt, fir den die Aufgabe der Abbildung dieser Flache auf
die Flache des Kreises bereits mit Erfolg angegrifféen worden.

Indem ich als nahe liegende Specialisirung die auf die Flache eines
Kreises abzubildende Figur als von geraden Linien begrenzt und speciell als
Quadrat annahm, ‘glaubte ich einen speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe
gefunden zu haben, dessen vollstaindige Losung auch bei dieser Specialisirung
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106 Schwars, iiber einige Abbildungsaufgaben.

wissenschaftlichen Werth hitte und jedenfalls als eine anschauliche Illustration
zum Art. 21 der Riemannschen Dissertation willkommen wire.

Zur Losung dieser und vieler anderer Abbildungsaufgaben fiihrt das
fruchtbare Theorem:

Entspricht bei einer analytischen Function einer stetigen Folge reeller
Werthe des complexen Argumentes eine stetige Folge reeller Werthe der
Function, so entsprechen je zwei conjugirten Werthen des Argumentes con-
jugirte Werthe der :Function. :

In der Ebene der complexen Grosse u sei abgegrenzt ein. einfach zu-
sammenhéngender Bereich U’, dessen Begrenzungslinie ein endliches Stick /
der reellen Axe enthilt.

Eine analytische Function ¢ des complexen Argumentes u, &= f(u),
sei eindeutig definirt mit dem Charakter einer ganzen Function fir alle dem
Innern von U’ angehorenden Werthe von w; d. h. wenn w, einen beliebigen
im Innern von U’ liegenden Werth von - bezeichnet, so ist f(u) fir die in
der Umgebung desselben liegenden Werthe von #-in eine nach ganzen po-
sitiven Potenzen von u—u, fortschreitende Reihe entwickelbar, welche fir
“glle, dem absoluten Betrage mach hinreichend kleinen Werthe von u—w, con-
vergirt. Bei der Anniherung von u an die Begrenzungslinie bleibe der Werth
von ¢ stets endlich und sei fir alle Punkte der Linie / reell; ’w&hrend die
Variable » die Linie { durchlauft, dndere sich der zugehorende reelle Werth
der Function ¢ stetig. :

Dem Gebiete U’ entspricht ein Gebiet U", dessen Punkte zu dau Punkien
von U’ in Bezug auf die reelle Axe s'ymmetrlsch liegen.

Fiir alle Punkte des Bereiches U" werde eine enalylische Funcuon t
‘dadurch -erkldrt, dass in den Bereichen g und U" conjugirten Werthen: von
‘u conjugirte Werthe von # zugeordnet werden. - Denkt man &ﬁnﬂ& beiden
Gebiete U und U" léngs der Stfecke /imit einander verhul\adel,._:go,. enjstaht
ein einfach zusammenhangender Bereich' I'+U". - Fiir.alle dem Invern des-
selben ‘angehtrenden Werthe von u ist der Werth der Grasse ¢ eindguiig de-
finirt und zwar #ar-die im Innern von U" und far die im Innern ven .U lie-
genden Wert/ba"imm @ als analylische Function dieses Argumentes mit; dem
‘Charakter éiner ganven: Function. Beim Usbersihreiten der Linie J;amd lings
derselbeti -andert sich der;:Wierth von ¢ stetig. . Hieraus folgt,: dase: die.fix. don
‘Bereich U" erklarie Fonétion ¢ eine analytische Fortsetzang .der for den Be-
wpoieh U’ erklarten Funclion sist und zwar ma%mmnng-,dewlbcngnbmdh
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Linie / hinaus. Wenn, wie vorausgesetzt werden mag, der Bereich U'4 U"
die Ebene (u) tberall nur einfach bedeckt, kann der Beweis dieser Behauptung
folgendermassen gefiihrt werden.

Nach einem Satze von Cauchy hat, wenn u, einen dem Innern von U’
angehorenden Werth von # bezeichnet das Integral

LONPY

2m u—u,

wenn dasselbe im positiven Sinne iber die Begrenzungslinien des Bereiches U’
oder iber diejenige des Bereiches U" erstreckt wird, im ersten Falle den
Werth f(u,), im zweiten den Werth Null. Bei der Addition dieser beiden
Integrale heben sich die lings der Linie / zweimal und in- enigegengesetztem
Sinne auszufiihrenden Integrationen weg, und es stellt die Gleichung

f(w)
flw) = 2m/ d

wobei das Integral im -positiven Sinne uber d1e Begrenzung des Bereiches
U'+U" zu erstrecken ist, fir alle im Innern dieses Bereiches liegenden Werthe
von u, eine stetige Function dieses Argumentes dar, deren Werthe mit den
Werthen der Function ¢ = f(u) iiberall ibereinstimmen.

Hieraus folgt, dass die so erklarte Function auch fiir alle dem Innern
der Strecke ! angehorenden Werthe von « den Charakter einer ganzen Function
besitzt. :

Es entsprechen also unter den gemachten Voraussetzungen conjugirten
Werthen' des Argumenies conjugirte Werthe der Function oder geometrisch:t
die Abbildung der Ebene () auf die Ebene (£) ist symmetrisch in Bezug auf
die reéllen Axen leider Ebenen; symmemschen Punkten entsprechen sym-
metrlsche “Bilder.

Macht: man anal'ytlscbe Fometzungen der Function {=f(4) symmetrisch
auf beiden Sditen der reellen:Axe der Ebene (u), so gelangt man zu dem
Resuliate, dass singulare Punkte irgend welcher Art entweder einzeln auf der
_reellen ‘Axe .oder paarweise symmetrisch zu beiden Seiten derselben liegen,
Dieser Satz lisst sich sofort. auf den Fall ausdehnen; dass bei der Abbildung
durch ein¢ analytische Function einem Stiicke einer in dem Bereiche des Ar- .
gumentes- liggenden:. oder. einen. Theil der Begrenzung desselben bildenden
.geraden Linie  wieder ein Stick: einer geraden Linie in derjenigen Ebene entr
spricht, deren Punkte dle W(mhe der nnalytwohen Functlon geometnsch dar-.
stellen. - /o ¢ oinity S
14 *



108 Schwars, iber einige Abbildungsaufgaben.

Bei .der speciellen Aufgabe der conformen Abbildung der Flache eines
Quadrates auf die Fliche eines Kreises lag die Vermuthung nahe, dass, wenn
festgesetzt wurde, es solle dem Mittelpunkie des Quadrates der Mittelpunkt des
Kreises entsprechen, die Bilder der vier Geraden, welche Symmetrieaxen des
~ Quadrates sind, ebenfalls gerade Linien sein mochten. Diese Ueberlegung ergab
die Lage der den vier Ecken des Quadrates bei der speciellen Festsetzung ent-
sprechenden auf der Peripherie des Kreises liegenden vier singuliren Punkte.

Nun konnte die Losung der angegebenen Aufgabe dadurch augenschein-
lich vereinfacht werden, dass an die Stelle der Fliche des Kreises die Flache
einer Halbebene gesetzt wurde, welche aus jener durch Verwandlung mittelst
reciproker Radii vectores erhalten werden kann; und zwar liegt die Verein-
fachung, welche hierdurch herbeigefiihrt wird, in dem Umstande, dass nun die
Begrenzungen beider auf einander abzubildenden Bereiche geradlinig sind.

. Nach dem oben angegebenen allgemeinen Gesetze kann demnach die
abbildende Function iiber den Bereich des Innern des Quadrates hinaus, fir wel-
chen sie urspriinglich als erklirt gedacht wird, analytisch fortgesetzt werden.

Wird der Mittelpunkt der Transformation in einem der singuléren Punkte
auf der Peripherie des Kreises angenommen, so ergiebt sich, dass die Punkte
der reellen Axe {t=~o, t=—1, t=0, t=+1 als singulire Punkte ange-
nommen werden konnen, wihrend die auf der positiven Seite der reellen Axe
liegende Halbebene eine conforme Abbildung des Innern des Kreises ist.

Die gestellte Aufgabe verlangt, wenn die Lage eines Punktes im Innern
des gegebenen Quadrates durch die complexe Grosse u bestimmt wird, dass
die Variable ¢ fir alle im Innern des gegebenen Quadrates liegenden Werthe
von # als analytische Function von # mit dem Charakter einer ganzen Function
eindeutig definirt sei, und dass die Werthe von ¢, welche den auf dem Um-
fange des Quadrates liegenden Werthen von # entsprechen, reell sind.

Der Bereich des Argumentes » kann nun nach dem oben angegebenen
Gesetze zunédchst auf das Innere von vier an das gegebene Quadrat anstossen-
den symmetrisch liegenden Quadraten und durch wiederholte Anwendung auf
einen beliebig grossen Bereich der Ebene (u) ausgedehnt werden.

Es ergiebt sich hierbei, dass die Function ¢ auch bei dieser ErWéiterung
des Gebietes ihres Argumentes eine fir alle endlichen Werthe von # eindeutige
und zwar doppelt periodische Function von » sein muss, wahrend das Ver-
haltniss zweier Fundamentalperioden gleich y—1 ist. :

Hiermit ist schon auf die lemniscatischen Functionen hingewiesen. —

/
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Die Begrenzung des Quadrates hat in den vier Ecken desselben sin-
gulire Punkte. Diese Punkte miissen bei der Forderung,.dass die Fliche des
Quadrates in den kleinsten Theilen édhnlich auf die Fliche des Kreises oder
der Halbebene abgebildet werden soll, ausgenommen werden, sonst wirde die
gestellte Aufgabe eine nicht zu erfillende Forderung enthalten.

Jedes in der Nahe einer Ecke desQuadrates liegende Stick der Flache
desselben, ein in der Niahe des Scheitels liegendes Stick der Fliche eines
rechten Winkels, muss durch die abbildende Function auf einen flachen Winkel
abgebildet werden. )

Es entsteht hieraus die Aufgabe, die allgemeinste Function aufzufinden,
durch welche der in der Nahe des Scheitels « =0 liegende Theil der Fliche
eines Winkels oz [¢>>0] in der Ebene u=re?; 0 =9 Zan; 0 <r<m
auf die Ebene = ge”, 0 =y = 7 conform so abgebildet wird, dass inner-
halb der angegebenen Grenzen jedem Punkie u=re” ein stetig mit ihm fort-
riickender Punkt f = ge™ entspricht, wihrend die Werthe

r=0,0=0; ¢9=0,y=0; ¢o=an, y=n
einander entsprechen.

Die einfachste Function, welche eine solche Abbildung vermittelt, ist
1

o=u", und jede andere Function \t, welche eine Abbildung mit den ange-
gebenen Eigenschaften ebenfalls herbeifihrt, besitzt, als Function von o be-
trachtet, nach dem obigen Theoreme fir den Werth » =0 und die in seiner
Umgebung liegenden Werthe von o den Charakier einer ganzen Function.
Ebenso ergiebt sich auch umgekehrt o als eine fir den Werth ¢ =0 und die
in seiner Umgebung liegenden Werthe von ¢ eindeutige Function dieser Grosse
mit dem Charakter einer ganzen Function.

Man erhélt daher folgende analytische Darstellungen:
. 1 :

o=u®; t= Co(1+ap+a0*+-), « s
't(1+b,t+b2t2+-~-), -

Ql -

0=

u=0% u= —(;—;t" (1—|—c,t+c,t’+---).

Die Constante C ist von Null verschieden und positiv; die Coefficienten a, b, ¢
haben sémmilich reelle Werthe; letzteres folgt daraus, dass allen hinreichend
kleinen positiven Werthen von u, beziellich von o wieder, positive Werthe
von ¢ entsprechen sollen.- '
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Bei einer Abbildungsaufgabe ist die Lage und absolute Grosse der
Figur in der Ebene (u), auf welche eine gegebene Figur in der Ebene (i)
abgebildet wird, im Allgemeinen gleichgiltig. Hierdurch werden in die all-
gemeine Losung der Abbildungsaufgabe zwei willkiirliche Constanten eingefiihrt,
welche diese Lage und absolute Grosse bestimmen: Ist » = f(¢) eine Function,
welche die Figur T in der Ebene (¢) auf eine Figur U in der Ebene (u) ab-
bildet, so ist auch u'=C,u+C, eine solche Function, nur liegt die entsprechende
Figur U’ in der Ebene (4') an einer anderen Stelle, ist in einem anderen
Massstabe ausgefihrt und gegen die vorige Lage gedreht. Wenn es nun dar-
auf ankommt, die charakteristischen Eigenschaften der Abbildung einer Figur T
auf eine Figur U auszudricken, so muss eine Abhingigkeit zwischen den
Grossen » und ¢ aufgesucht werden, welche von der besonderen Lage und
der absoluten Grosse der Figur U in der Ebene («) unabhingig ist, d. h. es
ist eine Differentialgleichung aufzustellen, in deren allgemeinem Integrale die
Constanten C, und C, als Integrationsconstanten auftreten.

Es ergiebt sich

du’' du
dad — U odt?
u' du
_l o8 ar- dt - —log t

Diese Function ist also von der besonderen Lage und absoluten Grisse der
Figur U in der Ebene (u) unabhingig.

d i i . p——
Der Uebergang von « zu —:i;:— und = logj—;‘ ist insofern ein wichtiger

Schritt, weil alle diejenigen Werthe von ¢, fiir welche %— gleich Null oder

unendlich, —&log 2 unendlich gross wird, fir die Abbildungsaufgabé als

singulire aufzufassen sind, in denen von einer dhnlichen Abbildung im eigent-
lichen Sinne nicht mehr die Rede sein kann.

In dem eben betrachteten Falle der Abbildung eines Winkels 7 auf
einen Winkel an ist ‘

d 1 du  a—1 dtdt

a8 gr T T Ththite
Diese Function hat also in der Umgebung des Werthes £ =0 deén:‘Charakter
einer gebrochenen rationalen Function. Die Coefﬁciemen d, . haben :sammt-
lich reelle Werthe, und es ist mithin der Werth von *-—log - ik dlejemgeﬂ
reellen Werthe von ¢, fir welche die Reihe convergirt, ebenfalls reell. —
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Handelt es sich darum, die Fliche einer Figur T in der Ebene ()
auf einen von einer einfachen (d. h. durch keinen Punkt mehr als einmal
gehenden) Linie begrenzten, ganz im Endlichen liegenden Bereich U in der

Ebene (u) abzubilden, so ist im Voraus bekannt, dass % fir keinen im Innern
von T liegenden Punkt gleich Null oder unendlich gross werden kann, dass
daher T;zit_l‘)g% fir alle diese Werthe von ¢ den Charakter einer ganzen
Function besitzen muss.

Im vorliegenden Falle sind {=—1, =0, t=+1 die im Endlichen
liegenden singuliren Werthe der Grosse ¢; « ist gleich 4. Die Function

dtlogdt+( 1"‘ + 11)’

welche fiir alle reellen Werthe von ¢ ebenfalls reelle endliche Werthe besitzt,
hat fir alle endlichen Werthe von #, deren imagindrer Theil positiv ist, den
Charakter einer ganzen Function, also hat dieselbe fiir alle endlichen Werthe
von ¢ den Charakter einer ganzen Function. Fir die unendlich grossen Werthe
von ¢ ergiebt sich die Entwickelung

[ i
u—u, = —C'i. ——(1—}—01 +c,-?+--->,

mithin _

d du - 1 ', 1 . |

HTIOgW = _%"t_+d1‘t_s+d2"t_s+"‘s i

. . : d, du . y
also wird die Function ﬁlogw fir alle unendlich grossen Werthe von ¢
. d d . = .

unendlich klein, es ist daher m—log-d—': eine rationale Function von ¢ und

zwar gleich —}(-—F+— —I— ! — ) Hieraus ergiebt sich durch Integration

1
t+i
logd—': = —-'{;log4t(1——t?)+log0’l,

todt
' U = CJ—————~_41(1_t,) .

Man kann sich leicht ﬁberzeugen, dass in der That durch das lemniscatische

Integral’
/ }/4t( —»t

das Innere jeﬂéa',- der.beiden Halbebenen, in ‘welche die Ebene (f) durch die
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reelle Axe getheilt wird, auf das Innere je eines Quadrates mit der Seite

—p?
man von der auf der positiven Seite der reellen Axe der Ebene ¢ liegenden
Halbebene auf die Fliache des in der Ebene (s) liegenden mit dem Radius 1
um den Punkt s = 0O beschriebenen Kreises iiber.

Durch die Functionen

—fVi =T s = sinamu, (k=;/——1)

werden die in der Ebene (s) liegende Fliche des um den Punkt s =0 mit

dem Radius 1 beschriebenen Kreises und die Fliche des in der Ebene ()

liegenden Quadrates mit den Ecken K, Ki, —K, —Ki, wo K—/;“ds =, Zu-
— 8

sammenhéngend und in den kleinsten Theilen dhnlich auf einander abgebildet.
Um diese Abbildung durch eine Zeichnung zu veranschaulichen, habe
ich fir die aus s/ und ;K ganzzahlig zusammengesetzten Werthe von u,
soweit sie fir diesen Zweck in Betracht kommen, die entsprechenden Werthe
von s berechnet*) und danach die folgende Zeichnung entworfen, in welcher
die Figur des Quadrates und die des Kreises um 45° gedreht erscheinen.

/ }/4t(1_ conform s'abgebildet wird. Durch die Substitation s=—tt-§_i., geht

*) Tabelle der Werthe, welche die Function sinamu (k= y—1) fir die aus

m —+ ni :
+oK und 5 Ki ganzzahlig zusammengesetzten Werthe y = ——— + K annimmt, wenn

10
m=n=0, m+n=10.
ol | | | | i
5 0,7071
. +0,70714]
sl ’ 0,5407 | 0,6978 | (,8633
+0,5807i] +0,5336i| 40,5047
3 0,3071 | 0,5366 | 0,6792| 0,8209| 09537
+0,39718|40,394 1§ 40,38154| +0,3525i|-+0,3008¢
2 02627 | 0,3056 | 0,5201| 0,6608| 0,7866| 0,8905| 1,996
40,2675 4-0,2617i|4-0,2571§| 4-0,2455i | +-0,2235i| -0, 18773 | +0, 13675
1 0,1311 ] 02624 03934 0,5228| 0,6481 | 0,7649| 0,8671| 0,9476| 0,099%
+0, 13115] 40,1300 | 0, 12008 40, 1268 | +0, 12024 40, 108%i| 4-0,09038| +-0,0653i{ +-0,0344i
0 0 0,1311 | 0,2621 | 0,3924 | 0,5205 | 0,6436 | 0,7574 | 0,8563 | 0,9335 | 0,9830 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | m
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.

Durch diese Abbildung erhélt der von Abel bewiesene Satz, dass der
(p+a)K
20 11
von quadratischen Gleichungen ergiebt, wenn 2**+1 eine Primzahl, p und ¢ ganze
Zahlen sind, die geometrische Bedeutung, dass die den Punkten im Innern des

(pt+gD K
2’2n+1

geometrische Constructionen, welche nur die Anwendung des Zirkels und
Lineals erfordern, gefunden werden konnen.

Tritt an die Stelle des Quadrates ein Rechteck, dessen Seiten sich wie
2K zu K' verhalien, so wird die Abbildung der Halbebene T auf ein dem vor-
gelegten Rechtecke #hnliches Rechteck vermittelt durch das elliptische Integral

o dt
T VaERaEn

wenn der Modul % aus der Gleichung

= A A+ d+¢9d+¢9-. )
k2 e T St o
Kl
bestimmt wird, in welcher g =¢ X zu setzen ist.

Werth von sin amgf}_—i, iiberhaupt von sinam sich durch Auflosung

Quadrates u = entsprechenden Punkte s im Innern des Kreises durch

Wenn es sich darum handelt, das Innere einer Halbebene T auf das

Innere eines geradlinigen Dreiecks mit den Winkeln an, 37, yn conform ab-

zubilden, so erhalt man durch eine der angegebenen Schlussfolgerung ganz
Journal fiir Mathematik Bd. LXX. Heft 2. 15
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analoge fir die die Abbildung vermittelnde Function die Form
CoutC = [ (t—a)y = (t—b)~ b=y dt.

Hierbei sind die drei reellen Grossen a, b, ¢ iibrigens willkiirlich, wenn
sie nur auf der Begrenzung der Halbebene T in Beziehung auf das Innere
derselben in demselben Sinne auf einander folgen, wie die Winkel on, f3n,
yn des Dreiecks auf dem Umfang desselben in Beziehung auf das Innere.

Mit diesem Resultate war die Form derjenigen Function gefunden, durch
welche die Fliche einer Halbebene auf die einfach zusammenhangende Flache
irgend eines ebenen geradlinig begrenzten Polygons abgebildet wird. Nur
konnen in dem allgemeinen Falle eines n—-Ecks von den n Grossen a, b,
¢, d... nur drei willkirlich gewdahlt werden, die iibrigen z—3 sind durch
die gegebenen Verhiltnisse der Léngen der einzelnen Seiten bestimmt.

Ist das Vieleck ein regulires n-Eck und wird die Fliche der Halb-
ebene durch die Fldche eines Kreises ersetzt, so wird diejenige Abbildung
der Fliche des Kreises auf die Fliche des z—Ecks, bei welcher die Mittel-
punkte beider Figuren einander entsprechen, durch die Function

s ds

U= f——=
0 (4 —gv)n
herbeigefiihrt.

Diese hier angegebenen Resultate habe ich im Frihjahre 1864 im mathe-
matischen Seminar der Berliner Universitdt vorgetragen und bei meiner Pro-
motion der philosophischen Facultat derselben Universitit vorgelegt.

Im August 1866 sind dieselben von Herrn Weierstrass der Berliner
Akademie mitgetheilt worden.

In Beziehung auf die Aufgabe der Abbildung der Fliche eines gerad-
linigen Polygons auf die Fliche eines Kreises hatte ich die Freude, die Unter-
suchungen des Herrn Christoffel iber diesen Gegenstand: Sul problema delle
temperature stazionarie e la rappresentazione di una data superficie, Annali
di Matematica, Tomo I° 1867, den meinigen begegnen zu sehen.

Den Nachweis der Moglichkeit der Constantenbestimmung streng zu
filhren, ist mir fir den Fall » =4 gelungen; fir den allgemeinen Fall ver-
danke ich einen strengen Beweis hierfir einer giligen Mittheilung des Herrn
Weierstrass.

Die angegebene Formel lésst sich leicht auf den Fall ausdehnen, dass
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das geradlinig begrenzie Polygon in seinem Innern Windungspunkte oder den
unendlich fernen Punkt der Ebene enthilt.

So wird z. B. das Innere des Kreises in der Ebene (s) mit dem Mittel-
punkte s =0 und dem Radius 1 durch die Formel

_ Y15t
U = / ]/sj' —ds
auf das Aeussere eines Quadrates conform abgebildet; dem Mittelpunkte s =0
entspricht der unendlich weit entfernte Punkt der Ebene (u).

Hiermit ist zugleich die Warmeaufgabe fiir das Aeussere eines Quadrates
als im Princip gelost zu betrachten. —

Es lag nun der Wunsch nahe, auch fir die Abbildung einer von einer
stelig gekriimmten Linie begrenzten Fliche auf die Fliche eines Kreises ein
einfaches Beispiel zu besitzen, und welche Figur konnte sich hierzu eher dar-
bieten als die Ellipse?

Hier fiihrte die Untersuchung der durch die einfacheren analytischen
Functionen vermittelien Abbildungen auf einem befriedigenden Wege zum Ziel.

Das Innere einer Parabel in der Ebene () mit dem Brennpunkte » =0

und dem Scheitel » =1 wird auf das Innere eines Kreises in der Ebene (s)
mit dem Mittelpunkie s =0 und dem Radius 1 abgebildet durch die Function

s = tg’ %Vu)-
Das Innere einer Ellipse mit den Brennpunkten #=+1 und den Scheiteln
#= +a, +bi wird durch die Function
s = sinam (—2;1 arcsinu)
auf das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte s =0 und dem Radius
abgebildet, wenn der Modul & durch die Gleichungen

_(a—=>bYy a1 A4+ +¢D.. ¢
q—(ﬂ_‘b‘ ) ""4‘/‘1{(1+q)(1+q3)...2

1
vk

bestimmt wird.

Die einfachste krumme Linie ist der Kreis. Bei der Aufgabe, die
Fliche einer von Kreisbogenstrecken begrenzten Figur in der Ebene (u) auf
die Fliache einer Halbebene T abzubilden, fiihrt eine der oben fiir die Abbil-

15 * o
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dung geradlinig begrenzter Polygone angegebenen ganz analoge Schlussfolgerung
zum Ziele.

Wenn die von Kreishogen begrenzte Figur in der Ebene (u) durch
die Function -
i = Cu+C,

Cu—+C,
auf eine Ebene (u') abgebildet wird, so ist die entsprechende Figur in der
Ebene («') ebenfalls von Kreisbogen begrenzt, unter denen sich auch gerad-
linige Strecken befinden konnen.
Um ein fir alle diese Abbildungen, welche aus einander durch Trans-
formation mittelst reciproker Radii vectores abgeleitet werden konnen, zugleich
geliendes Resultat zu erhalten, eliminire man die Constanten C.

Es ist
4 oo B _ 4 4 —
at %% @ T Tar °fTar dt u+C
d’ du' d* du C/
- Lol == _?l 2 2
ar 198 g ar %% ar (Cu+ y /d// Ty M
Bezeichnet man die Function o r/?rul;,f/ .

%log%—%(dt log dt> mit ¥(u, t),
so folgt hieraus, dass ¥ (u, t) = ¥(u, t) ist, dass mithin der Ausdruck ¥ von
den Constanten C unabhéangig ist.

Zwei eine Ecke der Begrenzungslinie der Figur bildende Kreishogen
mogen mit einander den im Innern der Figur liegenden Winkel a7 einschliessen.
Die Constanten C lassen sich so wihlen, dass dieser von zwei Kreishogen-
sirecken gebildeten Ecke in der Ebene (u) eine von zwei geradlinigen Strecken
gebildete Ecke in der Ebene («') entspricht.

Dann hat, wenn dem Eckpunkte der Werth =1, entspricht, die Function

logW fir diein der Umgebung des Werthes f= {, liegenden Werthe von
t nach dem Obigen die Entwickelung

—1
——_‘:——t +d,+ d2(t—to)+ )
in welcher die Coefficienten d reell sind.

Also hat die Function ‘F(u, t)= ¥(u, t) die Entwickelung

1—a’

by g HOH A=)+

in -gelcher die Coefficienten J ebenfalls reell sind.
§
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Enthélt das Kreisbogenpolygon in seinem Innern keinen Windungspunkt,
so hat die Function ¥ (u, ¢) fiir alle im Innern der Halbebene liegenden Werthe
von ¢ den Charakter einer ganzen Function; da sie fiir alle reellen Werthe
von ¢ ebenfalls reelle Werthe hat und den Charakter einer rationalen Function
besitzt, so ist dieselbe eine rationale Function F(¢) von ¢.

Die Aufgabe der Abbildung der Fliche eines von Kreishogen gebildeten
Polygons auf die Fliache einer Halbebene ist also zuriickgefiihrt auf die Losung
einer gewohnlichen Differentialgleichung

F(u,t) = F(2)
und die Bestimmung einer Anzahl Constanten.

Diese Losung lasst sich leicht auch auf den Fall ausdehnen, dass Win-
dungspunkte im Innern des Kreishogenpolygons enthalten sind; es wird die
rationale Function F(¢) in diesem Falle auch fiir complexe Werthe von ¢ un-
endlich gross, und die Anzahl der zu bestimmenden Constanten und der zu
erfilllenden Bedingungsgleichungen wird vergrossert.

Es ist leicht zu zeigen, dass das allgemeine Integral der Differential—-
gleichung ¥ (u, t) = F(¢) sich als Quotient zweier Losungen derselben linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Functionen als Coefficienten
darstellen lisst. Diese Bemerkung verdanke ich einer giitigen Mittheilung des
Herrn Weierstrass.

Ist die abzubildende Figur ein Kreisbogendreieck, so ist die lineare
Differentialgleichung diejenige der hypergeometrischen Reihe, und die Bestim-
mung der Constanten ist ohne Auflosung transcendenter Gleichungen ausfithrbar.

Vermittelst des als Function der oberen Grenze betrachteten Integrals

u—wy = [ (t—a)t (=0 (t—cp~at,
in welchem @, b, ¢ reelle, a, 3, ¥ positive Constanten bezeichnen, welche
der Bedingung a+p3+y =1 geniigen, wird das Innere der beiden Halbebenen
T' und T", in welche die Ebene (£) durch die reelle Axe getheilt wird, auf
das Innere zweier geradlinigen und einander symmetrischen Dreiecke U’ und
U" mit den Winkeln an, 37, yn conform abgebildet.
Die Ebene (¢) moge durch Verwandlung mittelst reciproker Radii

vectores auf die Oberfliche einer Kugel conform so abgebildet werden, dass der
LY
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reellen Axe der Ebene (¢) ein grosster Kreis der Kugel entspricht. Es ent-
sprechen dann symmetrischen Punkten auf beiden Halbkugeln symmetrische
Bilder in den Flichen der beiden ebenen Dreiecke.

Bringt man nun die beiden Dreiecke in eine solche Lage, dass ihre
entsprechenden Ecken zusammenfallen, und denkt sich, dass ihre in der Vor-
stellung von einander verschiedenen und getrennten Flichen die Punkte der
Begrenzungslinie gemeinsam haben und lings derselben eine Falte bildend
zusammenhangen, so erhélt man eine geschlossene einfach zusammenhangende,
ein Dreieck mit den Winkeln an, 7, yn iiberall doppelt bedeckende Fliche U.
Lings der Begrenzung dieses Dreiecks besitzt die Fliche U eine Falte, lings
welcher die beiden Blilter mit einander stetig zusammenhangen. Dieselbe
kann auch aufgefasst werden als Oberfliche eines dreiseitigen Prisma mit un-
endlich kleiner Hohe.

Dieser Fliche entspricht nun eindeutig die ganze Kugelfliche. In allen
Punkten mit Ausnahme der den Ecken entsprechenden ist die Abbildung in
den kleinsten Theilen #hnlich, in diesen Punkten ist die Abbildung eindeutig
und stetig.

Wenn iber den Integrationsweg nichts festgesetzt ist, so ist die Integral-
function # eine unendlich vieldeutige Function der oberen Grenze x, und auch
x ist im Allgemeinen eine unendlich vieldeutige Function von w.

(Ausnahmen treten nur fir folgende Werthsysteme von o (3 y ein:
1 1 1

tid 236 3% 3 EE
. Vergl. Christoffel a. a. 0. pag. 99 und Briot et Bouquet, Théorie des fonctions
-doublement périodiques, pag. 306 u. 308.)

Die verschiedenen Werthe, welche » bei irgendwie angenommenem In-
tegrationswege fiir einen bestimmten Werth von x erlangen kann, lassen sich
stets aus einem dieser Werthe mit Hiilfe der Fliche U geometrisch ableiten,
indem man sich vorstellt, dass dasNetz der Fliache U durch Abwickelung der-
selben unendlich oft auf die Ebene (u) ausgebreitet wird.

Es ergiebt sich auf dieselbe Weise aus der Abbildung der Fliche eines
Kreises auf die Fliche eines geradlinigen n-Ecks die Abbildung der Ober-
fliche einer Kugel auf die beiden Seiten der Flache dieses n-Ecks. -

Die Umkehrung dieser Aufgabe ist ein specieller Fall folgender all-
gemeineren Aufgabe: Die geschlossene einfach zusammenhéingende Ober-
fliche eines von ebenen Fldichen begrenzten Polyeders auf die Oberfliche
einer Kugel eindeutig so abzubilden, dass mit Ausnahme der den Ecken ent-

1
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sprechenden Punkte die Abbildung iiberall in den kleinsten Theilen &#hnlich,
in diesen Punkten aber die Stetigkeit nicht unterbrochen sei.

Unter der Voraussetzung, dass eine Abbildung mit den angegebenen
Eigenschaften iberhaupt moglich ist, gelangt man zu folgender Losung: Die
Oberfliche des Polyeders wickele man auf eine Ebene ab und bezeichne die
complexe Coordinate eines Punktes innerhalb des auf die Ebene ausgebreiteten
Netzes der Polyederoberfliche mit ». Die Oberfliche der Kugel bilde man
direct eindeutig auf eine Ebene {x) ab, so ist zu setzen

du

o, —1

In dieser Formel, welche ich Herrn Weierstrass im Jahre 1866 mitgetheilt
habe, bedeutet @, den einer Ecke des Polyeders entsprechenden Werth von
x, wihrend die Summe der in dieser Ecke zusammenstossenden Kantenwinkel
gleich 20,7 ist und das Product ZI iber alle Ecken des Polyeders zu er-
strecken ist. Die iber alle Ecken des Polyeders erstreckte Summe =(e,—1)
hat den Werth —2, wenn der Werth 2 = co nicht einer Ecke des Polyeders
entspricht, wie aus dem Eulerschen Satze iiber Polyeder folgt.

Die Richtigkeit dieser Formel lasst sich — die Maglichkeit einer
solchen Abbildung immer noch vorausgesetzt — durch die Betrachtung der
Function %log% heweisen, auch léisst sich zeigen, dass die Constanten z,
bis auf drei willkiirliche Constanten einer gebrochenen Substitution ersien
Grades durch die Bedingungen der Aufgabe eindeutig bestimmt sind; es ist
mir indessen bis jetzt nicht gelungen, den strengen Nachweis zu fiihren, dass
es fir jedes vorgegebene Polyeder moglich ist, diese Constanten den Be-
dingungen der Aufgabe geméss wirklich zu bestimmen. In einigen Fillen ist
diese Constantenbestimmung a priori ausfihrbar, z. B. wenn das vorgegebene
Polyeder ein regulires ist.

So wird die Abbildung der Kugeloberfliche auf die Oberfliche eines
Wiirfels vermittelt durch das Integral

= dx )
0 j‘/m
(Vergl. Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1865, p. 150.)
Mit der Abbildung der Oberflichen der reguliren Polyeder auf .die Kugel lasst
sich eine Anzahl analytischer Probleme in Verbindung bringen, unter denen
ich hier folgendes namhaft mache: Alle spharischen Dreiecke zu finden, welche

U =
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durch algebraische Functionen der Coordinaten auf die Fliche eines Kreises
abgebildet werden konnen.

Dass es stets moglich ist, die einfach zusammenhingende Flache, welche
von einer aus Sticken analytischer Curven bestehenden einfachen Linie be-
grenzt ist, auf die Fliche eines Kreises zusammenhangend und in den kleinsten
Theilen dhnlich abzubilden, hat Riemanr mit Zuhiilfenahme des sogenannten
Dirichletschen Principes zu beweisen gesucht.

Da gegen die Zulissighkeit dieses Principes bei einem Existenzbeweise
hinsichtlich der Strenge gegriindele Einwendungen geltend gemacht worden
sind, war es wiinschenswerlh, ein Beweisverfahren zu besitzen, gegen welches
die beziiglich des Dirichletschen Principes geltend gemachten Bedenken nicht
erhoben werden konnten.

Fir den Fall, dass die Begrenzungslinie der abzubildenden Figur in
allen Punkten nach aussen convex ist, habe ich einen solchen Beweis in einer
im November v. J. Herrn Weierstrass iiberreiehten Abhandlung zu fithren
versucht.

Halle a. S., im Februar 1869.
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