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Ueber eine fundamentale Begriundung der
Invariantentheorie.
(Von Herrn Aronhold.)

Schon im Jahre 1851 hatte ich in einer der philosophischen Facultit
zu Konigsberg iiberreichten Abhandlung "die Prinzipien entwickelt, welche die
Grundlage der <hier vorliegenden Invariantentheorie bilden, zu einer Zeit, als
die gegenwirtige Theorie und Terminologie noch gar nicht vorhanden war.
Wiewohl nun seitdem auf diesem Gebiete umfangreiche und schitzbare Unter-
suchungen veroffentlicht worden sind, auch viele Resultate, in deren Besitz
ich mich bereits befand, so ist doch auf eine feste Begrindung der Theorie im
Allgemeinen bisher nicht Riicksicht genommen worden. Nur in speciellen
Fillen sind erschopfende Darstellungen gegeben, wihrend im Allgemeinen
bei einer grossen Mannigfaltigkeit von Methoden zur Bildung von Invarianten
und analogen algebraischen Grossen von einer Definition ausgegangen werden
muss, welche die allgemeine Existenz derselben unbewiesen lidsst. In den
folgenden Entwickelungen gebe ich eine feste Begrindung der Theorie, so
wie die Vereinigung verschiedener scheinbar auseinander gehender Grundge-
setze zu einem organischen Ganzen. Das Prinzip, welches ich hier benutze,
muss nothwendig zu solchen Functionen fiihren, welche durch lineare Sub-
stitutionen unverandert bleiben, und zum Beweise derjenigen Grundeigenschaft,
welche gewdhnlich als Definition dient. Ich glaube aber hervorheben zu
missen, dass die Anwendung desselben Prinzipes ebenso gut diejenigen Func-
tionen liefern muss, welche durch Substitutionen hdéherer Ordnung unverandert
bleiben, doch geht eine Anwendung desselben in dieser Weise iiber die hier
gesteckten Grenzen. In Bezug auf die Terminologie habe ich die von dem
Herrn Sylvester eingefiihrten Benennungen Invariante, Covariante und Dis-
criminante, welche im Laufe der Untersuchung erklirt werden, beibehalten.
Es war mir jedoch nicht moglich, den in' vorhandenen Arbeiten enthaltenen
umfangreichen und sehr zerstreuten Stoff zu ordnen und mit der gegenwirtigen
Darstellung iberall in Zusammenhang zu bringen, was bei einer vollsténdigen
Bearbeitung der Invariantentheorie sehr wiinschenswerth wire. Indessen lege
ich einigen Werth nur darauf, die Theorie im grossen Ganzen auf eine con-
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sequente Weise entwickelt und auf einige wenige Grundprinzipien zuriickge-
fihrt zu haben, so dass der Leser, welcher die ausgezeichneten Untersuchungen
anderer Autoren auf diesem Gebiete, wie der Herren Betti, Boole, Brioschi,
Cayley, Clebsch, Hermite, Hesse, Salmon, Sylvester, efc., oder meine eigenen
Arbeiten in dieser Richtung benutzen will, sich ohne Weiteres zurecht finden wird.

S 1.

Ueber ein allgemeines Transformationsproblem mit linearen Substitutionen.

Eine bekannte, charakteristische Eigenschaft der homogenen Functionen
zweiter Ordnung jeder Anzahl von Variabeln besteht darin, dass sie sich
durch lineare Substitutionen in specielle Formen transformiren lassen, iiber deren
sammtliche Coefficienten von vorne hinein verfiigt worden ist. Diese Eigen—
thiimlichkeit findet, mit Ausnahme der biniren Formen dritter Ordnung, fiir
Functionen hoherer Ordnung nicht mehr Statt. Man iiberzeugt sich hiervon
sehr leicht, wenn man die Anzahl der zur Ausfiihrung der Transformation
aufzustellenden Gleichungen mit der Anzahl der zu bestimmenden Substitutions-
Coefficienten vergleicht. In der That, wenn p die Ordnung der homogenen
Function, » die Anzahl der Variabeln bezeichnet, so ist die Anzahl dieser
Gleichungen, iibereinstimmend mit der Anzahl der Coefficienten:

1) (p) = 2oL CAED)
wihrend die Anzahl der Substitutionscoefficienten #»* betragi, und es ist nur
fir n =2, p=3, (n,p) =", sonst aber

(n, p) > ',
sobald p grosser als 2 ist.

Es geht hieraus hervor, dass die sogenannten canonischen Formen,
sobald man den zweiten Grad iberschritten hat, immer nur die Theorie einer
speciellen Klasse von Functionen liefern konnen, und dass man, um zur Aus-
filhrung aller verschiedenen Transformationen durch lineare Substitutionen zu
gelangen, zunichst die transformirte Form gar nicht specialisiren darf.

In Ricksicht hierauf entsteht daher das folgende Problem:

s seien

(1)

F(xy, @,y ... x,) = Zaaﬁ,,__wf:vf:c,y o
F’(En §2, R §n) = za’:xﬂy §f§f §;I )
swei beliebige und beide ganz allgemeine homogene Functionen der p'*" Ord-
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nung, respective von den n Variabeln x, bis x, und §, bis &,, man soll die
Bedingungen zwischen ihren Coefficienten a,p,. und @,s,.. finden, unter welchen
beide Functionen durch lineare Substitutionen in einander transformirt werden
konnen.“ '

Diese Bedingungen werde ich in der Folge die Transformationsre-
lationen nennen.

Bezeichnet man die Substitutionen durch

1) () - (n) ;
z, = @ S+ Stetay as

(2.) _ . .
T, = m,(.l)§1+m,(.‘2)§2+"‘+w,(.n) §n5
so soll die einzige Beschrinkung, welcher dieselben unterworfen werden,
darin bestehen, dass sie von einander unabhingig sind, d. h. dass ihre De-
terminante

B) r==ta 2. . 2"
nicht verschwindet. Denkt man sich alsdann die Substitution (2.) in die erste
der Functionen (1°.) eingesetzt, und nimmt an, dass dadurch

(4') F(ml?w27"'mn) = EFaﬁy...E‘:gl'zgg;'
entsteht, so erhdlt man zur Ausfiihrung der Transformation die Gleichungen

- . (8)  Fuy. = auy.,
deren Anzahl durch (n,p) unter (1.) gegeben ist.

Die Functionen F,s, . sind in Bezug auf die Coefficienten a,s,  yon
F linear und homogen, und betrachtet man dieselben in den Gleichungen (5.)
als Unbekannte, so ldsst sich leicht zeigen, dass die Determinante dieser
Gleichungen eine Potenz der Determinante der Substitutionscoefficienten ist.
Hieraus folgt, dass diese Determinante nicht verschwinden darf, wenn die
Gleichungen (5.) von einander unabhéingig d. h. wenn die Coefficienten beider
Functionen F und F’ ganz allgemein sein sollen.

Man konnte nun zur Losung des Problemes gelangen, wenn man aus
den Gleichungen (5.) die Substitutionscoefficienten eliminirte, allein man iiber-
zeugt sich leicht davon, dass. diese Elimination zu verwickelt ist, um auf
diesem Wege die Transformationsrelationen ableiten zu konnen. Ich werde
daher die Gleichungen (5.) in der Folge nur als Beweismittel gebrauchen und
nicht allein die Transformationsrelationen aus einer anderen Quelle ableiten,
sondern auch andere Gleichungen zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten
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aufstellen und zwar solche, welche die fiir die Ausfilhrung der Transformation
wichtige Form haben, dass sie siammtlich die Coefficienten jeder Verticalreihe
der Substitution separirt enthalten.

§ 2.
Grundeigenschaften der Transformationsrelationen.

Wenn man die Gleichungen §. 1 (5.) simmilich durch eine derselben
dividirt, so erhdlt man ein System von (=, p)—1 Gleichungen, welche nur
noch die (#’—1) Verhéltnisse der unbekannten Substitutionscoefficienten ent-
halten. Dieses folgt aus dem Umstand, dass die Functionen F,s, homogene
Functionen der p'" Ordnung in Bezug auf erstere sind. Bezeichnet man daher
durch », 4, u, ... constante Indices, so vertreten bei der Elimination der
Substitutionscoefficienten die (n, p)—1 Gleichungen:

Fapy.. apy..
) Foer =
vollstindig die Gleichungen §.1 (5.). Die rechten Seiten der Gleichungen (1.)
enthalten aber nur die Verhélinisse der Grossen ag, . unter sich und die
linken Seiten sind Functionen der Verhiltnisse a,g,... unter sich, weil die
Functionen F,z,  homogen in Bezug auf letztere sind. Erwiégt man daher, dass
jedes Eliminationsresultat aus algebraischen Gleichungen sich unter der Form
R =0

darstellen lasst, wo R eine ganze Function der Constanten ist, so folgt, dass
in Yem vorliegenden Falle R eine ganze Function der Systeme a,g,... und a.g,...
werden muss, welche in Bezug auf jedes System einzeln homogen ist.

Man kann daher die sémmilichen Transformationsrelationen in der Form:

(2) R=PQ’+P10’1+P2012+"'=0

darstellen, wo P, P,, P,, ... Terme bedeuten, welche nur Functionen der
Constanten a,4,., Q', 01, Q2, ... Terme, welche nur Functionen der Con-
stanten @4, sind, und in welchen siammtliche P, P,, P,, ... homogen und
von ein und derselben Ordnung in Bezug auf die Constanten s, . und simmi-
liche Q', Qi, Q,, ... homogen und von ein und derselben Ordnung in Bezug
auf die Constanten ag,  sind.

Man denke sich nun die Gleichung (2.) nach einer der Functionen P
aufgelost, so dass aus (2.) z. B. -

3) P=1
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folgt, wo der Kiirze halber
T = _PIQ;+P30;+"'
OI

gesetzt worden ist, dann bedeutet /7' eine gebrochene rationale Function der
Grossen g, , deren Zéhler und Nenner in Bezug auf letztere von gleicher
Ordnung sind, oder kiirzer ausgedriickt eine homogene rationale Function der
0" Ordnung in Bezug auf diese Grossen, welche die Eigenschaft hat vor den
Substitutionscoefficienten unabhingig zw werden, sobald man fir die Argumente
Gopy... Thre Werthe in Functionern der Substitutionscoefficienten und der Grossen
Qupy... substituirt, denn sie wird alsdann wegen (3.) identisch gleich P, welches
nur noch die Grossen a,g,.. enthdlt. Offenbar lassen sich aus den Trans-
formationsrelationen unendlich viele solcher von den Substitutionscoefficienten
unabhiingigen Functionen II' der a,g,. ableiten, es wird aber die Anzahl der
von einander unabhdngigen eine beschrinkte sein, da sich riickwdirts aus jeder
Function IT' ein Eliminationsresultat (2.) ableiten lisst. Um dieses einzusehen,
bemerke man, dass II', als von den Substitutionscoefficienten unabhéngig, un-
geédndert bleiben muss, wenn man irgend eine specielle Substitution anwendet,
deren Determinante nicht verschwindet, eine solche ist.aber die evidente
Substitution :

=&, TH=E&, ... @m=24§,
in welcher alle Coefficienten in der Diagonale 1, die anderen O sind. Durch
diese Substitution gehen aber alle F,z, = §.1 (5.) in die Coefficienten a,g, .
von F iber. Bezeichnet man daher durch I1 die Function, in welche IT'
durch Substitution der a.g,.. fir die entsprechenden a;ﬂ,,,, ubergeht, so folgt,
dass der constante Werth P in (3.), welchen II' annimmt, gleich II ist,
oder dass
4) II'—IT =0

die entsprechende Transformationsrelation ist. |

Es ist daher unser Problem auf das folgende zuriickgefiihrt:

Die simmitlichen vop Null perschiedenen Functionen der Constanten Uypy...
zu finden, welche von (%z%ﬁ?omcoefﬂcienten unabhdngig sind.

Es ist selbstverstandlich, dass auch die Functionen R (2.) selbst, welche
die linken Seiten der Transformationsrelationen

R =0

darstellen, von den Substitutionscoefficienten unabhéngig sind, weil sie identisch
gleich O werden, aber diese Functionen sind auszuschliessen, weil sie mit jedem
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beliebigen Factor multiplicirt die angegebene Eigenschaft heibehalten, wihrend
andererseits aus (3.) und (4.) folgt, dass man sdmmtliche Transformations-
relationen vermittelst der oben definirten von Null verschiedenen Functionen
IT' darstellen kann.

§ 3.
Grundgleichungen, welchen alle von den Substitutionscoefficienten unabhingigen
Functionen geniigen.

Wenn eine Function verschiedener Grossen von mehreren derselben
unabhingig wird, so besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung,
welche sie erfillen muss, darin, dass ihre ersten partiellen Ableitungen nach
den genannten Grossen verschwinden. Es folgt daher, dass die vorliegenden
Functionen /7' den folgenden »* Bedingungen

damr’
1.) W = 0
geniigen missen, wenn sie von den »* Substitutionscoefficienten " (§. 1 (2.))
unabhingig sein sollen. Nach Ausfihrung der in (1.) angezeigten Diffe-
rentiationen treten die Substitutionscoefficienten sowohl explicite in den
Gleichungen auf, als auch implicite, insofern die Grossen a4, . Functionen
der z{® sind. Ich werde nun zeigen, dass sich die Gleichungen (1.) in
solche verwandeln lassen, welche die Substitutionscoefficienten nicht enthalten.

Da
arr’ dIll'  dap,..
(2) (0) =2 da', a(gj
dmk aaﬁy... da:,l_
ist, so wire hierzu erforderlich die Grossen a;ﬂym in Functionen der Sub-

stitutionscoefficienten wirklich auszudriicken. Diese etwas beschwerliche Rech-
nung lasst sich auf folgende elegante Weise vermeiden.

Man bemerke, dass die Gleichung '

(3.) F(xyoxpy...w) = F'(§,5,...8)

identisch stattfindet, sobald man links statt der Variabeln x, ihre Werthe aus
den Substitutionsgleichungen in Function#n': def" &, und rechts statt der
@ypy.. ihre Werthe in Functionen der Substitutionscoefficienten einsetzt. Diffe-
rentiirt man daher die Gleichung (3.) unter dieser Voraussetzung nach irgend

einem der Substitutionscoefficienten z(”, so erhalt man

dF d(a"2Pa?...) daa:ﬂy...
da® = 2. 'd:;:g)a == dz®

gda..,



Aronhold, iiber eine fundamentale Begrindung der Invariantentheorie. 287

aber es ist
dF dF dx, = dF da, dF dz, dF

L o, 1@ e aa® Ve @ T, o

weil 2 nur in @, vorkommt, daher folgt, wenn man k allmilig die Werthe
1 bis » beilegt:

. dF da‘,ﬂ y
59%‘———2 d(a) §a§2§"'?

dF da.
E —— — afy ... y
(4') e d-'vg = & da:gg) §1 §2 §3 Y

. dF daa
by = T SEE....

Nun ist wegen (3.)

dF' _ dF dz, dF de, dF ds,
&, " o, & Vs, @& Tt am @,

dF (o) dF e 2@
dz, ! -I-d:z:s T +d.'v,. o

multiplicirt man daher die Gleichungen (4.) der Reihe nach mit @{” bis a
und addirt sie, so erhilt man

. daF' da,’,,y,,,_, 0) da:,,,gy.. (o) da,,py 2@ e B 2y
(5') QQE - E(W T dxge) + + d [®) §l §2 S3 009

(0)

woraus man #z’ Gleichungen ableitet, wenn man allmilig fir ¢ und o alle
ganzen Zahlen von 1 bis » setzt. Die Gleichungen (5.) stellen aber identische
Umformungen dar, d. h. man kann aus denselben ebenso viel Relationen ent-
nehmen als sich von einander verschiedene Potenzen und Producte &&'&!...
der p'" Ordnung auf beiden Seiten befinden, indem man die Coefficienten
gleicher Potenzen und Producte auf beiden Seiten der Gleichung einander
gleich setzt. Man kann daher auch stait dieser Potenzen und Producte auf
beiden Seiten der Gleichungen ganz beliebige Grossen setzen. Es sollen

!
nun statt & & & ... die Ableitungen von IT' némlich —J—dn nach den ent-
Qapy...

sprechenden Coefficienten a5, auf beiden Seiten substituirt werden, dann
entsteht, wenn man das Resultat dieser Substitution auf der linken Seite vor-
laufig durch

(6) DI} = &5 b /

L»IU')

quue iy vl g
{ /

./ p /
R 2 fe . R A
it (},L(.LC,’-"»"‘»-- : v/"-l el Co- 1yl A

s
e (\

£
i
\

5
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bezeichnet:

da, da, da, aIr’
"o afy... (0) Qafy.. (0) . QeBy.. (0)
Do (IT') = Z| @~ + 402+t 3@ | Gr—>

oder wegen (2.):

_ain’ @, dl1' (o arl’ (0
(7) Dga(ﬂ’) - d:z:(l") T, d:v;") T, +"'+ d:v,(‘e)_w” .
Man beachte hierbei, dass D, (II') nicht gleich D,,(II") ist.
Die Gleichung (7.) giebt eine wollstindige Umformung der Gleichun-

!

——— =0, so entstehen die Gleichungen

gen (1.), denn setzt man einerseits @
k

8) D, (') =0,

deren Anzahl ebenfalls gleich »* ist, und nimmt man an, dass die Gleichungen (8.)
erfiillt sind, so folgen aus (7.) die Gleichungen (1.) oder es miisste die De-
terminante der Substitutionscoefficienten verschwinden, was gegen die Vor-
aussetzung ist. ,
Die Gleichungen (8.), welche jetzt zur Definition der Functionen I7'
gewonnen sind, werden demnach wegen (6.) auf folgende Weise erhalten:
Man bilde die Differentialquotienten von F' nach den Variabeln
dF - dF i
g, *  dg.’ T dE?

multiplicire sie sdmmtlich mit jeder der Variabeln §, einzeln, substituire in die

so enistehenden n’ homogenen Functionen der p' Ordnung statt der Potenzen
!

und Producte EL81E,... die entsprechenden partiellen Ableitungen

apy..
und setze die Resultate gleich Null. ’

Die Gleichungen (8.) sind daher lineare partielle Differentialgleichungen
der ersten Ordnung und auch linear in ihren Coefficienten, indem jede der-

selben von der Form

!
©9) =T 4,4,.=0
daaﬂy... '
ist, wenn man die Indices ¢y ... und e,/3,7,... auf eine sofort aus der

Definition hervorgehende und spéter noch naher anzugebende Weise passend
wihlt. Die Form (9.) der Gleichungen (1.) zeigt, dass sie, wie verlangt
wurde, von den explicite stehenden Substitutionscoefficienten befreit sind.
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S 4
Ueber die Form der Transformationsrelationen.

Es ist hervorzuhebhen, dass mit der Elimination der Substitutionscoef-
ficienten aus den partiellen Differentialgleichungen auch die explicite stehenden
Coefficienten a,4, . der urspriinglichen homogenen Function F entfernt sind,
indem in den Gleichungen §.3 (9.) nur die Coefficienten a, . von F' vor-
kommen. Dieses fiihrt zu einer merkwiirdigen Form, welche die Transfor—
mationsrelationen annehmen kénnen.

Geht man némlich von einer derselben §.2 (2.)
R:PQ'+P10;+PQO;+:O '
aus und entwickelt, wie dort angegeben, aus derselben eine der Functionen:
= (P g-+P, Lt

nachdem man jedoch in ‘R die Anzahl der Terme auf die geringstmogliche

zuriickgefithrt hat, so dass zwischen den P, P,, P,, ... keine linearen Re-
lationen mehr stattfinden, dann muss nicht allein /7' den Gleichungen

am'

(1') zd’—_ @, B, Yieew T O

Qefy..

Geniige leisten, sondern auch die Coefficienten von P, P,, ... in I1', némlich
! /

%:——, %—, ... einzelp genommen, weil die Grossen P;, P,, ... nur Functio-

nen der a4, sind, und letztere in den partiellen Differentialgleichungen nicht
vorkommen, also als willkiirliche Constanten ihrer Integrale zu betrachten sind.
Bildet man daher die amaloger Functionen

o 0

0’ 0Q°
aus den Coefficienten a,4,.. von F und bezeichnet irgend eine derselben durch
IT (was immer durch Fortlassung des Accentes angedeutet werden soll), so
miissen dieselben nicht allein den Gleichungen

daII a
dauﬂy...‘ B,y

geniigen, sondern es miissen auch, nach dem der Gleichung §.2 (4.) zu Grunde
liegenden Prinzip,

@) = =0

0. 0 _o O 0 _
- o 0o=% oo =Y

Iournn.l fiir Mathematik Bd. LXII. Heft 3. . 37
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Transformationsrelationen sein. Es folgt daher zunéchst, wenn man eine voll-
stindige specielle Transformation eine solche nenni, in welcher genau iiber so
viele Coefficienten der transformirten Form auf eine erlaubte Weise verfiigt
ist, als die Anzahl der Substitutionscoefficienten betrigt:

Theorem I
Wenn man irgend eine vollstindige specielle Transformation einer homo-
genen Function beliebiger Ordnung vermittelst linearer Substitutionen ausfiihren
kann, und mar ordnet die Gleichungen, welche zur Bestimmung der zu er-
mittelnden Coefficienten der transformirten Form dienen, nach den Potenzen
und Producten dieser Coefficienten, so dass Gleichungen vorn der Form

(3') ZQzly... GZG.IG#--- =0
entstehen, in welcher G,, G, ... die zu ermittelnden Coefficienten der trans-
formirten Form, und Q... Functionen der Coefficienten der wursprimglichen

Form bedeuten, so sind die simmtlichen Transformationsrelationen fir jede
andere lineare Transformation derselben Function in dern Gleichungen

(4.) (Q.::l‘u... Q.
Qe Qud ...
enthalten, wofern man die Coefficienten Q... und Q,; , .. éin und derselben
Gleichung (3.) entnimmt und durch Accente die zu denselben analogen Functio-
nen einer beliebigen transformirten Form bezeichnet.

Nach der bisherigen Annahme war p die Ordnung der homogenen
Function, » die Anzahl der Variabeln, also »* die Anzahl der Substitutions-
coefficienten und (»,p) §.1 (1.) die Anzahl der Coefficienten von F. Setzt
man daher die Anzahl der oben eingefiihrten G,, G,, ... = w, so ist

(5) w = (n’p)_ne,
und die Anzahl der Gleichungen (3.) muss, soweit sie von einander unab-
hiangig sind, ebenso gross sein. Wenn man nun nach dem Theorem I. die
Transformationsrelationen (4.) ableitet, so kann die Gesammtzahl derselben
zwar grosser werden, man sieht aber leicht, dass einerseits die Anzahl der
von einander unabhingigen nicht grosser als w sein kann, und dass anderer-

Oxl_u...
Qx,l,,u,...
miissen, welche aus den Coefficienten der Gleichungen (3.) gebildet sind,

widrigenfalls die letzteren von einander abhingig wiren, was gegen die Vor-
aussetzung ist. Aus diesen Entwickelungen geht ferner hervor:

seits auch wirklich @ von einander unabhingige Functionen existiren
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Theorem II

a) -Alle von einander unabhingigen Transformationsrelationen lassen

sich in ihrer einfachsten Gestalt durch Gleichungen von der Form

m—ImT =0 :
darstellen, in welchen IT' eine Function der Constanten a;ﬁym der transformirten
Form allein und II eine Function der Constanten a,g,.. der urspringlichen
Form allein ist, und beide auf analoge Weise aus ihren Argumentern zu-
sammengesetst sind. '

b) Diese Gleichungenr sind, obwohl sie die Coefficientern der urspriing-
lichern und transformirten Form separirt enthalten, demnoch ratioral und zwar
ist jede der Functionen IT' oder IT eine homogene gebrochene Function ihrer Ar-
gumente mit Zihler und Nenner von gleicher Ordnung in Bezug auf dieselben.

. ¢) Die Anzahl der von einander unabhingigen Transformationsrelatio-
nen oder der von einander unabhingigen Functionen I1 oder IT' ist gleich der
Anzahl der Coefficienten der homogenen Function weniger der Anzahl der
Substitutionscoefficienten.

d) Die Functionen IT' oder IT sind vollstindig definirt durch ein System
von n° simultanen partiellen Differentialgleichungen der ersten Ordnung wund
swar fir die Functionen IT durch die Gleichungen :

D,,(IT) = w(,% =0,
in welchen die Potenzen und Producte z*x’z!... der p™** Ordnung symbolisch

durch die entsprechenden # ersetst und statt ¢ und o allmdlig alle Zahlen
afy...

von 1 bis n substituirt werden miissen.
Das Theorem I. wird im Allgemeinen zur Ermittelung der Functionen
IT nicht verwendet werden. Wenn man aber auf eine aus dem Theorem II
hervorgehende Weise zu irgend einem System von Functionen IT gelangt ist,
und man bildet aus den entsprechenden Gleichungen II'—IT =0 die Relationen
Theorem 1. (3.): *
' 20 G.G,G,... = 0,
so haben die Coefficienten Q,;,.. in dieser Form offenbar die Eigenschaft, sich
aus dem System der angegebenmen I7 unter blosser Vermittelung von numeri-
schen Coefficienten zusammensetzen zu lassen. Dieses hat eine andere sehr
wichtige Verwendung der speciellen transformirten Formen zur Folge. Man
kann némlich in Folge dessen entscheiden, ob ein solches System von Functio-
nen I7 von einander abhéngige enthalt oder nicht, und fiir den ersteren Fall
: 37 * o
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die Zusammensetzung der abhdngigen aus den unabhingigen kennen lernen,
es gilt namlich
Theorem IIL

Wenn man ein System von Functionen II in Bezug auf ihre Abhdngig—
keit von einander untersuchen soll, so bilde man aus den entsprechenden Glei-
chungen II'—I1 =0, fir eine passend gewdhlte specielle transformirte Form,
die Relationen:

200 G.G,G,... =0,

deren Coefficienten Q,,,... reine Functionen der angegebenen II sind, und unter-
suche die Abhdngigkeit dieser Gleichungen von einander in Bezug auf die
Constanten G,, G,, G,, .... Findet eine solche nicht statt, so sind auch die
Functioner II von einander unabhingig, sind hingegen die Gleichungen in Bezug
auf die Constanten G,, G,, G,, ... von einander abhingig, so findet man durch
Elimination derselben aus den vorstehenden Gleichungen das Abhdngigkeitsgesets
der Functionen Q). und somit auch der Functionen II von einander.

Mit Hilfe dieser Principien sind die in §.1 (5.) angegebenen Glei-
chungen, welche zur Transformation gewohnlich benutzt werden, iberflissig
gemacht, und es ist die weitere Untersuchung von der Behandlung der partiellen
Differentialgleichungen abhéngig.

§. 5.

Eigenschaften der partiellen Differentialgleichungen.

Um die entwickelten partiellen Differentialgleichungen

dF
D, () = 2,5~ =0

aus ihrer symbolischen Form in die explicite zu ibertragen, ist es zweck-
missig, die Bezeichnung der gegebenen homogenen Function dahin abzu-
'ﬁndern, dass man

F(x,, z,, ... 2] = Zaaﬂy___a:;':cf:cg...,
wo = eine einfache Stmmation iiber alle von einander verschiedenen Glieder
anzeigt, auf folgende Weise:

(1) Floy, @y... @) = 220y, . 2T,02,. .
schreibt, wo == eine mehrfache Summation iiber alle moglichen Zahlenwerthe

1 bis » fiir %, 4, u, ... andeutet. Wenn man beachtet, dass bei dieser Be-
zeichnungsweise durch die Substitution @,a,a,.. fir a,,. . die Gleichung (1.) in

R.) (e tax+Ha,x,) = Ze,qa,...c,58T,. ..
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iibergeht, so folgt ohne Weiteres, dass nach der Ausfiihrung der mehrfachen
Summation die Coefficienten a,,, . die entsprechenden Polynomialcoefficienten
als numerische Factoren enthalten. Man kann auch bei anderen Operationen
die Gleichung (2.) als symbolische Form von (1.) benutzen und ersieht dann
zunichst durch Differentiation derselben nach einer der Variabeln z,, dass
dF
(3) E = p.Z‘Zaah__.wla}#...

wird, wo die mehrfache Summation sich nur iber alle Werthe 1 bis » fiir
A, w ... erstreckt, wihrend der Index o constant bleibt. Multiplicirt man
alsdann die Gleichung (3.) mit x,, und betrachtet ¢ ebenfalls als constanten

Index, so wird

dF
Z, dxg = pzzaal#m T, L3y,
und hierin ist fir «,x;x,... der entsprechende Differentialquotient von 77 zu
aI1

setzen, welcher gleich ist, wenn man der Kiirze halber durch

(9)'#"'>dagl,u...
(oow...) den zugehorigen Polynomialcoefficienten bezeichnet und beachtet,
dass (¢Aw...)a,,.. der vollstindige Coefficient von x,z;x, ... in -F ist. Es

folgt daher
1 daII

— =
(4.) D,,(IT) = p_Z(gl“m) Tag Bt
Ich werde noch
1 ar :
, = IT
(3. (edu...) dag,.. ehjics

schreiben, dann ist das System von partiellen Differentialgleichungen das
folgende: : .

22[111,,... ... = 0, 22”21,4...“1_1,‘... =0, ... 2217"1;;...“11,‘... =0,
(6.) Eznll,u... Du,,. = 07 221721;4...“21#... — 07 e s e zznnlp...azly... = 09

zznll,u...anly... == 0’ 22]722#... anl,u... = 07 £as 22”»1;(...“1:1/4... =0.

Das vorstehende System von simultanen partiellen Differentialgleichungen ist
ein sehr merkwiirdiges, auch wenn man es fir sich allein betrachtet. Es
ist bekannt, dass simultane partielle Differentialgleichungen neben einander
nicht bestehen, wenn nicht gewisse Bedingungen erfiillt sind. Wenn man
namlich von einer der Gleichungen alle particularen Integrale, deren Anzahl
um 1 geringer ist als die Anzahl der Variabeln, ermittelt hat, so muss es
moglich sein, diese Integrale als neue Variabeln in die iibrigen Gleichungen
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einzufiihren und dadurch das System auf ein anderes zuriickzufihren, welches
eine Gleichung weniger und eine Variable weniger hat, und man muss diesen
Process so lange fortsetzen konnen, bis man nur eine Gleichung mit einer
Variabeln mehr ibrig behilt, als die Anzahl der Variabeln des Systemes
weniger der Anzahl der Gleichungen betrigt, so dass dann im giinstigsten
Falle die Anzahl der gemeinschaftlichen particularen Integrale gleich dieser
Differenz wird. Bei einem beliebigen System simultaner partieller Differential-
gleichungen wird die angegebene Reduction der Variabeln nicht zu erreichen
sein. Fir das vorstehende folgt aber aus seinem Zusammenhang mit dem
algebraischen Problem:

1. Dass die Bedingungen der Coexistenz wirklich erfiillt sind und dass also
das angegebene Verfahren anwendbar ist.

2. Dass die grosstmogliche Zahl von Lisungern in demselben erreicht ist,
ndamlich die Anzahl der Variabeln, weniger der Anzahl der Gleichungen,
iibereinstimmend mit der Anzahl w (§.4 (5.)) der Functionen, welche
die Transformationsrelationen bilden.

3. Dass sammiliche particularen Integrale durch rationale Functionen ihrer
Argumente dargestellt werden konren, welche in Bezug auf die letzteren
homogen und von der 0"" Ordnung sind.

Man kann den letzten Umstand an den Gleichungen selbst verificiren.
Bildet man némlich die Summe derjenigen partiellen Differentialgleichungen,
in welchen beide Indices einander gleich sind, so wird

DII(H)+D22(H)+"-+DM(H) = 0.
Es ergiebt sich aber in symbolischer Form:

' daF
D,IT)+Dy,(II)++-+D,,(IT) = EIW‘F-'L'Q ;f +'"+w";TF;a

was nach dem Satz iiber die homogenen Functionen in

dIl

p.F(xy, @y ... T,) =p.2aaﬂy,,,wffv{?m§... =p Zopy..
afy...

d
iibergeht, wenn man noch «f z5a}... = da;]
By

Nun sei I7 in Bezug auf die Grossen a,g,. von der y**' Ordnung, so
folgt nach demselben Satz iiber die homogenen Functionen::

setzt.

(1) p=a — ypIT = Doy () + D (I1) -+ Do (IT),

By daaﬂy...

folglich ist entweder IT=0, oder y =0. Da aber Null als Losung nicht an-
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gesehen werden kann, so bleibt nur y =0 ibrig, d. h. die Functionen /7
sind von der 0" Ordnung.

Wenn man die Gleichungen (6.) als gewdohnliche lineare Gleichungen
behandelt, deren Unbekannte die Grossen I7,,, . sind, so hat man ein System
von #° Gleichungen zwischen (7, p) Unbekannten, welche demnach w=(n,p)—»’
Losungen liefern, also ebenso viel als die Anzahl der Integrale betrdgt. Bezeich-

net man jene Losungen Murch II(SL, Hgi §ens ;}‘;,) und mit M,, M,, ... M,
beliebige constante Multiplicatoren, so kann man als allgemeinste Losung der
linearen Gleichungen

(8) Hgl/;... = Mln(l) +M2H(512;4+"'+Mwn(;2

edu.. ¢
setzen. Es folgt daher:
4. Die Auflosungen der linearen Gleichungen
22[191/1... Asip... = 03
in Besug auf die Grossen I1,,  als Unbekannte, lassen sich in ihrer
allgemeinsten Form durch die partiellen Ableitunger einer mit w will-
kiirlichen constanten Parametern behafteten Function der Grossen a,,...
nach denselben darstellen, dividirt durch die entsprechenden Polynomial-
coefficienten.

Die Anwendung dieses Satzes auf die homogenen Functionen dritter
Ordnung von drei Variabeln hat mich zu den Resultaten meiner Abhandlung
in diesem Journal Bd. 39, pag. 155 gefiihrt..

Da jede der Functionen I7 die Form eines dchten Bruches hat, der durch

: p
=7

bezeichnet werden soll, so wird

Hgl,u... =

szu...O - Oel,u... P
Qﬂ 9
wo P, und Q,,. eine mit IT,,  (5.) analoge Bedeutung haben. Es sind
aber die Gleichungen (6.) in Bezug auf die 17,,, . homogen,' daher kann man
nur die Verhéltnisse der letzteren ermitteln, und demnach mit Fortlassung des
Nenners als Auflosung der Gleichungen
II,,.. = Pu,.Q0— Q.. P - .

schreiben, welche alsdann garze Functionen sind. Betrachtet man die auf
diese Weise definirten Grossen II,,. . als die Coefficienten einer neuen homo-
genen Function der p™* Ordnung, so will ich eine solche die conjugirte Form
sur urspringlichen nennen. Es folgt aus dem Obigen, dass die Anzahl der
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in Bezug auf die Coefficienten von einander unabhingigen conjugirten Formen
w betrigt. Diese conjugirten Formen bilden eine specielle Classe der spiter
zu eniwickelnden zugehorigen Formen, und zeichnen sich vor den iibrigen
durch eine Eigenthiimlichkeit aus, welche aus der Ansicht der Gleichungen (6.)
sofort ersichtlich wird. Letztere bleiben nédmlich unverindert, wenn man die
Grossen 11, . mit den entsprechenden a,;, . vertauscht. Betrachtet man daher
in denselben die Grossen a,;,. als Unbekannte und stellt ihre Losungen in
Functionen der II,;, = dar, so sind dieselben genau dieselben Functionen der
letzteren, welche frither die letzteren von den ersteren waren, daher folgt:
5. Die conjugirten Former haben die Eigenschaft, dass sich die urspring-
liche Form als eine conjugirte zu jeder derselben darstellen ldsst, wenn
man letztere als eine urspriingliche ansieht.
Und
‘6. Es giebt ein ganzes System von (w—1) in Besug auf die Coefficienten
unabhdngigen Formen, welche, der urspringlichen coordinirt und mit ihr
in Bezug auf die Variabeln von derselben Ordnung, die Eigenschaft
haben, dass sie neben der urspringlichen zu jeder conjugirten Form der
letzteren conjugirt sind, und welche man, wenn die unter (8.) angegebenen
“urspriinglich conjugirten bekannt sind, sofort dadurch bilden kann, dass
man die letsteren aus den Coefficienten einer der conjugirten zusam—
mensetst.

Ich habe die Wichtigkeit der conjugirten Formen fiir die homogenen
Functionen dritten Grades von drei Variabeln in meiner Abhandlung (dieses
Journal Bd.55, pag.68) dargethan, anderweitig sind dieselben als selbststéindige
Formen noch gar nicht untersucht, noch viel weniger ist ihre Existenz im
Allgemeinen, welche durch die vorstehenden Entwickelungen klar hervortritt,
irgendwo erwiesen worden. - ‘ ‘

§. 6.

Ueber die Invarianten der homogenen Functionen.

N

Die weilere Entwickelung der Theorie héngt davon ab, dass man die
Zahler und Ngnner der betrachteten Functionen I7 selbststindig definirt. Diese
Zahler und Nenner sind, wie ich jetzt zeigen werde, diejenigen ganzen
Functionen der Coefficienten einer homogenen Function, welche mit dem Namen
Invarianter bezeichnet werden. Zuvor bemerke ich jedoch, dass diese Be-
nennung eigentlich im wahren Sinne des Wortes den Functionen 7 selbst zu-
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kommt, insofern als durch die vorstehende Theorie gezeigt worden ist, dass
die Transformationsrelationen in den Formen ’

7r—11 =0
dargestellt werden, was nichts Anderes aussagt, als dass die Functionen IT die
Eigenschaft haben, absolut unverdndert zu bleiben, wenn man dieselben aus
den Coefficienten irgend einer transformirten Form bildet; es dirfte daher die
Benennung absolute Invarianten, welche ich in der oben citirten Abhandlung
iitber die cubischen Functionen fir dieselben vorgeschlagen habe, zweckmissig
sein, um sie von den vorher definirten Invarianten zu unterscheiden. Die De-
finition der letzteren als Zahler und Nenner der absoluten Invarianten ist aber
viel naturgemisser als die ibliche, weil mit derselben auch ihre Existenz dar-
gethan ist, und es wird nach dem Gange der gegenwirtigen Entwickelungen
die sonst ibliche Definition, welche ihre Existenz nur empirisch voraussetzt,
als eine ihrer Haupteigenschaften erwiesen werden.

Es ist gezeigt worden, dass jede absolute Invariante 77 die Form
P

1) H=x5

hat, worin P und @ ganze homogene Functionen der Coefficienten a5,  von
F sind, welche den partiellen Differentialgleichungen
D, (IT) = 0,
oder wenn man den Werth fir /7 aus (1.) substituirt, den folgenden:
(2.)  QDy(P)—PDy(Q) = 0
Geniige leisten. Sollen Zahler und Nenner von 7 bestimmt definirbare Functionen
sein, so.muss man sie von jedem gemeinschaftlichen Factor befreit denken, denn
mit einem Factor versehen konnen sie jeden beliebigen Werth annehmen. Be-
achtet man nun, dass (2.) eine identische Gleichung ist, ferner dass D,,(P)
und D,,(Q) nach ihrer Definition zugleich mit P und Q ganze Functionen sind
und zwar respective von derselben Ordnung wie P und Q, so folgt, wenn
man zufolge (2.): _
D,,(P D,,
6y 2P _le@_;
setzt, dass nicht allein diese Quotienten ohne Rest aufgehen miissen, sondern
auch dass ihr Werth 4,, von den Argumenten a.p, . der Functionen P und Q
unabhdingig ist. Die Beschrinkung, dass P und Q keinen gemeinschaftlichen

Factor haben, kann in Ansehung solcher Factoren, welche selbst Zihler oder
Journal fiir Mathematik Bd. LXIL Heft 4. 38
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Nenner der ibrigen Functionen 77 sind, aufgehoben werden, denn wenn P,
einen solchen bezeichnet, so folgt aus der Gleichung
Des(PP) _ Deo(P) +DeoCP.)
PP, P’

1

dass mit ""(P) und ——{‘L) zugleich ""( P von den Grossen a,g,. . unab-

héngig wu-d. Im Uebngen ist klar, dass, ‘Wwelche Werthe auch die Grossen
ko, sonst haben mogen, die zur Darstellung von I7 erforderlichen Functionen
P und Q immer aus den Gleichungen (3.) entnommen werden konnen. Aber
die Gleichungen (3.) sind wiederum simultane partielle Differentialgleichungen,
welche. neben einander bestehen sollen, und es lédsst sich nachweisen, dass
die Bedingungen der Coexistenz nur fir ganz bestimmte Werthe der Grissen
hoo erfillt sind. Um diese Werthe auf dem einfachsten Wege zu erhalten,
schlage ich folgendes Verfahren ein. In Folge der Constanz der Grossen 4,
miissen dieselben Werthe auch fiir die zu (3.) analogen Differentialgleichungen:

D,, (P!
(4) —Jp(f)— = lga

gelten, welche aus den Coefficienten a,;, . der transformirten Form gebildet
sind. Diese Gleichungen kann man vermittelst der identischen Gleichung
§. 3 (7.), welche auf die Function P’ angewandt die folgende ist:

, dP' ’ .
5)  DelP) = Sl el ot oo

dz (e)
umformen. Setzt man namlich der Kiirze halber
(6.) L = logP',

so gehen wegen (5.) die Gleichungen (4.) tber in

dL (o) (0) ( ) p
(7‘) dx(") l + 20 + + (9) ’ = A'(uzy
1

dz (t‘)

welche Gleichungen nach einem bekannten Theorem der Determinantentheorie
nebeneinander bestehen und sofort integrirt werden konnen, wenn man

Ay =0
setst, so oft ¢ und o von einander verschieden sind, und ausserdem
Ay =Adp =12 =Ah,.

Alsdann aber zeigen die Gleichungen, dass L nur eine Function der Substi-
tutionscoefficienten ist.
In der That, wenn
®) r=+2"z ... 2"
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die Determinante der Substitution bezeichnet, so gelten bekanntlich die Glei-

chungen:

dr (a)

dr (o)
9.) _—dw(f” T +— 2@ T+t — aat ((,) z? = r oder O,

je nachdem ¢ und o gleich oder verschieden sind, und wenn man der
Kiirze halber

(10.) I = ilogr
schreibt, wo 4 einen beliebigen Zahlenfactor hedeutet, so gehen dieselben in

a . d @ N
(11.) 2 71 220 oL T ... = (e) (" = 1 oder 0
iber; es stimmt aber (11.) mit (7.) iiberein, nachdem man auch in (7.):
A=A == A
12. S ’
(12.) P =0

gesetzt hat, und es ist alsdann: ‘

= I+C.
Man setze jetzt in die letzte Gleichung die Werthe fir L und / aus (6.) und
(10.), so entsteht:

P' = C.r,
wo C von den Substitutionscoefficienten unabhingig ist. Die Beslimmung
von C erfolgt leicht vermittelst der schon in §. 2 angewandten evidenten
Substitution:
=8, T=& ... B=E,

fir welche die Determinante gleich 1 ist, und welche daher die Gleichung

P=2¢C
liefert, also giebt die vorstehende Theorie schliesslich die Gleichung:

(13.) P' =P.r =P (Z+a"z...a")"

Es bleibt noch der Beweis zu fiihren, dass man auf keine andere Weise als
durch die Gleichungen (12.) den Bedingungen der Coexistenz geniigen kann.

Zu diesem Ende entnehme man aus (7.) das System von = Gleichungen,
dL dL ’

dz® ’  dgl’ o da'?
denselben auf, dann erhélt man bekanntlich

welches die Unbekannten enthalt, und lose es nach

dL 4 _dr

dmié’) = T d.’D(l) (’1+ dz (?) €'2+ Ty da (") le"z'
Ebenso aus dem System o:

dL A _ar

dm:g) = ra d (1) b +—a dz (2) ;'a""}' b — o (,,) on ‘ G

38*
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Die Bedingungen der Integrabilitit erfordern, dass die erste nach z.” die

zweite nach =z differentiirt identisch ibereinstimmende Resultate liefern. Es
muss daher

dlogr d dlogr
da” dzl”
B
. d dlogr d dlogr ‘
da® da'®
N\ bttt At f =0
dz{t ’ da” ’

sein, und dieser Gleichung muss durch Werthe fiir 4,, geniigt werden, welche
wegen ihrer Definition (3.) auch von den Substitutionscoefficienten unabhingig
sind. Man iiberzeugt sich nun leicht davon, dass mit Ausnahme der einander
gleichen Coefficienten von 4,, und 4, die 2n—2 tbrigen Coefficienten der

%y in (14.) ganzlich von einander unabhingige Grossen sind, denn die Coef-
dL

ficienten der 4, in T
haupt von einander unf:bhﬁngig, durch die Differentiation derselben nach nur
zwei Constanten w,(f) und z.” entsteht aber eine zu geringe Zahl von zweiten
Unterdeterminanten, um zwischen denselben eine lineare Relation herbeizu-
filhren. Aus diesen Grinden kann die Gleichung (14.) nur erfillt werden,
wenn man 4, =4, und 4, =0 setzt.

Mit Beriicksichtigung dieser Werthe zerfallen die Differentialgleichun-
gen (3.) in zwei Gruppen, je nachdem sie mit gleichen oder ungleichen

Indices gebildet werden, d. h. es ist:
Dy(P)=Dyn(P)="+-= D, (P)=2a.P,
D, (P)=0.

Die Grosse 4 bleibt in diesen Gleichungen vollig unbestimmt; in der That
wird man, da die Anzahl der von einander unabhéngigen Functionen P um 1
grosser sein muss, als die Anzahl der Functionen 17, auch nur noch »*—1
Gleichungen zur Definition gebrauchen konnen, und daher in (15.) von dem
gemeinschaftlichen Werthe AP der Grossen D,,(P) absehen. Will man hin-
gegen iber die Ordnung der Function P verfigen und seizt dieselbe gleich y,
so kann man hier ganz dieselbe Gleichung ableiten, welche in §.5 (7.) ge-
geben ist, namlich

(16.) Dy (P)+Dyu(P)+++-+D,u(P) = pyP.

d . .
und FECN sind als erste Unterdeterminanten iiber-
i

(15.)
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Diese Gleichung geht wegen (15.) in
niP = pyP
iiber und giebt alsdann
17) i = _’;L

Es entspricht also jeder Invariante bestimmten Grades ein durch (17.) be-
stimmtes 4, aber sie werden simmtlich den Gleichungen (15.) ohne das letzte
Glied AP geniigen.

Die Gleichung (13.) in Verbindung mit (16.), ferner die Gleichungen (15.)
geben aber das folgende

Theorem IV.

a) Alle Invarianten haben die Eigenschaft, bis auf einen von den
Substitutionscoefficientern abhdngigen Factor, welcher eine Potenz der Deter-
minante der letzteren ist, unverdndert zu bleiben, wenn man sie aus den Coef-
ficienten einer beliebigen transformirten Form bildet, und zwar ist

oy
£ = P
wenn y die Ordnung der Invariante P, p die Ordnung der homogenen Function
und n die Anzahl ihrer Variabeln bezeichnet.

b) Dieselben Invarianten geniigern dem System vor partiellen simultanen

Differentialgleichungen :
DII(P) ZDQQ(P) =t :'Dnu(P)?
D,(P) = 0,
deren Anzahl n*—1 betrigt, und sind durch dasselbe bestimmt, so dass die
Anzahl der von einander unabhdingigen Losungen desselben mit der Anzahl der von
einander unabhingigen Invarianten dbereinstimmt und gleich (n, p)—n*+1 ist.

Der Theil a) des Theorems ist die iibliche Definition der Invarianten,
dasselbe als Definition zu gebrauchen ist aber nicht statthaft, weil die Existenz
der Invarianten in allen Fillen dabei stillschweigend vorausgesetzt wird. Auch
kann man aus der Form der Gleichungen:

P' = r*.P
nur beweisen, dass die Anzahl derselben nicht grosser sein kann als
w+1 = (n,p)—n*4-1,
indem man nach Aufstellung sdmmtlicher Gleichungen dieser Art fir irgend
eine specielle aber vollstindige Transformation wie in §. 4 Theorem L, die
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Grossen P' durch (»,p)—»’ von einander unabhéingige Constanten G, aus-
driicken und daher nach Elimination von r aus saémmilichen Gleichungen auch
die Grossen G, simmtlich eliminiren konnte, wenn die Anzahl der Invarianten
grosser als w41 wire.

Aus der vorstehenden Theorie folgt aber, dass die verlangte Anzahl
von Invarianten wirklich existirt, da man den « Functionen 77 die Form
ﬂ—, % %‘—’ geben kann, welche alle den gemeinschaftlichen Nenner Q
haben, und die Functionen P, nebst Q alsdann den Bedingungen des Theorems IV.
geniigen. Ich halte es hiernach nicht fir uberflissig, das Theorem noch in
folgender Fassung auszusprechen, welche dem Standpunkt der vorliegenden
Untersuchung mehr angemessen ist.

Theorem V.

Wenn man, um zwei beliebige allgemeine homogene Functionen der
p'e" Ordnung

F(:rl,:c,, &) snd F'(§,8,...8)

durch lineare Substitutioner in einander zu transformiren, die (n, p) Gleichungen :

Faﬂy..-. = a:xﬂy...
bildet, welche nach Einsetzung der Substitution in F, durch Vergleichung mit
den Coefficienten von F' entstehen, und zu denselben noch die Gleichung:

S+2%22 . . a” = r
hinzufigt, in welcher r eine beliebig gegebene Constante bedeutet, so kann man
aus sammtlicken (n, p)+1 Gleichungen durch Elimination der Substitutions—
coefficienten (n, p)+1—n* Relationen swischen den Grossen a,g,.. , a.z, . und
r ableiten, welche simmtlich die Form
P'—¢'P =0

haben, wo P nur eine Function der Grossen a.g,. und P' die analoge Function
der Grissen ap,.. ist, und beide ganze Funclionen ihrer Argumente sind.

§ 7
Ueber die Existenz einer Invariante der homogenen Functionen zweiter Ordnung
und der binéiren Functionen dritter Ordnung.

Es ist bereits im §.1 entwickelt worden, dass die urspriinglichen Trans-
formationsgleichungen -

(1) Faﬁy.. == aaﬁy
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von einander abhdngig werden, wenn die Determinante der Substitutionscoef-
ficienten verschwindet. Giebt man daher den Transformationsproblemen die
Fassung des Theoremes V., fiigt also den Gleichungen (1.) noch die folgende:
2) Z+aaP .. .2” =r
als algebraische Gleichung hinzu, indem man r eine gegebene Constante be-
deuten lasst, so kann der Fall eintreten, dass die Gleichungen (1.) und (2.)
zusammen betrachtet von einander abhingig werden, wihrend das System (1.)
allein es nicht ist.

Die Criterien einer solchen Abhéngigkeit liefert aber das System par-
tieller linearer Differentialgleichungen:

(8) D,(I)=0, D,(I1)=4il,

welches immer aus den Gleichungen (1.) und (2.) abgeleitet werden kann,
wenn sie von einander abhingig sind, und es bleibt in jedem Falle zu unter-
suchen, ob diese Gleichungen eine Losung I7 zulassen oder nicht. In dieser
Lage befinden sich die drei Ausnahmefille der allgemeinen Theorie, welche
~in §.1 erwiahnt sind, nimlich, wenn die gegebene homogene Function ent-
weder eine lineare, oder eine quadratische fiir eine beliebige Anzahl von Ver-
anderlichen, oder endlich eine binére der dritten Ordnung ist.

Was nun zunéichst den ersten Fall anbetrifft, so iberzeugt man sich
leicht durch Aufstellung der Gleichung (3.), dass die alleinige Losung /7=0
ist, dass also eine einzige lineare Function keine Invariante hat, ich gehe also
gleich zum zweiten Falle iiber:

Es sei®

(4.) F(zyy®ay...2,) = Za,,x;
eine gegebene homogene Function der zweiten Ordnung, dann gehen die
Gleichungen (3.) zufolge §.5 (4.) iber in
(6.) 2=2I,a,=ill, ZI,a, = 0,
wo ¢ und o immer constante und von einander verschiedene Indices sind, und

wegen §.5 (5.) - il
(ﬁ) Heg = Ta; [} 00 = 21' daea

ist. Die Anzahl der Gleichungen (5.) ist #°, die der Grossen I1,; gleich "(n;i)s

aber aus dem bekannten Satze, dass die Auflosungen eines Systems von linearen
Gleichungen, welches in Bezug auf die Diagonale symmetrisch ist, wiederum
ein in Bezug auf die Diagonale symmetrisches System bilden, geht hervor,
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dass das folgende aus (5.) entnommene System von n Gleichungen:
i
IIya,+pan+--- +11,.a,, = ?H oder 0,

in welchen # allmilig die Werthe 1 bis » annimmt, nach seiner Auflosung
denselben Werth fiir 77,, giebt, den man durch Auflosung des analogen die

‘Grossen Iy, I1,, ... II,, bestimmenden Systems fir I7,, finden wiirde; da-
her reduciren sich die #° Gleichungen (5.) durch Auflosung nach den Grossen
7,, auf "(";_ 1), und wenn man nach sehr bekannter Weise
d =Z+a,0y...4,,,
(7.) Ay = ;‘Z s dyg=14% ;‘Zﬂ
setzt, so werden diese n(";_ L) Gleichungen:

A I
(8) He“ = —2—7400.

Mit Beriicksichtigung von (6.) und (7.) folgt hieraus
LR
2 4
wenn d totale Differentiation nach den Grossen a,; andeutet, also durch In-
tegration:

dIT = dd,

2
9.) I = 4°.
Es existirt also eine Losung der partiellen Differentialgleichungen (5.), und
sie ist eine beliebige Potenz der Determinante 4, ausserdem ist' erwiesen, dass
es keine andere Losung giebt. Soll 7 rational sein, so muss fiir 4 eine gerade
Zahl genommen werden, und iberdies ist zufolge §. 6 (17.)
A = 2
n
wenn y die Ordnung von I7 andeutet. Der einfachste Fall 4 =2 giebt selbst-
verstindlich y =# und I7 = 4, daher folgt, dass

d = Ziauagg...a,m

die einzige einfache Invariante der quadratischen Formen ist, und dass die
Gleichung

9

10) 4 = .4

das alleinige Eliminationsresultat der Substitutionscoefficienten aus den Glei-
chungen (1.) und (2.) im gegenwirtigen Falle ist.
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Eine dhnliche Behandlung lassen die binaren Formen dritter Ordnung
zu, fiir welche man die Bezeichnung der Function dadurch erleichtern kann, dass
man setzt:

(11.) F(z,, x,) = ayxi+3a, @z, +3a, 2, 5+ as 3.
Die Anzahl der Gleichungen (1.) und (2.) reducirt sich auf fiinf, die Anzahl
der Substitutionscoefficienten auf vier, daher weiss man zum Voraus, dass

mindestens eine Losung existiren muss. Die Differentialgleichungen (3.) gehen
in folgende iiber:

A
I1,a,4-211,0,+ IT,a, = ?H:
(12) ]T(,a1+2H1a2+H,a3 = O, .
. II,a,+21T,0,+ I a, = 09
A
II,0,+4-21La,+ ITa; = g‘H:

wenn man nach §.5 (5.)
L | 4IT dIT dIl

a,> =3 h=dg, h=gg

3
setzt. Lost man zunédchst die Gleichungen (12.) nach diesen Grossen auf, in-

dem man zuerst aus der ersten und zweiten I7,, aus der dritten und vierten
IT; eliminirt und die alsdann sich ergebenden Werthe fir 77, und 17, in die
zweite und dritte substituirt, so erhélt man, wenn der Kiirze halber

a, a a o a, o
A= q B =

day, a

9 C=

a, a, a, a;

gesetzt wird:

A ,2a,C—a,B __ A a,B—2aC A aB—2a,4
H‘l”?”uo-zz* ? ”‘“3’” 4AC—B" ° IL =11 4AC—B* °
& RaA—aB

I =5 I g5
Aber es ist a priori erwiesen, dass diese vier Grossen die partiellen Ablei-
tungen einer Function sind, daher miissen die Zihler derselben, abgesehen
von constanten Factoren, die Ableitungen des Nenners sein, und es folgt in
der That, wenn man

4AC—B = 4
setzt:
A II dd A Il d A IT d4 A Il dd
M=%7d 3=57d0 ~%7@ T=%7d%u

Journal fiir Mathematik Bd.LXII, Heft 4. 39
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wie man sich durch eine nachirdgliche Rechnung iberzeugen kann. Diese

Gleichungen lassen sich in
arr = =2 a4

NS

zusammenfassen und geben )
X (18.) I = 4°

als einzige Losung, welche demnach eine beliebige Potenz von 4 =4AC—B*
“ist. Soll sie rational sein, so muss 4 durch 6 theilbar sein. Zufolge §. 6 (17.)

ist A= 3—7, wenn y die Ordnung von I7 ist, und der einfachste Fall 4 =6,

P
y =4, giebt
4 = 4AC—-PB
als einzige einfachste Invariante und
4 = %4

als alleiniges Eliminationsresultat der Substitutionscoefficienten aus den Gleichun-
gen (1.) und (2.) im vorliegenden Fall.

§. 8.

Verallgemeinerung der Theorie fiir die gleichzeitige Transformation eines Systemes
homogener Functionen.

Die bisher entwickelte Theorie bildet nur den speciellsten Fall einer
viel allgemeineren, an welche sich die Entwicklungen gleich hétten ankniipfen
lassen, wenn nicht der einfacheren Darstellungsweise wegen der eingeschlagene
Weg den Vorzug verdiente. Die Verallgemeinerung ist aber jetzt nothwendig,
um selbst den speciellen Fall weiter durchzufithren. _

»Es seien gegeben die folgenden m homogenen Functionen von belie-
bigen Ordnungen, aber alle von denselben » Variabeln:

F, (zy, 20y ... x,) = Zg;,ﬂ,ma:fwfa:z...,

(1) F2 (wn Ty cee (L‘,,) = z‘g)uﬂy...a’rmfw%'“?

e
Fm(a’n Loy oo wn) = zgasaﬂy...a’l wfwgﬂ
m

ich will dieses System kurz das Functionensystem F nennen, ferner m andere
Functionen der Variabeln &, respective von denselben Ordnungen:
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F1,(§13§27-°'§n) = Eg}pys“ffffla
@) |FGné, . &) = Zg;,p,...ﬁf'gfﬁ

.

Fulbis by ) = Za q84...,

welches System das Functionensystem F' genannt werden soll, sammtliche

Functionen in (1.) und (2.) seien ganz allgemein; man soll die Bedingungen

zwischen ihren Coefficienten finden, unter welchen sich beide Functionensysteme

durch dieselhen linearen Substitutionen in einander transformiren lassen, so

dass jede i'** Function des einen Systemes gleichzeitig in die ¢'* Function des

anderen Systemes iibergeht.” '
Bezeichnet man respective durch

Pis P2y o o Pu
die Ordnungen der einzelnen Functionen und setzt, wie in §.1,

n(n+1)... (n4p—1)
3) p) = ——p5——,

so ist die Anzahl der urspriinglichen Transformationsgleichungen:

4. F, = a,p, .
ik 4.) @ By @ By
gleic

(n, pl)+(nap2)+"'+(”:pm)a

und daher die Anzahl der fraglichen Bedingungen:
(5.) £ = (n,p)+ (0 p)+-+( pa) =2

Diese Zahl ist im Allgemeinen positiv; wenn alle Functionen linear sind und
m < n angenommen wird, ist sie negativ; fir m == wird sie in diesem Falle
gleich Null; ausserdem ist sie nur noch in einem ganz speciellen Falle negativ,
namlich wenn das ganze Functionensystem aus nur zwei Functionen und zwar
einer von der zweiten Ordnung und einer linearen besteht, und in diesem
Falle fiir » =3 wieder gleich Null.

Zu den Bedingungen, welche das Problem verlangt, gehéren schon
die im Vorhergehenden definirten Transformationsrelationen, namlich diejenigen,
welche die Coefficienten je eines Functionenpaares beider Systeme allein ent-
halten, ihre Anzahl betrdgt fir jede Function F;: :

w; = (n, p;)—n".
39 #* .
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Daher bleiben nur noch

Q = 2—((n, p))—n")—((n, po) = 1) — -+ —((n, pn) — 1)
Bedingungen iibrig, welche die Coefficienten von zwei oder mehreren Func-
tionen gemischt enthalten, und welche simultane Transformationsrelationen
genannt werden sollen. Mit Beriicksichtigung von (5.) geht daher die Anzahl
der simultanen Relationen in

6.) £, = m—-1)n?

iiber, doch ist diese Zahl nur die geringste, weil sich diese Relationen mit den
einfachen immer wieder verbinden lassen, und dadurch wieder andere, wenn
auch von einander abhéingige, simultane Relationen geben. Ausserdem ist bei
dieser Bestimmung vorausgesetzt, dass jede Function des Systemes einfache
Transformationsrelationen besitzt, also nach dem Friiheren, dass keine der-
selben linear oder von der zweiten Ordnung ist. Auf analoge Weise kann
man auch die Anzahl derjenigen simultanen Relationen bestimmen, welche nur
die Coefficienten von zwei, drei oder mehreren der gegebenen Functionen
gemischt enthalten.

Die Auflosung des vorliegenden Problemes erfolgt nun in ganz derselben
Weise, wie die des einfachen und es bleiben alle in §. 2 und §. 3 dargestellten
Sitze genau in derselben Fassung giiltig, so dass eine Wiederholung derselben
iberflissig wire. Demzufolge gelangt man zu dem in §.2 entwickelten ana-
logen Probleme:

,Diejenigen Functionen 17’ der Coefficienten des Functionensystemes F' zu
ermitteln, welche von den Substitutionscoefficienten unabhéngig sind.“
Hierzu ist wieder erforderlich, die folgenden »* Bedingungen

arm’

%@ = °
¢

zu erfillen, welche jeizt auf Gleichungen von der Form:

! ]
darr’ d(?)“ﬁ)"-- AT’ d(f})ﬂﬂi’-" dIr ‘(ig)aﬂr
(7.) = o) ot = ™~ =0
da, Byonn dwy da, By... dTy da, By, 0Ty

@ @) (m)
fihren, wiahrend nach §.3 (2.) nur einer dieser Summanden erforderlich war.
Bezeichnet man demnach mit

(8) D..(T'), 9.1(17'), e 90(11')

analoge Ausdriicke fﬁr sammtliche Functlonen des Systemes F', wie in §. 3 (6.)
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D,,(IT") fiir eine derselben war, so erhilt zufolge (7.) auch die umgeformte
Gleichung §.3 (7.), statt eines der unter (8.) gegebenen Ausdriicke mit par-
tiellen Differentialquotienten, die einfache Summe derselben, nédmlich

DQG(II')—l_Dea(II')+'°°+qu(ﬂ')
o (&) (m)

(9.) __amr $(a)+ darr’
da;i") ! da:g")

air (o)
&,

(9)
T, +"'+ (1 .
g)
dz,

Aus der Gleichung (9.) folgt nun, dass zur Definition der Functionen IT' die
partiellen Differentialgleichungen

(10 Doy (T )4 Doy (IT' 4+ + Doy (IT') = 0
1) 2) (m)

an Stelle der friher aus einem Summanden derselben bestehenden eintreten.

Die Gleichungen (10.), welche weder die Substitutionscoefficienten noch
die Coefficienten der urspriinglichen Formen enthalten, geben auch hier den
Satz, dass sammitliche Transformationsrelationen die Form

m—I1ma =90

haben, wo IT' und IT analoge aus den Coefficienten beider Functionensysteme
geformte Ausdriicke sind, von denen jeder nur die Coefficienten eines Systemes
enthdlt und eine rationale gebrochene Function derselben ist.

Es geniigen demnach die Functionen 7 den Differentialgleichungen

11) D, (IT)+D (IT)+--+D,,(IT) = 0
(1) Do ()4 Do ()44 Do, (IT) = 0,

welche aus den Coefficienten des Functionensystemes F gebildet sind.
Aus §.5 (4.) folgt, dass, in expliciter Form geschrieben, wenn man
die Bezeichnung des §.5

F,-(a)l, Loy oen .'D,,) = 22‘(('1),,1","_:17*:1:1:1:# .
13

einfiihrt,
(12) (geo(ﬂ) = pizzgql,u... Aoip...
ist, wo
1 dIT
(1 3-) (Ii)].leu“. - (xlﬂ .. ') d(q)xly."

gesetzt ist, und (»Aw...) den zu %,1,,,,, zugehorigen Polynomialcoefficienten be-
_ r

deutet. Man kann daher die Gleichungen (11.) explicite auf folgende Weise

darstellen:

14) p, =11 SSIT,, 6y, +o At 21, .. =O.
( ) P (l)ely...(galy...+p2 (2)97.;4...(2)1,4...'*" +P (m)gly...(m)ly :
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§. 9.

Ueber simultane Invarianten.

Es sollen, wie in §. 6, diejenigen Functionen I7, aus welchen sich die
Transformationsrelationen eines Functionensystemes in der in §. 8 angegebenen
Weise bilden lassen, absolute simultane Invarianten genannt werden, wenn sie aus
den Coefficienten von zwei oder mehreren Functionen des Systemes zusammen-
gesetzt sind. Die Anzahl sémmtlicher absoluten simultanen Invarianten des
Functionensystemes, welche von einander und von den absoluten einfachen
Invarianten unabhingig sind, bestimmt sich nach §.8 aus der Anzahl der ge-
sammten Coefficienten des Functionensystemes, weniger der Anzahl der Sub-
stitationscoefficienten, wenn man die Anzahl der einfachen absoluten Invarianten
in Abzug gebracht hat, und diese Zahl reducirt sich noch weiter auf eine
iibrigens leicht in jedem Falle ersichtliche Weise, wenn sich lineare oder
quadratische Functionen im Systeme befinden.

Um die Zahler und Nenner von I7 einzeln zu untersuchen, sei

T = 5,

wo P und Q ganze homogene Functionen der Coefficienten des Functionen-
systemes F bedeuten, dann ist zunichst klar, dass die Anzahl der von ein-
ander unabhéngigen P und Q zusammengenommen immer um eine Einheit
grosser ist als die Anzahl der Functionen I7, da man alle Functionen /7
nothigenfalls auf gleiche Benennung bringen kann, und alsdann zu den Zahlern
der absoluten Invarianten nur noch der gemeinschaftliche Nenner hinzutritt.
Es sollen nun diejenigen Zahler und Nenner P oder (, welche aus den Coef-
ficienten von mehr als einer der Functionen des gegebenen Functionensystemes
zusammengesetzt sind, simultane Invarianten genannt werden. Die Anzahl der
von einander und von den einfachen Invarianten unabhéngigen simultanen In-
varianten ist aber immer gleich der Differenz der Gesammtzahl und der Anzahl
der letzteren, und- daher in jedem Falle leichi bestimmbar.

Geht man auf die Entwicklungen des §. 6 zuriick, so folgt hier genau
auf dieselbe Weise wie dort angegeben ist, die Umwandlung der Gleichungen
§. 8 (11.), welche die absoluten Invarianten definiren, in solche, welchen alle
geniigen, namlich

0

(Ige'e(P)'}“gee(P)+"‘+(gee(P)
Dga(P)+££.a(P)+"’+(’lu))gu(P) = 0?

)

AP,
(1.)
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wo ¢ und o von einander verschiedene Indices sind, und 4 wieder eine
constante Zahl ist. Ich werde diese Gleichungen in der Folge

" D, (P) = iP,
Sp.) =0

schreiben, indem ich das Zeichen S als Summirungszeichen gebrauche, wenn

ein und dieselben Operationen fiir alle m Functionen des Functionensystemes F
ausgefithrt und alsdann alle addirt werden sollen.

Nach §. 6 (16.) ist

Du(P)+Dp(P)+++D,(P) = p.7.P,
wenn y die Ordnung von P in Bezug auf die Grossen a.g, . ist; bezeichnet
man daher durch respective
719 Yo - - - Vm

die Ordnungen von P in Bezug auf die Grossen
Aopy...o g)aﬂy...) coee Oupys

o (m)
so folgt

S{D11P+D22P+'”+Dnnp} = (P171+P272+'“+Pm7m)P-
Aber wegen (2.) ist dieselbe Summe gleich »iP, daher folgt
3) =15 il 22 i ol YL

n

was zur Vervollstindigung des Systeines (2.) dient.
Schliesslich ist aus §. 6 noch die Giltigkeit der Gleichung

4.) P'=+P
zu entnehmen, in welcher 4 aus (3.) folgt, und » wie immer die Substitutions-
determinante bedeutet. _
Aus der vorstehenden Theorie folgt, dass die Determinanten linearer
Gleichungen aols die ersten speciellen Fille simultaner Invarianten betrachtet
werden konnen.

In der That, wenn -
F = a,x,+ a, %4+ +a,z,,
) 1) 6V @)
(5.) . : 2 :
F = o,z +tx2++a,z,
[CEO) o) ®)
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ein gegebenes Functionensystem von n linearen Functionen ist, so gehen die

partiellen Differentialgleichungen zur Definition der Invariante in folgende iiber:
dP dP .

SSDQQ ——+8, 70—+ Fa,——=1P,

=4 d“e af day ™ ‘fg)o

(6.) ® @

dP dpP
ZSDQG(P) —(gg daa +(0)o da, + "+(f‘1)9 d—ao =03
&) @ ()
welchen man, wie leicht ersichtlich, geniigt durch
(7.) P =4

wo
d =5 Eia|a2...aﬂ

M @

die Determinante des Systemes (5.) ist. Die Grundeigenschaft dieser Invariante

4 =r.d .
ist alsdann der bekannte Satz von der Multiplication der Determinanten. Dass
fir ein System (5.), in welchem die Anzahl der Variabeln der Anzahl der
Functionen gleich ist, eine und nur eine Invariante existirt; und dass bei
‘einer geringeren Anzahl von linearen Functionen die Gleichungen (6.) keine
andere Losung als P =0 liefern, folgt ohne Weiteres wie in §. 7 aus der
Betrachtung des entsprechenden Transformationsproblemes.

§. 10.
Ueber ein einfaches Bildungsgesetz simultaner Invarianten.

Ich werde in den nichsten Paragraphen die Kenntniss einfacher In-
varianten voraussetzen und zundchst zeigen, wie verschiedene andere zur all-
gemeinen Theorie erforderliche Formen aus denselben abgeleitet werden, und
beginne mit einem einfachen bekannten Geselz zur Bildung simultaner In-
varianten.

Wenn das Functionensystem, dessen simultane Invarianten gesucht wer-
den, aus Functionen ein und derselben p'" Ordnung hesteht, und wenn

Ogy Oy O3,
numerische Factoren bedeuten, vermittelst welcher
(1-) F = o F\+ o, F,+ o3 F;+ -
zusammengesetzt ist, so wird jede aus den Coefficienten von F gebildete ein-
fache Invariante P nach den Potenzen und Producten der ¢, entwickelt werden
konnen, so dass, wenn ¥ die Ordnung von P bedeutet,
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; | y
(2) Pallf‘x-i—a?[*‘,z—}-auf".,-i—..‘ — afPrf—aly 0!2P2+ v
gesetzt werden kann. Da nun

! , US|
Pa,F,’+a,r~',+a,F,’+... = 'Pt:‘F‘-}-a,}FQ—}—uJFs—I—...

ist, so miissen auch die Coefficienten der Potenzen und Producte von ¢,, auf
der rechten Seite von (2.), welche gemischte Functionen der Coefficienten von
F,, F,, ... sind, einzeln den Gleichungen

P, =1.P,
geniigen, und daher simultane Invarianten sein.

Sind die Functionen F,, F,, F;, ... in Bezug auf die Variabeln von
verschiedenen Ordnungen, so kann man dasselbe Princip anwenden, nachdem
man sie vorher durch Potenzirung oder Multiplication mit einander auf die
kleinste gemeinschaftliche Ordnung gebracht hat, da mit F in F' auch F? in
F'? iibergeht. Beachtet man noch, dass (2.) nach dem Taylorschen Lehrsatz
entwickelt werden kann, so folgt hieraus

Theorem VL

Wenn man eine einfache Invariante P, welche aus dern Coefficienten

upy.. einer homogenen Function gebildet ist, nach denselben differentiirt und

statt der Incremente die entsprechenden Coefficienten a,g,.. einer anderen homo-
o)
genen Function derselbigen Ordnung substituirt, so erhdilt man eine simultane

Invariante dieser Functionen und ebenso, wenn man diesen Differentiations—
process Ofter wiederholt und jedesmal die Coefficienten ein und derselben oder
anderer homogenen Functionen derselben Ordnung statt der Incremente sub-
stituirt. Endlich kann mar auch dasselbe Verfahren auf Functionen verschie-
dener Ordnungen anwenden, nachdem man letztere durch Potenzirung oder
Multiplication mit einander auf gleiche Ordnung gebracht hat.

Dieses Theorem, welches ich gleich bei der Entstehung der jetzigen
Invariantentheorie gefunden und (dieses Journal Bd. 39, pg. 150 und.ff.)
benutzt habe, findet in dem folgenden §. insofern Anwendung, als im Functio-
nensystem eine Function als linear vorausgesetzt wird; in diesem Falle kann
man néamlich aus jeder einfachen oder simultanen Invariante, welche das
System ohne diese lineare Function besitzt, ohne Weiteres eine andere ableiten,
welche auch die Coefficienten der linearen enthélt, wenn man erstere nach den
Coefficienten irgend einer der gegebenen Functionen differentiirt und statt der
Incremente die entsprechenden Potenzen und Producte der Coefficientern der
linearen Function substituirt.

Journal fiir Mathematik Bd, LXII. Heft. 4. 40
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§. 11,
Zugehorige Formen. Bestimmung der Substitutionscoefticienten.

Nach den bisherigen Entwickelungen wird man zur Bestimmung der
Coefficienten der transformirten Form bei der Ausfithrung irgend einer spe-
ciellen Transformation die Gleichungen

1.) P' =P

ansetzen, von welchen die Anzahl der von einander unabhéngigen gerade
so gross ist als die Anzahl der zu bestimmenden Grossen einer vollstindigen
Transformation, wenn man zu den letzteren ausser den Coefficienten der trans-
formirten Formen noch die Substitutionsdeterminante hinzurechnet. Die Gleichun-
gen (1.) zeigen iiberdies sogleich, ob die allgemeinen Functionen in vorgelegte
specielle Formen transformirbar sind, d. h. ob die iber einen Theil der
Coefficienten getroffene Verfiigung erlaubt ist. Es ist namlich sofort klar,
dass jede Verfiigung statthaft ist, durch welche keine Invariante verschwindet,
denn geschéhe das Letztere, so miisste, da P nicht verschwindet, wegen der
Form der Gleichungen (1.), die Substitutionsdeterminante r verschwinden,
also eine Abhéngigkeit zwischen den neuen Variabeln eintreten, welche die
Transformation illusorisch macht, wihrend umgekehrt eine eintretende Ab-
hingigkeit der Functionen P’ von einander auf das Verschwinden einer
zusammengesetzten Invariante hinauskommt.

Hat man also aus den Gleichungen (1.) die Coefficienten von der
transformirten Form und die Substitutionsdeterminante bestimmt, so bleibt noch
die Ermittelung der Substitutionscoefficienten ibrig, und ich werde jetzt zeigen,
dass auch zu diesem Zwecke die Benutzung der urspriinglichen Transfor-
mationsgleichungen (§. 1 (2.)) nicht erforderlich ist.

Wenn man nimlich zu der gegebenen Function oder zu dem gegebenen
Fugctionensystem noch eine lineare Function

) U=wztwmst-+tuz,
hinzufiigt und verlangt, dass - dieselbe gleichzeitig mit den gegebenen
Functionen in

3.) U = vé+v,&+-+4v,é,
transformirt wird, so treten zu den urspriinglichen Transformationsgleichungen
noch diejenigen n Gleichungen hinzu, welche durch Einsetzen der Substitution

@A) @ = alE+al b4+,
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in (2.) durch Vergleichung mit (3.) entstehén, némlich

. * *) *)
5.) v = wytx, ut-+x, u,.

Es folgt daher, dass die Anzahl der Gleichungen (1.) noch um » Gleichungen
vermehrt werden muss, welche aus den simultanen Invarianten des gegebenen
Functionensystemes mit der linearen U entspringen. Obwohl man durch Ver-
bindung dieser » Gleichungen mit einander und mit den Gleichungen (1.) die
Anzahl derselben beliebig vervielféiltigen kann, so ist doch klar, dass die An-
zahl der von einander in Bezug auf die Coefficienten von U unabhingigen n
betragen muss, doch bleiben die oft erwihnten beiden Fille ausgeschlossen,
wenn entweder eine homogene Function zweiter Ordnung allein zur Trans-
formation vorgelegt wird, oder ein System linearer Functionen, deren Anzahl
die Anzahl der Variabeln nicht iibersteigt. Man kann in der That in allen
ibrigen Fillen eine beliebige Anzahl dieser simultanen Invarianten vermittelst
des Theoremes VI. §. 10 ableiten und jedenfalls » von einander unabhingige,
wenn man das Theorem auf » von einander unabhéngige Invarianten P an-
gewendet hat.

“Ich werde die auf diese Weise entstehenden simultanen Invarianten durch

B, W, ... P

n

bezeichnen, dann erhéilt man die Gleichungen
(6) ¥ =+.7

welche den Gleichungen (1.) hinzugefiigt werden miissen.

Ehe ich die Anwendung dieser Gleichungen zur Bestimmung der Sub-
stitutionscoefficienten zeige, habe ich zuvorderst zu bemerken, dass die Functio-
nen ¥, als Functionen der Grossen wu, betrachtet, solche homogene ganze
Functionen der letzteren sind, welche Gauss zuerst zugehorige Formen genannt
hat. Betrachtet man namlich die Gleichungen (5.) als ein lineares Substi-
tutionssystem, durch welches Functionen der w, in Functionen der v, trans-
formirt werden, so steht dieses Substitutionssystem zu dem urspriinglichen
(4.) in der Beziehung, welche Gauss eine transponirte Substitution nennt.
Die Transposition eines Substitutionssystemes besteht darin, dass die gleich~
vielten Horizontal - und Verticalreihen mit einander und die Variabeln
der urspriinglichen Formen mit denen der transformirten vertauscht werden. :
In der That sind w, die urspriinglichen, v; die neuen Variabeln der Functio-
nen ¥, und sie stehen in (5.) in umgekehrter Ordnung als «, und & in (4.).

40 *
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Mit Beriicksichtigung der Relation (6.), welche ausfiihrlicher
(7.) (v, vy...v,) = ¥ (4, u,...u,)
lautet, folgt nun, dass simmtliche Functionen #(u,,u,,...u,) durch die trans-
ponirte Substitution in ihre entsprechenden ¥'(v,,v,,...v,) iibergehen, nach-
dem sie mit einer Potenz der Substitutionsdeterminante multiplicirt worden
sind. Dieses ist aber die Grundeigenschaft der zwgehirigen Formen.

Es folgt daher
Theorem VIIL

Wenn eine homogene Function oder ein Functionensystem durch lineare
Substitutionen transformirt wird, so giebt es immer ein System zugehoriger
Formen, welche gleichzeitig aber durch die transponirte Substitution in ikre
entsprechender aus den Coefficienten der transformirten Functionen gebildeten
Formen iibergehen, nachdem sie vorher in eine Potenz der Substitutionsdeter—
minante multiplicirt worden sind. Diese Formen bilden gleichzeitig die simultanen
Invarianten des Functionensystemes mit einer linearen Function, deren Coef-
ficienten ihre Variabeln sind, und werden in Folge dessen erhalten, wenn man
die Invarianten des Systemes nach den Coefficienten a,p,. .. einer der homogenen
Functionen, aus denen sie gebildet ist, differentiirt und statt der Incremente
die entsprechenden Potenzen und Producte der Variabeln substituirt. Ueber-
dies ist die Anzahl der in Bezug oauf die Variabele von einander unab-
héngigen zugehirigen Formen ebenso gross als die Anzahl der Variabeln, und
reducirt sich nur in den beiden Fillen auf eine einzige, wenn sie entweder
zu einer einzelnen homogenen Function der zweiten Ordnung oder zu einem
System von (r—1) linearen Functionen gehort. .

Um zu zeigen, in welcher Weise die zugehorigen Formen zur Restim-
mung der Substitutionscoefficienten fiihren, denke man sich » Gleichungen von
der Form (7.) aufgestellt, und dieselben nach den Grossen v, aufgeldst, so dass

8.) v = X, (ursty...u,)
entsteht, dann miissen durch Substitution der Werthe von v, aus (5.) die
Gleichungen (8.) identisch erfiillt sein, also die folgenden:
(9.) ePu+ 2l ut ot ePu, = Xy(w, s ... u,)
fir jeden Werth der Variabeln #, gelten. Setzt man daher in (9.) allmilig
wm=1, =0, ... u,=0,
=0, u,=1, ... %,=0,

u,;O, uz;O, u,,='1,
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so erhdlt man dadurch sofort die Werthe der Substitutionscoefficienten:

10.) 2 =Xx,1,0,...0), " =X,(0,1,...0), ... «{”=X,0,0,...1),
also durch Auflosung eines Systemes von nur 7z Gleichungen alle »* Sub-
stitutionscoefficienten, was in allen bekannten ausgefiihrten Transformationen
so ausgedriickt wird, dass man die Substitutionscoefficienten einer Zeile von
denen der ibrigen separirt hat.

Es folgt aber auch, weil die linke Seite von (9.) in Bezug auf die
Grossen w, rational und linear ist, das sehr'merkwirdige und inshesondere
fir die Auflosung algebraischer Gleichungen sehr wichtige

Theorem VIIL

Wenn man von den n zugehorigen Formen, welche ein gegebenes
Functionensystem mit einer linearen Function gemein hat, n von einander
unabhdngige auswdhlt und aus diesen die Gleichungen

¥ (v, Uay ... v,) = 1 Fluy, uy, ... u,)
bildet, so sind die Auflosungen derselben nach den Grissemn v, in Bezug auf
die Grissen w, nicht allein rational sondern sogar linear, und die Irrationalitdt
der Auflosung haftet allein an den Coefficienten derselben.

Zur Darstellung der rationalen Auflosungen muss man sich entweder
der durch (10.) ausgedriickten Methode bedienen, oder man muss die Coef-
ficienten der transformirten Formen explicite in die Auflosung substituiren.

Diese wesentlichen Eigenthiimlichkeiten der zugehorigen Formen, welche
ich nirgends bis jetzt publicirt gefunden habe, auf welche sich aber ver-
schiedene elegante Rechnungsresultate von bekannten ausgefihrten Trans-
formationen zuriickfiilhren lassen, will ich an einem elementaren Beispiel
erlautern. Ich wihle hierzu ein bekanntes und moglichst einfaches, némlich
die gleichzeitige Transformation zweier homogenen Functionen zweiter Ord-
nung in andere, welche nur die Quadrate enthalten, und setze auch der
grosseren Kiirze halber nur drei Variable voraus. Sind

(11-) F(x,, 22, ;) = 20, T,T,, F,(x,, @2, "33) =Zb,x,x;
die beiden gegebenen Functionen, so hat man im Ganzen 12—9+4+1=4 In-
varianten zu bilden, und zwar:

(12.) P=Ztayanay, Q=Z10b,bybs;,
als die einfachen jeder der beiden Functionen, und nach §.10 Theorem VL.:

dP d
(13) Pl:z-d_ax;,—b”b 01 =27b%ax1:

als simultane.
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Ebenso sind drei zugehorige Formen nach demselben Theorem:

dP
W(uiugf.%) = 2‘—'—“,”1, Tll (ul 2&”3) = E&u,,ul = 2"(-12‘— u,u; ,
(14.) da,; da,; db,;

E, (uy uyus) = E;T(Lu,u;_.
Nun seien
F'(gn §2, §3) = G1§12+G2§22+ G3§:;29
die transformirten Formen, so folgt, weil 4 =2 ist,
P = G,G,G;,
A5 )»r*.Pl — G,G,+G, G+ G, G,
.0, = G+ G+ G;,
r”.Q =1,
und hiersus r* = —(’7, sowie die cubische Gleichung 4= G*Q— G?Q,+GP,—P=0
zur Bestimmung der drei Coefficienten G,, G,, G; der transformirten Form.
Zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten hat man:
. P = G,Gv+G6, G+ G Gy,
(16.) r’. ¥, = (G4 Gy)vi+ (G, + G v+ (G, + Gy) v3,
P¥, = it
und die Auflosung dieser Gleichungen giebt:
(G, —G,) (G, —Gy)v; = r*(P—G, 7,4+ G} P,
(G,— @) (G, —G)v; = r*(P—G, P+ G P,
(G3—GY) (G—G)v; = P (P—G P, +GT,).
Setzt man der Kiirze halber

(Gl _ Gz) (Gx _ Gs)
pe]

=(6:—G,)(G:\—G,) Q" = 4.,

- wo d,, beildufig bemerkt, gleich ‘—;—lg isi, so wird nach Theorem VIII.:

1
(17.) W= W (u,, uy uy) — G4, (und’frv )+ Gi W, (w5 %y, )
eine homogene Function zweiter Ordnung der Variabeln w., welche ein voll-
stindiges Quadrat ist, worauf bekannilich auch die gewohnliche Behandlungs-
weise des Problemes fiihrt, denn es ist
Plugy s u03) — Gy Py (U %y )+ G Fo(y 5y %3)
die zugehorige Form von F— G, F,, welche in zwei Factoren zerfallt.
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Setzt man nun

(k) ()] (%)
Uy = & Ut Ty Up+T3 U

in (17.) hinein, so folgt nach (10.):
O l/‘:[’(1,0,0)—G;c ¥ 1,0,0)4+6¥,(1,0,0)
- )

1
dy;

) __ 1/11)'(0,1s0)—quj|(07170)+Gl?q;g(O,1’O>
Lo = A 9
(%) w(oa 0,1)—G: ':II'(O,O, D+6i 1pz 0,0,1)
T3 = A 9

was mit den bekannten Resultaten der gewohnlichen Behandlungsweise iiber-

einstimmt.
Ich will nur noch zeigen, wie man hieraus die Wurzeln der Gleichungen

F=Za,z,2,=0, F,=2Z2b,z,2,=0
in schliesslicher Endform angeben kann. Um eine symmetrische Auflosung

zu erhalten ist es in allen Fillen zweckmaéssig, wenn z,, x,, x; die Wurzeln
bedeuten, den Werth einer beliebigen linearen Function

U= wx,t+wo,t+uw,
derselben, oder vielmehr nur einer mit U proportionalen Grisse zu bestimmen,
deren Coefficienten x,, x,, x; alsdann die Verhéltnisse der Wurzeln sind.
Nun ist fiir eine beliebige lineare Function, wie leicht ersichtlich, allemal
) ui§i+ S+ 186 = wa tuxtus s
kann man daher die linke Seite dieser Gleichung aus den transformirten
Formen bestimmen, so ist nur die Uebertragung in die urspriingliche er-
forderlich. In ersterer Form ergiebt sich aber sogleich aus

F' = G,§+ G5+ 6G;5 =0,
Fi= &+ &+ &=0
§1:§2:§3 = ]/GQ_G3:VG3—G1:]/G1_G2,

also ist

v 64+ v.64u:8 = Ul]/Gz—Gs+U2]/Gs—G1+v3]/G1*Gz,
folglich sofort wegen (17.):

—G)W—G6Y¥+6Y
ulml+u2{1’2+u3$3 = 'l/(G’ 3)( ! + 1 2)

(18.) B
. (Ga"'Gl)(qj— Gz q’l_i-G: Ipz) (Gx_Ga)(w_Ga wl+G; qu)
+ l/ 4, +l/ 4, ’
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welche Function, weil sie linear ist, die Werthe von x, : z,: x; liefert, wenn
man respective unter den Wurzelzeichen allmilig u, =1, #, =0, u,=0;
uy =0, uy=1, s=0; 4, =0, v, =0, u3=1 setzt.

Dieses Prinzip gilt allgemein fiir die Auflosung aller Gleichungen, so-
weit sie algebraisch sind.

Indem ich nun wieder zur allgemeinen Theorie zuriickkehre, habe ich
nur noch hervorzuheben, dass fir die zugehorigen Formen, weil sie simultane
Invarianten sind, auch entsprechende Differentialgleichungen existiren, welche
erhalten werden, wenn man den Gleichungen §. 9 (2.) die von den Coef-
ficienten u, herrihrenden D,, hinzufiigt, aber man sieht sofort, dass D,,(¥) in

Bezug auf U genommen gleich #, fi“p

ist, daher sind
N D, (#)+u, 5 d — %,

D, (®)+u, ;“’p ~0

(19.)

die Differentialgleichungen, denen alle zugehorige Formen geniigen miissen,
und es ist wegen §. 9 (3.)

(20) A = p'71+p272+"'+pm7m+(]

n Y

wenn ¢ die Ordnung der zugehorigen Form in Bezug auf ihre Variabeln u;
bedeutet. Ist ¢=p, und iberdies nur eine Function im Functionensystem
gegeben, so wird

. _ P41
(1) i = =,

und ist jene Form nach Theorem VI. §. 10 durch erste Differentiirung einer
einfachen Invariante entstanden, so muss y+41 die Ordnung der letzteren sein,
also folgt, dass in diesem Falle die Werthe fir 4 fir Invariante und zuge-
horige Form iibereinstimmen.

Man kann aus den Gleichungen (19.) sehr leicht beweisen, dass eine
homogene Function zweiter Ordnung eine und nur eine zugehorige Form
besitzt. Wenn man namlich, wie in §. 7, (5.), (6.),

D, (¥) = 2= ¥,a,

schreibt, wo

v aw

P =
dag, ’ ¢

(77—
=4} .
da,,

ou
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ist, so gehen die Gleichungen (19.) in

2 ¥, a,+u, ;’w = i,
(22.) .-
22?’2 aw—}-u,, d =0

iber, und lost man dieselben ebenso wie in §. 7 /7) auf, so folgt

._45”(," = '2'(”1 la+uzdgo+ +u, Jna) d + ‘jgoz’i

oder, wenn
(227) Fi(us tay ... u) = Zdu,u
gesetzt wird,

dw, dilf
4?{/90 = — du,
aber auch o
; d ay
e __l
A¥, = % du, du, +

und da zur Coexistenz der Gleichungen (22.) erforderlich ist, dass beide
Werthe iibereinstimmen, so folgt, dass fiir jeden Werth der ¢ und o

AW, dW 4V, dW

du, du, ~— du, du,

sein muss, also zunéchst
¥Y=1,
welches die bekannte zugehorlge Form ist. Ausserdem ergiebt sich hieraus,
dass % nur noch eine beliebige Potenz von ¥, sein kann.
Der zweite Fall, welcher eine Ausnahme von der allgemeinen Theorie
macht, ist viel einfacher zu iibersehen. Ich habe schon am Ende des §. 9 gezeigt,
dass der einfachste Fall einer simultanen Invariante die gewohnliche Determinante

ist. Nimmt man nun an, dass wie dort (n—l) lineare Functionen gegeben sind :
'F, = a,z,+a, x4+ +a,z,,
0}

(0) ®
(23.) " w % wid

Fn—l = @, T,+ 0 T+ 10 Ty,
(n—1) (-1 (n—1)

und fiigt die lineare Function
U= wa,+wa,+-+u,,
hinzu, so ist die Determinante

4) I'=Z=taa,...0, 4,
Mm@ @D
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eine lineare Function der Variabeln ,, welche schon wegen des Grundprincipes
der Multiplication der Determinante der Bedingung

(R3.) I''=r.I
Geniige leistet, sie ist daher die zugehorige Form des Systemes (23.) und sie
ist die einzige, weil die entsprechenden partiellen Differentialgleichungen fiir
lineare Functionen nur eine einzige Losung zulassen, wie schon friiher er-
ortert ist.

Wenn die Anzahl der linearen Functionen geringer ist als n—1, so
hat das System keine Determinante in Verbindung mit U, und daher auch keine
zugehorige Form, ausserdem ergeben sich leicht Modificationen, wenn eine
Function zweiter oder hoherer Ordnung zu dem linearen System hinzutritt.
Es gilt aber in dieser Beziehung und zur Darstellung der ersten zugehorigen
Formen iiberhaupt ein Theorem, welches in etwas anderer Form bekannt ist,
und in derselben alle anfinglichen Invariantenbestimmungen geliefert hat. Wenn
man némlich beachtet, dass mit

@+t a2, = 4§+ +a,f,
(k) () (%) (%)
gleichzeitig N
(x4t a,2,) = (a4 +a,§,)?
) ® *) ®
wird, und auf beiden Seiten die letzte Gleichung entwickelt, so folgt, dass mit
der symbolischen Gleichung, in welcher a4 f+4y...=p ist,

(26.) aialdl... = a,,.,
‘ ® & & 0
auch die folgende

e 113 17 '
R7) aaa...= ag,.
&) *) *) (k)

stattfindet. Es wird daher jede in Bezug auf die Potenzen und Producte p'
Ordnung der linken Seiten von (26.) und (27.) lineare Gleichung bestehen
bleiben, wenn man fiir dieselben die rechten Seiten substituirt. Es hat aber

I?* = (ZT+a,0,... 0, 16,)"
M@ (1)

die angegebene Eigenschaft, und zufolge (25.) wird

(28.) I = rr.T7,
daher wird durch die symbolischen Substitutionen von (26.) und (27.) die
Gleichung (28.) noch giiltig bleiben, und 7' symbolisch noch eine zugehorige
Form des Functionensystemes (23.) sein, wenn eine der linearen Functionen
durch eine Function F, der p"" Ordnung ersetzt wird.
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Man kann auf dieselbe Weise ausserdem noch jede andere lineare
Function durch eine der p'*" Ordnung ersetzen, und auf diese Weise fort-—
fahren, so dass zuletzt eine zugehorige Form eines Functionensystemes ent-
steht, deren simmtliche Functionen von ein und derselben p"" Ordnung sind.

Setzt man alsdann alle diese Functionen einander gleich, so entsteht
eine zugehorige Form der einen homogenen Function der p'" Ordnung, oder
1'? wird identisch gleich Null, und zwar wird das Letztere jedesmal eintreten,
wenn p ungerade ist, denn jede ungerade Potenz von der Determinante I' ist
eine alternirende Function und verschwindet daher, wenn zwei Systeme ein-
ander gleich sind. Daher folgt:

Theorem IX.

Man erhdlt fir jedes Functionensystem vorn (n—1) Functionen derselben

p'e" Ordnung eine zugehorige Form, wenn man

I* = {Z+a,a,...0,_,u,}"
(ORI

bildet, und statt der Potenzen und Producte a; af al ... der p"" Ordnung die

® () ()
entsprechenden Coefficienten a.p, . substituirt, und es bleibt dieselbe eine zu-
*

gehorige Form auch fir ein System einer geringeren Anzahl von Functionen,

oder auch nur einer, wenn man ebenso viele Potenzen und Producte a; at al...

*) (&) ®
durch die Coefficienten ein und derselben Function ersetst, bis erstere simmitlich

beseitigt sind, wenn nicht durch diese Substitution identisch Null entsteht.
Man kann dieses Theorem auch als einen speciellen Fall der von den
Herren Sylvester und Cayley im grossarligen Massstabe aufgestellten symboli-
schen Invariantenbestimmungen betrachten, und findet aus demselben in der
That die einfachste bekannte Invariante einer homogenen Function geraden

Grades, wenn man nach dem im Theorem angegebenen Verfahren die zuge-

horige Form bildet und statt der Potenzen und Producte uy uf w, ... der p™"

Ordnung die entsprechenden Coefficienten der homogenen Function substituirt.

Ist die Function ungeraden Grades, so entsteht auch hier aus dem angegebenen
Grunde identisch Null.

§. 12.
Von den Covarianten. Bestimmung der inversen Substitution.
Man kann zu jeder zugehorigen Form, dieselbe als urspriinglich he-

trachtet, wieder die zugehorige bilden, dann erhdlt man ein System von
41*
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Functionen, welche in derselben Abhingigkeit zu einander stehen wie die
zugehorigen Formen zu einander, und daher die Eigenschaft haben durch die
transponirte Substitution der transponirten ebenso in ihre entsprechenden iiber-
zugehen, wie jene. Durch Transposition des transponirten Substitutionssystemes
entsteht aber, wie aus der Definition desselben sofort hervorgeht, das urspriing-
liche, wenn man nur wieder die urspriinglichen Variabeln schreibt, daher ist
durch die vorstehende Betrachtung die Existenz eines Functionensystemes dar-
gethan, welches der urspriinglich gegebenen Function respective den Functionen
des urspriinglich gegebenen Functionensystemes coordinirt ist, und mit den-
selben zugleich und durch dieselbe Substitution in die analog gebildeten trans-
formirten Formen iibergeht, d. h. den Gleichungen
1) D'(Ey8,...8) = r.D(z, Ty ... T,)

Geniige leistet, wenn & eine solche Function andeutet. Wegen dieser Eigen-
schaft werden die Functionen @& Covarianter genannt.

Aus der eben angegebenen Bildungsweise der Covarianten geht ohne
Weiteres hervor, dass im Allgemeinen immer n in Bezug auf die Variabeln von
einander unabhdingige existiren miissen, zu dener jedoch schon die gegebene
Function F, respective das gegebene Functionensystem selbst gehort. Man kann
sie aber auch selbststindig definiren. In der That denkt man sich zu den
Gleichungen des Theoremes V. §. 6

F.g,. = a,
@) @ By b By
2
Zimil)wg)...x,(,") =7

noch die Substitutionsgleichungen
3) @ = &+ Gt tals,

hinzugefiigt und verlangt, dass aus den Gleichungen (2.) und (3.) die sdmmit-
lichen Substitutionscoefficienter eliminirt werden, so muss man die Gleichun—
gen (1.) erhalten, und wegen des Hinzutretens von n Gleichungen (3.) auch in
derselbern Anzahl.

Sowohl aus dieser Fassung, wie tiberhaupt leuchtet ein, dass man auch
sammtliche Relationen dieses Eliminationsproblemes in Form von Covarianten
darstellen kann, da man einerseits durch Verbindung von Covarianten mit
Invarianten neue Covarianten erhilt, andererseits aus der grossen Zahl zuge-
horiger Formen auf dem angedeuteten Wege die Anzahl der Covarianten
beliebig vervielfaltigen kann.
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Aus den Gleichungen (2.) und (3.) kann man sehr leicht den friiheren
analoge partielle Differentialgleichungen aufstellen, welchen alle Covarianten
geniigen. Es ist namlich nach §. 3 (7.) fir eine Function:

aq’ (u) dd’ (o
da? 2 et

i (0
qu(‘i’): l)+d(9)

und ebenso nach §.8 (9.) fir ein Functlonensystem:

' b O e

SDQO((I, = dz (0) &y + dz ((') o + dx (e') :

Es wird aber, wenn man die Gleichung (1.) nach z'® differentiirt:
! o’ d& ., dr _AD dr

(5) dx;c“) o dEn dx,gé’) =12 da;lfe) b= r dm](ce) 9

indem man beriicksichtigen muss, dass jetzt wegen (3.) die Substitutionscoef-
ficienten auch in den Grossen §, enthalten sind.
Bildet man aus (5.) die rechte Seite von (4.), so folgt hieraus:

o ’

Spu@)+2 % ™ = 5Tl
und die rechte Seite dieser Gleichung ist, wie bekannt oder wegen §.6 (9.) gleich
0, wenn ¢ und o verschieden sind, oder gleich -l:‘ﬂ'r = Ad', wenn sie gleich
sind; es bleibt also noch der zweite Summand der linken Seite zu bestimmen.
Zu diesem Ende bilde man durch Auflosung der Gleichungen (3.) die inverse
Substitution und bezeichne dieselbe durch

@) & = &0t izt 8P,

alsdann kann man diese Gleichung entweder als identische wegen (3.) auf-
fassen und erhalt durch Differentiation nach z* in diesem Sinne:

dg” ag® ag®

— - (h) .
0= da® ok de® R ) W@ " 578

oder, wenn man sie einfach differentiirt:

dg g™ g™ g
@ = §((,) T+ @ Tyt o+ — @
dz;; dx;; da;? dz,*

und daher durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen von einander:

dEh ¥ (h)§
dx(e) - k e
k
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Es folgt daher, wenn man diese Differentialquotienten in (6.) substituirt:

SDeo(d)') §2 e DB 4 oder =0,

und endlich, weil wegen (3.) und (7.)
252”)@(,6) =1 oder =0

ist, je nachdem h = o oder beide verschieden sind,

Spea(qb') iy Lic d£ | — 49’ oder = 0.

Diese Differentialgleichungen enthalten explicite weder die Substitutionscoef-
ficienten noch die Coefficienten der urspriinglichen Formen, daher gilt auch
das System

AL
|\ Dy (®) < i

2

II

) d(IJ
D (@) 2,5 = 0

zur Definition der Covarianten .

Die Gleichungen (9.) unterscheiden sich von den analogen Gleichungen
§. 11 (19.), welche die zugehorigen Formen definiren, dadurch, dass hier die
zweiten Glieder der linken Seiten negative Vorzeichen haben, und dass ¢ mit
g vertauscht ist.

Die Bestimmung der Grosse A éndert sich auf analoge Weise. Bildet
man némlich wie in §. 9

S(Dll('p)—*_ D22 (q))+"'+1)lm(q))) = (P171+p272+ '“+pm7m) tp

und heachtét, dass, wenn @& von der q‘”" Ordnung in Bezug auf die Variabeln ist,

do dd
Ty —5— d + Ty dm + + n d = q¢
wird, so folgt

Py tpyat ot Paya—q =
oder

(10) 4= BOERIEdpnim—g

n
Die wesentlichste Anwendung der Covarianten besteht darin, dass.sie
ebenso wie die zugehorigen Formen die Substitutionscoefficienten bestimmen,
aber mit dem Unterschiede, dass sie die inoerse Substitution geben. Um die
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Coefficienten & dieser Substitution nicht durch Auflosung der urspriinglichen
zu finden, was sehr bedeutende iberflissige Factoren hineinziehen wiirde,
konnte man die Gleichungen (7.) von §. 11 nach den wrspringlichen Variabeln
u, auflosen, aber diese sind in ganz allgemeinen Formen enthalten und wiirden
daher erfordern, dass man mit den ganz allgemeinen Formen bei der Auf-
losung operiren miisste, was, abgesehen von der practischen Unausfiihrbarkeit,
zu jeder anderen als der jedesmal vorliegenden speciellen Transformation ebenso
gut passen wiirde, wodurch der Vortheil der Specialisirung und ihr Charakter
ginzlich unbericksichtigt bliebe, wihrend die Auflosung der Gleichungen §. 11
(7.) nach den Grossen v, diesen doppelten Zweck erreichen lasst und daher
die genuine ist, wenn es sich um die Bestimmung der Substitutionscoefficienten
a:f,l) handelt.

Das Umgekehrte hiervon leisten die Covarianten. Stellt man » von
einander unabhingige Gleichungen von der Form:

(11.) D', 6,...8) = rd(z, @, ... x,)
aus denselben her, und lost diese nach den Grossen &, also wieder nach
den Variabeln der fransformirten Formen auf, so dass dadurch die Gleichungen

(12.) §h = ::'7;,((131,.1!22,...:1},,)
entstehen, dann folgt aus (7.) die identische Gleichung:
18) &Pz 4724 +6Ps, = Hi(@y, @, w),

und setzt man demnach, wie in §. 11, allmalig

=1, &=0 ... #=0,
=0, a=1, ... @,=0
:Dl=0, :1:2=0, o o o :D,,=1,

so folgt:
14) P =50,0,...0), &P =50,1,...0), ... £ =5,(0,0,...1).
Es werden also die Coefficienten der inversen Substitution ebenfalls durch

Auflosung von nur » Gleichungen erhalten.
Ueberhailpt giebt die Gleichung (13.) das ebenso wichtige, dem Theorem VI.
§. 11 entsprechende
Theorem X.
Wenn- man von den Covarianten einer einzelnen homogenen Function
oder eines Functionensystemes n von einander unabhingige auswdihli und die
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aus denselben gebildeten n Gleichungen von der Form:
D&, 6y ...8) = . D(x, Ty, ... T,)

nach den Grissen & auflost, so kann man die Werthe der &, nicht allein als
rationale sondern sogar als lineare Functionen der Grissen x, darstellen und
es haftet die Irrationalitit der Auflosung allein an den Coefficienten der
Variabeln.

Um die gegenwirtige Substitutionsbestimmung ebenfalls durch das ele-
mentare Beispiel §. 11 zu erldutern, seien wieder

F(zy, @y @3) = Za,z,@;, Fi(z,z,c)=b,z,x,
zwei homogene Functionen der zweiten Ordnung, welche in folgende:

(15.)  F'(5,6,8) = G5+ GE+GE, Fi(§,56,8) =E+&+E
transformirt werden sollen. Entnimmt man aus §.11 (14.) die drei zuge-
horigen Formen:

Fuys s us)y  Fy(s thhy 03), .?fz(“u Uz U3)

von denen die mittlere die simultane ist, und bildet zu denselben nochmals
die zugehorigen Formen, so reproducirt man, wie bekannt, durch die erste
und dritte die urspriinglichen Functionen F und F, selbst als Covarianten,
hingegen giebt die mittlere die noch fehlende dritte Covariante, welche durch
& (x,, x,, ;) bezeichnet werden soll. In der transformirten Form ist die zu-
gehorige Function zu %,(v,, v, v3) = (G G,)vi+ (G+ G )vi+ (G+ Gy) v3 die
folgende: '

D'(§), 6y &) = (GFG)(Gr+-G) E1+ (G +6Gy)( Gt Gs) 4 (G Gs) (G +-Gy) &5,
also erhilt man, da .

@' =¢*d, F'=F, F =F,

ist, die folgenden drei Gleichnngen:

"'2-(1’(-'1719‘”25‘173) = (G3+Gl)(Gl+G2)§§+(Gl+ Gz)(G2+G3)§§+(G2+ Gs)(G3+G1)§§ )
(16.){ F(@pzyzs)= G, &+ G, &+ G &,
Fy(@0y,225) = &+ &+ &

und als Auflosung ders4elben nach &, &2, &
‘(GI—GQ)(GI—G;,)QQ - 7'?.¢—(GQ+G3)F—G‘.(G2+G3)FI’
(17-) (Gg—Gg)(GQ—'Gl)ggz == Tz.d,—(G3+G‘)F'— GQ(G3+G1)F1’
(G3—G1>(G3—'G2)§32 = r2-¢—(G1+GQ)F—G3 (G1+ Gz)Fl.
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Aus den Formeln §. 11 (15.) folgt

2 1

r=gi GtG=re-G; 4 a4

=3 Bﬁl— = (GI—G2)(G1_G3) 02

u. s. w.; daher ist
4.5 = P+(G.0—0,) (F—G.F,),
also
- /w(m,,x,,a:3)+(G;,Q—0,){F(m,,a:i,wa)—GkF,(:v,,w,,:va)} —
(18') S _l A

= 'E"k(mh Ty ws),

worin fir 4 allmalig 1, 2, 3 zu setzen ist.

Die Grosse unter dem Wurzelzeichen in (18.) muss nun nach dem
entwickelten Princip in Bezug auf die Variabeln z,, x,, z; ein vollstindiges
Quadrat, d. h. = eine lineare Function derselben sein, und daher nach (14.)
die folgenden inversen Substitutionscoefficienten liefern:

g9 ‘/‘1’(1, 0,0+ (GO —0){F,0,0)—G.F{,0,0)}

A a

g0 _ 1/ 90,1,0)+(G:0—0){F(0,1,0)—GF (0,1, 0)}

.52 - V Ak 9

® _ Vlb(o, 0, 1)+ (G:0—0){F (0,0, D—G:F,(0,0, D _
e

Die weitere Anwendung dieser Transformation giebt auch die Auflosung der
Gleichungen

(19.) F(zy,@,25)=0, F,(2), 2, 25)=0
in einer anderen Form als in §. 11 (18.), ndmlich die Reduction derselben
auf lineare Gleichungen. Lost man némlich die Gleichungen (19.) in den
transformirten Formen (15.) auf, so erhilt man

§:506 = ]/Gz‘Ga :]/Gs—Gn : I/Gl_‘Gz
und durch Substitution dieser Werthe in (18.):

VG— Gy G — Gy Y Gi— G = Z(@1y @yy @) 2 2 (B Ty T5) 1 3 (24, Ty T3),
welche Gleichungen nach dem Obigen in Bezug auf die Unbekannten z,, ., ;
linear sind.

Das hochst einfache Princip, welches in den Gleichungen (14.) und im
Theorem X. enthalten ist, umfasst beinahe alle Probleme der rationalen Algebra,
und man kann die grosse Reihe eleganter Darstellungen, welche an ver-

schiedenen Orten fiir Probleme, welche dem behandelten Beispiel analog sind,
Journal fiir Mathematik Bd. LXII. Heft 4. 42
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gegeben worden sind, und welche jedesmal durch geeignete Formenbildungen
bewiesen werden, auf obige Quelle zurickfiihren. Ich habe schon im §. 11
bemerkt, dass ich diese Vorstellungsweise von dem Charakter sowohl der
zugehorigen Formen als der Covarianten bis jetzt nirgends vorgefunden habe,
wihrend ich denselben gleich von vorne hinein schon in meiner in der Ein-
leitung citirten Abhandlung vom Jahre 1851 so aufgefasst habe. Ich glaube
daher, dass es nicht iiberflissig ist, als Resultat der in §.11 und in diesem §.
gegebenen Darstellungen hervorzuheben, dass jedesmal, wenn man die ge-
gebene homogene Function oder das gegebene Functionensystem einer be-
liebigen linearen Transformation unterworfen hat,

1) die rechten Seiten der transponirten Substitution selbst:

Uy = & u Ao ty A2l u,
ein vollstindiges System von n von einander unabhingigen zugehirigen Formen
der ersten Ordnung in Bezug auf die Variabeln w,,
2) die rechten Seiten der inversen Substitution selbst
& = ik)$1+§§k)w2+“'+§,fk)$n
ein vollstindiges System von n von einander unabhingigen Covarianten der
ersten Ordnung in Bezug auf die Variabeln x, bilden,

3) dass diese Systeme im Allgemeinen irrationale Coefficienten haben,
und dass alle iibrigen rationalen zugehorigen Formen und Covarianten als
symmetrische Functionen der respective unter 1) und 2) angegebenen aufzu—
fassen sind.

‘Hierdurch tritt deutlich hervor, dass es von grosser Wichtigkeit ist,
wenn man fir eine gegebene Function oder fir ein gegebenes Functionen-
system tationale zugehorige Formen und Covarianten der ersten Ordnung
finden kann; es hat in der That zuerst Herr Hermife in seiner schonen Ab-
handlung iber die binéren Formen der fiinften Ordnung (Cambridge and Dublin
Mathematical Journal Vol. IX) gezeigt, dass fiir diese biniren Formen der-
gleichen existiren, und durch dieselben eine merkwiirdige Transformation be-
grindet. In einer spateren Abhandlung (dieses Journal Bd. 57, pag. 375) hat
derselbe auch die linearen rationalen Covarianten fir ein System von drei
homogenen Functionen zweiter Ordnung von drei Variabeln aufgestellt, und
endlich hat Herr Salmor in den Philosophical Transactions 1860 pag. 236 auch
ihre Existenz fiir die cubischen Formen von vier Variabeln nachgewiesen. Sie
finden sich tiberdies noch in vielen anderen Fillen, jedoch, wie man leicht
aus der Gleichung
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welche den Exponenten der Substitutionsdeterminante nach (10.) in diesem
Falle bestimmt, schliessen kann, in denjenigen Fillen sicher nicht, in welchen
p d. h. die Ordnung der Function durch # theilbar ist, weil 4 fiir rationale
Covarianten offenbar eine positive ganze Zahl sein muss.

§. 13.
Von den Functionalinvarianten.

Ich habe nicht die Absicht bei den gegenwirtigen allgemeinen Ent-
wickelungen die eigentliche Formenbildung mit zu beriicksichtigen, welche man
auf eine sehr ausfihrliche Weise in den bekannten Abhandlungen und Werken
iber diesen Gegenstand vorfindet. Indessen diirfte es doch zweckmissig sein
mindestens ein Princip hier genauer zu verfolgen, welches eine directe Dar-
stellung der Covarianten gewihrt, und in seinen weiteren Consequenzen die
ganze vorliegende Theorie umfasst. Dasselbe beruht auf einer weiteren Ver—
allgemeinerung des Begriffes der Jacobischen Functionaldeterminante, und datirt
von der Determinante des Herrn Hesse her, dessen Untersuchungen iiberhaupt
die ersten Principien der Invariantentheorie hervorgerufen haben. Es macht
gleichzeitig eine Reihe von Operationen und Benennungen, welche man in
englischen Werken findet, wie Evectant, Emanant, Cogredient iiberfliissig, indem
es diese scheinbar verschiedenartigen Processe auf eine einzige Quelle zuriick-
fihrt und tberdies umfassender ist. Dasselbe findet sich bereits in meiner
Abhandlung iiber die cubischen Formen (dieses Journal Bd. 55, pag. 86),
soweit es dort erforderlich war, und ich glaube, dass die Benennung der
Formen, welche das Princip liefert, wie ich sie in der Ueberschrift angegeben
habe, sich durch die Analogie mit den entsprechenden Jacobischen empfiehlt,
und dadurch leicht verstindlich wird.

Wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen eine
homogene Function der p'" Ordnung allma‘ilig in den folgenden Formen schreibt:

1 dF
F($U$2--- {Tl da: +a"" + + T, dx,, }
. 1 2 d’F d’F . d°F
){ Yde? —}-2:1:1:1:2 dz da:, Tt “dxl

P(P

1 o
p(p—D (p—k+i){w‘ dxt +hai “"dm*—ld +- +""L dm"

42*
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so stellt sich bei der Transformation dieser Functionen durch lineare Sub-
stitutionen heraus, dass es gleichgiiltig ist, ob man die Function F in einer

dieser Formen, z. B.
1 d*F

F = 2 Vi ﬂ yul.
p(p—1...(p—k+1) da” daf da ... Ty L5
wo a+pB3+y+-+ =k ist, als homogene Function in Bezug auf die explicite

stehenden Variabeln transformirt und nachher die Substitution in den Coef-

d*F
——— — ausfiithrt, oder ob man F gleich vollstindig trans-
da® dof da? . .. ’ 8 &

formirt. Denn die Coefficienten einer transformirten Form der p'" Ordnung
werden nach dem Taylorschen Satze dadurch gebildet, dass man die Function
p mal hintereinander differentiirt und statt der Incremente jedesmal gleiche
oder verschiedene Systeme der Substitutionscoefficienten setzt, welche je einer
Verticalzeile der Substitution angehoren. Die oben angedeutete unterbrochene
Transformation wiirde aber erfordern, dass man in diesem Sinne erst die
k" Differentiale bildet und dann von denselben die (p— k)" nimmt, was aber
wieder die p'" giebt und daher zu demselben Resultate fiihrt.

Hieraus geht hervor, dass jede einfache oder simultane Invariante des
Functionensystemes (1.), welche aus den einstweilen als constant betrachteten
Coefficienten der explicite stehenden Variabeln gebildet ist, eine Covariante
der Function F werden muss, denn bezeichnet & eine solche Invariante, so

geniigt sie der Gleichung

ficienten

@' = r'd,
und diese Gleichung bleibt aus dem oben angegebenen Grunde noch bestehen,
wenn jetzt @' und & als verinderlich gedacht werden und man auf @' die
urspriingliche Substitution anwendet.

Man iberzeugt sich leicht davon, dass auf diese Weise unter der
vielfaltigen Anzahl der Covarianten sicher auch die normalmissige Anzahl
der von einander unabhiingigen gefunden wird, denn die Anzahl der von
einander unabhingigen Invarianten des Systems (1.) ist mindestens grosser
als die Anzahl der Variabeln, indem beispielsweise schon die einfachen In-
varianten nur einer der Functionen des Systemes (1.) von einer gewissen
Ordnung an diese Zahl iberschreiten, und es sind auch die entsprechenden
Covarianten, wenn man sie sowohl in Bezug auf die Coefficienten als in
Bezug auf die Variabeln betrachtet, von einander unabhangig, nur kann man
durch Elimination der n Variabeln aus je -1 derselben das jedesmalige
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System auf ein anderes reduciren, welches nur » mit Variabeln versehene
Covarianten behilt, wahrend die ubrigen, weil sie von den Variabeln befreit
sind, Invarianten werden.

Wenn statt einer einzelnen Function ein ganzes Functionensystem ur-
spriinglich gegeben ist, so gilt das vorstehende Gesetz offenbar in derselben
Weise, d. h. man kann ebenso viele Systeme (1.) bilden als Functionen im
Systeme gegeben sind und alle zu einem System verschmelzen, aus welchem
alsdann gemeinschaftlich einfache und simultane Invarianten in der bezeichneten
Weise entnommen werden. Der speciellste Fall hiervon iriit ein, wenn die
Anzahl der gegebenen Functionen der Anzahl der Variabeln gleich ist, und
jede Function nur in der Form der  ersten Gleichung (1.) d. h. als lineare
Function der explicite stehenden Variabeln geschrieben wird. Ein solches
System hat nur eine Invariante, namlich die Determinante, welche Jacobi die
Functionaldeterminante genannt hat. Da hiernach eine Verallgemeinerung dieser
Functionsclasse gewonnen ist, welche auch noch in anderer Beziehung mit
derselben analog ist, so will ich alle in derselben enthaltenen Covarianten
Functionalinvarianten nennen, und sogleich bemerken, dass, wenn auch nicht
alle Covarianten von selbst Functionalinvarianten sind, dennoch, nach dem
Vorhergehenden, sich jede aus Functionalinvarianten und constanten Invarianten
zusammensetzen ldsst. Es soll iibrigens jener Beisatz auch jedesmal dem
Namen einer besonderen Invariante, wenn sie einen solchen hat, beigefiigt
werden, sobald sie aus den Coefficienten eines oder mehrerer der Systeme (1.)
gebildet wird. Wenn man also, nach der treffend gewihlten Bezeichnungs-
weise des Herrn Sylvester, Discriminante diejenige Invariante nennt, welche
durch ihr Verschwinden das Endresultat der Elimination der Variabeln aus den

Gleichungen

dF dF dF
_d—x_,—:O’ d—q:O, T =10
ausdriickt, so nenne ich z. B. jede aus den p*" Differentialquotienten der Function
gebildete Discriminante eine Functionaldiscriminante. Die Functionaldiscrimi-
nanten besonders zeichnen sich durch Eigenschaften aus, welche sie mit den
Functionaldeterminanten gemein haben, ich kann indessen hier nicht darauf
eingehen.

Aber das angegebene Gesetz hat noch eine weitere Ausdehnung; es
gehort namlich schon jede einzelne homogene Function zu einem Functionen—
system, dessen Functionen gleichzeitig mit der gegebenen transformirt werden,
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nimlich zu dem System ihrer Covarianten, mithin kann man das angegebene

Gesetz auch auf jede Covariante anwenden, indem man selbige allmalig nach (1.)

als homogene Function der ersten, zweiten u. s. w. k" Ordnung schreibt und

zu dem vorhandenen System hinzufiigt. Es gilt also alles zusammengefasst:
Theorem XI.

Wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen jede Function
eines gegebenen Fumctionensystemes allmdlig als homogene Function der ersten,
zweiten u. 8. w. k' Ordnung in Besug auf die explicite stehenden Variabeln
betrachtet und aus den Coefficienten derselben einfache und simultane Invarianten
bildet, so sind letsiere eine bestimmte Classe von Covarianten — Functional-
invarionten — , aus welchen sich alle ibrigen zusammensetzen lassen. Wenn
man ferner jede ermittelte Covariante, nach demselben Satz, in den Formen
der ersten, zweiten u. s. w. k' Ordnung in Bezug auf die explicite stehenden
Variabeln schreibt und dem angegebenen System beifiigt, so sind die einfachen
und simultanen Invarianten des vereinigten Systemes ebenfalls Covarianten der-
selben Art.

Ferner als Zusatz:

Wenn man aus den Coefficienten des durch Theorem XI. entstandenen
Systemes in derselben Weise Covarianten bildet, so erhdlt man neue Covarianten.

Diese letzteren wiirden alsdann Functionalcovarianten genannt werden
miissen.

Da endlich die letzten Ableitungen der gegebenen Functionen und der
Covarianten constant sind, so erhélt man auf dieselbe Weise auch Invarianten,
so dass das Theorem in vielen Fillen hinreicht, um ein vollstindiges System
von einander ugabhingiger Invarianten und Covarianten zu bilden, wenn man
eine einzige Invariante kennt.

Die vorstehenden Sitze finden auch unmittelbar auf die zugehorigen
Formen Anwendung. Da namlich alle zugehorigen Formen eines Systemes
ebenfalls durch ein und dieselbe Substitution, welche aber die transponirte ist,
gleichzeitig in ihre entsprechenden transformirt werden, so folgt, dass sie in
der Beziehung von Covarianten zu einander stehen, also gilt

Theorem XII

Wenn eine einzige zugehirige Form bekannt ist, und man lisst dieselbe
die Stelle der ursprimglich gegebenen Function im Theorem XI. vertreten, so
kann man auf dieselbe Weise Systeme von neuen zugehorigen Formen ableiten,
wie aus Theorem XI. Covarianten hervorgehen.
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Die folgenden speciellen Sitze, welche hinléinglich bekannt sind, er-
geben sich ohne Weiteres aus der vorstehenden Theorie, wenn man beachtet,
dass die letzten Ableitungen einer homogenen Function ihre Coefficienten re-
produciren: '

a) Jede aus den Coefficienten einer Covarianté gebildete Invariante,
Covariante oder zugehirige Form ist respective auch eine solche fir die ur-
spriingliche Function selbst.

b) Alle aus den Coefficienten einer zugehorigen Form gebildetern In-
varianten sind wieder Invarianten, hingegen die Covarianten und zugehorigen
Formen umgekehrt zugehirige Formen und Covarianten.

Der folgende §. wird weitere Ausdehnungen dieser Theoreme zeigen.

§. 14.

Von den Zwischenformen.
Wenn man auf eine lineare Function
U=uwz,4umz+ +tuzx,

gleichzeitig die urspriingliche Substitution

1) @& = al&+al b+ +al g,

und die transponirte
2) w= 2wttty
anwendet, so ergiebt sich sehr leichi, dass U direct in die entsprechende:
U' = v§+ué++vd,
ibergeht. In der That setzt man (2.) in U’ ein und ordnet nach den Grossen
w,, so entsteht wegen (1.):
@) U =0
Diese sehr evidente Gleichung ist nichts desto weniger sehr wichtigz. Wenn
man zunéchst bemerkt, dass die Auflosung der Gleichungen mit mehreren Un-
bekannten dadurch auf eine symmetrische Weise bewerkstelligt werden kann,
dass man eine beliebige lineare Function U der Wurzeln sucht, so folgt aus (3.),
dass nur erforderlich ist, eine derartige Auflosung in irgend welchen passend
gewihlien durch lineare Substitutionen transformirten speciellen Formen zu
bewerkstelligen, d. h. eine lineare Function U’ der transformirten Wurzeln zu
finden, und die Coefficienten v, durch zugehorige Formen nach §. 11 darzu-
stellen, wie ich auch in dem Beispiel des §. 11 gezeigt habe. Mit welchen
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Irrationabilititen alsdann auch U’ behaftet erscheint, so findet man dennoch die
Coefficienten der w; d. h. der Wurzeln ohne Weiteres, wenn man allmilig
w=1,u,=0,...0,=0; 4,=0, u,=1, =0, ... 4, =0 u. s. w. setzt, weil
wegen (3.) fir jeden beliebigen Werth der #,, U'= U ist. Sieht man von
dem algebraischen Problem, also davon ab, dass die Variabeln x; und &,
specielle Werthe annehmen, so wird man im Allgemeinen fir jedes System
gegebener Functionen eine lineare Function U durch die zugehorigen For-
men desselben in Verbindung mit den Covarianten auf irrationale (wenn
auch nicht immer explicite) Weise darstellen konnen, wenn man durch = von
einander unabhingige Covarianten die 2z Variabeln ausdriickt und in U ein-
setzt. Es hat sich nun in mehreren Fillen herausgestellt, wie z. B. bei der
von Herrn Cayley gegebenen Darstellung eines linearen Factors der cubischen
und biquadratischen Gleichung vermittelst Covarianten (dieses Journal Bd. 50
p. 287), dass man hierbei zu complicirteren Resultaten gelangt, als sie die
gewohnliche Auflosung der Gleichungen ergiebt. Dasselbe findet in erhohtem
Masse statt, wenn analoge Probleme auf Gleichungen mit mehreren Unbekann-
ten fithren, indem sogar die Irrationalitit einen hoheren Grad annehmen kann,
als nothwendig ist. Den Grund hiervon habe ich darin gefunden, dass unter
den mannigfach vorhandenen Formensystemen ein drittes Functionensystem
existirt, welches als den zugehdrigen Formen und Covarianten coordinirt an-
gesehen werden muss, und welches iiberdies eine nothwendige Zwischenstufe
zwischen den zugehorigen Formen und Covarianten einnimmt. Ich habe daher
die Functionen dieses Systemes Zwischenformen genannt. Bezeichnet man
durch O eine Function gleichzeitig der Variabeln x, und w,, so ist dieselbe
Zwischenform, wenn sie der Gleichung
4) O, by £,y ... 0,) = 1.0(Z), Ty ... Ty Uy ... U,)

geniigt, sobald man auf die Variabeln x, die urspringliche und auf die Va-
riabeln w, die transponirte Substitution anwendet.

Zu diesen Zwischenformen gehort von selbst die lineare Function U,
weil sie der Gleichung U’ = U geniigt, ferner jedes Product von Potenzen
der zugehorigen Formen und Covarianten; eigentliche Zwischenformen sind
aber die auf folgende doppelte Weise gebildeten Functionen:

a) Jede simultane Covariante, welche eine homogene Function oder
ein Functionensystem mit der linearen Function U gemein hat.

b) Jede zugehorige Functionalform, d. h. jede Function, welche entsteht,
wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen das gegebene
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Functionensystem und dessen Covarianten in den verschiedenen Formen des
Theoremes XI §. 13 schreibt und alsdann, statt Invarianten, zugehirige Formen
aus den Coefficienten des Systemes zusammenselst.

Hier tritt nun das Theorem IX. §.11 zur vollen Geltung, nach welchem
man wegen b) ganz direct vielfache Systeme von Zwischenformen ableiten
kann, indem man nidmlich aus den Functionensystemen:

1 d*F 8
F = = —x Ty
pPr—D..(p—k+D = dodafdat...
b — 1 d*@ a B y

> - Ty T
p(p =D (p—k+1D) ™ axdalda?...

die zugehorigen Formen des Theorems IX §. 11 entweder simultan entnimmt,
in welchem Falle k jeder ganze Zahlenwerth kleiner als die Ordnungen von
F und @ sein kann, oder aus jeder der Functionen einzeln, im letzteren
Falle aber £ gerade voraussetzt.

Es ist jedoch nach dem Friiheren die Anzahl der in Bezug auf beide
Systeme von Variabeln von einander unabhéngigen Zwischenformen gleich
2n, in Bezug auf jedes System einzeln gleich », und eliminirt man aus je
(r+1). derselben eir System der Variabeln, so ist das Endresultat der Elimi-
nation entweder eine Covariante oder eine zugehorige Form, je nach der
Wahl der eliminirten Variabeln.

Die Zwischenformen geniigen selbststindig einem System von partiellen
Differentialgleichungen, welches sofort aus §. 12 (9.) abgeleitet werden kann,
wenn man dieses System fiir ein Functionensystem bildet, dem man noch die

lineare Function U beigefiigt hat, namlich
do
SDW(@)—l-ued — o4 = 1.6,

do
80eo )+ G 20 = O,

(3.)

und es ist alsdann
(6.) l —— p‘ 71+p272+“'+pn7“+q—-—q1 )

n

wenn O in Bezug auf die Variabel =, von der ¢*" und in Bezug auf die
Variabeln w, von der ¢," Ordnung ist.

Die Zwischenformen welche einer einzigen homogenen Function an-
gehoren, sind von besonderer Wichtigkeit, daher will ich einige auf dieselben
beziigliche Theoreme und Sitze fiir diesen Fall besonders vorfiihren.

Journal fiir Mathematik Bd, LXIL Heft 3. 43
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Theorem XIIL
Wenn O und 9 zwei beliebige Zwischenformen sind, welche auch
einander gleich sein konnen, und man ordnet eine derselben in der Theorem XI.
§. 13 angegebenen Weise nach den Variabeln ., die andere in der Theo-
rem XII. §.13 angegebenen Weise nach den Variabeln w,, so dass sie in Bezng
auf die explicite stehenden Variabeln von gleicher K" Ordnung sind, also

' 1

0= (q(q—i)...(q—hﬁ—j) Zzexl,u...-ccxw),wﬂ...,
1

.q—D (@ —h 11

ist, wo 0O,,.. und &,,. . der Kirze halber die W' Ableitungen nach den

Variabeln respective x, und wu, bedeuten, so ist
(8') @1 = Zzgxly...gxly,..

(7.)
5 —

22w,

eine neue Zwischenform der urspriimglichen Function.
Zum Beweise des Satzes will ich die partiellen Differentialgleichun-
gen (7.) auf eine einzelne Function anwenden, in welchem Falle sie in

a0 01C]
D, (0) —I—uod—ue Ty = A0 oder =0,

9.)
De,(3)+u,—%—mg%—=h& oder =0
fir die Functionen @ und & iibergehen.

Da diese Gleichungen identisch erfiillt sind, so missen sie auch noch
bestehen, wenn man sie nach den Variabeln respective #, und x, hmal dif-
ferentiirt und statt der A" Potenzen und Producte der Incremente beliehige
Grossen auf beiden Seiten der Gleichungen setzt. Es sollen nun in der ersten
der Gleichungen (9.) statt der Potenzen und Producte der Incremente dz;, A"
Ordnung die entsprechenden ,,,  und in der zweiten statt der Potenzen und
Producte der Incremente du;, A" Ordnung die entsprechenden 0,,, . gesetat
werden. Dadurch gehen offenbar sowohl @ als & in O, iiber, ferner wird
D, (0) in eine Function: D;’?(@) und D, (9) in eine Function: D;? >(9) von
der Art ibergehen, dass
D,?(0)+.D,,”(8) = Dyu(0)

o

wird, wie man sich leicht iiberzeugen kann, wenn man auf der rechten Seite -
von (8.) die Operation D,, sowohl auf die ersten Factoren als auf die zweiten
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Factoren der einzelnen Terme anwendet, endlich wird auch
0 do do,

Uy du(, +uu dug = U, _-dug .
de d3 a0
e dz, T, dr, T d:):al ’
folglich erhalt man nach Addition der Gleichungen 9.)

D(,a(01)+ua%%—w,_,z—f;=(1+‘»1)@ oder =0,
welche Gleichung O, als Zwischenform definirt, wie verlangt wurde.
Als specieller Fall des Theoremes ergieht sich zunéchst folgender Satz:
1. Wenn & eine Covariante und ¥ eine zugehirige Form ist, und man
schreibt beide in den Formen (7.):

1
1A=D o a—h D == Pute TuB1 T
1
T = 2 o0
0= (g, —h 1) ¥, 40U,
ebenfalls von gleicher h' Ordnung in Bezug auf die explicite stehenden
Variabeln, so ist

P =

0 = zzq’xl,u... yixl,u...
eine Zwischenform.

Die Giiltigkeit des Satzes ergiebt sich sofort, sei es dass man denselben
als Zusatz zum Theorem betrachtet, oder auch von Neuem beweist, indem man
in den Gleichungen (9.) & statt @, ¥ statt 9 setzt, und die in der ersten
derselben befindlichen Differentialquotienten nach den Variabeln u,, sowie die
in der zweiten vorkommenden Differentialquotienten nach den Variabeln z,
gleich Null setzt.

Da die Coefficienten der Functionen & und ¥ durch die letzten Ab-
leitungen derselben nach den Variabeln reproducirt werden, so erhdlt man in

weiterer Specialisirung von 1) den folgenden hekannten Satz:

2. Wenn
D=3Zb,y,. T01Ty..., F=2Z8,, uWmu,...

eine Covariante und eine zugehirige Form derselben Ordnung in Bezug

auf die Variabeln sind, so ist immer

22 bxlﬂ,.. sxlp...

eine Invariante, wenn hingegen P von hoherer Ordnung als ¥ ist, so wird
22';’,‘1,‘"'8*1“"“
43 *



340 Aronhold, iiber eine fundamentale Begriindung der Invariantentheorie.

eine Covariante, und wenn endlich ¥ von hioherer. Ordnung als & ist,
=¥, 0.
eine zugehorige Form, vorausgesetzt, dass die Ableitungen P.;,. . und
®,.... die Coefficienten der Functionen:
zquxly...wzmla?uu'v

. SV, um,. ..
sind, welche in Bezug auf die explicite stehenden Variabeln dieselbe Ordnung
haben, als jedesmal die Variabeln von respective ¥ und & erreichen.

Man kann durch Anwendung der friheren Sitze iiber Invarianten, zu-
gehorige Formen und Covarianten, die Anzahl der Zwischenformen beliebig
vervielfiltigen, insbesondere indem man sie nach den Variabeln x; oder w,, wie
unter (7.) geschehen ist, anordnet und alsdann aus ihren Coefficienten Functional-
formen bildet, woraus alsdann folgender Satz hervorgeht, dem sich noch
mehrere dhnliche leicht anreihen lassen:

3. Wenn man eine Zwischenform nach den Potenzen und Producten der
Variabeln x, vollstindig ordret, so dass die Coefficienten nur Functionen
der u, und der Constanter sind, so ist jede aus diesen Coefficienten ge-
bildete Covariante eine Zwischenform, urnd jede aus denselben zusammen—
gesetste Invariante und zugehorige Form eine zugehorige Form. Wenn
man hingegen dieselbe Anordnung nach den Variabeln w, macht, so dass
die Coefficienten nur noch Functionen der x; und der Constanten sind,
so ist jede aus diesen Coefficienten gebildete zugehirige Form eine
Zwischenform und jede Invariante und Covariante eine Covariante der
urspringlichen Function oder des Functionensystemes.

Ich schliesse diese Entwickelungen iiber Zwischenformen noch mit
folgendem Theorem, welches symbolisch die partiellen Differential- Gleichungen
enthilt, denen die Invarianten einer homogenen Function geniigen, und welches
dadurch einen Gesichtspunkt zur Verallgemeinerung dieser Relationen bietet.

Theorem XIV.
Bezeichnet man durch
(10.) ¥ = =3P,, w,wu,...
eine zugehorige Form, welche durch Differentiirung einer Invariante P ent-
standen und daher von derselben p™" Ordnung irn Bezug auf die Variabeln ist,

als die urspringliche Function :
(10%) F = =ZZa,,. zo,...,
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und bildet man nach Theorem XIII. die Zwischenform
(1) 0= =229, F,.,
in welcher ¥,, . und F,, . die durch p! dividirten (p—1)"" Ableitungen von ¥
und F nach den Variabeln bedeuten, also in Besug auf letstere linear sind,
so ist immer
(12.) p.0 = L.P. (w24 wz,+Fu,z,),

d. h. die lineare Zwischenform (11.) ist gleich der evidenten Zwischenform U
multiplicirt mit der Invariante P und einem Zahlenfactor.

Der Beweis ergiebt sich sofort, wenn man (10.) und (10%) in (11.) sub-
stituirt, indem der Coefficient von w,x, der rechten Seite von (11.) dadurch in

EZPQJ./:... aol,u-..

iihergeht, was nach §. 5 (4.) gleich %DQG(P) ist. Da nun P den partiellen
Differentialgleichungen fiir Invarianten geniigt, so ist dieser Coefficient gleich

Null, so oft ¢ und o verschieden sind, und gleich ?P, wenn 9=o ist, was
die Gleichung (12.) giebt.

Man kann sich nun aber leicht davon iiberzeugen, dass noch andere
analoge Gleichungen wie (12.) existiren miissen, in denen die rechte Seite
nicht allein U sondern auch eine hohere Potenz von U ist, denn es muss
sich U als Zwischenform aus den iibrigen zusammensetzen lassen, und ihre
Anzahl ist hinreichend gross um Potenzen von U mittelst derselben darstellen
zu konnen. Ist demmach O, eine Zwischenform der m'"" Ordnung in Bezug

auf jedes der beiden Variabelnsysteme, welche der Gleichung
(13.) 06, = P,(myz,+w, x4+ +u,z,)"

geniigt, so muss P, eine Invariante sein, fir welche noch andere Gesetze
als die in den Differentialgleichungen enthaltenen gelten und Verallgemeinerun-
gen derselben sind, denn entwickelt man die rechte Seite von (13.) nach
den Potenzen und Producten der Variabeln #, und z;, so finden sich auf
derselben nur diejenigen, in welchen die w;, und z; gleiche Indices haben,
und diese sind dann sdmmtlich in ein und denselben Coefficienten P, mul-
tiplicirt, daher miissen auch die Coefficienten von u; z;, ol af, wlzl, ... auf
der linken Seite von (13.) alle einander gleich und gleich der Invariante
P, sein, wiahrend die ibrigen gleich Null sind. Diese Relationen gehdren
dann nur der individuellen Invariante P, an und sind fiir dieselbe fundamentale.
In der That sind fast alle Eigenschafien der Invarianten cubischer Formen
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von drei Variabeln, welche ich in den beiden citirten Abhandlungen gegeben
habe, eine Folge dieses Principes, und obwohl ich bereits in der ersten Ab-
handlung vom Jahre 1850 (dieses Journal Bd. 39, §.7) diese Grundgesetze der
Invarianten S und T publicirt habe, so ist mir doch nicht bekannt, dass fir
andere Functionen, welche seitdem behandelt wurden, analoge Gesetze, welche
tief in die Theorie der speciellen Functionen eingreifen, gefunden worden wéren.

Zur Ermittelung derartiger Zwischenformen kann man sich unter Anderen
eines symbolischen Gesetzes bedienen, welches ich im folgenden §. angeben
werde, und welches mir in der citirten Abhandlung des 55°“" Bandes die
Theoreme §. 7, §.20, u.s. w. geliefert hat. Weitere specielle Entwickelungen
dieser Theorie muss ich indessen hier iibergehen, und ich bemerke nur noch,
dass die eigentliche Formenbildung fir die gesammte Invariantentheorie vor-
zugsweise aus den unter @) und b) gegebenen Bildungsgesetzen der Zwischen-
formen inshesondere mit der dabei auseinandergesetzten Anwendung auf Theo-
rem IX. §. 11, und aus Theorem XIII. mit seinen Zusétzen hergeleitet
werden kann.

§. 15.

Ueber ein symbolisches Gesetz zur Darstellung zusammengesetzter Grundformen.

Durch vorstehende Entwickelungen glaube ich mein Ziel erreicht zu
haben, ~welches in der Feststellung der Grundprincipien der vorliegenden
Theorie bestand. Die Bildung der Fundamentalformen, aus welchen sich alle
ibrigen zusammensetzen lassen, fiir specielle Functionen lag nicht in meiner
Absicht, und im Allgemeinen scheint sie fiir nicht bestimmt definirte Functionen-
classen nicht zweckentsprechend zu sein, da sich nach den bisherigen Er-
fahrungen herausgestellt hat, dass fir jeden Grad der gegebenen Functionen
und fiir jede Anzahl von Verinderlichen der Kreis der Fundamentalformen
sich anders gestaltet. Ich habe auch nicht alle Methoden hier aufgefiihrt,
welche zur Bildung der Grundformen, wie ich insgesammt die entwickelten
vier Classen nennen will, dienen, weil die ibrigen zur Darstellung des Cha-
rakters derselben nicht erforderlich waren; dennoch mochte ich noch eine,
namlich die Methode der symbolischen Formen, nicht unberihrt lassen, weil
ich ven derselben eine andere Anwendung mache, als gewohnlich geschieht.
Diese Methode ist von den Herren Sylvester und Cayley vorzugsweise und
mit grosser Ausfihrlichkeit hehandelt worden und die Untersuchungen der-
selben sind in dieser Beziehung so weit reichend, dass man fast jede sym-
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bolische ‘Form, welche sich auf einem anderen Wege ergeben hat, nachtriglich
als speciellen Fall jener Gesetze finden kann. Es bleibt indessen immer noch
schwierig die vollstandige Losung eines speciellen Falles aus jenen Gesetzen
herzuleiten. Ich benutize daher die symbolischen Formen nicht zur Ermittelung
der Grundformen, sondern ich reducire umgekehrt gegebene Grundformen auf
symbolische, um den algebraischen Zusammenhang, den sie mit anderen haben,
und die Gesetze, welche zwischen ihnen stattfinden, zu ergriinden, und hierzu
lasst sich aus der Invariantentheorie selbst eine sehr einfache Methode ent-
nehmen, welche in der folgenden Fassung noch nicht verdéffentlicht worden
ist, denn die Intentionen des Herrn Sylvester gehen, wie ich glaube, weiter
hinaus und nach einer anderen Richtung. Ich setze némlich fir den ange-
gebenen Zweck die Grundformen einer Function hoherer Ordnung aus den
Grundformen eines Systemes von solchen Functionen niederer Ordnung zu-
sammen, welche durch Multiplication und Potenzirung auf den Grad der
hoheren gebracht werden konnen. Die Potenzen und Producte der Coef-
ficienten der letzteren sind dann die Symbole fir die Coefficienten der ur-
springlichen Function. Hierzu dient nun jedes Theorem, welches lehrt, wie
man ous der Grundform einer einzelnen homogenen Function eine simultane
Grundform fiir ein ganzes Functionensystem ableitet, insbesondere Theorem VI.,
§. 10, welches fiir alle Grundformen gilt. Wenn man némlich die Functionen
des Systemes, fir welches die behandelte Grundform eine simultane ge-
worden ist, in Potenzen und Producte anderer elementarer Functionen von
niederer Ordnung zerlegt, so bleibt diese Grundform auch fir die letztere
eine simultane, zerfillt aber alsdann in eine oder mehrere Grundformen dieser
Elementarfunctionen. Kennt man nun die Gesetze der letzteren Grundformen,
so hat man auch den Riickschluss auf die ersteren, da alle Umformungen mit
den Symbolen auch fir die wirklichen Grossen giltig bleiben, wenn man die
Anzahl der Symbolensysteme in der Weise hinlinglich gross gewdhlt hat, dass
keine Relationen niederer Ordnung, als die Ordnung der zu behandelnden
Grundform betrigt, zwischen denselben bestehen. Sind beispielsweise die
Symbole Potenzen und Producte der Coefficienten einer einzigen linearen
Function, so diirfen nur lineare Umformungen damit vorgenommen werden,
weil schon Relationen zweiter Ordnung zwischen denselben existiren. Der
einfachste Fall der obigen Zerlegung tritt ein, wenn man jede Function des
Systemes, zu welchem die entstandene simultane Grundform gehort, als ein
Product linearer Factoren betrachlet, indem alsdann die Grundformen eines
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linearen Systemes zum Vorschein kommen, welche aber die Determinanten
desselben und die linearen Factoren selbst sind, so dass alsdann jede Grund-
form, welche Invariante oder zugehorige Form war, sich aus Determinanten
allein, jede Grundform, welche Covariante und Zwischenform war, sich aus
Determinanten und linearen Functionen gemischt zusammensetzt. Diesen Fall
kann man in vielen Anwendungen, jedoch nicht immer, noch weiter dahin
specialisiren, dass man jede Function des Systemes nur durch eine gleich
hohe Potenz einer linearen Function ersetzt, und diesen habe ich vorzugsweise
bei der Darstellung der symbolischen Formen zur Anwendung gebracht, welche
ich in der citirten Abhandlung des 55" Bandes gegeben habe; denselben
speciellen Fall hat auch Herr Clebsch (dieses Journal Bd. 58, pag. 117, Bd. 59,
pag. 1) aus meiner Abhandlung abgeleitet und seinen Darstellungen in mehreren
Abhandlungen zu Grunde gelegt. ‘

Die symbolische Methode, welche ich hier auseinandergesetzt habe,
liefert ein neues Mittel die Zusammensetzung complicirter Formen aus den
einfachen kennen zu lernen, und ich kann sie allen denen sehr empfehlen,
welche die Resultate der allgemeinen Invariantentheorie verwerthen wollen;
sie ersetzt oft mit grossem Erfolg die andere hierzu verwendete sehr be-
kannte, auch aus Theorem IIl. §. 4 hervorgehende Methode, welche darin be-
steht, dass man die verlangte Zusammensetzung in einer transformirten Form
ausfithrt, in welcher iber so viele Coefficienten auf eine geeignete Weise ver-
fiigt worden ist, als die Anzahl der Substitutionscoefficienten betragt, welche
aber beim weiteren Fortschreiten der rationalen Algebra durch ihre Compli-
cation unausfithrbar wird.

In allen Fallen bleibt die folgende Aufgabe zu losen: ,Fiir ein ge-
gebenes Functionensystem die fundamentalen Grundformen zu finden, aus wel-
chen sich alle iibrigen zusammensetzen lassen, und die der individuellen
Functionenclasse eigenthiimlichen Gesetze derselben zu entwickeln.” Der
Werth einer Losung dieses Problems hingt aber wesentlich davon ab, dass die
in die Natur der speciellen Functionenclasse eingreifenden Gesetze in derselben
dargestellt werden, da sich die Formenbildung allein aus den vorhandenen
allgemeinen Principien in jedem Falle leicht ausfihren ldsst. Indessen glaube
ich, dass zur weiteren Ausbildung der rationalen Algebra erforderlich wird,
dieselben Principien auf Transformationen hoherer Ordnung auszudehnen, wozu
die vorliegenden Entwickelungen in ihrer Anlage die ersten Mittel bieten.
Diese Anlage hat auch auf einem sehr naturgemissen Wege zu den partiellen
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Differentialgleichungen gefiihrt, welche sich in dieser Fassung bereits in meiner
in der Einleitung erwihnten Abhandlung vom Jahre 1851 befinden. Ohne
diese Abhandlung zu kennen und auf einem ganz anderen Wege haben die
Herrn Sylvester und Cayley die partiellen Differentialgleichungen fir bindre
homogene Functionen, der erstere in Cambridge and Dublin Mathematical
Journal 1852 Section VI, der letztere in diesem Journal Bd. 47, pag. 111,
abgeleitet, und spater hat in den Philosophical Transactions 1854 pag. 245
Herr Cayley auch die allgemeinen Gleichungen aufgestellt, neuerdings Herr
Clebsch in der oben citirten Abhandlung (dieses Journal Bd. 59, pag.5). Eine
strenge Ableitung derselben fiir die bindren Formen hat Herr Brioschi in
Tortolinis Annali di Mathem. 1859 pag. 82 gegeben. Es ist jedoch der von
allen eingeschlagene Weg zu ihrer Darstellung sehr verschieden von dem
meinigen, welcher, wie ich glaube, erst ihre eigentliche Bedeutung zeigt, in-
dem er ihnen die Stellung zuweist, welche sie in der allgemeinen Invarianten—
theorie einnehmen. Es war auch weniger meine Absicht, diese Gleichungen
abzuleiten, als die Theorie zu begriinden.

Berlin, 1863.
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