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Die cubische Gleichung, von welcher die Losung
des Problems der Homographie von M. Chasles
abhangt.

(Von Herrn O. Hesse zu Heidelberg.)

Problem.

On donne dans le méme plan deux systémes de sept point chacun
et qui se correspondent. Faire passer par chacun de ces systémes un
faisceau de sept rayons, de telle sorte que les deux faisceaux soient
homographiques.

Wenn ¢ =0 und a, =0 die Gleichungen irgend zweier geraden Linien
in derselben Ebene darstellen, die sich in einem Punkte ¢ schneiden, so ist

1) a—ia, =0 |
mit dem willkirlichen Factor i die Gleichung irgend einer geraden Linie,
welche durch den Punkt ¢ geht. Diese Gleichung kann man fir den ana-
lytischen Ausdruck des vom Centrum ¢ ausgehenden Strahlbiischels nehmen.
Denn man erhélt aus ihr die Gleichung jedes einzelnen Strahles, wenn man
dem willkirlichen Factor 4 den ihm entsprechenden Werth zuertheilt.

Sind ferner A =0 und A'=0 die Gleichungen irgend zweier geraden
Linien, welche sich in dem Punkte C schneiden, so ist ‘wieder:

R) A—-i14' =0
mit dem willkiirlichen Factor 2 die Gleichung irgend einer geraden Linie,
welche durch den Punkt C geht; und die Gleichung (2.) ist der analytische
Ausdruck fiir einen zweiten vom Centrum C ausgehenden Strahlbiischel.

Die Gleichungen (1.) und (2.) reprdsentiren irgend zwei von den Cen—
tren ¢ und C ausgehende homographische Strahlbischel, deren homologe Strahlen
durch den willkirlichen, aber in beiden Gleichungen gleichen Factor i be-
stimmt sind.

Beildufig sei erwihnt, dass in gleicher Weise die Gleichung (2.) eine
beliebige mit dem Strahlbiischel (1.) homographisch getheilte gerade Linie
darstellt, wenn A =0 und A'=0 die Gleichungen von irgend zwei Punkten
bedeuten.
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Dieses vorausgesetzt, wollen wir annehmen, dass ¢ und C die Centren
seien der gesuchten beiden Strahlbiischel und dass die Gleichungen (1.) und
(2.) die homologen Strahlen der beiden Systeme darstellen. Es seien ferner
z, y, & mit den angehingten Indices 1,2, ..., 7 die homogenen Coordinaten
der 7 gegebenen Punkte des einen Systemes und X, Y, Z mit denselben
Indices die Coordinaten der entsprechenden Punkte des anderen Systemes.

Lassen wir alsdann k irgend einen der genannten sieben Indices be-
deuten, so driicken die beiden Gleichungen

(3)  (@—h(a)i=0, (Ap—0(A)=0

die vierzehn Bedingungen aus, dass siehen Strahlen des einen Strahlbiischels
¢ durch die sieben gegebenen Punkte des einen Systemes gehen, und dass
ihre homologen Strahlen des anderen Strahlbiischels C durch die sieben ge-
gebenen Punkte des anderen Systemes gehen, vorausgesetzt, dass (a),, (@)
und (A),, (A"); die Ausdricke bedeuten, in welche @, @, und A, A’ durch
Veranderung der variabeln Coordinaten in die den Indices % entsprechenden
Coordinaten der gegebenen Punkte des einen und des anderen Systemes
iibergehen.

Diese vierzehn Bedingungen reduciren sich durch Elimination von 4,
auf folgende sieben Gleichungen

(@) A
(4) (_a,))—k— g A'))k = Y
welche das vorgelegte Problem losen.

Denn bestimmt man die zwolf Constanten in den vier linearen Func-
tionen @, a,, A, A" in der Weise, dass sie den sieben Gleichungen (4.) ge-
niigen, so ergeben sich aus den Gleichungen:

(5.) a=0, =0
die Coordinaten des gesuchten Centrums ¢, und aus den Gleichungen
(6) A=0, A'=0
die Coordinaten des Centrums C.

Aus dem Umstande, dass nur sieben Gleichungen die zwolf Constanten
zu bestimmen haben, darf man aber nicht folgern, dass das Problem unendlich
viele Auflosungen zulasse. Es ist im Gegentheil, wie M. Chasles hemerkt,
das Problem ein vollstandig bestimmtes.

Um dieses nachzuweisen, setzen wir:

@) |2 =wethytns,  A=dX+pTHZ
oy =o,c+py+ys A=dX+pY4+)Z
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Von den zwolf in diese vier linearen Ausdriicke von a, a,, A, A' eingehenden
Constanten konnen wir zwei, z. B. 3, und y, gleich O setzen, was darauf
hinauskdme, den beiden durch das Centrum ¢ gehenden geraden Linien a=0
und @, = 0, die wir beliebig um das Centrum drehen konnen, bestimmie Rich-
tungen zu geben.

Beriicksichtiget man ferner die Art des Eingehens der noch iibrigen
Constanten in die Gleichungen (4.), so sieht man, dass sich noch drei Con-
stanten auf die Einheit zuriickfiihren lassen, etwa o, = o, = o’ =1. Es bleiben
also in der That nur sieben zu bestimmende Constanten ibrig, deren Zahl
gleich ist der Zahl der das Problem losenden Gleichungen.

Wir werden jedoch, um die Symmetrie nicht zu zerstoren, im Folgenden
saimmtliche zwolf Constanten beriicksichtigen, aber an ihrer Stelle neun andere
einfiihren.

Zu diesem Zwecke entwickeln wir die Gleichung (4.) wie folgt:

(@ @+ G Yit Gnz:) X,
(8.) + (@@t any + anz)Y,
+(a20 T+ Yrt O 51:)Zk = 07
indem wir haben:

— ' 0 _ ' 0 ) 0
@y =0 —aye’, ==, ay=y,0 —yd,

9.) ay = aoﬂ’— o, ay= ﬁoﬂ’—ﬂlﬁo) Ay = 7(,/3,—9’160:
oy = 0y’ —a, 7’ ay = ﬂ(}}”“ﬂl 7y n= ?’(,7’ — 17"
Diese neun neuen Constanten ¢ sind jedoch nicht unabhingig von ein-

ander, sondern es findet, wie aus der Determinanten-Theorie bekannt ist,
zwischen ihnen die Gleichung Statt:

Ay Gy  Gp
(10.) ay ay ap| = 0.
A Gy Oy
Da aber in die acht Gleichungen (8.) und (10.) nur die Verhiltnisse der zu
bestimmenden neun Constanten a eingehen, so geben diese Gleichungen die
Losung des vorgelegten Problemes vollstindig und zwar in folgender Weise.
Es seien m und » irgend zwei von den Constanten a. Durch sie -
lassen sich die ibrigen sieben Constanten vermittelst der sieben linearen
Gleichungen (8.) ausdriicken in der Form:

(1) a, = b,m+c,n,
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indem b,, und c,, bestimmte Functionen der Coordinaten der gegebenen
vierzehn Punkte darstellen. Setzen wir nun diese Werthe (11.) in (10.), so

erhalten wir die gesuchte in % cubische Gleichung:

b,m+cy,n, buym+cyn, bym-+cnn
(12.) blom"}—cl()n, bum-l"‘clln, bum"l- Cio| = 0.
byym-cyyn, bym+cy n, bpm-cnn

Losen wir diese cubische Gleichung auf, und ‘setzen » =1, so geben
die Gleichungen (11.) die Werthe aller neun Coefficienten a.

Es bleibt noch iibrig die Coordinaten z, y, z des Centrums ¢ festzu-
stellen. Zu diesem Zwecke erinnern wir, dass ¢ =0 und @, = 0 die Gleichun-
gen zweier geraden Linien sind, welche sich in dem Centrum c schneiden.
Bezeichnen wir nun mit X, Y, Z irgend welche Grossen, so stellt die Gleichung:
aA'—a; A =0 oder, vollstindig entwickelt, die Gleichung:

(ayx+any+anz) X
+(awz+a,y-+a,3)Y
+ (amw-l-any + azzz)z =0
ein System von geraden Linien dar, welche sich in dem Centrum ¢ schneiden.

Man hat daher zur Bestimmung der Coordinaten =, y, z dieses Centrums
irgend zwei von den drei Gleichungen:

(13.)

By, T+ A Y + 0z = 0,
Oy T+ 0y Y+ 05 = 0,
oy T+ 0 Y + U5 = 0.

(14.)

Da die Coefficienten in diesen Gleichungen aber von der cubischen
Gleichung (12.) abhidngen, so hat man drei Auflosungen des Problemes.

Wenn in dem behandelten Probleme an Stelle von sieben Punkten in
jedem der beiden Systeme acht Punkte gegeben wiren, so wirde dasselbe
im Allgemeinen keine Losung haben. Man kann sich aber die Frage stellen,
welche Lage der achte Punkt o des ersten Systemes haben muss, wenn der
ihm entsprechende Punkt O des zweiten Systemes gegeben ist. Diese Frage
“beantwortet die Gleichung (13.), wenn man festsetzt, dass z, y, s die Coor-
dinaten des Punktes o und dass X, Y, Z die gegehgnen Coordinaten des
Punktes O seien. Sie sagt aus, dass der Punkt o ‘auf einer von dem ge-
gebenen Punkte O abhingenden geraden Linie (13.) beliebig gewihlt werden
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kann, welche durch das Centrum ¢ geht. Die Gleichung (13.) stellt aber
drei verschiedene gerade Linien dar, von welchen jede durch eines der drei
Centren ¢ geht. Man kann daher den Punkt o beliebig auf drei von dem
Punkte O abhiingenden geraden Linien wéhlen, welche durch die drei Cen-
tren ¢ gehen.

Man erhilt die Gleichung dieser drei geraden Linien in der Form
eines Productes aus drei linearen Factoren, wenn man aus den sieben Gleichun-
gen (8.) und der achten Gleichung (13.) die Verhaltnisse der neun Coefficienten
a in linearer Weise berechnet und sie in die Gleichung (10.) einsetzt. Die
so praparirte Gleichung (10.) stellt mit den willkiirlichen Constanten X, Y, Z
Curven dritter Ordnung dar, welche durch die drei Centren ¢ gehen. Aus
der Discussion solcher Curven dritter Ordnung hat man bisher die Losung des
Problemes von M. Chasles abgeleitet, indlem man die sechs von den neun
Schnittpunkten zweier von diesen Curven feststellte, welche nicht die drei
gesuchten Centren ¢ sind.

Heidelberg, im Mirz 1862.
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