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Ueber Curven vierter Ordnung.
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

S 1
Von einigen Curven, welche in der Theorie der Curven vierter Ordnung zu
betrachten sind. 5

Die Theorie der Curven #'*" Ordnung kniipft sich naturgemiss an
die der Curven niedrigerer Ordnungen an; bildet man die verschiedenen Po-
laren, und die Grundformen derselben, so sind dies auch Grundformen der
Curven =" Ordnung, d. h. solche Formen, welche durch eine Transformation
der Coordinaten wiederum in die friihere Gestalt iibergehen, multiplicirt mit
einer Potenz der Transformationsdeterminante.

Die Grundformen, welche man so erhilt, sind sehr verschiedener Art.
So geben die Invarianten der ersten Polare Covarianten der urspriinglichen
Function; die zugehorigen Formen geben Zwischenformen; die Covarianten
aber eine Art von Grundformen, welche sich von eigentlichen Covarianten
dadurch unterscheidet, dass sie gleichzeitig in Bezug auf die Coordinaten
zweier Punkte homogen sind.

Da unter solchen.Grundformen fir die Geometrie vor Allem die eigent—
lichen Covarianten von Bedeutung sein werden, so wird man zunéchst den
Satz benutzen, dessen Richtigkeit an sich deutlich ist:

Die Invarianten der verschiedenen Polaren sind Covarianten der wur—
sprimglichen Function.

Wenn man dies z. B. auf die Curven vierter Ordnung anwendet, zeigt
sich zunichst die erste Polare, welche eine Curve dritter Ordnung ist. Diese
hat zwei Invarianten S, T, nebst der in vieler Hinsicht merkwiirdigen Ver-
bindung derselben R = T?—S® Man hat also hiernach fiir die Curven vierter
Ordnung die Covarianten S von der vierten, T' von der sechsten, B von der
zwolften Ordnung. Die Curven S=0, T=0, R =0 sind daher Fundamental-
curven fir die Betrachtung der Curven vierter Ordnung. ' Die geometrische
Bedeutung derselben ist leicht ersichtlich. Die Curve, welche entsteht, wenn
man die Determinante der Polare gleich Null setzt, und welche im Folgenden
eine grosse Rolle spielt, mag der Kirze wegen Polardeterminante genannt
werden. Die Curve § ist dann, nach der Theorie der Curven dritter Ord-
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nung, der Ort derjenigen Pole, deren Polardeterminante sich in ein Dreieck
auflost; oder, wie ich an einem anderen Orte gezeigt habe, bei denen die
Wendetangenten der Polaren sich zu dreien in drei Punkten begegnen. Ferner
ist T der Ort derjenigen Fole, deren Polaren wmit ihren Polardeterminanten
in dem Reciprocititsverhaltniss stehen, dass die Wendetangenten der einen
immer die anderen beriithren. Die Curve R = 0 aber ist der Ort der Pole,
deren Polare einen Doppelpunkt hat; und der Ort dieses Doppelpunktes ist
dann 4 =0, eine Curve sechster Ordnung, welche durch die Wendepunkte
der Curve vierter Ordnung geht, und zugleich die Invariante der zweiten
Polaren ist.

Mit diesen Formen ist der Kreis der Covarianten zunichst abgeschlossen.

Ueber die letzterwihnten Ortscurven hat Herr Steiner (dieses Journal
Bd. 47, pag. 4) einige merkwiirdige Sitze bekannt gemacht, auf Curven ganz
beliebigen Grades beziiglich. Wenn auch der vollstindige Beweis jener Sitze
die Krifte der-Analysis noch zu iberschreiten scheint, so wird man doch im
Folgenden, nebst anderen Sitzen, auch einige derjenigen bewiesen finden,
welche Herr Steirer dort angefiihrt hat.

S 2.
Doppelpunkte und Riickkehrpunkte der Polaren bei algebraischen Curven im
Allgemeinen.

Es sei w =0 die Gleichung einer Curve #"* Ordnung, und
1 ou 1 0’u

U — — — T ete.
' n ox;”’ e pon—1 ox,0x;

Ist dann y ein Punkt; dessen Coordinaten y,, y,, y, sind, so ist die Gleichung
seiner Polare

o=y Yrth+ysu; = 0.

Die Wendepunkte dieser Curve findet man, indem man x in x+4.z iiber-
gehen lasst, wodurch o in

[e] = o+ni.Do+ il.”D’v—l--'--

1.2

iibergeht, und dann die Bestimmung trifft, dass D’e¢ in zwei lineare Factoren
\ o} = (alzl'}_a252+a353)(ﬂlzlj—ﬂ252+ﬂ3z3)

zerfillt. Hierdurch erhdlt man die sechs Gleichungen

(1) g+ Yoty + 9t = B+ ioy.

n.n—
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Diese Gleichungen driicken zunéchst nur aus, dass y auf der Polardeterminante
von y liege. Fiigt man noch die Bedingung hinzu

R) e=oz+oxto3z;=0,

welche mit der Bedingung o = 0 ibereinkommt, so wird = ein Wendepunkt
der Polaren, und ¢ wird die Wendetangente.

Die Gleichungen (1.), (2.) schliessen bereits einige geometrische Re-
sultate ein. Eliminirt man aus (1.) die @, /3, so erhdlt man die Polardeter-
minante

3/1”111+y2u211+y3”3117 ?/1”112+?I2um+3/3u3u, yluus“l‘!/z“nﬁ‘yausls
(3-)0:41;: YUyt Ungo+YsUsizy Y1 Uina Y2 Unra Y3 Usnz s y1“123+?/2u123+y3”323 s
Yy U3ty U3 t+Y3 U3y ‘y 13t Y2t Y3 Usasy Y1 UiastY2 Uzt Uss

Verbindet man dies mit der Gleichung o =0, so ergiebt sich der Satz:

Es giebt immer drei verschiederne Pole, deren Polaren in einem gege—
benen Punkte einen Wendepunkt haben.

Eliminirt man aber aus den Gleichungen (1.) die y und die 3, so ist
das Eliminationsresuliat eine Determinante, welche nach Herrn Aronhold durch
S, =0 bezeichnet werden kann. (Vgl. dieses Journal Bd. 55, pag. 189.) Die
Coefficienten ¢, welche die Gleichungen der drei entsprechenden Wendetan—
genten bestimmen, erhélt man daher direct aus den Gleichungen:

' " 4) S.=0, «=0,
deren erste vom dritten Grade ist.
Riickt der Pol auf einer Curve ¢(y)=0 fort, so beschreiben die

Wendepunkte der Polare eine Curve, welche durch Elimination der y aus
0=0, 4,=0, =0 erhalten wird. Ist diese Curve insbhesondere eine Gerade

(5.) cly,+c,y2+c3y3' = 0,
und setzt man fir den Augenblick
(6.) 4, = ¥(¥1s 92 93)5
so ist das Resultat der Elimination, wie man sogleich sieht:
(7)) 0 = ylaus—csu,, C30—C 85y CL2—Crusy |

Wenn also der Pol eine Gerade beschreibt, so beschreiben die Wendepunkte
der Polare eine Curve der 6(n—2)'* Ordnung. Sdimmiliche Polaren, deren
Pole auf der Geraden liegen, schueiden sich aber in (n—1)* Punkten, den
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Losungen der Gleichungen
U =4, U=1~AC, uU3=Ac;.
Diese (n—1)* Punkte sind dreifache Punkte der Curve (7.)%*).
Betrachtet man in (7.) die x als constant, die c als verdnderlich, so
ist w =0 das Product dreier linearen Factoren, welche die Gleichunger der
obengedachten drei Pole sind, deren Polaren x zum Wendepunkt haben. U.s. w.

Soll nun insbesondere die Polare einen Doppelpunkt haben, so miissen
gleichzeitig die Gleichungen bestehen (vgl. (1.), (2.)):

8) Yrtint Yot + Ystsgx = o3+ Biey,
T+ Tyt =0, Bz + o+ iz =0.
Es ist dann « der Doppelpunkt, « =0, 3 =0 sind die beiden Tangenten dessel-
ben, y ist der zugehorige Pol. Indem man aus diesen Gleichungen die «, ¢, 3
eliminirt, erhalt man die Gleichung der Curve, auf welcher die Pole aller mit
einem Doppelpunkt versehenen Polaren liegen. Sie mag durch R=0 bezeichnet
sein.  Eliminirt man hingegen die y, ¢, (3, so gelangt man zu der Ortscurve
der Doppelpunkte. Die Gleichung derselben ist die bekannte Hessesche De-
terminante, gleich Null gesetzt. Denn multiplicirt man die erste Gleichung (8.)

mit x; und summirt nach &, so kommt
A Y1+ YathotYsus = 0,
(9-) YU+ YalUn+Ysth; = O’
yxun+y2u23+y3”33 = 07
woraus sich durch Elimination der y sofort ergiebt:
‘ 4, = 0.
Eliminirt man endlich die =, y, 3, so erhdlt man die Gleichung der-
jenigen Curve, welche von den Tangenten des Doppelpunktes umbhiillt wird.

Die beiden Curven R =0, 4,=0 hat Herr Steiner im Zusammenhange
betrachtet, und conjugirte Kerncurven der Curve # =0 genannt. Von den
Séatzen, welche Herr Steiner dort anfithrt, hebe ich nur zwei hervor, um sie
analytisch zu begriinden: '

*) Wenn die Gerade eine Curve f(™ (c/,, ¢y, ¢,) =0 umhiillt, so beschreiben die

Schnittpunkte der Polaren also die Curve m(n—1)'er Ordnung f(u,,%,,u,) =0. Dreht
sich insbesondere die Gerade um einen Punkt &, so ist die beschriebene Curve die Polare
von & Herr Steiner hat die (n —1)* Punkte Polare der Geraden genannt.
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So wie bekanntlich die Curve 4,=0 durch die Wendepunkte von u=0
hindurchgeht, ebenso berihrt R =0 simmtliche Wendetangenten.
Zu diesem Zweck braucht man nur die Gleichung

(10.) YU+ Yt +ysu; = 0
zu differentiiren, um mit Hilfe von (9.) einzusehen, dass auch

dy,.u,+dy, . u,+dy;.us; = 0
ist. Daher ist (10.) die Gleichung der Tangente fir die Curve R=0 im
Pole y von x, sobald man statt der y die laufenden Coordinaten setzt. Ist
nun aber insbesondere x ein Wendepunkt, so ist (10.) auch die Gleichung
der Wendetangente, diese beriihrt also auch R = 0.

Ferner:

Zwei Pole, deren Polaren einander beriihren, liegen immer auf einer
Tangente von R =0; und zwar beriihren sich die Polaren aller auf einer
solchen Tangente gelegenen Pole in einem Punkte, dem Doppelpunkt x, wel-
chen die Polare des Beriihrungspunktes y der Tangente enthdlt; die gemein-
same Tangente aller Polaren ist aber die Verbindungslinie vorn x und y.

Sollen némlich z, ¢ zwei Punkte sein, deren Polaren

U+ By U+ B3u; =0,  Gu,+buyt+tuy; =0

sich beriihren, so miissen die Gleichungen bestehen:

(11.)  zyutmsuy+ ssuy; = p (bt tuy+tuy).
Selzt man also

Yr = Bt ut,,
so hat man die Gleichungen (9.) vor sich; die Verbindungslinie von z, ¢ ent-
hilt also einen Punkt von R =0, und ist Tangente in diesem Punkt, da die
Gleichung der Tangente (10.)
Y u+ You,+ Yaus =0

fir Y= und Y =¢ erfiillt ist. Der Beriihrungspunkt der beiden Polaren
ist aber nach (11.) der zu y gehorige Doppelpunkt ; und in demselben be-
rilhren sich also alle Polaren, welche Punkten der Tangente in y angehoren.
Endlich ist die Gleichung der gemeinsamen Beriihrungstangente
X, (51 U+ Bty +B3u3) + X, (B1Ugy + B2 U+ 33 Uy3) + Xz (3031 + B U3+ 35 “33) =0.

Da diese Gleichung durch X =« und X =y erfillt ist, so stellt sie” die Ver-
bindungslinie des Pols mit seinem Doppelpunkt dar.
Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 2. ! 17
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Der erste dieser beiden Sitze (aus denen sich einige andere von Herrn
Steiner angegebene ohne Weiteres ableiten lassen) giebt als speciellen Fall
einen Satz, den ich an einem anderen Orte aus einem ganz anderen Stand-
punkte bewiesen habe. Da namlich fiir die Curve dritter Ordnung 4 =0 und
R = 0 zusammenfallen, so folgt, dass die Wendetangenten der Curven dritter
Ordnung sdmmtlich die Curve 4 =0 berihren, welche durch die Wende-
punkte hindurchgeht. ,

Ich bemerke noch zwei Eliminationsprobleme, welche sich bei diesen
Untersuchungen aufdringen.

Die Darstellung der Curve R =0 in Liniencoordinaten fihrt auf die
Elimination der = aus den Gleichungen

wm=03, =3, w=73, 4,=0.
Die Darstellung der Curve aber, welche von der Verbindungslinie =, y

des Doppelpunktes mit seinem Pol umhillt wird, fordert die Elimination der
x aus den Gleichungen

ﬂx ‘B1+ﬁzwz+ﬂam3 =0, 4,= 09
| =B Us = 0.
Die letzte Gleichung, in welcher die U; Unterdeterminanten von A bezeichnen,
folgt leicht aus der Verbindung von

Biyi+By+Bsys = 0
mit den Gleichungen (9.).

Es kann endlich nach denjenigen Polen gefragt werden, deren Polaren
einen Rﬁckkehrpunkt enthalten. Fiir solche Pole miissen nicht nur die Glei-
chungen (8.) fortbestehen, sondern es miissen auch die beiden Tangenten des
Doppelpunktes zusammenfallen, so dass die & den /3 gleich werden. Man hat
also die Gleichungen:

(12.) Yt + Yotk +Ys ey = 2004,

oz, +oyx, Fozxs = 0.

Durch diese Gleichungen sind die y, #, o bestimmt, und zwar enthalten die
Gleichungen auch eine geniigende Anzahl von Unbekannten. Es ist aber leicht
zu zeigen, aus welchen Gleichungen insbesondere die « zu finden sind. Denn
" aus der Theorie der Curven dritter Ordnung geht hervor (wie man z. B. durch
einfache Anwendung der Hesseschen Form findet), dass, die u;, wie Constante
betrachtet, das Resultat der Elimination der &, y aus den sechs Gleichungen,
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welche die erste Gleichung (12.) darstellt, kein Anderes ist als
S = 0.

Bezeichnet man also durch S iiberhaupt die Covariante, welche entsteht, so-
bald man in S die Coefficienten nicht mehr Constante, sondern die oben durch
u;;, bezeichneten Grossen bedeuten ldsst, so zeigt sich, dass die Riickkehr-
punkte der Polaren sémmtlich auf der Curve 4 (»— 3)*" Ordnung S =0 liegen.
Ausserdem aber liegen sie, wie alle Doppelpunkte, auf #=0. Und daraus
folgt der merkwiirdige Satz:

Die Riickkehrpunkte der Polaren sind die 12 (n—2)(n—3) Schnittpunkte
der Curven S=0, 4,=0.

Herr Steiner hat eben dieselbe Anzahl fir die Riickkehrpunkte der
Curve B =0 gefunden; was darauf hinzudeuten scheint, dass die Pole der
Polaren mit Riickkehrpunkten auch Riickkehrpunkte der Curve R =0 sind.
Dies ist in der That bei den Curven vierter Ordnung der Fall, wie man
weiter unten sehen wird.

§. 3.

Anwendung auf die Curven vierter Ordnung. Eigenschaften der Polardeterminanten.

Man bemerkt, dass die vorliegenden Resultate wesentlich auf den Glei-
chungen (1.) beruhen. Ist aber  eine homogene Function der vierten Ord-
nung, so haben diese Gleichungen die besondere Eigenschaft, sich nicht zu
verindern, wenn man die y mit den « vertauscht. Hieraus ergeben sich einige
Resultate, welche der Reihe nach angedeutet werden mogen.

Da die Polardeterminante die Determinante der linken Seite von (1.)
ist, so bleibt auch sie unverindert, wenn man y mit = vertauscht. Daraus folgt:

Wenn y auf der Polardeterminante von x liegt, so liegt auch x auf
der Polardeterminante von y.

(Die Polardeterminante geht zugleich durch den Pol, nur wenn der Pol
auf der Determinanie von u liegt. Man kann daher die Determinante auch
als den Ort derjenigen Pole auffassen, welche zugleich auf ihrer Polardeter-
minante liegen.)

Wenn man also die Polardeterminanten su swei unendlich nahen Punkten
einer Geraden aufsucht, so berihren die Polardeterminanten der neun Punkte,
in welchen jene sich schneiden, die Gerade in dem Orle, von welchem man
ausging.

17 *
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Riickt daher der Pol auf einer Curve fort, so umhiillt die Polardeter-
minante eine andere Curve; wenn aber umgekehrt der Pol auf der letzteren
fortriickt, so umhiillt die Polardeterminante die erstere.

Bezeichnet man die Polardeterminante durch

4, = P(@yy Ty T35 Y1y Y20 Y3)s ’
und riickt der Pol y auf der Curve ¢(y,, ¢,,y;) =0 fort, so wird der Schnitt—

punkt & zweier néichsten Polardeterminanten gefunden, indem man gleichzeitig
diese Gleichungen fiir benachbarte Werthe der y bestehen lisst, so dass

Yy, dy,+y'y..dy.+y'ys.dys = 0,

@' yr.dy,+ 9"y dy, +¢'ys . dys = 0.
Man hat daher

Yy, = Ay,
Y'y, = Agp'y,,
Y'y; = Ap'ys.

Fiigt man hinzu
w =0 oder ¢ =0,

so sind dies vier Gleichungen, aus welchen durch Elimination der y die ge-
suchte Umhiillungscurve hervorgeht.

Ist inshesondre ¢ vom ersten Grade, so sind diese Gleichungen genau
dieselben, welche man anwendet, um die Curve ¥ = 0 in Liniencoordinaten
" auszudriicken. Das Resultat ist bekanntlich dann (nach der Bezeichnung von
Herrn Aronhold) F,; =0, diesen Ausdruck so gebildet, dass in 4, die y als
die Verédnderlichen gelten, und also aus F verschwinden; wo F dann vom
sechsten Grad fir die Coefficienten des linearen Ausdruckes ¢, und vom vierten
fir die Coefficienten von v, mithin fir die « vom zwdlften Grade ist. Dies
kann man in den Satz zusammenfassen: .

Riickt der Pol auf der Geraden o,y,~+ .y, +esys =0 fort, so umbhiillt
die Polardeterminante eine Curve zwilfter Ordnung, welche, die x -als con-
stant, die ¢ als verdnderlich betrachtet, die Polardeterminante vor x in Linien—
coordinaten darstellt.

Nach einer Formel von Herrn Cayley, welche Herr Aromhold anfiihrt
(d. J. Bd. 55, p. 187) ist aber

3F,, = —38*.F,—4T.S}+6S8.8,T,,

wo die Ausdriccke rechts genau die in der Theorie der Curven dritter Ord-
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nung so bezeichneten Functionen darstellen, nur dass statt der constanten
Coefficienten immer die linearen Ausdriicke u;; eintreten. Durch blosse Be-
* trachtung dieser Formel erkennt man:

Die Curve, welche vor der Polardeterminante umhiillt wird, wenn der
Pol die Gerade o,y,~+ 9,03y, =0 durchliuft, geht immer durch die nim~
lichen 24 Punkte, in dener sich die Curven

S=0 T=20
durchschneiden, welche vom vierten und sechsten Grade sind; und hat ausser~
dem immer 12 Doppelpunkte, welche gleichfalls auf S =0 und zugleich auf
der Curve dritter Ordnung S, =0 liegen, welche von den Coefficienten ¢ ab-
héngig ist.

Es mogen sich hieran die folgenden Betrachtungen schliessen, welche
die Bedeutung dieses Ausdrucks S, ans Licht stellen. Aus den Gleichungen,
als deren Determinante sich S, fir die beliebige Curve dritter Ordnung dar-
stellt (die erste Gleichung (8.), wenn man die w;; als Coefficienten der Curve
dritter Ordnung und die y und /3 als Eliminationsgrossen betrachtet, giebt dies
System, wgl. bei Herrn Aronhold, a. a. O. p. 189), ergiebt sich fiir solche
Curven der Satz:

Wenn ein Pol y sich auf der Determinante der Curve dritter Ordnung
u=0 bewegt, so zerfillt seine Polare in zwei Gerade, deren Schunittpunkt
wieder auf der Determinante liegt; diese Geraden umhiillen eine Curve dritter
Classe S, = 0. ' :

Fir die Curven vierter Ordnung wird nun der Ausdruck
Uy Bpy  Uiss R 2uy; Ry
Uy U Upgs Ry Ry 2y
Ups  Upy Uy tyy Ry ey |
e, 0 O 0 o o,
0 a, O o, 0 o,
0 0 o a, a, 0
eine Zwischenform, welche, gleich Null gesetzt, eine Curve dritter Ordnung
oder dritter Classe bedeutet, jenachdem man die = oder die & als die Ver-
anderlichen betrachtet. Dies giebt daher die folgenden beiden Satze:

Wenn ein Punkt y auf der Polardeterminante von x fortriickt, so um~—
hilllen die Geraden, in welche die Polare von y, in Besug auf die Polare von
& genommen, zerfillt, die Curve dritter Classe S, =0.
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Die Punkte, deren Polare von einer gegebenen Linie ¢, x,+ 0, @, ¢y 2, =0
in solchen drei Punkten geschnitten wird, dass die drei in den Schnittpunkten

an die Polare gezogenen Tangenten sich in einem Punkt y begegnen, liegen
auf der Curve dritter Ordnung S,=0.

-§. 4.
Von der Curve S =0 und den Dreiecken, in welche die Polardeterminante
zerfallen kann.

Wenn insbesondere der Pol der Curve S =0 angehort, so zerfillt die
Polardeterminante in drei Gerade. Es entsteht ganz natiirlich die Frage, welche
Curve von den Ecken dieser Dreiecke beschrieben, und welche Curve von
den Seiten derselben umhiillt wird, wihrend der Pol die ganze Curve S =0
durchléuft.

Aus der Theorie der Curven dritter Ordnung folgt, dass wenn fiir
eine solche Curve S =0 ist, y aber eine Ecke des Dreiecks bedeutet, in
welche die Polardeterminante zerfillt, und e, e,, o5 die Coordinaten der
gegeniiberliegenden Seite dieses Dreiecks bezeichnen, die Gleichungen bestehen:

(13.) Y+ Yo i+ Y Usix = Rajoy;
wie man dies leicht z. B. an der Hesseschen Form nachweist. Die ange-
regten Fragen kommen also darauf hinaus, die Gleichungen zu bestimmen,
welche hervorgehen, indem man die « und die ¢, oder die  und die y aus
diesen Gleichungen eliminirt. Aber die Gleichungen (13.) “dndern sich nicht,
wenn man die y mit den « vertauscht. Hieraus fliesst ohne Weiteres der Satz:

Wennr y eine Ecke des Dreiecks ist, in welches die Polardeterminante
von « dbergeht, so geht auch die Polardeterminante von y in ein Dreieck
iiber, und eine Ecke desselben liegt in x, die gegeniiberliegende Dreiecksseite
aber ist in beiden Fillen dieselbe. '

Die Ecken der Dreiecke beschreiben also gleichfalls die Curve 8 =0, und
zwar gehort auf diese Weise jeder Punkt x von S=0 zu drei Dreiecken; es
sind dieses die Polardeterminanten der Ecken des zu x selbst gehorigen Dreiecks.

Ferner aber kann man die Gleichungen (13.) als lineare Gleichungen
ansehen, deren Unbekannte die sechs Grossen:

YTy Y2 T3+ Y3 Ty
YaTry Y3+ Y1 T3,
YsTsy YT+ Y27y
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sind. Lost man also diese Gleichungen auf, indem man durch A4, die Un-
terdeterminanten .der symmetrischen Determinante

Ui Y2 Uz %z %us %un
Uy Uz Uz Uz Umy  Unp
(1 4) A = Usyty  Usze  Usazs  Uszas  Usaz  Usan
Usspr  Unzzz  Uoszs  Uasaz  Uasst U
Ui Uiz Uzzz Usis Ui Ui |

Ui U2 Upezz Uiz U Ypn

bezeichnet, so kommt
(15.)  A(@nYutYn®s) = 2Z;Z; Aitma i G-
In diesen Formeln ist
Aitmn = Akimn = Aikm = Atiyum
= Apnit = Amnji = Aum it = Aum‘,ki .

Dagegen sind von diesen Grossen im Allgememen verschieden diejenigen

(16.)

Systeme, welche aus
Ainpn  und Az
durch idhnliche Vertauschungen sich ableiten lassen.

Da nun die Determinante der linken Theile von (15.) verschwindet, so
muss die Determinante der rechten Theile ebenfalls verschwinden fir alle die-
jenigen Linien &, welche Seiten eines solchen Dreiecks werden konnen, in
das eine Polardeterminante iibergeht. Die Determinante der rechten Theile,
gleich Null gesetzt, giebt aber die Gleichung:

S S Apuaioy =X Apne;on EiEkAik‘,xsaiak
(17.)  y=|ZZ Adunei ZZAymoiey Z;Z Ao | =0,
ZiZkAik,nai“k ziEkAik,asai“k zizkAik,ss'xi“k
und man hat den Satz:

Die -Seitern aller Dreiecke, in welche die Polardetermmante zerfallen

kann, umhiillen eine Curve sechster Classe
v =0.

Ehe ich zu weiteren geometrischen Sitzen ibergehe, muss ich zweier
algebraischen Sitze gedenken, welche eine Vergleichung zweier Methoden er-
giebt, die Anzahl der Dreiecke zu bestimmen, deren eine Ecke auf einer ge=~
gebenen Geraden liegt, oder deren eine Seite durch einen gegebenen Punkt geht.
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Bezeichnen «,, o,, o, gegebene Coordinaten einer Geraden, so be-
stimmen die Gleichungen

18.) S§=0, §,=0

zusammen zwolf Werthsysteme der z. Wegen der ersten Gleichung ist aber
die Polardeterminante von x ein Dreieck. In solchem Fall zerfillt S, =0,
die « als verdnderlich angesehen, in drei lineare Factoren, welche einzeln
gleich Null gesetzt, die Gleichungen der Ecken jenes Dreiecks darstellen.
Also geben die Gleichungen (18.) solche zwdilf Punkte von S=0 an, deren
Polardeterminanten eine Ecke in der gegebenen Geraden haben. Diese zwolf
Punkte bestimmen sich aber durch eine Gleichung vierten Grades, welche die
Schnittpunkte y der Geraden mit S =0 angiebt. Bestimmt man die Ecken
der zu diesen vier Punkten gehorigen Dreiecke, so sind dies nach dem Obigen
die Punkte . Man hat also folgenden Satz:

Die beiden Glez’chungeh §=0, S,=0, welche zwilf Werthsysteme
ergeben , sind algebraisch losbar. Denn bestimmt man die y mit Hiilfe einer
biquadratischen Gleichung so, dass

(19.) (xlyl+a9y2+a3y3=07 S(y) *):O,
so giebt die Zerfillung von S,(y,a) =0 in lineare Factoren (welche durch
eine cubische Gleichung bewirkt wird) die Gleichung von je drei Punkten x,

welche je einem Werthsystem der Gleichungen (19.) entsprechen.
Wenn dagegen die Gleichungen gegeben sind:
(20) S(z)=0, 4,(z,y)=0,
in welchen die y gegebene Grossen bedeuten, so hat man abermals zwolf
Werthsysteme der = vor sich. Wegen der ersten Gleichung aber zerfillt die
zweite, die y als die Veridnderlichen betrachtet, in drei lineare Factoren, welche,
einzeln gleich Null gesetzt, die Seiten des zu x gehorigen Dreiecks bestim-
men. Die Gleichunger (20.) liefern also diejenigen Punkte in S =0, deren
eine Dreiecksseite durch den gegebenen Punkt y geht. Aber bezeichnet man

durch ¢,, o, a; die Coordinaten einer solchen Dreiecksseite, so geniigen diese
den Gleichungen

(21.) Yty tays =0, yw=0,
¥) Diese Schreibart. ist hier und in einigen folgenden Gleichungen benutzt, um

die niimlichen Functionen, welche einmal mit den Verinderlichen «, das andere Mal
mit den Veriinderlichen y geschrieben sind, unterscheiden zu konnen.
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welche nur auf eine Gleichung sechsten Grades fithren. Und so hat man den
folgenden Satz: «

Die Gleichungen S(x) =0, 4,(x,y) =0, welche zwilf Werth-Systeme
ergeben, sind durch eine Gleichung des sechsten Grades lisbar. Sucht man
ndmlich zundchst solche Grissen o, welche den Gleichungen (21.) geniigen, und
bestimmt dann Werthepaare von y, x aus irgend dreien der Gleichungen (13.)
mit Hilfe von quadratischen Gleichungen, so sind diese sechs Paar Werth-
systeme die 12 Systeme von Lisungen der Gleichungen (20.)

§- 5.

Reduction der Form .

‘ Die Form v lésst sich einfacher darstellen, wodurch sie mit einer der
wichtigsten Fundamentalformen von u bis auf einen Factor identisch wird.
Denn die Formel (17.) lehrt, dass man v in eine Summe von Termen fol-
gender Art auflosen kann:

Aik,n Ai'kl,l’z _Ai"kn,u

Ain Aige Ajorgengs |+ 0004 Oy Oy Olgus O
A
Der in Determinantenform aufiretende Coefficient ist aber aus den Un-
terdeterminanten von A zusammengesetzt, und ldsst sich nach einem bekannten
Theorem ausdriicken durch A*, multiplicirt mit einer Unterdeterminante dritter
Ordnung von A. Hieraus geht hervor, dass
p = 4420
gesetzt werden kann, wo Q eine zugehorige Form bedeutet, welche fiir die o
von der sechsten, fiir die Coefficienten von » aber von der dritten Ordnung ist. -
Ohne direct diese Form Q zu bilden, kann man doch sehr leicht nach-
weisen, dass es nur eine Form giebt, der diese Eigenschaften zukommen und
" kann ihre symbolische Gestalt angeben. Nach einem fiir die Formentheorie
fundamentalen Theorem, das ich anderswo bewiesen habe, lésst sich Q noth-
wendig als Aggregat von symbolischen Determinantenproducten darstellen.
Jede solche Determinante ist von der dritten Ordnung, jedes Glied in Q be-
steht aber aus sechs Factoren «, multiplicirt mit drei Coefficienten «, was
durch symbolische Substitutionen auf die 18' Ordnung  fihrt. Daher muss

jedes Determinantenproduct sechs Factoren- enthalten, und in- jedem Product
Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 2. 18

ik,13 Ai'lu,as Ai"k",33
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miissen sechs Reihen o und viermal drei symbolische Reihen a,, a,, a;,
by, b,y b3, ¢, ¢, c; enthalten sein, welche durch die symbolischen Sub-
stitutionen

’ a';aka,, a,, = b;bkb}, b,,, = C;C;CLC,, = Uikpm
die Coefficienten von « reprisentiren. Solcher Producte aber kann man nur
ein einziges bilden, nidmlich

2

o a & |b b b
bl bg b3 e 01

o Oy O3 |0 Gy O3

¢ ¢ 6l

a a, a;,

oy @ O3

sy 2 G

und Q muss also bis auf einen Factor mit diesem Product iibereinstimmen.
Man hat demnach nur noch diesen numerischen Factor zu bestimmen, welcher
sich, durch Vergleichung eines beliebigen Coefficienten dieser Form mit der
zuerst gefundenen, gleich }. ergiebt. Man hat also

2

a @ a||by by bl le, ¢ o
Q0 = 3{lby b, byl-le, €& ¢cl|lay a, a
Oy Oy O3 |0 €& O3] |0 0O O3

Diese Form hat eine sehr grosse Wichtigkeit. Ich habe gezeigt, dass die Glei-

chung einer Curve vierter Ordnung in Liniencoordinaten immer die Form hat:
P*—-30* =0,
wo P die Form

oy Oy 04

bedeutet; und die Linien, welche die Curve Q umhiillen, haben die ihnen allein

zukommende Eigenschaft, die Curve #=0 in vier harmonischen Punkten zu

schneiden. Dies Letztere mit dem Obigen verbunden fiihrt also auf den Satz:
Die Seiten aller Dreiecke, in welche die Polardeterminante zerfallen

' kann, deren Ecken immer in der Curve S =0 liegen, und deren Seiten immer

die Curve Q =0 beriihren, schneiden zugleich die Curve u=0 in vier har-
monischen Punkten.

§. 6.
Doppelpunkte und Riickkehrpunkte der Polaren der Curven vierter Ordnung.

Wenn die Polare des Punkies y in = einen Doppelpunkt haben soll,
so liegt nach §.2 = auf 4,=0, y auf R=0. Es wirde iibrig bleiben die
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Curve zu bestimmen, welche von den Tangenten simmtlicher Doppelpunkte
beriihrt wird. Die Gleichungen (8.) nehmen in diesem Fall ‘die Gestalt an:
' ZnZ o Yn Ttk = 3+ B0,
T+ 0@+t =0, fix+BhztFixs =0,
WO &, 0y, 03 und 3,, 3, 3; die Coordinaten der beiden Tangenten des
Doppelpunktes bedeuten. Man hat also aus den vorstehenden Gleichungen,
um die gesuchte Curve zu finden, etwa die y, = und 3 zu eliminiren. Diese
Elimination wird dadurch angebahnt, dass man die obigen Gleichungen zunichst’
in der aufgelosten Form
(R2.)  A(Ynxityux,) = 2= 23 A Bx
anwendet; sodann aber, indem man mit ¢,¢,, .3, und 3,3, multiplicirt und
jedesmal nach m und » summirt, die Combinationen bildet:
0 = ZA"...,ikaiﬂk“mam
(23.) 50 = = Ay, ik G B0 305
0 = Z A, B a5
die Summen jedesmal auf alle vier Indices mnik ausgedehnt. Diese Glei-
chungen sind respective vom ersten, zweiten und dritten Grade fir die [3;
man kann auf dieselben daher eine Eliminationsmethode anwenden, die ich
anderweitig gegeben habe.

Ich will diese Gleichungen hier nur benutzen, um auf einen Zusammen-
hang der betreffenden Tangenten mit einer Curve hinzudeuten, welche fiir die
Theorie der Curven vierter Ordnung von Bedeutung ist, ndmlich mit der Curve

Q =4, 00,00 = 0.
Diese Curve ist, wie P =0, von der vierten Classe, aber in Beziehung auf
die Coefficienten von » von der finften Ordnung, und verhalt sich zu der
Invariante A éhnlich, wie die Form P zu der ersten und einfachsten Invariante
von u, deren symbolischer Ausdruck (Z+a,b,c;)* ist

Durchschneidet man die-Curve £2 =0 durch eine Gerade

Bz + x4 Bizs = 0,
so beriihren die in den Schnitipunkien gezogenen Tangenten derselben simmt-
lich eine Curve dritter Classe, welche der Polaren ganz analog ist, und dar-
gestellt wird durch die Glelchung

ﬁl e, +ﬂ2 da, +/33 aa = 0.

(217

18 *
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Dies ist aber nichts anderes als die erste Gleichung (23.); und die letazte
Gleichung (23.) geht aus dieser hervor, wenn man die ¢ mit den 3 vertauscht.
Zwei Tangenten eines Doppelpunktes stehen also zu einander in dem Reci-
procitatsverhaltniss, welches durch folgenden Satz ausgedriickt wird:

Sind o, 3 die Tangenten des Doppelpunktes einer Polaren von u =0,
so wird 3 von einer Curve dritter Ordnung berithrt, welche die zwolf Tan—
genten derjenigen Punkte der Curve 2 =0 zu Tangenten hat, in welchen diese
Curve von o geschnitten wird, und umgekehrt.

Ist aber inshesondere x ein Riickkehrpunkt einer Polaren, so dass =
also nach §.2 einer der 24 Schnittpunkte von

§=0, 4,=0
ist, so fallen die Linien &, # zusammen, und die Gleichungen (23.) gehen in

£2=0 tiber. Diese Curve wird also von den Tangenten der Riickkehrpunkte
berithrt.

Aber alsdann sind auch die Gleichungen (13.) erfiillt, d. h. die zuge-
horigen Pole sind Ecken solcher Dreiecke, in welche Polardeterminanten zer—
fallen konnen. Die Coordinaten y geniigen somit nicht blos der Gleichung
R =0, welche hier die Gestalt

R=T'—-8*=0
annimmt, sondern auch der Gleichung S =0; oder mit anderen Worten, die

24 Pole, deren Polare Riickkehrpunkte haben, sind die 24 Schuittpunkte der
Curven vierter und sechster Ordnung

§=0, T=0.
In der Nahe dieser Pole reducirt sich die Gleichung R =0 auf (d7)’=0.
Dies bedeutet, dass in diesen 24 Punkten die Curve zwolfter Ordnung R=0

selbst Riickkehrpunkte besitst, und dass die Riickkehrtangenten derselben in
eben diesen Punkten die Curve sechster Ordnung T =0 berikren.

Da ferner fiir jede Curve dritter Ordnuhg, welche einen Riickkehr-
punkt enthalt, die Determinante in die doppelt gerechnete Riickkehrtangente
und in eine andere Gerade zerfillt, welche ebenfalls durch den Riickkehrpunkt
geht, so ist jedenfalls jede der 24 Riickkehrtangenten der Polaren auch Tan-
gente der Curve sechster Classe =0 oder Q =0, welche nach §.4 von
den Seiten aller Dreiecke berithrt wird, in welche Polardeterminanten zer-.
fallen konnen. Dies zusammen mit dem Vorhergehenden giebt den Satz:
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Die 24 Riickkehrtangenten der Polaren sind die gememschaftlwkek
Tangenten der Curven vierter und sechster Classe
=0 0Q=0.
Multiplicirt man endlich die Gleichung
AYnTutYuTn) = 22,24 A it @i %5
in welche (22.) durch das Zusammenfallen der Tangenten «, (3 iibergeht,
mit o, und summirt nach m, so erhilt man mit Riicksicht auf die Gleichung
oty = 0
die Ausdriicke:
Axy, = R, 2, =, A i1 0 O

mn,

— 1

’.faa”7

wo der Kiirze wegen

A = oY+ 0y, +ozy;
gesetzt ist. Diese Gleichungen zeigen, dass die Punkte, in welchen die 24 Riick-
kehrtangenten der Polaren die Curve £2=0 berihren, zusammenfallen mit den
24 Riickkehrpunkten x selbst, so dass also die Curve vierter Classe 2=0
durch die Schnittpunkte der beiden Curven vierter und sechster Ordnung S = 0,
A4, =0 hindurchgeht.

S 7.

Von den Formen, auf welche diese Untersuchung gefiihrt hat.

Die vorliegenden Betrachtungen haben drei fundamentale Covarianten
geliefert, S, T und. 4, deren erste von der vierten Ordnung ist, wiéhrend
die anderen beiden bis zur sechsten Ordnung aufsteigen. Von Zwischenformen
ist nur S, betrachtet worden; hingegen zwei zugehorige Formen £2 und Q
von der vierten und sechsten Ordnung.

Es ist endlich die Invariante A betrachtet, welche in der Reihe der
einfachen Invarianten die zweite Stelle einnimmt. Ich werde noch eine ein-
fache symbolische Darstellung dieser Invariante angeben. Fiihrt man in (14.)
folgende symbolische Substitutionen aus:

in der ersten Horizontalreihe wy,, = a;a,4,a,,
in der zweiten - Uinim = 0;0,0, 0, ,
etc. -
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so nimmt A die Gestalt an:
A = a}.bg.cg.dgd:;.e:;e‘.flﬁ. 0’
wo @ die Form bezeichnet:

a a; a; aa aa aa
b by b bby byb, b.b,
2 2 2
0 — €i 6 € 66 66 €€
di d} d} d,d; d;d, d,d,
€i € € ee ee  ee
2 2 2
fi i f A6 B L

Man bemerkt, dass der Factor, welcher in A mit © multiplicirt ist, ein Glied
der Entwicklung von O selbst ist. Und durch Vertauschung der Reihen
d, b, ¢, ..., durch welche der wirkliche Werth von A sich nicht éndern
kann, nimmt A der Reihe nach 720 verschiedene Formen an, in deren jeder
O mit einem seiner 720 Glieder multiplicirt erscheint. Addirt man also alle
diese Formen, so erhilt man

_ @
A‘720’

Aber O =0 ist nichts anderes als die Bedingung, dass sechs Punkte a, b, ¢,
J, e, [ auf einem Kegelschnitt liegen. Bildet man also die Bedingung, dass
sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, erhebt den linken Theil dieser Be-
dingungsileichung ins Quadrat, und ersetst immer die Producte der Coordinaten
jedes Punktes durch entsprechende Coefficienten einer Curve vierter Ordnung,
so entsteht die Invariante A, multiplicirt mit 720.

Wie ibrigens endlich diese Invariante als Aggregat einfacher Deter—
minanten dargestellt werden kann, erhellt unter Anderem aus der Darstellung

von O, welche sich in den Nouv. Ann. T.16 p. 418 findet, wonach @ den
Ausdruck

Sialb,e3.2ia.dzcs.zif,b,c,.E_-l;f,d;,e3
“'Zialb203.2ialdze3.Eiflbzﬁ.zifldzc:;»

annimmt, oder einen der anderen, welche durch Vertauschung der Buchstaben
aus diesem hervorgehen.
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L)
§. 8.
Ueber die Darstellung einer Function vierter Ordnung mit drei Verinderlichen
- durch die Summe von fiinf Biquadraten.

Die vorangehenden Betrachtungen miissen zum Theil modificirt werden
fir diejenige besondere Classe von Curven vierter Ordnung, bei welchen die
Invariante A verschwindet. Diese Curven sind algebraisch noch durch eine
andere merkwiirdige Eigenschaft charaelerisirt.

Es scheint von vorn herein moglich, eine Function » als Summe von
5 Biquadraten linearer Ausdriicke darzustellen, da in ‘diesen die nothige An-
zahl von 15 Coefficienten vorhanden ist. Eine nihere Untersuchung zeigt,
dass dies nicht moglich ist, wenn nicht besondere Bedingungen erfiillt sind.
In der That sei:

1+ A+ A3+ A+ A3,
wo
A, = O T+ 2 T+ Ay 3T
Setzt man dhnlich
B, = 1Y+ 82yt G 3Ys3s
so gehen die Gleichungen (1.) offenbar in folgende iiber:

AlBl-al,ial,k+A2B2-a?,iaz,i+"'+AsBs-as,ia5,k = o4

Da hier die linken Theile linear sind fiir die finf Grossen

A,B, AB,, ..., AB;,
so kann man diese sechs Gleichungen mit solchen Factoren multipliciren, dass
die linke Seite der Summe identisch verschwindet. Die Determinante der
linken Theile muss also in der urspriinglichen Form verschwinden, d. h. man
hat fiir jede Function », welche die gedachte Zerlegung zulédsst, A =0.

Die Curven also, deren Gleichungern durch finf Biquadrate darstellbar
sind, bilden eine specielle Classe, welche dadurch charactenszrt ist, dass ihre

Invariante A verschwindet *).
)

*) Beilidufig bemerke ich den Satz, dass wenn man fir Curven dieser Gattung die
erste Invariante, deren Symbol
=+ a, bz‘ 03)‘

tst, nach den Coefficienten von u differentiirt, und statt der Incremente die Coefficienten
von S einfiihrt, das Resultat identisch verschwindet. Daraus scheint hervorzugehen, dass

im Allgemeinen die so entstehende Invariante sich von A nur durch einen Zahlenfactor.

unterscheiden kann.

B —
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Wenn aber die Determinante A verschwindet, kann man nach bekann-
ten Sitzen immer sechs solche Grossen p; bestimmen, dass

Amn,ik = Punn-Pik-
In Folge dieser Gleichung erkennt man, dass fir Curven dieser Art die Form °
L2 sich in |
(EZpuo;ey) = K*
auflist, oder dass die Curve vierter Klasse £2 =0 in einen doppelt zu zih-
lenden Kegelschnitt K =0 dbergeht.
Da zugleich die Gleichung

ZiZi Ui pik = 0
stattfindet, so folgt aus den Fundamentalgleichungen (21°.)
(24) Emznwmynumnik = aiﬂk+ﬁiak

fir diesen Fall:
' (25.) 0 = Z;Z0;fpa,
d. h. je zwei Tangenten des Doppelpunktes einer Polaren sind reciproke
Polaren des Kegelschnitts
K = 0.

Betrachtet man die Gleichungen (24.) an sich, ohnme sie, wie bei der

Betrachtung der Doppelpunkte der Polaren mit den Gleichungen

&t od,taxs = 0, fio+fa,+fix = 0
zu verbinden, so stellen sie Linienpaare o, /3 dar, denen gewisse Punkten-
paare z, y in der Weise entsprechen, dass die Polare von y, genommen in
Bezug auf die Polare von x, oder umgekehrt, in das Linienpaar o, 3 zetfillt.
Was man auch kiirzer dahin bezeichnen kann, dass die zweite Polare des
Punktenpaares «, y in das Linienpaar o, (3 zerfalle. Von diesem Gesichts—
punkt aus schliesst dann die Gleichung (25.) den Satz ein:

Damit ein Linienpaar die zweite Polare eines Punktenpaares bilden
konne, ist es nothig und hinreichend, dass die beiden Linien reciproke Polaren
des Kegelschnitts K =0 seien; und jedes Paar reciproker Polaren kann als
zweite Polare von Punktenpaaren betrachtet werden.

Im . Allgemeinen bestimmen sich aus den Gleichungen (24.) die Ver-
héltnisse der Grdssen

TiY1s T2Y2s T3Yss ToYs+T3Yry T Y FTiYse TiYrt T2y,
sobald passende Werthe der e, 3 gegeben sind, und es giebt somit fir ein
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Linienpaar hochstens ein Punktenpaar, als dessen zweite Polare dasselbe an-
gesehen werden kann. Aber in dem vorliegenden speciellen Falle reichen
die Gleichungen (24.) nur hin, um fiinf der obigen Grossen durch die sechste
linear auszudriicken. Setzt man dann die erhaltenen Werthe in die identische
Gleichung

Rz y, oY1+ T T3Y T YT

0 = T Y2+ Y1 T, 2532?/2 T3Y2+ Y32 |,

T Y3+ 91T TYs+ 42T RT3y,
so geht daraus eine cubische Gleichung fiir diese sechste Grosse hervor. Fiir
jedes Paar reciproker Polaren des Kegelschnitts K =0 giebt es also dann
drei Punktenpaare, als deren zweite Polare jenes Linienpaar angesehen wer—
den kann. ‘ _

Wenn inshesondre die Geraden e, 3 zusammenfallen, so miissen sie
den Kegelschnitt { = O beriihren. Sie stellen dann eine Seite eines Dreiecks
dar, in welches eine Polardeterminante zerfallen ist, und x, y liegen auf S.
Man hat also den Satz:

Die Seiten sammtlicher Dreiecke, in welche die Polardeterminanten zer—
fallen konnen, umhiillen dern Kegelschnitt K=0. Jede Tangente wird dabei
Seite von sechs Dreiecken; und die sechs gegeniiberliegenden Dreiecksecken
gruppiren sich zu drei Paaren so, dass immer ein Punkt eines Paares eine
Ecke fiir die Polardeterminante des anderen wird.

Man kann beiléufig bemerken, dass man demnach unendlich viele Drei-
ecke dem Kegelschnitt umbeschreihen kann, dessen Ecken in der Curve vierter
Ordnung S =0 liegen. '

Aus diesen Siitzen schon erkennt man, dass es nicht ohne Interesse
sein diirfte, die Theorie dieser eigenthimlichen Gattung von Curven genauer
zu verfolgen.

Carlsruhe, den 2'" Septembér 1860.
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