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Ueber symbolische Darstellung algebralscher

Formen.
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.)

s. 1.

Methode zur symbolischen Darstellung algebraischer Formen.

m 55" Bande dieses Journals ist Herr Aronkold in Bezug auf die
Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung mit drei Verdnder-
lichen von einer sehr merkwiirdigen symbolischen Ausdrucksweise derselben
ausgegangen, welche ganz besonders geeignet scheint die wahren Eigenschaften
solcher Formen darzulegen. Ich habe im 587" Bande dieses Journals p. 117
kurz einen allgemeinen Beweis dafir angedeutet, dass die angegebene sym-
bolische Gestalt nicht nur diesen speciellen Formen, sondern allen Invarianten,
Covarianten, Zwischenformen und zugehorigen Formen zukomme, wie gross
auch der Grad und die Anzahl der Veranderlichen in der urspringlichen
Function sein mag. Es ist sogar vielleicht zweckmassig, tberhaupt diese
symbolische Darstellung als Definition solcher Formen zu Grunde zu legen,
da alle bisher bekannten Eigenschaften derselben aus dieser Form fast ohne
Weiteres hervorgehen, wihrend zugleich neue Eigenschaften und Anwendungen
zahlreich daraus entspringen. Solche Anwendungen enthilt bereits die Ab-
handlung des Herrn Aronkold in Menge; es ist der Zweck der gegenwirtigen
Abhandlung, namentlich auf den Nutzen aufmerksam zu machen, welchen man
fir die Theorie der Elimination aus dieser Darstellung ziehen kann.

Die erwahnte Darstellung besteht in Folgendem. Sei J eine beliehige
ganze simultane Invariante von homogenen Functionen ¢, v, ..., deren Ord-
nungen beliebig sein konnen, wenn nur die Anzahl der Verédnderlichen tberall
dieselbe ist; d. h. es soll J eine derartige ganze und rationale Function der
Coefficienten aller dieser Functionen sein, dass, wenn man in ¢, vy, ... statt
der Verinderlichen lineare Functionen derselben einfithrt, und in J dann die
fritheren Coefficienten durch die neuen ersetzi, dieses in dieselbe Function der
neuen Coefficienten itbergeht, welche es urspringlich in Bezug auf die alten
Coefficienten war, nur multiplicirt mit einer Potenz der aus den Coefﬁclenten
jener linearen Substitutionen gebildeten Determinante.

Ersetzt man nun in passender Weise die in J vorkommenden Coef-
ficienten - durch symbolische Producte, indem man, durch m, n, ... die Ord-
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2 Clebsch, iiber symbolische Darstellung algebraischer Formen.

nungen von ¢, v, ... bezeichnet, die in Bezug auf die Verinderlichen
Xy, &, ... x, identischen symbolischen Gleichungen einfiihrt:

P = (alaf'l‘i‘azwrl“'"‘i'arwr)m = (byx,+-byxy++o4- b)) =,

Y= (&t oyt o, 2,)" = (Bray -+ @y + o)t =y,
so kann man immer J als ein Aggregat von Determinantenproducten darstellen,
in denen die verschiedenen Reihen der einzelnen Determinanten Reihen der
symbolischen Coefficienten, z. B.

, Gy Gy ... @
sind, und wo ausser den in diesen Determinanten enthalienen symbolischen
Coefficienten nur noch numerische Constanten auftreten, in welche die einzelnen
Producte multiplicirt sind. .

Wenn man diese Darstellungsweise fir Invarianten hewiesen hat, so

ist sie fir zugehorige Formen selbstverstindlich. Denn wenn etwa .

Uy Uy . .. W
die Veriinderlichen der zugehorigen Form sind, so kann man dieselbe immer
als Invariante betrachten, fiir welche zu den anderen Functionen ¢, v, ..., aus
denen sie gebildet ist, auch noch die Function

U T+ U Tyt 0+ U, T,
hinzutritt. Man hat also dem Obigen nur hinzuzufiigen, dass, wenn J eine zu-
gehorige Form wird, auch die Reihe

Uy Uy . .. U,
in einigen der symbolischen Determinanten vorkommen kann.

Aber die Darstellung gilt mit geringer Modification auch fiir Covarianten
und Zwischenformen; und zwar darf man wieder nur von den ersteren sprechen,
indem die Zwischenformen zu diesen genau in demselben Verhiltniss stehen
wie die zugehorigen Formen zu den Invarianten. Bei Covarianten tritt nun
zu der Darstellungsweise, welche fir Invarianten gegeben wurde, noch dies
hinzu, dass die verschiedenen Determinantenproducte mit einigen der sym-
bolischen linearen Ausdriicke ’

) oz, + a3+ +a,z,,
o,y + 0T+ .,
etc.
oder mit Potenzen derselben multiplicirt erscheinen.

Aber durch eine kurze Ueberlegung zeigt es sich, dass auch dies selbst-

versténdlich ist, sobald der Saiz iber die Invarianien bewiesen worden. Denn
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setzt man, durch die & irgend welche * Grossen bezeichnet, '
A = S+EEED, D

und
aA _aA _8A
TeE 0 TmTeE - o TR
so hat man die Gleichungen:
. =&e +&He +etEx =0,

o = -lmml 180, o +§(2)w =10,

77""” 5"“’ o+ & ”w2+ +§"‘" ., =0.
Eine jede gegebene Covariante muss nun bis auf einen von der Transfor-
mationsdeterminante abhéingigen Factor unveréindert bleiben, wenn man stait
der x lineare Functionen X derselben, und statt der Coefficienten von ¢, v, ..
die nach Einfiihrung der X auftretenden entsprechenden Coefficienten substituirt.
Aber zugleich mit den Substitutionen fiir die « kann man auch an Stelle der
§ solche lineare Ausdricke derselben X einfithren, dass auch

W o= EHX, +&EX ++IX,

4 T/(?) — ~(2)Xl +~(2)X2 e +_(?)X

’7('—” = h('—l)Xl‘*"‘-'(r—l)Xz‘i' +~(r_l)X
nnd wenn man dann

setzt, so ist wieder

. 1 oV 1 oV 1 oV
Y=tz X=vam> - XTI

durch C die Transformationsdeterminante bezeichnet. Die & miissen also in
dem neuen Ausdruck der Covariante ganz ebenso vorkommen, wie urspriing-
lich die & weil die X darin eben so vorkommen sollten wie urspriinglich die
«; ausserdem aber erscheint dann bei der transformirten Form der Covariante

der Factor —é— eben so oft, als der Grad der Covariante in Bezug auf die =

Einheiten hat. Da nun nach der Definition der Covarianten die urspriingliche
und die transformirte sich nur durch eine Potenz der Transformationsdeterminante
unterscheiden sollen, so trifft eben dies noch in Bezug auf die beiden Formen
zu, in denen einerseits die & andrerseits die 5 eingefihrt sind, nur dass die

Potenz der Transformationsdeterminante eine andere geworden ist.
1 #



4 Clebsch, iiber symbolische Darstellung algebraischer Formen.

Genau betrachtet ist also die neue Form der Covariante entstanden,
indem man die Covariante als simultane Invariante der Functionen ¢, vy, ..
7, 7, ... 7" angesehen, und statt der urspriinglichen Coefficienten dieser
Functionen die neuen, durch die linearen Substitutionen hervorgerufenen ge-
setzt hat. Man kann also eine Covariante jederzeit durch eine Invariante er-
setzen, indem man den erzeugenden Functionen r—1 neue lineare Functionen
1 hinzufigt. -

Wenn man nun dieser Invariante die oben angefiihrte Darstellung giebt,
so miissen in derselben Determmanten wie

Ei'al-'zgs” . -.5,?,

vorkommen, welche mit anderen, von den & unabhéngigen Determirianten multi-
plicirt sind. Da nun die obige Determinante nichts anderes ist als

—1)

a T +a,e, 4 +a,.,
so zeigt sich, dass wirklich bei den Covarianten nur Factoren dieser letzten
Art zu den symbolischen Determinanten hinzutreten konnen.

Es kommt also nur darauf an, den Saiz in aller Strenge fiir Invarianten
zu beweisen. Und dies geschieht am leichtesten, wie ich es im Folgenden
auseinandersetzen werde, indem man zugleich die geforderte symbolische Dar-
stellung wirklich leistet. Ich werde mich dabei" der Hauptsache nach an den
Gang anschliessen, den ich fir den Beweis in der erwihnten Abhandlung an-
gedeutet habe. '

§. 2.

Zuriickfihrung auf die Betrachtung linearer Funclionen.

Bezeichnen wir durch die Buchstaben ¢, v, ..., an welche man sich
beliebige untere Indices angebracht denke, zugleich die Coefficienten der homo-
genen Functionen, die oben durch ¢, v, ... bezeichnet wurden; und sei
J(¢,y,...) eine gegebene ganze simultane Invariante dieser Functionen und eine
homogene Function sowohl der Coefficienten ¢ als der Coefficienten v u. s. w.
Denn sollte J aus mehreren Theilen bestehen, fiir welche ,zusammen diese
Homogeneitiit in Bezug auf die Coefficienten jeder der Functionen nicht erfiillt
wire, so misste jeder einzelne Theil, fir welchen sie stattfinde, fiir sich
eine Invariante sein, und man wirde dann jeden dieser Theile abgesondert
betrachten. ’
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In Folge der linearen Substitutionen
o = e X'+¢/ X"+ +e" X,
1) )@ = aX' 46 X"+ 6" XO,
#, = X 4! X fvvr 4 62 X
mogen nun ¢ v, ... ibergehen in &, ¥, .... Ist dann noch
C=Z=tc0q...c7,
so wird J als Invariante definirt durch die Gleichung:
R) J(@,%..)=C.J(py,..)
wo ¢ eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnen kann.
Variiren wir in der vorstehenden Gleichung jeizt die Coefficienten ¢,
wodurch also auch die & Verinderungen erleiden, wihrend die ¢ constant
bleiben sollen, so erhalten wir eine Gleichung von der Form

8I(D, W, ..)
=50

Betrachten wir jetzt die d® und J¢ als Coefficienten einer neuen Function,
welche von demselben Grade wie ¢ ist, so stellt die Summe

oJ (g, ,...
ob — ce.zLa;f’_loq).

oJ

2%
offenbar der obigen Gleichung wegen wiederum eine simultane Invariante von
¢, ¥, ... und dieser neuen Function dar. Und umgekehrt geht diese neue

Invariante in die frithere iber, multiplicirt mit einer reinen Zahl, sobald man
die neue Function wieder in ¢ selbst iibergehen lésst.

Variirt man die neue Invariante wieder in Bezug auf die noch darin
enthaltenen Coefficienten von ¢, und setzt an Stelle der Variationen die Coef-
ficienten einer neuen Function, welche abermals von demselben Grade wie ¢
ist, so erhilt man eine neue simultane Invariante, welche ausser ¢ noch zwei
neue Functionen derselben Ordnung enthilt, deren Coefficienten in der In-,
variante nur auf lineare Weise vorkommen.

So kann man offenbar fortfahren, bis sammtliche Coefficienten von ¢
aus der Invariante verschwunden sind. Man hat dann eine neue Invariante
vor sich, welche die Coefficienten von eben so viel neuen Functionen von
gleicher Ordnung mit ¢ enthélt, als der Grad der urspringlichen Invariante °
in Bezug auf die ¢ betrug; und von welcher man in jedem Augenblicke zu
J, multiplicirt mit einem numerischen Factor, zuriickkehren kann, indem man
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diese neue Function in ¢ iibergehen lasst, d. h. indem man statt ihrer Coef-
ficienten die Coefficienten von ¢ schreibt. -

Durch éhnliche Operationen gelingt es die Coefficienten von v fortzu-
schaffen, so wie von allen anderen Functionen, welche bei der Bildung von
J etwa noch benutzt sein sollten. Und so erhilt man eine symbolische Dar-
stellung von J durch eine neue Invariante, welche sich auf eine grossere
Anzahl von Functionen bezieht, welche fir jede von diesen linear ist, und
welche, sobald man dieselben gruppenweise in ¢, v, ... iibergehen lésst, in
J ibergeht, multiplicirt mit einem numerischen Factor.

An Stelle der neu eingefihrten Functionen kann man jede beliebige,
in Buchstabengrossen ausgedriickte Function von passendem Grade setzen, da
man von solchen immer zu den urspriinglichen Functionen zuriickzukehren im
Stande ist. So kann man, wie hier geschehen soll, als solche neue Functionen
immer Potenzen linearer Ausdricke einfihren, z. B.

J(P = (al$l+a2a:2+"'+arwr)m;
und die neue Invariante wird dann offenbar eine simultane Invariante nicht
blos dieser Potenzen sondern auch der linearen Ausdriicke selbst sein, fiir
deren Coefficienten sie respective von der m'", n"", etc. Ordnung ist. Und
man kann immer aus der neuen Form zu der urspriinglichen Invariante zuriick-
kehren, indem man an Stelle der Producte '

a;aay..., ete.,
welche in der Entwickelung des Ausdrucks

(a2, +a, 2,4+ +a,.x,)" ete.
als Coefficienten aufireten, die entsprechenden Coefficienten von ¢ setzt. Man
kann also jede Invariante als simultane Irnvariante linearer Ausdriicke symbolisch
darstellen.

Wiihrend hier die urspriingliche Invariante zunéchst auf eine andere
suriickgefithrt wurde, welche eine grossere Anzahl von Functionen ent-
hielt, aber in Bezug auf die Coefficienten einer jedem linear war, kann
man ganz ebenso diese symbolische Form zuriickfihren auf eine neue, welche
sich auf eben so viel limeare Functionen bezieht, als ihre Ordnung in Bezug
auf sammitliche Coefficienten Einheiten enthdlt, und welche fiir die Coefficienten
- einer jeden linear ist. Und von dieser kehrt man leicht zu der gegebenen
Invariante, multiplicirt mit einem numerischen Factor, wieder zurick, indem
man zunichst diese linearen Ausdriicke gruppenweise einander gleich werden
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lisst, nach der Ausrechnung aber die Producte der Coefficienten durch die
Coefficienten der urspriinglich gegebenen Functionen in passender Weise ersetat.

Diese Vorbereitungen angenommen, werde ich nun zeigen wie die zu~
letzt angegebene Form, d. h. jede simultane Invariante von linearen Functionen,
welche die Coefficienten einer jeden nur auf lineare Weise enthalt, als Aggregat
von Determinantenproducten dargestellt werden kann; wodurch denn zugleich
erhellt, wie iiberhaupt jede Invariante eine symbolische Darstellung dieser

Art zulasst.

§. 3.

Invarianten und Covarianten linearer Functionen,
Betrachten wir eine simultane Invariante der folgenden g¢.r linearen

Ausdriicke : .
1) 1) ) )
a =@ & +G T +:+a. z,,

o) i = e bt
a’® = oz, + a2+ 0l Vx,,
welche linear sein soll in Bezug auf die Coefficienten jeder dieser Fungtionen,
und sei dieselbe kurz durch J(a) bezeichnet. Fiihrt man in den linearen Aus-
driicken (3.) statt der Verdnderlichen « neue Verinderliche X ein, welche
mit den vorigen durch die linearen Substitutionsformeln (1.) des §. 2 zu-
sammenhéngen, so wird:
a(l) — ail) (clel_i_c!llxn_l__"_*_ c;")X('f))
+a (X' + ¢ X"+t 6" X7)
'! . . .

+a£3) (ch'—}—c',’X"-l—---—l—'cﬁ"X“’)
= APX' + AP XD ot A9 X"
wo
A? = 4P 4D e® 4ot gD e®
gesetzt ist. Versteht man also unter J(A) den Ausdruck, in welchen J(a)
iibergeht, sobald statt der af’ darin die A{’ eingefiihrt werden, so ist die
Gleichung, welche J als Invariante definirt: '
J(4) = C*.J(a)®).
*) Dieser Gleichung wegen muss, damit der Factor C® sich wirklich ausscheiden

kann, die Anzahl der constituirenden Functionen, wie oben angenommen ist, r.g sein,
welches die Dimension der ¢ in C° angiebt. '
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Auf der rechten Seite kommen hier die Grossen ¢ nur in dem Factor
C* vor. Differentiirt man also diese Gleichung wiederholt nach verschiedenen
der ¢, was im Ganzen r.gmal hinter einander geschehen kann, so kann man
folgende identische Gleichung bilden:

¢ J(A)
Kk A A A x 3 5 A
) deyt 8es?...8¢,".0¢," Bea’...0¢,...8c,  Dea* ... D¢,
. 3 r [
= J(a) ki

/ ! ! " " " €
k

ki o Ky r ook Ky A :
dey dey” ...0¢, .dey” dey” ...0¢, ...0c, Oc: ...0C,
In derselben bedeuten
K. &, ... &, K. %, ..., ... B, %, ... =K ,
irgend welche der Zahlen 1, 2, ... r; und da in C° die ¢ nur bis zur r.¢""
Dimension ansteigen, so unterscheidet sich die rechte Seite dieser Gleichung
von J(a) nur durch einen numerischen Factor.

Ich multiplicire jetzt die obige Gleichung mit dem Product der Deter-
minanten :
! ! !
Eic’:‘cﬁg...c’,"

k” k” k”
X=Z+e'le?... ¢

XZicffc’;s .c’,‘g.
Diese sind sammtlich so zu bilden, dass die oberen Indices als fest angesehen -
werden, die unteren aber in bekannter Weise zu permutiten sind. Dieses
Product ist immer Null, sobald irgend in einef der Reihen
K, K, L B

zwei gleiche Indices vorkommen, und hat also nur einen Werth, wenn sémmt-
liche Reihen dieser Art die Zahlen 1, 2, ... r in beliebiger Reihenfolge dar-
“stellen; dann aber ist jede Determinante gleich +C oder gleich — C, jenachdem
die' entsprechende Reihe

(©) (9 (1)
'y &y ... k
eine positive oder negative Transformation der Reihe
l : 1, 2, ... r
ist. Bezeichnet man durch
& i i
KK, K

die Null oder die positive oder negative Einheit, jenachdem einige der k ein-
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ander gleich, oder, wenn alle ungleich sind, die Reihe

kK, k&, ... Kk
durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Permutationen aus der Reihe
1, 2, ... r
hervorgeht, so ist
k! kl ki
Ztele’...e” = &; ;. C.
t ’ Kby k7

und also obiges Determinantenproduct gleich

0
& '€ .. C".
[ S e O A U 0 SO L

Hat man nun die Gleichung (4.) mit diesem Ausdruck multiplicirt, und summirt
alle Gleichungen, welche man auf diese Weise erhilt, indem man jeder der

Zahlen ki, k,, ... k° jeden der Werthe 1, 2, ... r in allen nur moglichen
Combinationen beilegt, so erhdlt man die Gleichung:
9" J(4)
o ¥ 1" I.” ¥ X A kf
= {(8¢,' 06" ... 8 ".8¢, 8¢y ...8¢," ...0¢," 8ca’ ... D¢,
K K Ky Ky k” L
(5.) X2+ 1102 e k 2"" 1 2 .. 2+c_l "'cr
3
ey E K k” k” x! ke k? ke 2
= CP.J((Z).E 86116022...3 r 8 802 ...Bc,’...60118c22...ac,r ’
ng;,k;,.. DA N AR I L S

wo die Summenzeichen sich auf sdmmtliche den % zu ertheilende Werthe
erstrecken. .

Ich betrachte zuerst den linken Theil dieser Gleichung genauer, indem
ich die nach den ¢, welche in J(A) explicite nicht vorkommen, auszufiihrenden
Differentiationen auf Differentiationen nach den A zuriickfihre. Aus der Defi-
nition der A folgt, dass . ‘

302"{
wihrend diejenigen A, deren unterer Index von % verschieden ist, c,. gar
nicht enthalten. Bezieht sich also das zweite Summenzeichen darauf, dass
sammtlichen Indices ¢ der Reihe nach die Werthe 1, 2, ... ro sollen beige-
legt werden konnen, so geht die linke Seite der Glelchung (8.) in folgende
Form iiber:

Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 2

()
= Qp,



10 Clebsch, iiber symbolische Darstellung algebraischer Formen.

0" J(4)
I !I :[ i'.’ ii ig ie
aA BA ...aA .04 ,,aA e84 04,0 04, BA
1 2 ky k, k; Ky x
l , k, k;
6) == Xal a’... 2"'01 €.iiC,
il i tr " n ¥
Xa' a,* r=4ete’.. e

(’
><wl a2 e . Ztele’...

Der in der Doppelsumme enthaltene Differentialquotient #ndert sich offenbar
nicht, wenn man in den beiden Reihen

o o o g1 e o/ 0 0 .0
iy %29 ... 2, P9 29 ... Oy o e e 0y ... 0,
! ! ! Ui " 1 o 0 0
S R T Y (S I L

gleichzeitig entsprechende Vertauschungen vornimmt, so dass nur niemals
zwei unter einander stehende Indices getrennt werden. Eine solche Ver-
tauschung kann auf den Werth der Doppelsumme iberhaupt keinen Einfluss
haben, da sie nur die Bezeichnungsweise verindert. Die durch eine solche
Vertauschung entstehenden neuen Formen der Doppelsumme miissen also immer
das nédmliche Resultat ergeben. Man bemerkt jedoch, dass z. B. eine Ver-
tauschung entsprechender Indices aus den Reihen

of of . !
fis %o « o's B

ki, k;? i oo K
genau denselben Erfolg hat, als wenn in dem Product

4 i Ky
a,'a,’. ' 2‘+cl c’...c,

! !
r

einige der unteren Indices 1, 2...r ihre Stellen wechseln. Durch solche Ver-
tauschungen kann man aber aus diesem Product im Ganzen r!=1.2...r Pro-
ducte ableiten; und da der Factor

B

2+c ..C,

bei jeder einzelnen Vertauschung nur sein Zeichen wechselt, so sind die ent-
stehenden Producte offenbar keine anderen als die Glieder des Products

‘! o " ’ k k/
Eiaﬁa,"...a,’.Ej-_cl‘cz’f..c,'.

Indem man also alle diese Vertauschungen vornimmt, und die entstehenden
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Formen der Doppelsumme (6.) addirt, erhalt man als r!fachen Werth dersel-
ben eine ganz dhnliche Doppelsumme, welche sich von der obigen nur da-
durch unterscheidet, dass an Stelle des Products
o of i / ! !
a:‘a?...a:’.Eicf'cfQ...c':’
das Product
i i, ky ky K
ta'a’... 0. Z+eclte’ .. ¢
getreten ist.
Nimmt man jetzt die ahnlichen Vertauschungen bei der zweiten Gruppe
der Indices
By &y ... i
E, K, ... Kk
und bei allen folgenden Gruppen vor, so erhilt man fiir die Doppelsumme (6.)
demnach folgenden Ausdruck:

' - eI (4)

i / i u /r '/ e @ @

1 t2 Y

04 64"...04 .04 ,,aA oo 04 aA aA or 04 o

ky k2 kr k, k, k2 k,
1 J ./ o7 kl k’ k!
— E3 XZ+a'a’...00 . S+e'et...c"
(r') g 1 kll "'2 k”

XZ+a'a’...a" . Z+e' el .c,

.

i K KRR
><2+a1 a’...a" . Z+elet. . e

Aber nach einem bekannten Determinantensatz kann man ein Product wie
I .l 5! / ! !
i k, Fk k
_ Staltar...a. Z+ele...c
zu einer einzigen Determinante vereinigen, deren Elemente offenbar keine
~anderen als die Grossen A sind, so dass obiges Product ibergeht in

I of

?2 s,
2‘+A A, A,

1 kr
Und hierdurch nimmt endlich obige Doppelsumme folgende Gestalt an:
0" J(4)
"Jl i i u u S ‘.f "5 '.S
i ox aAk;aA " BAkr N ,,aA - 04 Ay 04 oAy .. O
1)
S S LI
X=+A . A ,...A v A A A EEAA A
K kK, KK K, U Ky
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Ich gehe jetzt zum rechten Theile der Gleichung (5.) iber. Hier ist

zundchst :
C*.J(a) = J(A).

Was aber den Differentialquotienten von C° betrifft, so enthélt derselbe jeden-

falls das Glied

&

L& .o!
B KL T 0

r r

Kk, K
und man erhélt den Differentialquotienten selbst, indem man diejenigen Indices
in diesem Gliede auf alle Weise vertauscht, welche zu Grossen ¢ mit gleichen
unteren Indices gehoren, und die Summe aller entstehenden Ausdriicke nimmt.

Ich bezeichne diese der Kiirze wegen durch

1.0, y
O Ok, 8 «

In der Gleichung (5.) erscheint dieser Differentialquotient multiplicirt mit

€ r & o8& o .
0% YU i A A P

Aber da derselbe ungeindert bleibt, wenn man die verschiedenen k mit ein-
ander vertauscht, deren ¢ denselben unteren Index haben, so istin der Summe
der rechten Seite von (5.) dieser Differentialquotient nicht nur mit dem oben
bezeichneten Factor multiplicirt, sondern auch noch mit allen, welche durch
Vertauschung solcher Indices & aus demselben hervorgehen. Und da eben

- diese Summe oben durch o, . . bezeichnet wurde, so ist in (5.) das
15 PR By

Aggregat aller derjenigen Terme, welche diesen Differentialquotienten enthalten,

2
()!.(UI ! Q)
A Kt B )0

und mithin die ganze rechte Seite von (5.) gleich

ol.J(4). 2(%',, Ky, ...kf):

wo die Summe auf alle moglichen Combinationen auszudehnen ist, welche an
Stelle der Reihe K, k;, ... k% treten konnen.

Die angegebene Darstellung des Coefficienten von J(A) ist insofern
von Wichtigkeit, als sie zeigt, dass derselbe niemals verschwinden kann. Denn
man sieht leicht, dass mindestens eines der Quadrate, in deren Summe sich dieser
Coefficient auflost, von Null verschieden ist. Setzt man z. B. alle k gleich
ihrem unteren Index, so findet man das zugehdrige o leicht aus der oben
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entwickelten Gleichung -
1 aece

Kok, k0 ol kK KoK kK

D6 B se 00, 80y O0s +eeBOs vt

o

deren rechte Seite fir diesen Fall in
_i_ 4 o e
: el (8¢, (9ey)e...(Bcr)?
iibergeht. Der Differentialquotient ist hier leicht zu berechnen, da er nur von

dem in C° enthaltenen Gliede .
(cie;...ch)e

herriihren kann; und man erhilt sonach fir das fragliche o:

o7 (el = (e

Es ist also mindestens dies o von Null verschieden, und der oben gegebene
Coefficient von J(A) kann sonach niemals verschwinden.

Und indem wir jetzt die umgeformten Ausdriicke beider Theile in die
Gleichung (5.) einfiihren, erhalten wir:

1 1 1
JlA) o =i
el D' =(o, |, 2
( ky, kz,""‘f-')
8" J(A)
7. il i i iy i & il i
(&) 04 18A :...0A | .OA ,0A ...0A | ...0A OA ,...04 "
x=3{ kK K KRk k! KK kS
; o o : g1 L) I @ .0 0
oY i Yy 1, y % 4H
XZ+A,A,..A . =Z+A A, . ..A .. .Z+tA,4,. .4,
A K kK K KR ¥

Diese Gleichung enthélt die Darstellungsweise, von welcher anfinglich die Rede
war. Denn der Differentialquotient auf der rechten Seite ist eine reine Zahl,
oder wenigstens von den A, welche als Argumente der Invariante betrachtet
werden, unabhingig. Die Invariante wird also wirklich gleich einem Aggregat
von Determinantenproducten, wie es verlangt wurde. Ich fasse diese Dar-
stellung zusammen in folgendem

Theorem L
Ist J eine simultane Invariante von r.o linearen Functionen mit r
Verdnderlichen, in welcher die Coefficienten jeder Function nur auf lineare
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Weise vorkommen, so differentiire man dieselbe r.pomal nach irgend wel-
chen r.@ der r’.¢ in diesen Functionen enthaltenen Coefficienten, deren
untere Indices omal die Reihe 1, 2...r, und deren obere Indices die
Reihe 1, 2 ... 1.0 in beliebiger Folge bilden. Sodann sondere man die-
selben r.o Coefficienten in ¢ Gruppen, in deren jeder die unteren Indices
1,2 ... r enthallen sind, und setze statt jeder Gruppe die Determinante,
deren Glieder durch Vertauschung der unteren Indices aus der Gruppe her-
vorgehen. Multiplicirt man dann diese Determinanten mit jenem Dif-
ferentialquotienten, und bildet alle nur moglichen Producte dieser Art, so
unterscheidet ihre Summe sich von J nur durch einen numerischen Factor.

Da die numerischen Werthe der gedachten Differentialquotienten vollkommen
beliebig sein konnen, sobald von J nichts als die Ordnung festgesetzt ist, so
kann man den Satz hinzufigen:

Theorem II

Die allgemeinste simultane Invariante der r.o"" Ordnung von r.g
linearen Functionern, welche in Bezug auf die Coefficienten einer jeden
linear ist, erhdlt man, indem man die Determinantern bildet, welche sich
aus den Coefficienten der Functionen zusammensetzen lassen, immer ¢ von
denselber multiplicirt, so aber, dass in einem solchen Product jede Coef-
ficientenreihe einmal vorkommt, und indem mar dann diese Producte addirt,
mit beliebigen numerischen Factoren versehen.

Den fritheren Betrachtungen zufolge ist hierdurch auch die symbolische
Form aller simultanen Invarianten beliebiger Functionen gegeben, und man
kann demnach deren eben so viel von einer bestimmten Ordnung bilden, als
willkiirliche Coefficienten in den Formen des zweiten Theorems aufireten.
Aber es ist dabei zu bemerken, dass von diesen sehr zahlreichen Invarianten,
indem man zunéchst einige Gruppen der linearen Functionen zusammenfallen
lasst, und indem man sodann diese wieder durch symbolische Substitutionen
auf die Coefficienten von Functionen gegebener Ordnungen zurickfithrt, eine
grosse Zahl, oft sogar alle, verschwinden, wahrend andere durch Bedingungs-
gleichungen mit einander verbunden sind, welche schon in Bezug auf die ur-
spriingliche symbolische Form dadurch eintreten, dass gewisse identische Glei-
chungen’ zwischen den constituirenden Determinanten bestehen. Es scheint
daher sehr schwierig a priori die Zahl der moglichen von einander unabhingigen
Invarianten gegebener Functionen und von gegebener Ordnung zu bestimmen.
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Bei der symbolischen Darstellung von Covarianten treten nach dem
Obigen zu den Determinantenproducten noch lineare Factoren; und man kann
daher in Bezug auf diese folgendes Theorem aufstellen:

Theorem IIL
Die allgemeinste ganze Covariante linearer Functionen ist eine Summe
von Invarianten, jede multiplicirt mit Potenzen der Functionen selbst;
woraus man denn wieder im Stande ist, auch die allgemeinsten simultanen
Covarianten nicht linearer Functionen zu bilden.

§. 4.
Beweis eines allgemeinen Theorems iiber simullane Invarianten.

Um eine allgemeine Anwendung dieser symbolischen Formen zu geben,
will ich einen sehr allgemeinen, auf Invarianten (und zugehorige Formen) be-
ziglichen Satz nachweisen, welcher fir specielle Werthe von r und fir In-
varianten eirer Function bekannt ist. .

Sei also J zunéchst eine simultane Invariante der r.¢ oben angegebenen
linearen Functionen, wie sie in §. 3 betrachtet ist. Stellt man dieselbe als
Aggregat von Determinantenproducten dar, und setzt dann in einem Factor
jedes Products stait der a mit unterem Index » die ¢ mit unterem Index k,
wo h von k verschieden ist, so verschwindet J identisch. Hieraus und aus
der Bemerkung, dass J fiir die Coefficienten jeder Function linear ist, fir die
a mit einem bestimmten unteren Index aber homogen und von der ¢*" Ordnung,
ergiebt sich leicht die Richtigkeit der folgenden beiden Gleichungen:

o
Eiﬁah = Q.J,
o
2,- E}:—ak = O,

die Summe von i =1 bis zu i =r.¢ ausgedehnt. Diese Gleichungen bleiben
aber auch noch bestehen, wenn von den linearen Functionen einige einander
gleich werden, und in die Summen sind dann nur soviel Glieder einzufithren,
als verschiedene Gruppen unter den linearen Functionen vorkommen. Ich
nehme an, dass der Reihe nach m, =, p etc. Functionen einander gleich
werden, wo dann m+n-+p... =r.p, und bezeichne die Coefficienten derselben
respective durch a, b, ¢, .... Die vorhergehenden Gleichungen werden also
dann zu folgenden:
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aJ a7 aJ 3

aah a;,—l— abh bh+ ach ch—l—--- = ()J,
aJ aJ aJ B

aah ay i abh bk l ach ck+"' = 0.

Fiihrt man nun statt der Producte

(@)% (@r)%..., (b)P(b)>..., ete.
Coefficienten von Functionen m', n'" etc. Ordnung ¢, v, ... ein, indem man
die symbolischen Gleichungen

(@)% (@) ... = Guyc, ...,

(0P (B2) ... = bgp .

annimmt, so wird J eine simultane Invariante von ¢, v, ..., und zwar linear
in Bezug auf die Coefficienten einer jeden dieser Functionen. Man sieht dann
aber, indem man beide Ausdrucksweisen von J, die wirkliche und die sym-
holische, mit einander vergleicht, ohne Weiteres die Gleichungen ein:

wlay . anJ
1 24 aes =
aa“x“r" (aax)al (aaz)ai“' ’ -
oJ orJ :
ﬂ1!ﬂ2! . = ”

VO, (@A) (@)

Da J eine homogene Function m' Ordnung der a ist, so hat man bekanntlich:

J = E(a,)“‘ (a,)“’.... oJ
a‘!agl sese (aal)“, (aaz)a,”.

oder nach dem Vorigen:

_ a0\, oJ
J = Z(a)% (@) By g
wo die Summe sich auf alle Combinationen der Zahlen e,, o, ... ersireckt,
welche aus der Reihe 0, 1, 2, ... m mit Wiederholungen gebildet werden
konnen. Daher ist auch
_(?J_ — %n &y ®, aJ
oa, — = a, (WS T
und wenn man wieder die symbolischen Substitutionen beriicksichtigt :
o aJ
ap aah = Z'a;..a“laz__.a——aalaw- )
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hingegen, wenn %k von kh verschieden ist:

aJ So.a oJ
akaah - he ala_z...a,,——l...a/‘-}-l... aaal“l.

3 BRI SRR L)

Selzt man diese Werthe, so wie die entsprechenden, fir die Functionen y etc.

zu bildenden Ausdriicke in die Anfangs gegebenen Gleichungen ein, so wer-
den diese: '

oJ
QJ — Z(!h.a“lu!..-ma—_
| oJ
+ZBnbap.
‘ aJ
0 = 20!1,-%lai,..ah—l---“k‘f'l“' 0ay o op...e
P 7 R .
Y

+2ﬂh'-bﬂlﬂg...ﬂh—l...ﬂk—i-l... PP

Diese Gleichungen bestehen, wie man leicht ibersieht, auch dann noch fort,
wenn einige der Functionen ¢, v, . .. einander gleich werden, d. h. wenn die
Invariante aufhort, in Bezug auf die Coefficienten jeder der Functionen linear
zu sein. Aber dann sind nur soviel Summen hinzuschreiben, als von einander
verschiedene Functionen vorhanden sind.

Die in diesen Gleichungen ausgesprochenen Resultate fasse ich zu-
sammen in das folgende
| Theorem IV.
Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen ¢, vy, ... so, dass
wir diese Functionen aus den Ausdriicken
(a1 +ax,+ -+ a,2,)",
(blwl +b2$2+"'+br$r)“7
durch die symbolischen Substitutionen

o [+4
a'a’ ... =a

By 18
bbby ... = bﬁiﬂ,--- |
o, ... in der Functior y mit a:f' Ty ... und in

Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 3

entstehen lassen; wo also a

o
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einen aus der polynomischen Entwicklung entspringenden numerischen
Factor multiplicirt ist. Differentiiren wir dann eine simultane Invariante
dieser Functionen der Reihe nach in Bezug auf alle Coefficienten der-
selben, und mullipliciren jeden Differentialquotienten mit dem h'e* Index
desjenigen Coefficienten, nach welchem differentiirt wurde. Multiplicirt
man endlich diese Differentialquotienten wieder mit den Coefficienten selbst,
und addirt simmiliche Producte, so entsteht wieder die Invariante, multi-

plicirt, wenn m, n, p, ... die Ordnunger der Functionen, u, v, n, ... die
Ordnunger der Invariante in Bezug auf ihre Coefficienten bedeuten, mit
myu +nv-+pn...

r 9

was immer eine ganze Zakl ist. Multiplicirt man aber jeden Differential-
quotienten nicht mit dem Coefficienten, nach welchem - er gemommen ist,
sondern mit einem andéren derselben Function, in welchem jedesmal der
hte Index um 1 erniedrigt, ein bestimmter anderer aber wm 1 erhoht ist,
so ist die Summe aller dieser Producte immer identisch Null.

§. 5. '

Symbolische Darstellung der Eliminationsresultante zweier Gleichungen desselben Grades.

Da jede Eliminationsresultante zugleich eine simultane Invariante aller
derjenigen Functionen ist, deren gleichzeitiges Verschwinden auf jene Resul-
tirende fihrt, so muss auch die linke Seite jeder Gleichung, welche aus der
Elimination entspringt, als Aggregat symbolischer Determinantenproducte dar-
stellbar sein, und es ist dies eine fundamentale Eigenschaft solcher Gleichungen.
Man konnte selbst, da die Form der Eliminationsresultante hiernach bis auf
gewisse numerische Coefficienten bekannt ist, das ganze Verfahren jeder Elimi-
nation auf die Bestimmung dieser numerischen Werthe reduciren.

Man kann indess auch fiir die directe Elimination von dem Gebrauch
der symbolischen Formen einen nicht unerheblichen Nutzen ziehen. Im Fol-
genden wird immer vorausgesetzt werden, dass eine Eliminationsresultante
bereits in der oben entwickelten symbolischen Form vorliegt; und da der
Weg, welcher in den vorhergehenden Paragraphen zu diesem Ende angegeben
ist, doch in Wirklichkeit nicht ohne Weitldufigkeit durchzufiihren ist, so kann
es wiinschenswerth scheinen, einen Weg zu finden, der die Eliminationsglei-
chung unmittelbar in jener symbolischen Form ergiebt. Ich werde zeigen, wie
man in dem Fall zweier Gleichungen von gleich hohem Grade einen solchen
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Weg einschlagen kann; und derselbe wird zugleich geeignet sein, iber die
Anwendung der symbolischen Formen iiberhaupt Licht zu verbreiten.

Ich benutze hierbei die Bézoutsche Eliminationsmethode in der eleganten
Form, welche Herr Cayley derselhen gegeben hat. Die beiden gegebenen
Gleichungen seize ich in die symbolische Form:

f(m) = 0 = (01$1+a2$2)” —— (a;$1+ a;wg)” =eee,
@ (@) =0 = (a,@,+ or2,)" = (e, + 0pm,)" =+ o+
so dass die Producte der lateinischen Buchstaben immer symbolische Ausdricke

fir die Coefficienten der einen Gleichung sind, die griechischen Buchstaben fiir
die der anderen. Nach Herrn Cayley hat man nun die Function zu bilden:

0 - @9 —9@.f(y

T Y, — Y%,
— [(a x, +a mz)(al?/n + “z.’/z)]"_ [(a il +e, wz) (an Y o+ @y '!/z)]"
- TY — YTy
Da hier:
(alml +a.2w,)(a, Y -}—a? ye)"‘(“lwl +azw2)(a|y1 +aa yz) = a,0,— a0y,
T Y, —Y T

so kann man die Division wirklich aﬁsfﬁhren, und erhilt fir £ den Ausdruck:
(a,@ta, )" (o yrt-eys) ™
+(@@taz,) (gt ) (aytay) (g ztez,)
= (@ —am;0,) +(alwl—{-a,QxQ)"“3(aly,—|—a,y,)" 3(alyl—l—wzy?) (al:c,—}—a?a:?)

+(ajy.+azyz)" l(al $1+azaf'2)" —t
Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen der x und der y, so dass
R = =3¢, atartykyr T,

hk*1 T2
wo die Summen fir 2 und % von O bis #—1 zu nehmen sind, so ist dann
die Eliminationsresultante die aus den ¢ gebildete Determinante:

- Co Cn v Cuyp
0 — Ci Ci v e Cun
Com-1 Cipa - -+ Cpga

Man muss aber darauf achten, so lange man sich noch der symbolischen For-

men bedient, in jeder Reihe dieser Determinante andere symbolische Buch-

staben einzufiihren, damit bei der Ausrechnung keine Verwirrung eintrete.
3 *



20 Clebsch, iiber symbolische Darstellung algebraischer Formen. |

Man kann also etwa in der ersten Horizontalreihe die Buchstaben a, o, ¢
anwenden, in der zweiten dieselben mit einem oberen Index 1 versehen, in
der dritten mit einem oberen Index 2, u. s. w. Da aber schliesslich fiir alle
diese Buchstaben dieselben Substitutionen ausgefihrt werden sollen, so kann
man die Bezeichnungen auch vertauschen, ohne dass das Resultat eine Ver-
anderung erfihrt; d. h. man kann die oberen Indices 0, 1, ...n—1 bei den
a, a, ¢ auf die Horizontalreihen der Determinante in beliehiger Weise. ver—
theilen. Man kann endlich, statt die obige Determinante gleich Null zu setzen, -
auch die Summe aller dieser verschieden bezeichneten Determinanten ver-
schwinden lassen, da dieselben doch schliesslich alle auf den nimlichen Aus-
druck zuriickkommen. Und betrachtet man diese Darstellungsweise genauer,
so sieht man, dass die Eliminationsgleichung die Form eines Entwicklungs- -
coefficienten annimmt, nédmlich gleich wird dem Coefficienten von w.o'.2". .. «""
in der Entwicklung der aus den Grossen
uey, ey +u'cy 4 a0 el

-gebildeten Determinante.

Wenn man den Ausdruck von £2 ins Auge fasst, so bhemerkt man,
dass jedenfalls sich aus der Eliminationsdeterminante der Factor

(00— @) (ay0y— oy ) () o — o) @) ... (68" P el — ol P al" ™)
absondert; jede Reihe in jedem Glied des gedachten Entwwklungscoefﬁcienten
enthilt einen Factor dieses Products als gemeinsamen Theiler. Man wird
daher lieber statt des oben eingeschlagenen Weges die Eliminationsresultante
zunéichst in der Form

0 = 0.(q,0r—0,a) (a0 —ayay). .. (a0 el ™ — "™ a{"™)
darstellen, wo O der Coefficient von u.u'.%”... 4" " wird in der Entwicklung
einer Determinante, die sich von der friiheren dadurch unterscheidet, dass bei
der Bildung der ¢ der Factor a,0,—0,a, aus £2 auégeschieden wird. Oder
mit anderen Worten, setzen wir

2 = (ajoh—cia)) ==l ahar iyt
so wird O in der aus den Grossen .
w.cp+u.cp 4 utD e,

gebildeten Determinante der Coefficient von u.4'...u™".

Die Grossen ¢ (abgesehen von dem oberen Index) nehmen unter dieser
Voraussetznng folgende Ausdriicke an:

c, = 'i.o"k._1+ A1 “ o+"h,2"/‘,.._3+"'+";.,.._1"k,u’

2
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wo die Grossen r sich dadurch bestimmen, dass

h=n—1
hz rh,m Zf z;_h—l = (a’l 3y + a, 52)"—".—1 (al 2 + 0252)"' ’
=0

fir alle beliebigen Werthe der z. Diese Form der Grossen ¢ erlaubt es, auf
die Determinante, deren Eniwicklungscoefficient @ ist, einen bekannten Satz
anzuwenden, nach welchem unter gewissen Umstéinden eine Determinante in
die Summe von Producten je zweier Determinanten zerfill. Denn da

el devee gD p(n—1)
uc, +uc, +-+u cn Y = u(rh’o ”_I-H‘,,l ,,_2+ +"h,;-1 kn)

! /
+ ¢ (rh,() rk,n—l + rh,l k 1;—2 + + rh n—1 rk 0 )

1) f (1) oo 1) .+ g =D i)
+u )(rg‘o l’rf‘"n ’H—T(" )Tﬁ""_z‘i"‘ 1Tk )a

so kann man die Determinante dieser Grossen bilden, indem man aus den
beiden unvollstindigen Systemen

p . (A ol r "
“'rU,lJ ,u.r“’l ...u.r(,,,,_, ,u.r‘)’u ,u.?‘(,,l U -7‘()’"_1 PR

. e ot a4 Lol P ol .
u.r 1,0 9 u.Tl)l ...u.r._‘,,_l s U .7‘1’0 U .7'1’1 U .’I'l,,,_l '

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

' ! ’ /
UL 1,09 UL no 1,100 Ul y_ 13 u'.r,_, 00 Wlp g 100 @ Ty 15015 -+

und

) . ' ' - n-1) (n-1) (n-1)

Ton-t 9 Pom2 oo Too 5 Popy 9 Towa ---Too 5 ... ((,’,,_1 » Ton-2 < Too

) ’ . ' / / . (n-1) (n-1) (n-1)

I'l’,,_l ’ 'r]’,,_g ‘oo 7'1,0 5 ’I',,,,_l o Tin2 .. Ty 5 - ’l‘l’"_l ’ 1‘1 w2 °° rl 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L) L)

2 ' ' roo. n-1) (n-1) (n-1)

Totn-19 Tntn-2 oo Tncr05  Tuctyuety Tactp2 oor Tuorpy - o - f,_l a1 Tnoan-2 0 Taoro

" auf alle moglichen Arten die namlichen = Verticalreihen zu Determinanten
zusammenseizt, und die Summe der Producte von je zwei solchen zusammen-
gehorigen Determinantensystemen bildet. Und man erhilt sogleich den gesuch-
ten Entwicklungscoefficienten, wenn man statt I. mit II. das System

IIL

‘ . ! ! ! o | n-1 (n-1)
Too 9 Tog oo Tonr 3 Too 5 To1 oo Topg 5 -« 7'((,0 % "1(;,1-) st Tomat

5 ! ! Y A . -1 -1 -1
'I‘l,o 9 1‘1,1 v 7‘1,,,,1 P) rl:(, ) rl’l e rl,,,_; 9 se e r(l”() ), rﬁ:'l ) v 'I‘S':"_:

& . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . «

r . ' ' . 1) (s n-1)
n-1,09 r 1,1 e 7',,_,,,,_1 5 'r,,_l’o, r,,_l,l Ry r,,_,,,,_l 5 e r(“_l 09 "_1’1 RN

(1-1) p(n=1) o (n-1) p(n=1)  y(n=1) L(n-1)
w D g wT

u(n-l).,r(n—l) u(u—l").r(n—l) u(u-l) (n-1)

0 n-1

u(n~l) r(n—l) u(n—l) ,’.(n—l) u(n—l) J(n-1)

1n-1

n-1,n-1
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verbindet, welches gewissermassen das inverse von II. ist, zugleich aber die
Bedingung hinzufiigt, dass nur aus solchen Verticalreihen Determinanten ge-
bildet werden sollen, deren obere Indices sémmtlich verschieden sind, und
also die Reihe 0, 1, 2, ... »—1 in beliebiger Folge darstellen. Und so
wird schliesslich

. (1) : . (n-1)
1‘0,,- 1'[,’;, .« . 'ro’l.(ﬂ-l) r(,,,,_i_l 7‘0",_,':_1 T e e TO:"_i(n-l)_l
/ (n-1) ' (n-1)
0O—=3 i 1‘1,;, e 'rl’i(n—l) . "'1’,,_,'_1 T1,n-i0-1 . e rl,n—i(”_l)—l ,
. (»-1) , (1)
Tu-1,i rn-l,i' .. lrn—l,i(”—l) rn—l,n-i—l Ta-tyn-i-1 « - - rn—l,n—z(n—l)—l
wo die Summe so zu verstehen ist, dass in derselben i, i, ... i{* alle
Werthe 0, 1, ... n—1 sollen annehmen konnen, die Gleichheit mehrerer oder

selbst aller Werthe nicht ausgeschlossen.

Die Determinanten, in welche O hier zerfillt, lassen sich wiederum als
Entwicklungscoefficienten darstellen. Nach der Definition der r sind diese die
Coefficienten der verschiedenen Potenzen der z in dem Product

y
wenn
Y=051+0%, 1=0,%+0,%
gesetzt wird. Dehnt man also die zweite Summe tiber m =0, 1, ... »—1 aus,
so ist

n-n"'i-"n_’m_l—d h n—h—1 gn—m—1
== 1.2..m T, 5 %5 .t

,l—ﬂl

nn—1...n—m—1
1.2...m

= (yt+nr)" = [(a15,+ @ 5) -+ (05, + 0y5,)7]"
oder wenn man zuerst nach den s entwickelt, ist

==

yn—m—l nm . tn——m—-l "

nn—1..n—m-+|1
1.2..m Thm

der Coefficient von ¢*~™'.7™ in der Entwicklung von
(@ b+ oy 7) . (@rt + 7)1,
Ebenso kann man die »' als die Coefficienten der Potenzen der z' in dem Product
()" )

ansehen, wo
' ool 1! o) [ I ot
Y =03+ a3, 7 =o035+05
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gesetzt ist, oder
o nn—1i..n—m41 ,
1.2...m hes

- als den Coefficienten von (¢)"'.(7')" in der Entwicklung von
CARNASNCUE o)
u. s. w. Endlich also ist offenbar die Determinante

) (n—1)
1‘0,,- TU’;, P ‘I‘O, l(”‘—l)

, (n—1)
1',’,- 1‘1,,-, P Tl,i(n—-l)

/ (n—1)
Ty1i Top—rjic - - - r”_l’l.(n—l)

del‘ CO.efﬁCient von
. - n—i’— I ,,___i(" l)_ .'(”
" l.’[l.(t,) l.(l’) ...(t(n l)) l.(’l,'(” l))

in der Entwicklung von

1)

o (@) TG
o' %o, (@'2)"—20} . (vg"“’))"_Qvg"""
il ot S C N C e Cla B
o n—1 n—1
o ! (0y) e (0" )

WO . 3 - - 3
o = P gD
o = aP4P 4 P
gesetzt ist, den Entwicklungscoefficienten noch multiplicirt mit
i — )1 (u—i)! ... GOD) | (n— i)
‘ (nl)

Der Ausdruck V ist aber bekanntlich nichts anderes, als das Product

(—1)tnnt .H(”gr‘) ,oik) _Ugh v:n ’

23

wenn in demselben i die Werthe 0, 1, ... #—1, und % fir jeden Werth von ¢
die Werthe 0, 1, ... i—1 erhalt. Auf diese Weise erscheint V als ein Deter-
minantenproduct; aber in Folge dessen ist auch jeder der Entwicklungscoefficien-
ten von ¥V ein Aggregat von Determinantenproducten, deren einzelne Factoren
aus den @ und o zusammengesetzt sind. Da also jeder dieser Entwicklungs~
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coefficienien die verlangte symbolische Form hat, so hat sie auch @ und endlich
die Eliminationsgleichung selbst. Ich fasse den Gang, der nunmehr zur Bil-
dung der Eliminationsgleichung in ihrer symbolischen Form eingeschlagen
werden kann, in einem Theorem zusammen.

Theorem V.

Um die Eliminationsgleichung sweier Gleichungen n'e® Grades mit zwei
Veriinderlichen zu erhalten, bilde man zundichst das Product

IT[(a? tO4a®79) (aPt® 4 D7) — (6D D 4 6O 1@)(aD® 4 P2 @],

in welchem i die Werthe 0, 1, 2, ... n—1, k aber fir jeden bestimmten
Werth von i die Werthe 0, 1, ... i—1 erhalten soll, und entwickle das
Product nach Potenzen der t und v. Sodann multiplicire man den Coef- -
ficienten von

§ . ’ 3 ., n_,-("—l)_ 1 fa—1)
e N (5 e () N () (71

mit dem Coefficienten von

(n—1)_,
2

. ; i n—it— i(';—l) n—i
tt.,’;n——t——l.(t’) .(T') . 1___(;(':—1)) ‘(1(71—1))
setze dem Product den numerischen Factor
(=DM (n— iDL ... (D)) (n— i)Y

()
vor, und bilde die Summe aller Ausdriicke, die man auf diese Weise er-
hilt, wenn man den Zahlen i, ¢, ... " alle moglichen Werthe von 0

bis n—1 beilegt. Multiplicirt man das Resultat mit
(@10, — ay o) (@ oy — ah0ry) ... (a7 P 0" —a" el Y),
so ist das Product, gleich Null gesetst, das Eliminationsresultat in sym-—
bolischer Form, d. h. man hat das wirkliche, wenn man statt der Producte
aial, (@) (@), etc.
die Coefficienten der einen, statt

ofaf, (e (), ete.

die Coefficienten der anderen gegebenen Gleichung einselst.

Da sowohl von den ¢ als von den & immer » verschiedene Arten vor-
handen- sind, so ist die letate Eliminationsgleichung wirklich vom nten Grad in
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Bezug auf die Coefficienten beider Gleichungen *), mithin ohne iberflissigen
Factor.

§. 6.
Besonderer Fall der Discriminante.
Einige besondere Bemerkungen erfordert noch der Fall, in welchem
die Eliminationsresultante in die Discriminante einer gegebenen Gleichung iiber-
geht, d. h. die Bedingung ausdriickt, unter welcher jene Gleichung zwei gleiche
Wurzeln hat. Setzen wir fiir diesen Fall die gegebene Gleichuug in die sym-
bolische Form
0= (a,z;+a,x,)"" = (0,2, + a,2,)" ! ete.,

so hat man, um jene Bedingung zu erhalten, die = aus den beiden Gleichungen
0=a(yz,+a,z)" =0, (2, +aya,)". ..,
0=a,(ayz,+ )" = 0y (0y ey )" . .

zu eliminiren.

Man betrachtet dann statt der im vongen Paragraphen angewandten

Function {2 besser die Function
20 — (a, —agoc,) o+ a,2)" (¢, y, +a,9)"—(0y+ a6 y) (%2 +a w,)
ly2 ylwi
welche durch Ausfihrung der Division, dem Fritheren ganz analog, iibergeht in:

(@ ta, $2)"~l(a1 ?/H‘aa yz)"_l
20 — (@ 0 — )2 +(a1$1‘|’az-’172) 2(“1 !/H’az yz)" '(any1+azy2)(a1wr|'a2$2)

+(“1?/l+az?/2)" l(“xa’rl-azwz)" =

Man bemerkt, dass diese Form sich von der des vorigen Paragraphen nur da-
durch unterscheidet, dass an Stelle des ersten Factors a,0,—a,c, hier sein
Quadrat getreten ist. Es ist also in dem Theorem des vorigen Paragraphen
nur der Schluss zu verdndern, wodurch man folgenden Zusatz zu demselben
erhalt :

*) Bei dieser Gelegenheit mag ein Satz erwihnt sein, den man sebr leicht auf
einen anderen bekannten Satz zuriickfiihrt. Ist eine Gleichung durch Elimination aus.
Gleichungen des m ", m,'®", ... m,'" Grades entstanden, so ist der Grad der sym-
bolischen Coefﬁmenten fir jede Gleichung derselbe, nimlich m, .m, ....m,. Daraus
folgt z. B., dass, wenn_eine der Gleichungen linear ist, die Coefﬁctenten derselben in
Jjeder der symbolzschen Determinanten als eine Reihe vorkommen miissen. Vgl. unten

§. 7folgg. .
Journal fiir Mathematik Bd. LIX, Heft 1. 4
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. Theorem VI
Um die Bedingungsgleichung aufzustellen, welche die Gleichheit sweier
Wurzeln einer Gleichung des (n+-1)te Grades ausdriickt, verfahre man zu~
ndchst wie im Theorem V.; multiplicire aber schliesslich nicht mit dem Factor

(@0, —ay0,) (@, —az0ry) . .. (af""” ol g af"’”)

sondern mit dem Quadrat desselben. Das Resultat, gleich Null gesetst,
giebt die gesuchte Bedingung in ihrer symbolischen Form, und die wirk-
liche Bedingung, wenn man fir die Producte
(@) (@), (o) (o)
iberall die entsprechenden Coefficienten der wurspringlich gegebenen Glei-
chung einfihrt.
Diese Gleichung enthédlt » Arien der @, und ebensoviel der «; sie ist also in
Bezug auf die Coefficienten der gegebenen Gleichung von der 2a'e Ordnung,
und enthélt also keinen iberflissigen Factor.

§ 7.

Invarianten von Functionen, zwischen deren Verinderlichen eine lineare Relalion besteht.

Die Betrachtung der symbolischen Formen gestattet die Beantwortung
der Frage, wie die Invarianten von Functionen mit r Verdnderlichen mit den
Grundformen entsprechender Functionen von r-+-1 Verdnderlichen zusammen-
hingen, aus denen erstere abgeleitet "sind, indem man eine lineare Function
der Veranderlichen gleich Null setst. Diese Frage ist fir die Geometrie von
hochster Bedeutung, insofern es sich um die Schnittpunkte einer Geraden mit
einer Curve handelt, oder um die Eigenschaften eines ebenen Schnitts einer
algebraischen Fliche. Man kann in dieser Beziehung folgende einfache Be-
trachtungen anstellen.

Es sei, in symbolischer Form,

¢ = (az+ ozt +a.2,)
7 = (bz+byx, 4+ +b,x,) = -
eine Function von r4-1 Veriinderlichen, welche durch die linearen Substitutionen
z =c¢ X+ X ++”X?,
o =X+ X'+ 4’ X7,

z, = ¢, X+ X'+ 4 X
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" ¢ = (@ X+ X'+ oo XO)
= BX+B X'+ +LOXOV = ...
iihergeht, so dass zwischen den symbolischen Coefficienten die Gleichungen
a®? == cma—}—cf’ a1+---'—{—c,(.i)a,, -

0} @ @ '
B? = b+’ b+ +Pb,,

stattfinden. Aus den Transformationsformeln folgt aber auch, wenn
C = =+eccec)...c”
gesetzt wird: .
1

ac oC ocC
T\ g T g, Tt

8./

X =

Setzt man nun

aC aC .
T =% o W

und lésst
CX=wur+wz,++ux =0

eine zwischen den z stattfindende lineare Beziehung bedeuten, so wird unter
dieser Bedingung ¢ iibergehen in ‘
(p) = (X' +"X"+ .o XO)
= (/J"X’+[3"X”+---+/3(r)X('))" Sy
Eine Invariante dieser Function hat nach dem Friheren immer die symbolische
Form:
J = SiLII(Z+dB"...vD),
wo die i Zahlenfactoren bedeuten. Will man in derselben statt der sym-
bolischen .Coefficienten e, 3 ... von (¢), die symbolischen Coefficienten @, b ...
von ¢, in der urspriinglichen Form, einfiihren, so hat man sich nur der eben
angegebenen Substitutionsformeln

o — cm a-+ cﬁi) ay+-+ cfi)a,,
ﬂfi) == c(i)b + Ci’) bl +eee cSi) br)
zu bedienen. Durch dieselben aber geht eine Determinante wie

Sto .. 0,
< 4*
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welche r* Elemente enthilt, in eine Summe von Determinantenproducten iber;

und zwar, wenn man
P = zizagng.- R,
setzt, wird

. aC dpP oC oP oC oP

-1 )
Zta'fl.. A0 = dc Om +ac, dz, T T +ac, 0z,
oP

- u_é;_*— '65+ + o "az,
:‘ziualbz.

Die Invariante der Function (¢) driickt sich also durch die Coefficienten der
urspriinglich gegebenen Function ¢ so aus, dass nur an Stelle der symbolischen
Determinanten «
E+od B v,

welche sich auf (¢) beziehen, die symbolischen Determinanten
: Ztuab,...n,
treten, welche auf ¢ beziiglich sind, in denen die Reihe der Indices um einen
vermehrt ist, und in denen als neue Reihe die Reihe der Coefficienten des
gegebenen linearen Ausdrucks hinzugefiigt ist.

Dieses merkwiirdige und einfache Verhalten fiihrt auf das sehr wichtige

Theorem VIL }

Wenn man- eine Invariante J einer Function (¢) von r Verdnder—
lichen, welche aus einer Function ¢ von r-+1 Verdnderlichern dadurch
entsteht, dass zwischen den Verdnderlichen eine lineare Besiehung ange-
nommen wird, durch die Coefficienten von ¢ ausdriicken will, so bilde

_man dieselbe zundchst in symbolischer Form fiir eine beliebige Function

von r Verdnderlichen, und setze sodann statt jeder ihrer symbolischen
Determinanten eine andere, welche in jeder Reihe einen Buchstaben mehr,
und als neue Reihe die Coefficienten des gegebener linearen Ausdrucks
enthdlt. Ldsst man in dieser Form dann die symbolischen Producte nicht
mehr die Coefficienten vor (¢) sondern die Coefficienten von ¢ bedeuten,
so ist das Resullat, eine zugehirige Form von ¢, die gesuchte Invariante
von (@), ausgedriickt durch die Coefficienten der gegebemen Function .

§. 8.

Invarianten von Functionen, zwischen deren Verinderlichen mehrere Relationen bestehen.

Das vorstehende Theorem enthalt die Losung oder doch die Reduction
- einiger wichtigen Probleme. Man kann dasselbe zundéchst dadurch verallge-
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meinern, dass man es auf den Fall anwendet, wo mehrere lineare Bedingungs-
gleichungen eintreten. In der That kann man (¢) durch eine weitere lineare
Bedingungsgleichung in die Form ((¢)) verwandelt denken, welche nur r—1
Verinderliche enthélt, u.s. w.; und man wird dann von dem Ausdruck einer
Invariante einer Function mit moglichst wenig Verinderlichen, ausgedrickt
durch die Coefficienten jener Function selbst, zu Ausdriicken derselben In-
variante aufsteigen, welche Coefficienten der Functionen mit mehr Verdnder-
lichen enthalten, indem man die Reihen der Indices in jeder symbolischen
Determinante immer um 1 vermehrt, und als neue Reihe die Coefficienten
eines der gegebenen linearen Ausdriicke hinzufiigi. Das letzte Resultat kann
man dann in folgendes Theorem -zusammenfassen :

Theorem VIIIL
Wenn man eine Invariante J einer Function (@) von r Verdnder—
lichen, welche aus einer Function ¢ von r+s Verdinderlichen dadurch
entstanden ist, dass zwischen den Verdnderlichen s lineare Beziehungen
eingetreten sind, durch die Coefficienten von ¢ ausdriicken soll, so bilde
man dieselbe zundchst fir eine beliebige Function von r Verdnderlichen,
bringe sie in die symbolische Form und vermehre jede Reihe jeder symbo-
lischen Determinante um s Glieder, wdihrend man als s neue Reihen die
Coefficienten der gegebenen linearen Beziehungen hinzufiigt. Ldsst man
dann die symbolischen Producte nicht mehr die Coefficienten von (¢)
sondern die Coefficienten von ¢ bedeuten, so ist das Resultat die ge-
suchte Invarionte, ausgedrickt durch die Coefficienten der gegebenen
Function.
Man kann endlich noch die Bemerkung hinzitigen, welche ‘ohne

weiteren Beweis einleuchtet:

Theorem IX.

Die Theoreme VII. und VIII. gelten ganz eberso, wenn eire simul-
tane Invariante J mehrerer Functionen (¢), (), ... durch die Coef-
ficienten gegebener Functionen ¢, v, ... ausgedrickt werden soll.

§. 9.

Elimination aus Gleichungen, deren einige linear sind.
Sind eine Anzahl von Gleichungen gegeben

, =0, p=0, ...,
aus welchen die Unbekannten x,, x,, ... x,,, eliminirt werden sollen, so
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ist offenbar die linke Seite der Eliminationsgleichung eine simultane Invariante
von ¢, ¥, etc. Sind aber insbesondere s jener Gleichungen linear, die
iibrigen aber respective vom m'", »*", etc. Grade, so giebt das Theorem VIIL
oder IX. einen vollkommen symmetrischén Weg an, diese Elimination auf die
Elimination von r Groéssen aus r Gleichungen vom respective m'", »'", etc.
Grade zuriickzufihren. Denn reduciren sich ¢, v, etc. mit Hilfe der s linearen
Beziehungen auf (¢), (¢), etc., so hat man nur eine simuliane Invariante
dieser Functionen durch die Coefficienten von ¢, v, etc. auszudricken. Dies
geschieht aber nach dem Vorhergehenden mit Hiilfe folgender Regel:
Theorem X.

Statt aus r+s Gleichungen, deren s vom ersten Grade, die anderen
respective vom m'e®, n'e", etc. Grade sind, die Unbekannten zu eliminiren,
kann man szundchst die LEliminationsgleichung fir r Gleichungen vom
mlen, nten  efc. Grade mit r Unbekannten in symbolischer Form bilden,
sodann die Elemente jeder Reihe in jeder symbolischen Determinante um
s vermehren und als s neue Reihen die Coefficienten der linearen Glei-
chungen hinzufigen. Fihrt man dann in der so umgestalteten Eliminations—
gleichung statt der symbolischen Producte die Coefficienten der. gegebenen
Gleichungen vom m'en, n'er, etc. Grade mit r--s Verinderlichen ein, so
ist das Resullal die gesuchte Eliminationsresultante.

Da die Eliminationsgleichung zwischen zwei ,Gleichungen beliebigen
Grades bekannt ist, und die Reduction einer solchen Gleichung auf die sym-
bolische Form aus dem Theorem I. ersichtlich ist, so hat man hiernach eine
ganz allgemeine und symmetrische Methode, aus beliebig vielen Gleichungen
die Unbekannten zu ®liminiren, wenn nur bei zweien derselben der Grad den
aweiten iibersteigt. Ist insbesondere der Grad dieser beiden derselbe, so
erhilt man die symbolische Form, deren Determinanten nur zu erweitern
sind, sogleich aus dem Theorem V.

Das Verfahren wird indess wesenilich vereinfacht, sobald die Elimi-
nationsresultante zwischen zwei Gleichungen, auf welche hier Alles zurick-
kommt, bereits durch andere moglichst einfache Invarianten ausgedriickt vorliegt;
indem man dann die symbolische Darstellung und Erweiterung nicht an der
ganzen Eliminationsresultante sondern an den einzelnen Invarianten vorzu-
nehmen hat, aus welchen sie zusammengeseizt ist.

Als Beispiel hierfir, und fir die ganze Verfahrungsweise iiberhaupt,
wihle ich die Elimination aus drei Gleichungen, deren eine vom ersien Grade
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ist, wihrend die anderen vom zweiten Grade sein mogen. Nach dem Obigen
hat man zu diesem Ende zundchst die Eliminationsgleichung fir zwei Glei-
chungen vom zweiten Grade zu bilden. Seien diese:

ay T+ 20, T, 0+ Opx; = 07_

bum}“}—?buwl"zz'}‘ bpx; = 0.

Das Resultat der Elimination aus diesen Gleichungen erhélt man in
passender Form auf folgende Weise. Wenn die beiden obigen Gleichungen
eine gemeinschaftliche Wurzel haben, so kann man sie durch lineare Trans—
formation immer auf die Form bringen:

X(@X+bY)=0 und X(¢X+dY)=0.
Multiplicirt man beide Gleichungen mit beliebigen Factoren o und /3, so ist die
Determinante der Summe: ' o
'2aa+2ﬁc ab+[3d
| eb+ (d 0
d. h. ein vollstindiges Quadrat in Bezug auf die Grossen o und 3. Dieselbe
Eigenschaft muss auch den Gleichungen in ihrer urspringlichen Gestalt zu-
kommen, d: h. die Determinante der Function
o (@ @1+ 2@y, @,y + y x3) + B(byxi+ by, 2,4 b 3),

welche gleich

9

cay+f3by  eap+ b, |
ot~ 3by,  can+[Bb, I
ist, muss in Bezug auf die &, 3 ein vollstindiges Quadrat sein. Setzt man

daher 4 in die Form
4 = }(Ao*+ BB +2CaB),
so muss die Gleichung -

AB—-C* =0
statifinden, welches daher die gesuchte Eliminationsgleichung ist. Aber es sind

A =2 a; Gy ,

Qo Oy <

bll bll
B =2

bay bl
C — ay by by @)

| @ by by, by
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die drei einfachsten simultanen Invarianten der beiden quadratischen Formen.
Dieselben nehmen die symbolische -Gestalt an:

I N R T .
4= 0y azI’ B_‘ﬂl/gml
a, a,|
“=1s bzll’

wenn man die symbolischen Substitutionen anwendet:
;0 = ;0 = Ay,
bibi = (33 = by.
Erweitert man nun diese Invarianten nach der Regel des Theorems X.,
so erhdlt man:

Uy U, U ’ U U, U3 g
A=|a, a; a5\, B=|b, b, by,
Oy Oy O3 By B2 s
wy Uy uy |
C =|a a, a5 5
) b, b, b,
und somit ist die Gleichung: .
U, U wl u wy w2 u, 4, usl’)?
(1.) a, a, ay| +|b, by bs| = {ia, a, a,
lal oy O3 By ﬂa b, b b,

. in symbolischer Form das Resultat der Elimination der x aus den drei Glei-
chungen: '

@1 5+ Oy T3+ @y T3+ R0 T, T3+ Ray @30 - Rap 2y 2, = 0,

by i+ b x;+ bys a3+ 2bys @y 3 + by w3, + Rby,x, Ty = 0,

ux,+wx,+u s = 0.

Denkt man sich durch die ersten beiden Gleichungen zwei Kegelschnitte dar-
gestellt, so ist die letzte die Gleichung einer Linie, welche durch einen Schnitt-
punkt beider hindurchgeht; und die Gleichung (1.) ist demnach die Gleichung
ihrer vier Schnittpunkte in Liniencoordinaten, woraus die Auflosbarkeit jener
Gleichung in vier Factoren beilaufig folgt. Aber es ist ausserdem

ay G Q3 U
luy wp us | !
Ay Gn Q3 Uy
a, ay @] = —2 =0
a3 G2 A3 U
o 0y 0 >
w, 4 u; O y
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die Gleichung des ersten Kegelschnitts in Liniencoordinaten, und
by b2 by u

2
Uy Uy Us
by, by, b23 2}

* - = —-—-2 =
l,)l b_; bs bs, by bss uy 0
By 32 35

u, u, u; 0
die des zweiten. Verschwindet in (1.) einer dieser Ausdriicke, was fiir die
acht Tangenten geschieht, welche sich in den vier Schnittpunkten an die beiden
Kegelschnitte ziehen lassen, so verschwindet auch jedesmal der Ausdruck
W uy, u | '
- C=|a a, a;|;
|b, b, b
und es ist also
=0
= u;(an b'ss‘*"ass by2 — a3 b23) + 20,63 (@13 012+ @by — 0y by — @3 b))
+tta (@53 byy + @13 by — 23, byy) + 203wy (@ bas + 3 by — an b3y — @ty ban)
+ ”§ (au bn"{‘ b, —2a, bu) + 2u, u, (an by -+ as, b3? — @by, —ay, bss)
die Gleichung desjenigen Kegelschnitts, welcher von den acht, in den vier
Schnittpunkten beider Kegelschnitte gezogenen Tangenten berihrt wird.
Diese Bemerkungen wollte ich zur Erlauterung des Vorangegangenen
hier beifiigen. ‘ :

§. 10.

Satz iiber ein System von Gleichungen zweiter Ordnung.

Ich kann nicht umhin bei dieser Gelegenheit eines allgemeinen Satzes
zu gedenken, welcher aus der Verallgemeinerung der Methode fliesst, durch
welche im vorigen Paragraphen die Eliminationsgleichung fir zwei Gleichungen
des zweiten Grades gewonnen wurde. Obgleich derselbe streng genommen
nicht hierher gehort, so scheint er doch von hinreichendem Interesse, um seine
Einschaltung hier zu rechtfertigen. . “

Es seien r homogene Gleichungen zweiter Ordnung mit » Verénder-
lichen gegeben:

0 = ==d\) z;z,

(1) 0 = ==afz;xs,

0 = =>da} z; ;.
Journal fiitr Mathematik Bd. LIX. Heft 1. )
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Sobald diese Gleichungen neben einander besiehen, so muss eine Gleichung
R =0

zwischen den Coefficienten bestehen, welche in Bezug auf jede Reihe der a
vom Grade 2" ist.

Multipliciren wir jetzt die Gleichungen mit beliebigen Factoren y', y"... 4,
und setzen -

ainy' Faiy o tai y” = ba,
und bilden sodann die Determinante
B = =+byby...b,,.

Dieselbe ist von der " Ordnung in Bezug auf die y, von derselben Ordnung
fir die @, und die Coefficienten der verschiedenen Potenzen der y in der -
Entwicklung von B sind die einfachsten simultanen Invarianten der gegebenen
Functionen. Aber wenn die Gleichungen (1.) fiir irgend ein Werthsystem
zusammen bestehen konnen, so kann man dieselben auf unendlich viele Weisen
durch lineare Substitutionen so transformiren, dass, wenn X,, X,,... X, die
neuen Verinderlichen sind, in allen gleichzeitig das Glied, welches X? ent-
halt, verschwindet, wo dann

S X,=0, X,=0, ... X._,=0
das Systém gemeinschaftlicher Losungen angiebt. Bildet man die Determinante B
in dieser Form, und bezeichnet ihre Elemente durch B;,, sie selbst durch B, so ist

B = Z=2+B,B,...B,,

und B,,=0. Es ist-also dann B eine homogene Function zweiter Ordnung von

_ Bys Bos wo .« Bois
und es konnen daher offenbar die Gleichungen
@) 25=0 £5=0, 5 =0
neben einander bestehen, da ihre rechten Theile lineare Functionen von
B,, B,, ... B,
sind, und also die obigen r Gleichungen durch die r—1 Gleichungen
B,=0, B,=0, ... B, ,,=0

erfillt werden.
Aber die Gleichungen (2.) fihren als lineare Combinationen die Glei-

chungen mit sich:

oB oB oB : 5
(3.) Ty,z(), W:O, « o e 5![?)_:0.
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Eliminirt man aus diesen Gleichungen die y, so erhdlt man eine Gleichung
P =0, .

«wo P eine Function der r(r—1)—"'" Ordnung der Coefficienten von B ist, d. h.

der einfachen simultanen Invarianten der gegebenen Functionen (1.), und so-

mit eine homogene Function der *(r—1)~'*" Ordnung von den Coefficienten

jener Functionen. Da nun die Function R im Allgemeinen nicht in rationale

Factoren zerlegbar ist, so muss P die Function R als Factor enthalten; und
man hat somit das folgende

Theorem XI.

Bezeichnet man durch R =0 die Gleichung, welche ausdriickt, “dass
r ‘homogene Gleichungen zweiter Ordnung mit r Verdnderlicken ein ge-
meinschaftliches System von Liosungen zulassen; multiplicirt man ferner
die linken' Theile der r Gleichungen sweiter Ordnung mit willkirlichen
Factoren, und bildet die Determinante der homogenen Function zweiter
Ordnung, welche durch Addition dieser Producte entsteht; so ist die
Function P, welche ausdriickt, dass die Differentialquotientern jener De-
terminante, nach den willkiirlichen Factorer gemommen, gleichzeitig ver-
schwinden konnen, und welche eine rationale Function der einfachster
simultanen Invarianten von den linken Theilen der gegebenen Gleichungen
ist, immer durch R ohre Rest theilbar.

§. 11.
Ueber die Darstellung der Curven n'er Ordnung durch Cleichungen in Liniencoordinaten.

Ein sehr wichtiges Problem, dessen vollstindige Losung in den vor-
hergehenden Betrachtungen enthalten ist, bietet sich dar in der Aufgabe, eine
beliebige Curve in Liniencoordinaten auszudriicken. Ist f=0 die Gleichung
einer Curve #' Ordnung, so ist im Allgemeinen die Gleichung, welche die
Curve auf die angegebene Weise darstellt, das Resultat der Elimination der x
aus den Gleichungen: .
0 d )
aa,:, = U, 5{:=u2, aaf; =U,

uhx - x,tuyxs = 0,

WO u,, u,, u; die Coordinaten einer Tangente bedeuten. Aber wenn man die
geometrische Seite- des Problems ins Auge fasst, so kann man dasselbe auch
so aussprechen:

-

5*
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Die Beziehung soll gefunden werden, welcher die Coefficienten w,, u,, u;
geniigen miissen, damit die Function f mit Hilfe der linearen Gleichung
1) wmatwme,tue, = 0
in eine Function von zwei Verinderlichen verwandelt werden konne,
welche zwei gleiche lineare Factoren enthalte,
entsprechend den beiden Schnittpunkten der Linie (1.) mit der gegebenen
Curve, welche im Berithrungspunkte zusammenfallen. In dieser Form wird
das Problem durch das Theorem VIII. sofort geldst, und zwar auf eine Weise,
welche ich in folgendes Theorem zusammenfasse:

Theorem XIIL
Um die Gleichung einer Curve n'r Ordnung in Liniencoordinaten dar-
zustellen, bilde man zuerst die Bedingung dafiir, dass eine Gleichung n'e"
Grades zwei gleiche Wurzelr habe, und gebe ihr die symbolische Form

0 = SLI(Z+ab,),

wo die A Zahlenfactoren, und die Producte aiak, bib% symbolische Dar-
stellungen der Coefficienten der Gleichung n'** Grades sind. Dann ist
0 = SAl(Ztuamb)
die symbolische Form der gesuchten Gleichung, in welcher die Producte
diazay, bbb}

nur durch die Coefficienten der Curvengleichung zu ersetzen sind, um die

wirkliche Gleichung in Liniencoordinaten zu geben.
Da hier nur vollstindig bekannte Operationen, welche durch das Theorem VL
sogar wirklich ausgefiihrt sind, erfordert werden, so kann man das Problem
der Aufétellung einer algebraischen Curve in Liniencoordinaten hierdurch als
vollstindig erledigt ansehen.

Da die Bedingungsgleichung, welche angiebt, dass eine Gleichung »'"
Ordnung zwei gleiche Wurzeln habe, vom 2(n—1)"" Grade in Bezug auf die
Coefficienten der Gleichung ist, und sich bei der Erweiterung der symbolischen
Determinante offenbar der Grad der Gleichung in Bezug auf die symbolischen
Factoren nicht éndert, so ist auch das Resultat von gleichem Grade in Bezug
auf die Coefficienten der Curvengleichung, und man hat also noch das

Theorem XIII.

' Die Gleichung einer Curve n'e" Ordnung in Liniencoordinaten, welche
im Allgemeinen von der n(n—1)'*» Ordnung fir die Verdnderlichen ist,
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wird im Allgemeinen von der 2(n—1)tn Ordnung fir die Ceoefficienten
der urspﬁmglz’chen Curvengleichung.

Ich werde zunéchst mit Hilfe des Theorems XII. die bekannten Glei-
chungen der Curven zweiter und dritter Ordnung in Liniencoordinaten ent-
wickeln, um sodann zu den merkwiirdigen Formen iiberzugehen, auf welche
diese Theorie fir die Curven der vierten Ordnung leitet.

§. 12.

Curven zweiter und dritter Ordnung in Liniencoordinaten dargestellt.

Die Bedingung dafiir, dass eine quadratische Gleichung
_ ax’+2bxy+cy’ = 0
zwei gleiche Wurzeln habe, ist

a b
2 =0
b ¢ ’
oder, wenn man die symbolischen Substitutionen
a=a; =b,
b=a,a,= b,b,,
c=a =10
einfiihrt:
a, af
)
- b.l b‘Z'

Die symboliséhe Form der Gleichung einer Curve zweiter Ordnung in Linien-—

coordinaten ist demnach:

2
U U U3

0=|a @ a3],
b, by, bs|.
oder, wenn man die Gleichung der Curve in Punktcoordinaten durch
0 = a11$}+a22$§+a33$§+2023$2$3+2031$3$1+2012$1$2
darstellt, und die symbolischen Substitutionen
a;0, = b;b, = ay

ausfiihrt:
Ay G Q3 %

A Ay Q3 U
9
A3y O3y O3 U

. u uw, w3 0
was die bekannte Form ist.
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Die Bedingung, unter welcher die cubische Gleichung
ar’+3bx’+3cx+d = 0

zwei gleiche Wurzeln enthélt, ist, wie man unter Anderem aus §. 9 ohne
Weiteres entnehmen kann:

0 =

a cl abbc‘

bd belled

Fihrt man hier die symbolischen Substitutionen

a=a =b = =d,

b=aja,=bib,=cic,=d}d,,

c=a,a;, =bb;=cc;=d,d;,

d=a =b =¢6 =d;
aus, so erhilt man:

B a aalle cec a dallcie, ¢
| B3b, B ||dld, d} bib, b bi||d\d; d}
c
— !Zl 22 ;1 di {ab;(a,b,+b,a,).¢,d;(¢,d,+ d, ;) —4a3 b, b, e, ¢,d} ).
1 2 1 2

Der wirkliche Werth dieses Ausdrucks muss offenbar ungeindert bleiben,
wie man auch die symbolischen Coefficientenreihen mit einander vertausche.
Vertauscht man also zunéchst die @ mit den b, sodann die ¢ mit den d, endlich
beides zugleich, so erhdlt man drei neue Formen, welche mit der vorigen
wesentlich .identisch sein miissen; und indem man alle vier Formen addirt,
erhilt man die Gleichung:

2 2

a, &, |e, e
! 2' e {(a,b,+b,a,) (c,dy+d, c;) —4a, b, e, dy)}.

) bl b2 dl d2
Vertauscht man nun noch gleichzeitig die a mit den ¢, und die b mit den d,
s0 entsteht abermals eine neue Form dieser Gleichung; und wenn man diese zu
der obigen addirt, und den gemeinschaftlichen Factor 2 iibergeht, so kommt:

0 =

! al a') g Cl 02 2
0= : {(a1b1+bla2) (cld2+dlcl)_2albl ¢, d,—2a,b,¢, dl}
b, b,| |d, d,
_ a, @, 2. € C - % a, a; dl dg a, O, cl Cy }
bl b) ’ dl dQ 61 02 bl bg dl dz bl‘:bg

Dies ist bereits die verlangte symbolische Form. Sie vereinfacht sich noch

durch die Bemerkung, dass der zweite Theil der Klammer aus dem ersten
' ,
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- durch Vertauschung der ¢ mit den d hervorgeht, wodurch die anderen Factoren

sich gar nicht indern. Die Form lost sich daher in die Summe zweier Glieder
auf, welche beide denselben wirklichen Werth haben; indem man also nur
das eine Glied der Summe beibehilt, bleibt:

2 2

a @ |e, ¢ d, d,
b, b, |d, d, b, b,

Die symbolische Form der Gleichung einer Curve dritter Ordnung in Linien-
coordinaten ist also:

a, a,

0 = . .

¢ C

wy wy ws P lwy wy ust |uy w, wy | |wy, ws ws
0 =|a a as| ‘¢, ¢, ¢ |a, a, a;|-|d, d, ds|,
b, b, by| |d, d, ds| |c, ¢, e;| |b, by, by
und die wirkliche Form geht hieraus hervor durch die symbolischen Sub-
stitutionen : )
a;a;a, = b;b b, = c;crc;, = didydy, = ayy,,

wenn
222“,'“, T; X ), = 0

die Gleichung der Curve in Punktcoordinaten ist.

Ich werde zeigen, dass diese Form in der Fhat mit dem Ausdruck der
Gleichung ibereinkommt, welchen Herr Aromhold gegeben hat. Zu diesem
Ende hat man nur die Zwischenform @ zu betrachten, der Herr Aronhold die
Form giebt (dieses Journal Bd. 55, p. 118):

Uy Uy us |
0 =|a a a -(a|$1+a2$2+a3$3)(b1$1+b2$2+b3$3)
b, b, bs
w uy uy | _
=€ € ¢ |.(aT+ Xt x5)(dy 2y + dy s+ dyy).
d, d, d;

Ordnet man @ nach den Potenzeri der z, so dass
0 = Z30,z;x;,
und fithrt fir @, die symbolischen Substitutionen ein:
- Oy = hiky = u;uy,
so wird durch Vergleichung mit den obigen Ausdriicken:
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w Uy U [

Ak = |a, ay a5 .a;by,
b, b, b,
Uy Uy Us
Wity = e ¢ ¢ |.cdy.
dl d’.’ d3
Zwar miisste man eigentlich statt a;b; und c;d; hier setzen % (a;b;-+ b;a;) und
3 (c;dy+d;c;). Aber dann wiirde sich jeder der obigen Ausdricke nur_in
zwei Glieder auflosen, welche denselben wirklichen Werth haben, und deren
eines also fiir beide gesetzt werden kann, indem man den Nenner 2 zugleich
ausléasst.

Durch diese Formeln aber geht die gegebene symbolische Gleichung
iber in:

w, Uy u |
0 = (4 A Al,
Uy Ug Us
oder, nach der Herrn Aronhold eigenthiimlichen Bezeichnungsweise, indem man
von den symbolischen Substitutionen zu den wirklichen Werthen zuriickkehrt:
0 = SZuu (0, 0)
Dies ist der Ausdruck, welchen Herr Aronkold fir die zugehorige Form F
angegeben hat (dieses Journal Bd. 55, p. 185).

Nachdem ich an diesen Beispielen die Uebereinstimmung der ange-
gebenen Methode mit frilheren dargelegt habe, gehe ich dazu iiber, die neuen
Resultate zu entwickeln, auf welche dieselbe fiihrt in der Theorle der Curven
vierter Ordnung.

§. 13.

Curven vierler Ordnung in Liniencoordinaten dargestellt.
Die Bedingungsgleichung, unter welcher die biquadratische Gleichung
(1) ax*+4b2’+-6cx’+4doc+e = 0

zwei gleiche Wurzeln hat, ist bekanntlich von Herrn Cayley auf die folgende -

Form (s. die Abhandlung des Herrn Hermite Bd. 52, p. 1 etc. dieses Journals)
zurﬁckgefuhrt worden: .

53-27,-’ —= 0,
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wo ¢ und j die Fundamentalinvarianten der biquadratischen Form sind, und
die Bedeutung haben:
a bc

i=ae—4bd+3c’, j=1b ¢ d|
ic de

Man hat zunichst die symbolischen Ausdriicke dieser beiden Invariante;l auf-
zusuchen. Mit Hilfe der symbolischen Substitutionen

a=a; =b =d,

b=dala,=bib,=clc,

c=a,a;=bib; = cic;,

d=a,a3=0bb=c,cl,

e=a; =b =c;
erhilt man aber sogleich: »

i = 4 (albi+aibi—4a}a, b,b}— 4a,a}b}b, + 6a} a3 0303)

a a, |
b, b,
Hierdurch ist die symbolische Darstellung von ¢ bereits geleistet. Fir j hin-
gegen erhalt man:

— 1
- 2

2 2
a aa o

J = ai.bb,.c;.|b} bb, b|.
¢ e €
Der vor der Determinante stehende Factor ist offenbar:ein Glied der Deter-
minante selbst. Vertauscht man nun die @, b, ¢ auf alle mogliche Weisen mit '
einander, so erhidlt man immer wieder dieselbe Determinante, der Reihe nach
mit ihren siammtlichen Gliedern multiplicirt. Addirt man also alle die Formen,
deren wirklicher Werth stets j ist, und dividirt das Resultat durch 6, so kommt:

-

’

) 2 |2
a; a6, A,

“J = §|bi bb, b;

et ee e

)

oder da die Determinante selbst auch die Form
—(@,b,—bya,) (bye,—¢, b,) (c,a,—a, c,)
dl a,| b, b,

j = -8- .
b, b,| |e, ¢ @ a,
Journal fiir Mathematik Bd: LIX. Heft 1. 6

annimmt :
2

¢ Gf
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Auf diese Weise hat auch j die geforderte Gestalt angenommen, und auch die
urspriinglich gegebene Gleichung

=27 =0
ist daher ebenso dargestellt. Setzt man also
uy, Uy uslt

P = {\a, a, a;|,
b, b, b,

~

2 2
U Uy U U, U, Uy Uy Uy U

0

I
ol

al“zas‘bLbzba'c} C; C3,

by b, b3 |1 ¢ ¢ ay @ a;
so ist die Gleichung der Curve vierter Ordnung
Sty n i Ty T T = 0
in Liniencoordinaten ausgedriickt:
P*—30* = 0,

sobald man in den beiden zugehérigen Formen P und Q die symbolischen
Substitutionen

a;0,0,8, = b;b,b,b,, = c;c,crC, = ipgn
ausgefihrt denkt. ,

Die beiden Fundamentalformen P und Q sind respective von der vierten
und sechsten Ordnung in Bezug auf die Verdnderlichen u, von der zweiten
und dritten in Beziehung auf die Coefficienten der Curvengleichung. Ich
werde einige meérkwiirdige Eigenschaften derselben hier entwickeln, indem ich
mir vorbehalte, auf andere bei einer spiteren Gelegenheit zuriickzukommen.

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (1.) durch ¢, 3, 7, J, so
sind (s. die angefihrie Abhandlung des Herrn Hermite) die Wurzeln der

Gleichung
460°—i0+j = 0
folgende:

o
Il

L A(a—3)(B—p)+(@—p) (B— )},
0, = 2 {@—B)@—p)+(@—p)(3—B)),

6 = -{(@—9)(y—B)+(a—A) (y—9)}
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Von diesen Grossen verschwindet eire, sobald die vier Punkte einer geraden
Linie, deren Abstinde von einem festen Punkte e, (3, 7, J bedeuten konnen,
harmonisch sind; und sie verschwinden sdmmitlich, sobald drei Wurzeln der
biquadratischen Gleichung einander gleich werden. Im ersten Falle also muss
J verschwinden, im zweiten Falle ausser j noch i.

Ist also w, x4 u, ¢, +usx; =0 eine Gerade, welche die Curve vierter
Ordnung in vier harmonischen Punkten schneidet, so muss fiir die ent-
sprechenden Werthe der » die aus der Erweiterung von j entstandene Form
verschwinden. Dies giebt das

Theorem XIV.
Die Linien, welche die Curve vierter Ordnung in vier harmonischen
Punkten schneiden, umhiillen eine Curve vierter Klasse
0 =0,
deren Coefficienten von der dritten Ordnung in Bezug auf die Coefficienten
der gegebenen Curve sind.
Fir die.-Wendetangenten der Curve aber, welche dieselbe in drei zusammen-
fallenden Punkten schneiden, muss neben Q =0 auch noch die aus i =0 ab-
geleitete Gleichung
P=20
bestehen; und es zeigt sich daher das merkwiirdige Resultat, dass, so wie die
Wendepunkte sich als Schnittpunkte der Curve vierter Ordnung mit einer
Curve sechster Ordnung darstellen, ebenso die Wendetangenten direct als die
gemeinschaftlichen Tangenten einer Curve wvierter Klasse und - einer Curve
sechster Klasse gefunden werden kionnen.

Es ist durch geometrische Betrachtungen bewiesen, dass im Allgemeinen
jede Wendetangente einer algebraischen Curve in ihrer Darstellung durch
Liniencoordinaten, bei welcher zu der gegebenen Curve nothwendig noch an-
dere Zweige hinzutreten, als Riickkehrtangente auftritt. Aber es ist mir nicht
bekannt, dass dieses bisher an einem algebraischen Ausdruck direct nachge-
wiesen wére. Es ist daher nicht ohne Wichtigkeit, dass die vorliegende Form
der Gleichung einer Curve vierter Ordnung dies ohne Weiteres zeigt. Da
fir die Wendetangenten P und Q verschwinden, so reduciren sich diese
Functionen fir Tangenten, welche den Wendetangenten sehr nahe kommen,
auf dP und dQ, und die Gleichung der Curve reducirt sich mit Beibehaltung
allein der Grossen niedrigster Ordnung auf ‘

(d0)* = 0.
. 6 *
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In dem Punkte, dessen Gleichung
(2-) l’l%“"u'gfi%‘l'va}%}:oa B
wobei P=0 und Q =0, berihrt also die Wendetangente zwei verschiedene
Zweige der Curve
P*—-30Q* = 0.

Dieser Punkt ist also ein Riickkehrpunkt der letzteren Curve und ein Wende-
punkt der urspriinglich gegebenen. Man bemerkt endlich, dass (2.) nichts
anderes ist als die Gleichung des Punktes von ¢ =0, in welchem diese Curve
von der Wendetangente beriihrt wird; die Wendepunkte gehoren also simmtlich
der Curve Q =0 an. Ich fasse diese Bemerkungen zusammen in folgendes

Theorem XV. :
Die Curve vierter Ordnung fihrt, durch Liniencoordinaten ausgedriickt,

auf die Curve zwolfter Klasse

P*—-3Q* = 0,
welche ausser jemer moch andere Zweige enthdlt. Jeder Wendepunkt der
ersten Curve wird Rickkehrpunkt der zweiten; die Wendetangenten der
ersten sind Riickkehrtangenten der anderen, wnd zwar sind sie die ge-
meinschaftlichen Tangenten der Curven wvierter und sechster Klasse

P=0, 0=0,
wobei noch insbesondere Q =0 vorn den Wendetangenten in den Wende-
punkten selbst berihrt wird. "

Ich bemerke, dass durch diese Betrachtungen eine Frage gelost wird,
welche in der gewohnlichen Fassung auf Schwierigkeiten fiihrt, némlich die
Frage nach dem Product der Gleichungen simmilicher Wendetangenten, welches
ein rationaler Ausdruck der Coefficienten der Curve, und fir die « von der
24s» Qrdnung sein muss. Die directe Methode zur Aufstellung dieses Pro-
ducts fithrt auf die Elimination aus drei Gleichungen vom zweiten, dritten und
vierten Grade. Ist X ein Wendepunkt, f(X) =0 die Gleichung einer Curve
vierter Ordnung, so ist die Bedingung dafiir, dass = auf der Wendetangente
von x liege, ausgedriickt durch die Bedingung, dass in Wer Entwicklung von

f(X+x) -
nach Potenzen von A4 die drei ersten Glieder verschwinden. Man hat also
“dann aus den drei Gleichungen

fX)=0, DfX)=0, D'f(X)=0,
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welche respective vom vierten, dritten und zweiten Grade sind, die Unbe-
kannten X zu eliminiren. Aber statt dessen kann man dem Obigen zufolge
die » aus den Gleichungen
P=0, 0=0,
U &y + Uy Tyt uy; = 0

eliminiren, welche ausdricken, dass  auf einer Wendetangente liege, und
welche fir die  respective vom vierten, sechsten und ersten Grade sind.
Da diese Aufgabe nach dem Vorigen auf die Elimination aus zwei Gleichungen
vom vierten und sechsten Grade’ zuriickkommt, so ist die vorliegende Frage .
prinzipiell erledigt. Und man ist ausserdem, was wichtig ist, in der gegen-
wiirtigen Form sicher, die schliessliche Gleichung ohne einen die « enthalten-
den iberflissigen Factor zu erhalten, da die Endgleichung offenbar fir die =
vom 24*¢" Grade wird, wihrend dies in der ersten Fassung keineswegs er-
sichtlich ist. Ich fige daher dem Obigen noch das Theorem hinzu:

. Theorem XVIL
Um das Product der Gleichungen aller Wendetangenten der Curven
vierter Ordnung zw erhalten, hat man nur die u aus den Gleichungen

P=0, 0=0,
e, +u, 2, +usxs = 0
su eliminiren, eine Aufgabe, welche durch die Theoreme 1. und VII. er-
ledigt wird, und welche die Endgleichung ohne einer, die x enthaltenden
iiberfliissigen Factor giebt.

s. 14.

Das Problem der Doppellangenten. Fall der Curven vierter Ordnung.

Auch fir die Untersuchung der Doppeltangenten bietet die vorliegende
Methode eigenthiimliche Gesichtspunkte dar. Sei im Allgemeinen R =0 die
Gleichung, welche ausdriickt, dass eine Gleichung n'er Grades zwei gleiche
Wurzeln hat, und sei in symbolischer Form

R = zl.nzialbg.

Wenn sodann die geg'ebene Gleichung zwei Paare gleicher Wurzeln enthalten
soll, so muss nicht nur R verschwinden, sondern auch die Differentialquotien-
ten von R, genommen nach den Coefficienten der gegebenen Gleichung, miissen
saimmtlich verschwinden. Ich will der Vollstindigkeit wegen einen Beweis
dieses Satzes hierhersetzen.

=
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Die gegebene Gleichung sei
- 1)  ¢(z)=az"+nbz* "4 =0,
und die Wurzeln derselben seien

al’ aQ’ . . a”t
Dann ist bekannilich

() - BR.= u{(e,—ea)(ey—at5)... (g —0t,)}
wo u einen constanten Factor bedeutet. Man kann R ebensowohl als Function
der n+1 Grossen a, b ..., wie als Function der »41 Grossen u, oy, @, .
ansehen; und indem man beiden Systemen von Argumenten kleine Verinderun-
gen ertheilt, erhilt man aus (2.) die Gleichung:

oR oR
Ba (’\a+ -ab—(yb fran=
(3-) == ()“u, (al —-a2)2 (0‘1 — aa)‘l_ . (an_l _ an)?
+ 2u{(deo, — doy) (00, — ) (00, — @t5)°. ... (etyy—0t,) 4}

Deutet man nun durch A ¢(x) an, dass in ¢ nur die Coefficienten a, o .. ..
nicht aber das Argument variirt werden solle, so ist

CAg(e)+9' (). de; = 0,
daher .

_ Le@) Ag¢le),
de=0t = Pty ~ W)
Und mit Hiilfe dieser Ausdriicke kann man der Gleichung (3.) folgende Form
geben: . .

OR OoR
Ta Vb db
= Ju(oy— o) (ay—as)*... (0t —a,)

(T e e

o —ea, 0, — &,

' .
. Q, . . - . .
Die Nenner Z<%)_ g, sind immer ganze Functionen der «, und gehen in

1 @

den Producten -

(e —a3)’ (o, —aty)*... (&t,_,—e,)’ etc.
- jedesmal vollstindig auf. Setzt man also in der vorliegenden Gleichuﬁg Oy =0y,
so kann nirgend ein Nenner eine Unendlichkeit herbeifihren, ebenso wenig,
als wenn ausserdem noch o; =, gesetzt wird. Durch die erste Operation
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geht aber die rechte Seite der vorliegenden Gleichung iber in:
2‘LL( A ‘P(ag) 4 A q’(a,) )(0‘1— a3)2 (0‘1— 04)2'4. . (an—l_ an)29

9’ () ¢ (@)

o —a o, — ¢y

oder da nach (1.)
¢'()) = a.(0y—a) (0, —03)...(,—e,),
o ¢ (o) = a.(r—ay)(ey—0t3)...(¢—at,)
1st, in
A@(ay). (g —as) (0y — ). .. (g —05) (2 —ty) v (as—og) g
+A@ o). (a,—at5) (0, —0ty) (o) (o — o). (e —ay)’.
Setzt man noch o, = e, so verschwindet dies identisch, und die Gleichung 3.
giebt also, wenn zwei Paare gleicher Wurzeln existiren:

4.) %gcya+%%d‘b+-.- = 0,

i

oder, da die Variationen ganz willkiirlich sein konnten,
) L_o Z_0, ..,
was zu bheweisen war. -

Die Gléichung (4.) aber gestattet es, die Bedingung zweier gleichen
Wurzelpaare noch auf andere Weise einfach auszusprechen. Da die Variationen
da, Jb ... beliebig sind, so kann man sie durch die Coefficienten einer be-
liehigen anderen Form

oz +nfBz" "+
ersetzen; und ist dann
S = a_g_{:'l'ﬂ%?'{””'v
so ist
S =0,
diese Gleichung wnabhdinrgiq von den Werthen der o, (3 erfillt gedacht, die Be-
dingung, unter welcher die gegebene Gleichung zwei gleiche Wurzelpaare zulésst.

Den Ausdruck S aber kann man offenbar dadurch bilden, dass man
die symbolische Form, fir R ebenso oft hinschreibt als dieselbe symbolische
Coefficientenreihen enthilt, jedesmal fiir alle Reihen bis auf eine die gegebenen
symbolischen Substitutionen ausfithrt, fiir eine einzige Reihe aber, und jedesmal -
fir eine andere, eine neue und zwar ganz beliebige bestimmte symbolische
Substitution eintreten lisst. Die Summe aller so erhalterien Ausdricke ist dann
der symbolische Ausdruck fiir S.
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In dem Falle z. B. der Gleichungen vierter Ordnung, wo

R —4|® ol |d a4 o
b, b,| |b, b.| |b, by
; a, a,‘ b, b,[? e e a, 'bl b2 el
b, b2l C C a1 a, b1 lcl (i al azl

(es sind in der Formel i®—27;* des §. 13 nur fir die verschiedenen Factoren
i. j verschiedene symbolische Substitutionen gebraucht) wiirde, um S zu bilden,
dieser Ausdruck sechsmal hinzuschreiben, und jedesmal eines der Systeme
a, b, ¢ durch ein neues, fremdes System s zu ersetzen sein. Aber man be-
merkt leicht, dass die wirklichen Werthe der so erhaltenen sechs Formen sich
nicht von einander unterscheiden; indem man also nur einer davon den Factor
6 giebt, erhilt man S in der Form

+S =} a, | alal.a’l a [
b, by| |b) ba| |4 s,
%la1 a,* |by b, |e, ¢ |ay ay]? | b} b;\ 8 &
[by -by| |e, ¢, |a, a, ' b, b’z S| 8| a az\

oder, wenn man wieder ¢ und j einfiihrt, und ausserdem der Analogie wegen
durch i, und j, die beiden Formen:

: a, ol
$, = 3
$ 8
. B G2 31022 b, b,
Js = *
bl b, 8 8 & 8

hezeichnet:
' 8 = i%.4,—275.5,.

Diese Art, die Bedingung fiir zwei Paar gleicher Wurzeln auszusprechen,
ist insofern von Interesse, als sie den unmittelbaren Uebergang zu den Doppel-
tangenten algebraischer Curven mit Hilfe des Theorems VII. gestattet. Be-
trachtet man S als simultane Invariante der beiden Formen

ax”+nbx" " ...,

' 9.
. () ‘aw"+n{3a:"“+---,

zu deren zweiter die symbolischen Coefficienten s gehoren, wihrend alle an-
deren sich auf die erste beziehen, so kann man beide Formen und zugleich
die Invariante S entstanden denken, indem man zwei Formen mit drei Ver-
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anderlichen mit Hilfe einer linearen Gleichung

T+ u @,z = 0
reducirt hat. Um die Invariante S dann durch die Coefficienten der urspriing-
lichen Formen auszudriicken, hat man nur nach dem genannten Theorem zu
verfahren; und der genommene Ausdruck, gleich Null gesetzt, stellt dann die

Bedingung dar, unter welcher eine gegebene Curve (die dem ersten der Aus-
dricke (5.) entsprechende Form gleich Null gesetzt) von der Geraden

ey, tuses = 0
in zwei Punkien berithrt wird; vorausgesetzt, dass diese Bedingung erfiillt wird
fiir jede beliebige Function, welche der zweiten Form (5.) entsprechend gewihlt
werden kann. Die resultirende Form aber entsteht dann aus der erweiterten
Form von R ebenso, wie S aus R selbst; und dies fiihrt auf folgendes

Theorem XVIL

Wenn mar die Gleichung einer Curve durch Liniencoordinater in
symbolischer Form darstellt, diesen Ausdruck ebemso oft aufschreibt, als
er symbolische Coefficientenreihen enthdlt; wenn man jedesmal eine (und
jedesmal eine andere) dieser Coefficientenreihen durch eine bestimmte aber
gtmlz beliebige fremde symbolische Substitution, die anderen aber durch
die wurspriingliche auf wirkliche Grossen reducirt, so ist die Summe aller
erhaltenen Ausdriicke, gleich Null gesetzt, unter der Voraussetzung, dass
die fremden Coefficienter ganz beliebige Werthe sollen annehmen kinnen,
die Bedingung dafiir, dass w,, u,, u; die Coordinaten einer Doppellan—
gente seien. = ‘

Fir die Curven vierter Ordnung entsteht auf diese Weise aus der Gleichung

P’—-30* =0
die Gleichung

- (6.) P*P,—300, =0,
wo, analog den oben eingefiihrien Bezeichnungen von i, und j,,

w u u |t I
P, = }la, a, a3,
v 8 8§ 8
() Uy Uy Uzt |y wy wsf ulu,u,‘*
0, = $la, a, as\ +|b, b, bs|+|8 8 8
b, b, by| |3, 8, 8| |a, a, a,

Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 4
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gesetzt ist. Und zwar ist offenbar in (6.) diejenige Losung auszuschliessen,
welche in der gleichzeitigen Erfilllung der Gleichungen
P=0, 0=0

besteht, da diese Gleichungen, wie oben gezeigt ist, auf die Wendetangenten
fihren.

Es ist vielleicht bemerkenswerth, dass es geniigt, die Gleichung (6.)
unter der Form

" 0, = &.P,

darzustellen; weil, indem man den s alle moglichen Werthsysteme giebt, von
selbst

P!
A= 30
folgt. Ich werde, stait dlesen Satz zu beweisen, zeigen, dass aus den in der

Gleichung

und P3=3Q*

: j, = A,
enthaltenen Bedingungen immer !
az-z% und i = 2757
folgt. Dies ist einfach zu beweisen, und zieht das vorher Behauptete ohne
Weiteres nach sich, immer durch blosse Anwendung des Theorems VII.

Die gegebene Gleichung vierten Grades sei wieder wie in §. 13:
¢ = ax*+4ba* 4 6ca’ +4dzr+e = 0.

Die Gleichung
Jo = A,
involvirt dann, da

i, = %(sxa +4slsz ab S )
Jo = I -‘ha +431 2 +)

ist, folgende Gleichungen:

__ A oi A
§ E Py a; oder: 11;(ce—d2)=—23,
% A di
;-5'7 55 - $(2eb—2de)==7,
T 2B eet20a—3)=5,
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oj A Oi 44b -
Yo =7 5g Oder: §(2ad—2bc) = 52,
L& A ai

Aa
o 4 ot - Ve B?) — A0 %
3 0e 2 Je 1(ac b)‘“z )-

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit @, b, ¢ ..., so erhélt man

A = j.

-~

Multiplicirt man aber die rechts stehenden Gleichungen der Reihe nach mit
E R S N S}

Oe ’ dd’> ®9c’ T ob’ Oa’
so kommt:

W (0@ & L& &, EV_ &

St a et E)) =%
Aus beiden Gleichungen zusammen folgt

. i' . . -
l:%zﬁj—., und ¢* =277

was zu heweisen war. :
Man kann sonach fiir die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung

das folgende Theorem aufstellen:
Theorem XVIIIL
Wenn man die Grossen w,, u,, u; so bestimmt, dass der Gleichung
Q, = AP, (vgl. 7)

fiir alle Werthe der s Geniige geschieht, so sind w,, u,, w, die Coordi-
naten einer Doppeltangente der Curve vierter Ordnung.

Hieran kniipft sich ein anderes Theorem. Lassen wir an die Stelle der s irgend
andere Grossen ¢ treten, so muss fiir dieselben Doppeltangenten auch

0, = AP,
sein, wo %, da es nach dem Vorigen von den Grossen s und ¢ unabhingig

*) TIch bemerke bei dieser Gelegenheit die beiden folgenden Darstellungen, welche
vielleicht nicht bekannt sind, und wo 4 die Determinante von ¢ ist, dividirt durch 36:

' 8, & o . & i

LA SR TR TR

— Y 9 G o O, O
1= G 2™ T " 3

nach welchen die obigen Bedingungsgleichungen einfach dahin ausgesprochen werden
konnen, dass ihnen zufolge die Determinante von @ sich von @ selbst nur durch einen
constanten Factor unterscheide. '

7*
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ist, unverdndert bleibt. Oder es ist:

. QS'PI_Ot'Ps = 0.
Dies ist die Gleicliung eines Systems von Curven zehnter Classe, welche die
Grossen s, ¢ als willkiirliche Parameter enthalten; und alle Curven des Systems
werden offenbar von den Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung beriihrt,

da fiir diese die Functionen Q,—AP,, Q,— AP, unabhiingig von den Werthen
der s und ¢ verschwinden. Man hat also den Satz:

Theorem XIX.
Die Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung sind zugleich gemein—

schaftliche Tangenten simmtlicher Curven des Systems vor Curvern zehnter
Klasse:

-

Q..P—0,.P, =0,
.in welchen die Grossen t und s willkirliche Parameter beseichnen.

Es mag noch bemerkt werden, dass dies System offenbar keine anderen, allen
Curven gemeinschaftlichen Tangenten zulésst.

' §. 15.
Das Problem, eine Curve n'** Ordnung in Liniencoordinaten darzustellen, wird auf eine
grossere Anzahl von Variablen ausgedehnt.

Das in §. 11 behandelte Problem ist nur ein specieller Fall eines Pro-
blems, welches durch die gegenwirtige Betrachtungsweise zwar nicht, wie
jenes, vollstindig erledigt wird, welches aber dennoch durch dieselbe eine
wesentliche Reduction erfihrt, und dadurch_in eine Form gebracht wird, welche
vollstandige Gradbestimmungen ermoglicht.

Es sei f eine homogene Function von r Verinderlichen z,, x,, ... z,;
und die Aufgabe bestehe darin, aus den Gleichungen

‘ 9 9 9
4=+t +ux=0
die Veranderlichen z,, z;, ... @, zu eliminiren. Die Gleichungen (1.) kann
man aber erseizen durch die Gleichung » =0 zusammen mit der symbolischen

Gleichung _
%an+%;0wz+---+%;<’w, = w0z, +wdz,+ - +u,dz,,

oder kiirzer:
d(f—u) = 0.
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Fiihrt man nun in f statt der Veranderlichen x,, ,, ..., neue Ver-
dnderliche w, X;, X,, ... X,_, ein, welche mit jenen auf lineare Weise zu-
sammenhéingen, so nimmt diese symbolische Gleichung die - Gestalt an:

afa +af 0X1+ fJXnL +a‘9f 0X,_,—du = 0,

X X1
und hieraus folgen die Gleichungen:
of
Qu =1,
Of _o O _ of _
x Y - ma

Von diesen aber kann man die erste fortlassen, da die linken Theile der an-
deren mit Hiilfe der Gleichung » =0 in homogene Functionen der Verénder-
lichen X;, X,, ... X,_, iibergehen, und also zur Elimination dieser r—1
Verinderlichen vollkommen ausreichend sind. Auf diese Weise kommt dann
die Aufgabe, aus den Gleichungen (1.) die Grossen « zu eliminiren, auf die
andere zurick, aus den Gleichungen
a 0 a 0 6 0
(2) . 4 =0, 552‘—0 Lo =0

die X zu eliminiren, wo f, eine Function bedeutet, welche aus f durch An-
wendung der linearen Gleichung » =0 abgeléitet wird. Ob man die Gleichung
#=0 zur Umformung von f vor oder nach der in Bezug auf die X auszu-
fiilhrenden Differentiation anwendet, ist deswegen gleichgiiltig, weil bei dieser
Differentiation # als constant angesehen wird.

Das Resultat der Elimination aus (2.) ist eine Invariante von f,; und
die Aufgabe besteht, wenn diese gefunden ist, darin, dieselbe durch die Coef-
ficienten der gegebenen Function f auszudriicken. Dies geschieht aber wieder
mit Hiilfe des Theorems VIL; und demgemiss kann man den Gang, der zur
Losung des in den Gleichungen (1.) enthaltenen Problems einzuschlagen ist,
in folgendes Theorem zusammenfassen:

- Theorem XX.
Um aus den Gleichungen
of _ of _ . of
—6?1'—“” %:—“2» © ' Oz, =

4 &y +th @y 4 Fu,.x, = 0,
wo [ eine homogene Function der x von der n'*» Ordrung ist, die r Griossen
x zu eliminiren, bilde man sundchst die Eliminationsgleichung fiir das System
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O _ of _ of, _
6_121_0’ -g-—X:—O, ¢« o ;I:——O,

wo [, eine Function der r—1 Grossen X von der n'*® Ordnung bedeutet,
und setze sie in die symbolische Form
() 0= SAI(Z+ab,...n,,).
Sodann ist die, durch Erweiterung der symbolischen Determinanten ent-
stehende Gleichung '
4) 0= =\l[I(Ztab,...n_,u)’
die symbolische Form der gesuchten Eliminationsgleichung, und man erhdlt
aus derselben die wirkliche Gleichung, indem man die Producte
b;a,... = b;b;... ete.

durch die entsprechenden Coefficienten der gegebenen Function [ ersetst.
Die aus dem System (2.) hervorgehende Endgleichung ist aber nothwendig fiir die
Coefficienten jeder Gleichung vom (r—1)—''*" Grade, mithin vom (r—1)(n—1)"-2*"
Grade in Bezug auf die Coefficienten von f,. Von demselben Grade muss
also auch die Endgleichung des Systems (1.) in Bezug auf die Coefficienten
von f sein. Da ferner die erstgenannte Endgleichung (3.) in Bezug auf die
symbolischen Coefficienten vom Grade »(r—1)(n—1)"* sein muss, so ergiebt
sich daraus die Anzahl der Determinanten, welche in jedem Gliede der Form (3.)
mit einander multiplicirt erscheinen, gleich #(r—1)"~*, und dies muss also der
Grad der Endgleichung (4.) des Systems (1.) in Bezug auf die » sein. Diese
Bestimmungen geben folgendes Theorem:

Theorem XXI.
Die Gleichung, welche aus dem System
of _ of _ of _
a—m‘——ul, aa" =U9 . . 5}7——2‘,,,

wme+uz, +-tuz, =0

durch Elimination der x hervorgeht, ist, wenn f eine homogene Function
w'" Ordnung bedeutet, von der Ordnung (r—1)(n—1)* in Besug auf die
Coefficienten von f, und von der Ordnung n(rn—1)"* in Bezug auf die

Coefficienten wu.

§. 16.
Ueber die Darstellung der Oberflichen n'e” Ordnung durch Gleichungen in Ebenen-
) coordinaten,

Da diese Resultate auf den Fall r=8 im Vorigen bereits angewandt
sind, so ist der néchste Fall der Anwendung, welcher sich darbietet, r — 4,

bagtsr
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oder die Aufgabe, eine Oberfliche durch Ebenencoordinaten darzustellen. Die
Specialisirung des Theorems XXI. giebt fir diesen Fall sofort:

Theorem XXIIL :
Die Gleichung einer Fliche' n'er Ordnung in Ebenencoordmaten ist
vom Grade n(n—1) in Bezug auf die Ebenencoordinaten selbst, und vom
Grade 4 (n—1)’ in Bezug auf die Coefficienten der Punktgleichung.

Die erste dieser Zahlen hat, auf einem ganz anderen Wege, Herr Salmon er-
halten (Transactions of the royal Irish academy, vol. XXIII, p. 464).

In Bezug auf das Theorem XX. ist zu bemerken, dass die aus dem System
of, Of,_ ofy _
ax =% 3x. =0 3x =0
entspringende Endgleichung nichts anderes ist, als die Bedingung, unter welcher
eine Curve »' Ordnung f,= 0 einen Doppelpunkt hat, und somit lasst sich
dies Theorem folgendermassen spccialisiren:

Theorem XXIIL
Um eine Oberfliche nter Ordnung in Ebenencoordinaten darzustellen,
bilde man die Bedingung, unter welcher eine Curve n'e" Ordnung einen
Doppelpunkt hat, und setze sie in die symbolische Form :
0 =2 l0(Z+tabec)
Dann ist
0 = I(Z+a,bcsu,)

die symbolische Form der gesuchten Gleichung der Oberfliche.

Es ist zu bemerken, dass die hier geforderten Operationen, in Folge der von
Herrn Sylvester aufgestellten Methode, drei Verdnderliche aus drei homogenen
Gleichungen von gleichem Grade zu eliminiren, simmtlich bekannt sind. Man
kann also die Aufgabe, eine algebraische Fliche durch eine Gleichung in Ebenen-
coordinaten auszudriicken, im Princip als erledigt beirachten; wenn ich indess
hier nur die zweite und dritte Ordnung naher beleuchten werde, so geschieht
es deswegen, weil die Doppelpunkisbedingung fiir hohere Ordnungen bisher in
einer vollkommen tbersichtlichen Form nicht hat gegeben werden konnen.

Die Bedingung, unter welcher ein Kegelschnitt
au T+ Rap @, &+ +ay a5 = 0

einen Doppelpunkt erhilt, ist bekanntlich N



56 Clebsch, iiber symbolische Darstellung algebraischer Formen.

Q) Qg Gy
an Gy Gy = 0.
: a3 O3 O3
Fithrt man in dieser Gleichung die symbolischen Substitutionen ein:
' @y = a;a = b;by = c;cq,

so erhilt man zunéchst: ' '
a a, a,
alb203 bl b-l b3

C; € C3

= 10,

oder, wenn man die a, b, ¢ auf alle Weisen mit einander vertauscht und die
Summen aller enistehenden Formen nimmt:

a, a, a;

bl bg b3 - 0.

¢, € C;

Daher ist die symbolische Form fiir die Gleichung einer Fliche zweiter Ord-
nung in Liniencoordinaten:

2
Uy Uy U3 Uy
a, a, a; 4,
b, b, b; b,

C, C €3 C

= 0,

oder, wenn
ajlw}+2a12mlw2+o-.+a44wz — O
die Punktgleichung der Oberfliche ist, und man wieder durch die symholischen
Substitutionen S
a:ay=b;b; = c;e, = ay

zu wirklichen Coefficienten zuriickkehrt,

Ay Gy Gy Gy Uy |
Ay Oy O3 Gy U
@y Ay Gy G u;| = 0,
Gy Gy Qy3 Ogy Uy
u, u, uy u, 0

welches die bekannte gewohnliche Form ist. i
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§. 17,

Oberfliche dritter Ordnung in Ebenencoordinaten dargestellt.
Herr Aronkold hat die Bedingungsgleichung fiir den Doppelpunkt einer
Curve dritter Ordnung in der Form
T"-8*=0
gegeben, wo die Invarianten T und S definirt sind durch die folgenden beiden
symbolischen Darstellungen (dieses Journal Bd. 55, p. 106 und 145): .

a, a, as| |by b, bs| |, ¢, ¢! |d, d, d;
S == %‘ bl b2 b3 U cl C, C3|° dl d2 d3l' a a, a; 9
¢ ¢ G| |d d, d;| |a, a, as | b, b, bsl

a, a, a;| b b, bs| |e; ¢ ¢ flf2f3 d, d, d,
T = }(b, by by|-|c, ¢, c3|+|e; e, e;|-|a, a, as|-|e, e, e]-
¢ ¢ ¢l |dy d, ds| |a, @, @y | |by by bs| |fy [ fs
Setzt man also jetzt:

Uy Uy Uy uy | Uy wy uy uy| |y, us uy | |y w, Uy w,

]ala1a3a4.blbzb,b4.c,cgcac4 d, d, d; d,

~ %lb, b, by b, e, € ¢ ¢ |dy dy d, di| |a, @, a5 @)’
e, € ¢ ¢, |d, d;, d; d,| |a, @, a; a,| |b, b, by b,

U Uy Uy Uy | oy U Uy U | |y wy wy wy | |y U us wy| Uy uy us |
ala2a3a4.b1b2b3 b4.cl C; C3 c-l.flf? f3ﬁl.dld2d3d4
by b, by byl |c, ¢ 65 ¢ (€1 €& €5 € |a @, a; a4, (e, € € e
¢ ¢ ¢ ¢ |d d, d; dy| |a, a, a; a,| |b, b, by b, i o[

T =13

9

und ersetzt in diesen Formen die Producte

caimay, bbby, ... fififn
durch die entsprechenden Coefficienten der Gleichung einer Fliche dritter Ord-
nung, so ist die Gleichung dieser Fliche in Ebenencoordinaten nach dem Vorigen
T"—=% = 0.
Dies ist eine ganz éhnliche Form wie die oben fir Curven vierter Ordnung
gefundene. Es mag dabei bemerkt sein, dass man diese Gleichung in anderer
Form auch genau ebenso aufstellen kann, wie Herr Hesse dies in Bezug auf
die Curven vierter Ordnung (dieses Journal Bd.41) gethan hat. Doch sind

jene Darstellungen von den hier gegebenen so verschieden, dass der Nachweis
Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 8



58 Clebsch, iiber symbolische Darstellung algebraischer Formen.

einer thatsichlichen Uebereinstimmung beider Formen zu den schwierigsten
Problemen der Algebra gehoren dirfte.

- Yon den beiden Formen =, T ist die erste vierter Ordnung in Bezug
auf die Verinderlichen » und ebenso in Bezug auf die Coefficienten der ge-
gebenen Fliche, die andere in beiden Beziehungen sechster Ordnung. Die
beiden Gleichungen, welche entstehen, indem man diese Formen gleich Null
setzt, stellen selbst zwei Oberflachen dar, welche mit der gegebenen Fliche
in einér einfachen Beziehung stehen. Denn die Tangentenebenen der Fliche
= =0 sind offenbar solche Ebenen, welche die gegebene Fliche in Curven
schneiden, fir die S =0 ist; so wie die Tangentenebenen von T =0 die ge-
gebene Fliche in Curven schneiden, fir die 7= 0 ist. Da nun, wie ich in
einem friheren Aufsatz nachgewiesen habe, die geometrische Bedeutung von
S =0 darin besteht, dass die Wendetangenten der Schnittcurve zu drei durch
drei Punkte gehen, sowie die Bedeutung von T = O darin, dass die Schnitt-
curve und ihre Determinante wechselweise von ihren Wendetangenten beriihrt
werden, so kann man folgendes Theorem- aufstellen:

Theorem XXIV.

Alle Ebener, von denen eine Fliche dritter Ordrung so geschnitten
wird, dass die Wendetangenten der Schnittcurve zu dreien durch drei
Punkte gehen, umhiillen eine Fliche vierter Klasse

, = = 0.
Alle Ebenen hingegen, von denen die Fliche so geschnitlen wird, dass
die Schnittcurve und ihre Determinante jede die Wendetangenten der an—
deren berihrt, umhiillen eine Fliche sechster Klasse
T = 0.
Aus den Ausdriicken = und T setst sich die Gleichung der Fliche dritter
Ordnung in Ebenencoordinaten so zusammen, dass sie die Gestalt annimmt :
1) T—-=*=0.
Die gemeinschaftlichen Tangentenebenen der beiden Flichen = =0,
T =0 sind daher auch Tangentenebenen der Oberfliche dritter Ordnung selbst.
Die Fliache aber, in welche dieselbe, durch das Hinzutreten neuer Zweige, bei
ihrer Darstellung in Liniencoordinaten iibergeht, geht, wenn man Tangenten-
ebenen betrachtet, welche den gedachten sehr nahe liegen, dber in

@T)* = 0.
Dies bedeutet michts anderes, als dass jede dieser Ebenen zwei verschiedene
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Zweige der Oberfliche (1.) in demselben Punkte berithrt, und zwar in dem-
selben Punkte, in welchem auch die Fliche T =0 von jenen Ebenen beriihrt
wird. Diese Beriihrungspunkte aber kann man noch in anderer Beziehung
betrachten. Denn fiir die Schnittcurve der fraglichen Ebenen mit der gege-
benen Flidche dritter Ordnung verschwinden beide Invarianten S und 7, und
diese Curven haben also im Beriihrungspunkte einen Riickkehrpunkt; diese
Punkte aber bilden bekanntlich die Wendecurve der Fliche, in welcher die-
selbe von der Determinantenfliche geschnitten wird. Lings dieser Curve also
berithren sich zwei Zweige der Fliche
' =3 =0,

und auch die Fliche T =0 geht durch die Wendecurve hindurch. Ich fasse
diese Bemerkungen in folgendem Theorem zusammen:

Theorem XXV.

Die Oberfliche, welche aus einer Fliche dritter Ordnung bei ihrer
Darstellung durch Ebenencoordinaten enitsteht, enthdilt zwei Zweige,
welche sich in der ' Wendecurve der Fliche dritter Ordnung berihren.
Durch. dieselbe Curve geht auch die Fliche sechster Klasse T =0, (vgl.
das vorige Theorem); und die Tangentenebenen der Oberfliche in den
Punkten der Wendecurve berihrern nicht blos jene beiden Zweige, sondern
in denselben Punkten auch die Fliche T =0. Dieselben berihren ferner
auch = =0, und zwar bilden sie das vollstindige System vorn gemein—
schaftlichen Tangentenebenen, welches den Flichen ==0, T=0 zukommt.

§. 18.
Ebener Schnitt einer Oberfliche n'e* Ordnung in Ebenencoordinaten dargestellt.
Das Problem des §.15 kann man noch etwas verallgemeinern, und
zwar  in folgender Weise.
Es sei f eine Function n' Ordnung mit » Veréinderlichen «,, x,, ... «,.
Seien ferner folgende s lineare Ausdriicke gegeben:

(1) ) Q) @
© = Ttu Tttu X,
® @ ) @
v = u Ttu, Tt+-tu x,,
) ® Q) ® .
w” =y &y Tyt tu 2y,

wo s <r sein soll. Das gegebene Syster soll dann aus den Gleichungen
(1) «®=0, «®=0, ... 4®=0

8*
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bestehen und aus den Gleichungen:

d mw, . ® @ ) (s
%t = WUy U e ey,
1

L]

) 86 af, = 1P 4y e® e g,

e} w @ @ @ ) (5)
6:5 =@ ot o et p Y
:

in welchen u®, u®, ... u® unbestimmte Factoren bedeuten. Diese letzten
Gleichungen kann man wieder in die symbolische Form zusammenfassen:

(3-) ()\f —_ “l‘(l) ()\u(l)—}-‘u(?)‘ (yu('l) + ese +M(s) (yu(q).
Fiihrt man also als unabhéngige Veranderliche ™, u®, ... 4, X, X,,... X,_,
ein, so verwandelt sich mit Riicksicht auf (1.) die Function f in eine Function f,

der r—s¢ Verdnderlichen X, X,, ... X,_,, und aus der symbolischen Glei-
chung (3.) erhélt man: '

of, _ of, _ of _o

ﬁ“—()? 8X,_0’ C. BX,_S_O'

Die Aufgabe ist also auf die Elimination der X aus diesen Gleichungen zuriick-
gefilhrt, und mit Hilfe des Theorems VIIL. wird also die Elimination der x
aus den Gleichungen (1.), (2.) auf folgende Weise zu bewerkstelligen sein:
~ Theorem XXVIL
Um aus den Gleichungen
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(2) @) = 2)
Tyt Tytetu oz =0,

“ia)wl“‘“;a)a’z‘i'"“}‘“?) T, = 09
wo f eine homogene Function der x von der n'*® Ordnung ist, die Grossen x, u
su eliminiren, bilde man sundchst die Eliminationsgleichung fir das System

fy _ 9 _o. f _
a_x."-—o, ax' —,—0,, . e . axr—s——o,
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wo [, eine homogene Function der r—s Griossen X vor der n'*" Ordnung
bedeutet, und setze sie in die symbolische Form:

(5) 0 = SAI(Z+a,b,...n,_,).

Sodann ist die, durch Erweiterung der symbolischen Determinanten ent—
stehende Gleichung :
(6) 0= SAI(Ztab,...n_ 00 4> .. 0
die symbolische Form der gesuchten Eliminationsresultante; und man erhdlt
aus derselben die wirkliche Gleichung, indem man die Producte
a;ay... =b;b;... etc.

durch die entsprechenden Coefficienten der gegebenen Function f ersetst.
Der wirkliche Werth der Gleichung (5.) ist fiir die Coefficienten von f, von
der (r—s)(r—1)—"'*" Ordnung; und von eben dieser Ordnung muss also
auch (6.) fir die Coefficienten von f sein. Der Ausdruck (5.) ist aber als-
dann auch von der Ordnung n.(r—s).(r—1)—"" fir die symbolischen Coef-
ficienten; und in jedem seiner Terme kommen also #.(z—1)"' symbolische
Determinanten mit einander multiplicirt vor. Dies giebt sonach den Satz:

Theorem XXVIL

Die Endgleichung des Systems (4.) ist vom (r—s)(n—1)—""te» Grade

fir die Coefficienten der Function [, und vom n.(n—1)—"'tn fiir die
Coefficienten jeder der linearen Gleichungen.

Diese Betrachtungen finden in der Raumgeometrie eine Anwendung, wenn
man r=4, s=2 setzt. Denn alsdann wird [=0 die Gleichung einer Ober-
fliche »'°* Ordnung, und von den beiden linearen Gleichungen, welche hier durch
‘4= @ty Tyt 3wy, = 0,
© = 0,@;,+0,&,+0;8; +0, 2, = 0
bezeichnet sein mogen, bezeichne die erste eine beliebige, die zweite eine
gegebene Ebene. Das System (4.) drickt so aus, dass die Ebene u =0 die
Schniticurve von f=0, o =0 berithre; und die Eliminationsgleichung wird
die Gleichung Qer ebenen Curve, in welcher f=0, o =0 sich schneiden, in
Ebenencoordinaten. Man hat daher das

Theorem XXVIIIL
Um die Gleichung der Schniticurve einer Ebene

-

0 =02, 10,0, 0,23+ 0,2, =0

mit einer Oberfliche n'r Ordnung f=O0 in Ebenencoordinaten su bestimmen,
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stelle man die Bedingung, unter welcher eine Gleichung n'e" Ordnung zwei

gleiche Wurszeln hat, in der symbolischen Form dar:

0=3\lI(Z+ab,).

Es ist dann '
0 = S\ I(Z+abuwv,)

die symbolische Form fir die gesuchte Gleichung, und man findet die wirk-

liche daraus, indem man fir die Producte '

Q... = b,‘bk...
die entsprechenden Coefficienten der Oberflichengleichung einsetst.
Und aus dem Theorem XXVII erhdlt man sogleich:

Theorem XXIX. )

Die Gleichung der Schnittcurve einer Ebene mit einer Oberfliche
ater Ordnung in Lbenencoordinaten ist von der 2(n—1)'" Ordnung fir
die Coordinaten der Oberfliche, vorn der n.(n—1)t" fir die Ebenencoor-
dinaten und fir die Coefficienten der gegebemen Ebene.

Offenbar kann man auch, statt die symbolische Form der Bedingung
zweier gleichen Wurzeln zu benutzen, von der symbolischen Form der Glei-
chung einer Curve in der Ebene durch Liniencoordinaten dargestellt ausgehen,
jede ihrer symbolischen Determinanten um eine Reihe erweitern, und als neue
Reihe die Coefficienten der Schnitiebene hinzufiigen. In dieser Weise erkennt
man, dass jede Darstellung einer ebenen Curve in Liniencoordinaten, welche
als rationaler Ausdruck einfacherer Invarianten erscheint, eine eben solche
Darstellung fir ebene Raumcurven gleicher Ordnung bietet. So ist z. B.
jeder Schnitt einer Oberfliche vierter Ordnung mit einer Ebene durch eine
Gleichung der Form

( P*-30* =0
darstellbar, weil die Gleichung einer Curve vierter Ordnung in Liniencoor-
dinaten diese Gestalt annimmt. =

Die angefiihrten Beispiele und Siitze werden geniigen, um den Nutzen
erkennen zu lassen, welcher sich aus der Anwendung- der hier befolgten
Methode fir die Erkenntniss des Formenzusammenhanges gewinnén lisst.

Carlsruhe, im September 1860.
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