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27.

Uber eine allgemeine Transformation der hydro-

dynamischen Gleichungen.
(Von Herrn A. Clebsch.)

§. L.

Dle Gleichungen von welchen der Theorie nach die Bewegung einer
Flissigkeit abhingt, werden im Allgemeinen in doppelter Weise dargestellt.
Entweder belrachtet man als die unbekannten Grofsen des Problems die Ge-
schwindigkeiten, welche zu einer gewissen Zeit an einer Stelle der Flissig-
keit exisliren, man behandelt sie als Functionen des Ortes und der Zeit, und
gelangt auf diese Weise zu einem System von vier partiellen Differential-
gleichungen ersier Ordnung, weiches den Namen des Ewuler’schen fihrt, und
hat nach Auflosung dieses Systems ein System von drei gewdhnlichen, Diffe-
rentialgleichungen zu losen, um die Bewegung eines einzelnen Flissigkeits~
theilchens zu bestimmen. Oder man fihrt die Coordinaten eines Flissig-
keitstheilchens als abhingige Variable ein, und gelangt zu einem System von
abermals vier partiellen Differentialgleichungen, mittelst dessen man jene Coor-
dinaten als Funktionen der Zeit und des Anfangszustandes bestimmt. Dies
ist der Weg, welchen Lagrange in seiner analytischen Mechanik eingeschlagen
hat. Man umgeht so die Auflosung eines hinzutretenden Systems gewohnlicher
Differentialgleichungen, aber die Gleichungen des partiellen Systems werden
bis auf eine von der zweiten Ordnung: auch scheint es mifslich, dafs die
charakteristischen Eigenschaften der wichtigen stationdren Bewegung in dieser
Form wenig deutlich hervortreten.

Man kann indefs das Problem noch auf eine dritie Art behandeln,
welche gerade in dem erwihnten Falle eigenthimliche Vorziige darbietet. Fiir
die stationire Bewegung némlich kann man die Differentialgleichungen ersetzen
durch die Gleichungen des folgenden Problems:

Ein dreifaches, iber den Raum ausgedehntes Integral zu einem Mini-

mum zu machen, bei welchem die zu integrirende Funktion die lebendige
Journal fiir Mathematik Bd. LIV. Heft 4. 38
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Kraft eines Theilchens ist, vermehrt um eine beliebige Grofse, welche
nur fir alle diejenigen Theilchen dieselbe bleibt, welche die némliche
Bahn durchlaufen. Die erwihnte Funktion ist dabei ausgedriickt durch
diejenigen Funktionen, welche, Constanten gleich gesetzt, die Bewegungs-
curven der Theilchen geben, und durch die ersten partiellen Ableitungen
dieser Funktionen.

Durch diesen Satz, welcher im Folgenden, nebst einigen andern Sitzen,
abgeleitet werden soll, und welcher eine merkwirdige Analogie mit dem
Principe der kleinsten Wirkung zeigt, erhalt man also fir die stationire Be-
wegung ein System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung, und
durch Integration findet man unmittelbar die Bewegungscurven; rickwirts durch
Differentiation die Geschwindigkeiten. Fiir den nicht stationiren Zustand wird
allerdings das entsprechende Resultat viel complicirter; doch wollte ich es mir
nicht versagen, die allgemeine Entwicklung aufzustellen, welche auch diesen
Fall umfafst. Ich werde sogar vorldufig ein allgemeines System partieller
Differentialgleichungen betrachten, und die Resultate einer, der angedeuteten
entsprechenden, Transformation aufstellen.

Fir die stationire Bewegung in der Ebene hat bereits Herr Dr. Meissel
in einer, in Poggendorf’s Annalen Bd. 95 erschienenen Abhandlung einen
Versuch gemacht, eine Transformation von mdglichst grofser Allgemeinheit
zu geben, indem er die gewdhnliche Annahme ausgeschlossen hat, nach
welcher die Geschwindigkeiten eines Molekils den partiellen Ableitungen
einer Funklion gleich gesetzt werden. Indefs bemerkt man leicht, dafs Herr
Meissel a. a. 0. zu einigen falschen Schlissen verleitet worden ist, welche
die Allgemeinheit des Resultats wiederum fast ganz aufheben. Die Glei-
chung, welche Herr Meissel (p. 278, 5) gegeben hat, mufs in der That
durch eine andere ersetzt werden, welche ich im Folgenden (§.7, 59) auf-
gestellt habe. ’

Die Quelle der nachstehenden Untersuchungen bhildet die Theorie der
Funktionaldeterminanten, welche unmiltelbar die wahre Form erkennen lifst,
unter welcher sich die Geschwindigkeiten im Allgemeinen darstellen.

Ich wende mich zundchst dem folgenden allgemeinen System von
Gleichungen zu. -

' $. 2. -

Es seien u,, u,, ... u, und V Funktionen der Variabeln z;, x,, ... @,
und £, und als solche bestimmt durch die Gleichungen: :
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[ OV ou du 0
G, '+'ax‘+“ﬁa'+ R

ox,
aVv 0w, au, Ou, Ou
(ay (5w T A ThE T

oV au,, au,. au,. au,,
oxn = + '8z, + + "Oxn’

O, au, Oty
R) 0= = L4 2 +"°+ax,,'

ox,

Die Bedeutung der letzten Gleichung lafst sich unmitttelbar analytisch
interpretiren. Bildet man die Funktionaldeterminante der n Funktionen
a, da, da®, ... a"?P

nach den Variabeln «,, «,, ..., ,, und ordnet dieselbe nach den Ableitun-
gen von a, so dafs sie die Gestalt annimmt:

3) B = 4a—+"23x+ +4,,

so sind die 4 wiederum Funktionaldeterminanten, bei welchen a und immer
eine der Variabeln = ausgeschlossen- wird. Dann hat man bekanntlich die
identische Gleichung (vgl. Jacobi, theoria novi multiplicatoris, dieses Journal
Bd. 27 p. 203, oder Mathem. Werke I, p. 51)'

’ (4) axl + axz + + 3xn == 0

und es sind zugleich die Ausdricke 4,, 4,, ... 4,, welche n—1 willkir-
liche Funktionen (', a®, ... a"~") enthalten, die allgemeinsten, welche der
Gleichung (4.) Geniige leisten. Man kann daher untersuchen, was aus den
Gleichungen (1.) wird, wenn man in denselben die Funkiionen @', a®, ...
a™" als abhangige Variable einfiihrt, indem man setzt:

(5) w=d, W=D, ... U,=4d,

Da wir die Gleichung (2.) identisch erfillt haben, so sind nur die
Gleichungen (1.) ibrig, welche sich in die folgende symbolische Gleichung

zusammenfassen lassen:

i=n k=n adk

6) OV e )‘2/—5}1‘-%&2 34,50z,
=1

i=1 k=1 ' a Li

in welcher bei der Variation nur x,, @5, ... ,, nicht aber ¢, als verinder-

lich zn betrachten sind.
38*
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Bezeichnet man durch 27" den Ausdruck:
(7)) 2T = 434434+ 47,
so hat man durch Variation dieses Ausdrucks:

8) T — = 54,94

dx
=t i1 i 6 Tk k>

und statt der Gleichung (6) kann man die folgende betrachten:

"9 i=n = 34
9. J(V—T)__z Srdmt = = 4( 5 aﬂ)ak

=1 k=1

Setzt man noch der Kiirze wegen

10) M, — >4,

i=1

0dx _ 04;
ox: Oxx/’

so geht die Gleichung (9.) iber in

(10a) O(V—T) = a”*

ot Mk> oxy.

Diese Form lifst bereils Eigenschaften der Transformation erkennen.
Bildet man némlich die Summe:

=n k=n
M+ M dytot Mo d, = = = £,4,(3% _320),
i=1 k=1 xi Tk

so sieht man, dafs dieselbe durch Vertauschung von ¢ und A ihr Zeichen
wechselt, also identisch verschwinden mufs. Hieraus geht nach den bekannten
Eigenschaften der Determinanten hervor, dafs die Ausdricke M die Gestalt
annehmen miissen:

(M, — 4022 od’ —}—A(” Oat® )_I_ e _’_A("—l)aLa("i,
l ‘rl
a1y (=A% a“ 2, T4° a“”+ o ""S" -
/ 2 ‘rﬂ
M, = 4D~ 0 . a“( 2 Les L ACD a“(;—l) ;

wo die 4 in noch uubekannter Weise die ersten und zweiten Ableitungen
der a enthalten. Die Form der Ausdriicke 4 soll unten angegeben werden.
t
Die Gleichung (10a) aber geht unmittelbar in die folgende iber:

(12)  O(V—T) = = 20z, + A®0a}- AV3a® 4 -+ AO—D3a,

Betrachten wir zunﬁchst denjenigen Fall,” wo die Grofsen 4 von ¢
unabhéngig gedacht werden (dem Falle der stationéren Bewegung entsprechend),

+
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so konnen wir die Gleichung (12.) unmittelbar integriren; denn aus der
Gleichung
(13) NV-T)= AV0d+ADda®+...4+ A"V JaD,
wo rechts nur n—1, links # Variationen vorkommen, folgt ohne Weiteres:
A® = II'(d')
@ — I7T'(a®
(14 A IT' (a®)
A(n—l) — H'(a(n—l))
(14a) V-T = II(d,a?,...a"™").
In diesen Gleichungen ist I7 eine willkiirliche Funktion der a, und I7'(a®”) be-
zeichnet die partielle Ableitung dieser Function nach «®. Man kann also in
diesem Falle die Gleichungen (1.), (2.) ersetzen durch die n—1 Glei-
chungen (14.), welche von der zweilen Ordnung sind.
Sind die 4 nicht von £ unabhéngig, so kann man ebenfalls ein System
von n—1 Differentialgleichungen aufstellen, welche aber vom dritten Grade und
viel verwickelter sind. Die Gleichung (12.) nédmlich stellt das System dar:

a(V—T) — (l) aa (2) aa( ) e (n—1) aa(" 1)
ox, +A + t4 + at ’

or=T) _ u)ﬁ‘_ @ 3““ (n—y 90 3“(" D
(15.) 8.1'2 = & ox, e or, e —I_ Bt 2

sV—T) o Od a® ) 840D | 34,
_(__ = ANZE 4 g ST 4 .. | ge-n5C T O .

oxy Oxn Oxn T 0xn
Bildet man nun die Funktionaldeterminanten n»— 2ter Ordnung
o4y,
dal™
. o,

und die Summe

o(V—T) 04 V— T) o4y o(V—=T) 04,
(m) —— " coe .
S = ox, 5 dal™ + 5 da(™ toet Oxn 5 9ut™
ox, ox, Oxn

so ist auch S{™ eine Funktionaldeterminante, und zwar erhalte ich dieselbe,
wenn ich in 4, an die Stelle von @™ die Funktion von V—1T setze; auch

. . m - o0
kann ich S als Coefficienten von g4 in der Funktionaldeterminante nter

ox,
Ordnung der Funktionen &', a®, ..., a9, (V—T') betrachten. Ich habe
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also nach dem oben erwahnten Satze:

astm  a8im 8™

oo Taw Tt gm =0
fir jeden Werth von m-.von 1 bis n—1; eine Gleichung, welche mit Hiilfe
des Ausdrucks von S{™ ibergeht in

h=n k=n P B(V——T) adh
0 ——hf’; Ii aa’;h axk ) 5 dulm) } -
ory
o(V—T)

Setzt man auch noch fir

5y aus (15.) seinen Werth ein, so
Lk

hort die Gleichung auf eine identische zu sein, und man erhalt Gieichungen
zur Bestimmung der @. Man hat dann némlich:

dd'

hnk=n g o4 ) @ 9a® (=) 00"V | Oy
(16.) Ozhfl rﬁ oxy ;8 gt <A axk+ 4 9y L ox, T ): |

ox,
Diese Gleichung indefs vereinfacht sich noch bedeutend. Unter dem

Differentiationszeichen 2 st in A® multiplicirt :

ox,
04, Oa d4r,  Oa odn Od
3 Tz, T T8 T T T e e
8 £t 9 9
axi 3.1‘2 axn

und dies ist nichts als diejenige Funktionaldeterminante, welche aus 4, ent-
steht, wenn man darin @ durch @' ersetzt; dieselbe enthilt also zwei gleiche
Funktionen und mufs daher verschwinden, wenn nicht sz =1 ist, wo sie mit
4, zusammenfallt. So ist also der Coefficient von A4® Null, ebenso der von
A® etc. bis auf den von A, welcher 4, wird. Und so verwandelt sich
die Gleichung (16.) in:

h=n o h=n k=n pa) a4 adk
—_ > .2 (m) -
W) W= od e s i o 534 "3t ).
ox;
* Figt man noch hinzu, dafs nach dem wiederholt angewandten Satze:

h=n adh h=n 3 84/1

Za=0  Ek(am)=o
ox,,

so nimmt die Gleichung (17.) endlich folgende Gestalt an:

QA | 3Am gAm |
(18.) 0 = JIW+A2—6’T,-+....+A" oz +Q( ),
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wo der Kiirze wegen gesetzt ist

h=n k=n o4 a4
(m) J— k h .
(18 a.) Q 5 ,‘E ataxh s Qal™)

ox,

Die Gleichungen (18.) dienen zur Bestimmung der @. Denkt man
sich diese Gleichungen aufgelost, und sodann in V—T' statt z;, 22, ... @,
als Variable eingefihrt @', a®, ... ¢ und eine beliebige andere Funktion a,
so hat man nach den Gleichungen (15.):

a(V—-T) o(V—-T) oV—rT) _ oT
‘41 ad“ —}"42 8-1'2 + "'dn OZn = ot
o : o(V—T) - :
und zugleich links nichts Anderes als R —3, |3 Wenn wir niamlich R die

Determinante simmtlicher @ nach den = nennen, und durch die eckige Klammer
andeuten, dafs in ihr die  durch die ¢ ausgedrickt zu denken sind. Man
hat also

R [B(V—-—T)] — 861’,

mithin durch Integration:

19) V-T = /[—;—t%f—] da+-II(d,d", ... -a("'”, t),

wo IT eine willkirliche Funktion ist. Die Gleichungen (18.), (19.) geben
somit die Funktionen @, V; die Differentiation der Gleichung (19.) fihrt noch
auf Bedingungsgleichungen fiir die willkirlichen Funktionen, welche die voll-
standige Integration der Gleichungen (18.) ergeben wirde.

Ich bemerke nur noch, dafs sobald irgend Einer der Ausdricke Q™
verschwindet, die entsprechende Gleichung (18.) das Integral giebt

(20) A™ = Q(d,a®,...a" 1),

wo 2 eine willkiirliche Funktion ist. Jene Ausdricke verschwinden sdmmi-
lich in dem oben bereits betrachteten Falle.

Ehe ich fortfahre, ist es nothlg die Ausdricke der A4 wirklich zu
entwickeln. Dieselben sind aus den Gleichungen (9.), (10.), (11.) gegeben;
es mufs namlich sein

@1) A9 4 4052
ox;

(2) i=n ,
a d(ad" __94;

Nar, T A/

R
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Der rechte Theil mufs in den linken umgeformt werden. Zu dem
Ende betrachte ich die dreifache Summe

i=n h=n m=n—1 ajh Salm 64;,
() Se= :2;51 i; ow; ) o, AT ON

8 ox;

1

Die Summe
m=r-loa™ O
m=1 O " 9atm ?

9 ox;

welche in S} mit g—j{ﬁ multiplicirt ist, stellt offenbar eine Funktionaldelermi-

1

nante dar, und zwar diejenige, welche aus 4, entsteht, wenn man die nach
a; darin ausgefihrten Ableitungen durch die nach a, ausgefihrten ersetat.
Diese Determinante aber enthalt im Allgemeinen zwei Reihen in denen nach
x; differenzirt ist, und verschwindet also; nur wenn die Indices & und i gleich
sind, bleibt sie durch jene Vertauschung ungeéndert, namlich 4;; und wenn
k =h ist, so enthilt 4, selbst bereits keine Ableitungen nach x; mehr, und
der Werth der resultirenden Determinante wird — 4;, da nach einem be-
kannten Satze

Ok od;
L 0a™ T T T galtm
axi axk
ist. Somit reducirt sich die Summe (22.) auf
h=n i=n n
Sk == ZJ;L adh .dL]k_d'

=1 m—izl axi
und man sieht also, dafs S} sich von dem rechten Theile der Gleichung (21.)

nur durch das Vorzeichen unterscheidet.
Aber die Gleichung (22.) nimmt auch unmittelbar die Gestalt an:

m=n—1 aa(m) i=n h=n adh adh
B == ,,,fl ox; ’,.=1 =y O, aa(m')'? :
( i 9 |
ox;

Dies ist bereits die in (21.) verlangte Form, da in der Klammer der Index &
nicht mebr vorkommt; man kann also setzen

SR Ol O
m = Lol .
(a4 = Z 2 5 o™
i a___

ox

i

Diesem Ausdruck kann man noch eine passendere Gestalt geben, indem man
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050 (_on_
=i a-l‘i a a”(m) ;
dr.

bemerkt, dafs

denn man kann nun schreiben

i=n a h=n adh
(m) — __ bt —
A" = ‘3 ox; hff’h Qa(™
ox;

Nun war aber oben die Bezeichnung eingefihrt:

RT = #4434+ 4.
Wenden wir diese an, so erhalten wir endlich A in seiner einfachsten
Gestalt:

5 aT P oT o oT
m — ‘- | 2 - | .. O .,
(24.) == A = axi s dal™ + a.l'z dalm) + + 3.2‘,1 3 da(™

ox, dr, 0x,
ﬁies ist also der Ausdruck von A, in den, wie man sieht, zweite Ablei-
tungen eingehen; die Gleichung (18.) fihrt mithin auf die dritten. Ich be-
merke noch, dafs die Gleichung (23.) uns erlaubt, den Gleichungen (18.) die
Gestalt zu geben: .
m m) m) m)
@) LA g A
wo der Kiirze wegen

i=n h=n BA;, ) 64;;
(m) s

ox;
gesetzt ist; eine Form, von welcher im Folgenden Gebrauch gemacht wer-
den soll. ‘
Fir den einfacheren Fall aber, dafs die # (oder die %) von ¢ unab-
hiingig sind, giebt die Gleichung (24.) aus (14.) folgende: '

0 oT 2] oT o oT my
R6) 3o —au Tar Jaam T Tag, Tgam T @) =0
t g L) 0
a.l'l a‘l', O&n

Das hierdurch dargestellte System von Gleichungen ist kein anderes,
als dasjenige, welches man aus der Aufgabe erhilt, das Integral

7) "/(")(T—II)d.r, dz, ...dz,
2u einem Minimum zu machen, wo

(28) 2T = 4+ 43+ 4 4%

Journal fiir Mathematik Bd. LIV. Heft 4. 39
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ein Theorem, welches fir die Transformation der betreffenden Differential-
gleichungen von Wichtigkeit ist; und interessant dadurch, dafs es die Identitat
der Probleme erkennen léifst, welche durch die Gleichungen (1.), (2.) und
(27.) gegeben sind.

§. 4.

Verbinden wir jetzt das aufgestellte System von Differentialgleichungen
mit dem Systeme vollstandiger Differentialgleichungen

dr, ~  drx, ' den
(29.) ’W—-—ul, e =1u,, . e di =u,,
fir welches wir nun auch setzen konnen
d.l'l - d.Tz _ dxn —
(30.) W—dl, di —42, « .. Tt-—_dn.
Es zeigt zuniachst die identische Gleichung
811,.
B.r +8.L +e + _

dafs Ein Multiplicator der_Glewlmnyen _ylezclc Eins ist; und man also
das letzte Integral auffinden kann, wenn man die ersten n—1 kennt.

Man sieht ferner ein, dafs, sobald die 4 von ¢ frei sind, die Integrale
der Gleichungen unmittelbar die folgenden werden:

(31.) da =Const., a®=Const.,, . . . : a" " =Const

Denn aus den Gleichungen (30.) folgt:

dat™ dal™ dr, dalm d.r, dal™)
dt 'Tax“:. +8.r o T _—‘4‘8 +42 +’
was identisch Null ist. Auch die A smd, gleich Constanten yesetzt, Integrale
der vorliegenden Gleichungen, da sie nach (14.) Funktionen der 4 sind.

Fiir den allgemeinen Fall kann man noch folgende Theoreme hinzufiigen:

1. Sobald Eines der a von t unabhdngiy ist, wird a= Const.
ein’ Integral der Gleichungen (30.) :

2. NSobald der Ausdruck (25 a.)

e T , z—nh:nad & Oty
(m b, 8. _ 8y
L A
" oOx;

z .

aa(m)

verschwindet, ist
AM™ —. Const. " i

ein Integral der vorliegenden Gleichungen.: :
0



27. Clebsch, Transformation der hydrodynamischen Gleichungen. 303

Denn es ist alsdann nach (30.), (25.) - :: =
d At aA( ) aA( ) 94 | A
Tw T T b et

§. 5. ,
Setzen wir nunmehr » =3, so gehen die Gleichungen (1.), (2.) in
die Hulerschen iiber, namlich in:
214 d 2} 2] d
o - u'_'_ul u1+72 ul_l_ u, u1

- Jar s Buy | . O a du,
(32.) 8 - 8“! + ul " + u2 alt + u3 w.

— R™ — 0.

2,
v ou 8043 Ju, du
ot ar3+ i T BT g

Gug

au
= or _l_ o, +

wo u,, %,, u; die an der Stelle (.Z‘“ &,, x3) zur Zeit # stattfindenden Ge-
schwindigkeiten sind, und V = U-—-%, wenn U die Kriftefunktion bezeich-

aua

net, p den Druck, ¢ die constante Dichtigkeit. Ich setze nun, den Gleichun-
gen (5.) zufolge:

__ 0dd da®  Ja™ od

dx, ox,  Ox, Ox,’

(93)  (w, = o = 52 027 849 O

|
[N
I

u,

u3 — 43 — ‘a—‘xloééz———a.w-—‘—.g‘i‘-:.

Dann ist nach einer bekannten Transformation
(B4) 2T = £+ 43+ 4} = PP®—PP;
wenn der Kiirze wegen gesetzt wird'

aa' aa' Ba'
: . (0a™® 80(2) 80(2)
. @
A an‘l>+ D +G )
dd' da® aa' da® aa' Ga(’)
P = Ox, Ox, | Ox, Ox, +8.z'3 Bz,
und die Ausdriicke der 4 werden:

' oa®
— A4V = 2) =7
.. (362 A' éax‘{w ou “ra
§ b WA i 4 a,a(’ A aa'. v
— A® —_— J Snda B /S
A = 1—21 {P x; P axi }

39 *
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Die Differentialgleichungen, von denen dann das Problem im Allgemeinen ab-
héingt, sind

BA( ) aA< ) AW | §AW
(87.) so = dig=t g, th gt — 8%
' 8A( ) aA( ] aAm 9A®
)O h e T4 1t — B9
wo
8%a® aza(z)
o —
RO = dx,0t (G.L', ax,at <8x3 6):‘
0%u® 704, o4,
dx,0t \Ox,  ox,
(87a) — R® — 0% (o4, ) n 0% ad __ 04,
~ 0x,0t \ O, 8.1'3 Or,0t a.z'
) 84, _ 84,

. +a.,: Bt ox, ox,/
Die Integrale der Gleichungen

d
G

dz, drx,

(38 a =

__43

stellen ein veranderliches Kurvensystem dar, auf welchem sich die Theil-
chen bewegen. Nach den in §.4 aufgefihrten Satzen hat man nun fir
diese Gleichungen das Integral

A™ = Const.,
wenn in einer der Gleichungen (37.) das Glied R™ verschwindet. Dies
ist z. B. der Fall, wenn a® von der Zeit unabhéingig ist; dann ist also

AY = Const. ' '
ein Integral. Aber auch

. a® = Const.

ist ein solches. Verbinden: wir dies mit dem Principe des létzten Multiplicators,
so konnen wir also die Gleichungen (38.) inlegriren, sobald. eines der
Oberflichensysteme, auf welchen die Bewegung vor sich geht, von der Zeit
unabhdngig ist. Das letzte Integral sei ¢ = Const.; dann mufs also ¢ der
Gleichung geniigen

W._a‘”+.4, +423"’+43 _0;

und weil der Multlphcator 1 1st, wird dleser Ausdruc#( auch gleich der De-
terminante : : ' '
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dy Op 8a® HAW®

ox, Ox, Ox, Ox
dy 8y 9a® AW
dr, dz, oz, O,
dy Op 8a® QAW |’
ox, Ox, Ox, Oux,
Bu By %O oA
ot ot oJt ot

Fihrt man statt #,, x,, x; nun a®, A® und irgend eine neue Variable v
ein, und bezeichnet die neuen Ableitungen durch eine Klammer, so geht diese
identische Gleichung iber in:

( ) (&% )

) GF

wo D die Determinante von v, a®, A" nach z,, x,, x; ist. Selzt man noch
der Kirze wegen

. Ov v dv dv
(39 w"‘ﬁ‘l‘dlgz’{‘dzm‘l“dsa—x's
so folgt aus der identischen Gleichung:

—1 = D(5D), = D(3F):

und es wird sonach das gesuchte letzte Integral

(40.) @ =/wdtu—do )

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Bewegung um eine Vertikale nach
allen Seiten dieselbe ist, in diesem Falle also kann man, da ein Integral
(die durch jene Vertikale gelegte Bewegungsebene) von ¢ unabhéngig ist,
sammtliche Integrale angeben.

I
[l

>+(Bv>{8t T4 g.:' +428x +438x }

Ist die Bewegung eine stationire, so hat man nach (26.) etc. die-
jenigen Gleichungen aufzulosen, welche das Integral

@) (I —m@,a)de, dz, do,

2u einem Minimum machen, nﬁmhch die Gleichungen
(42) AY = IT'(d), = A® = II'(a®).
Die Funktionen o', &®. geben dann die Oberflichensysteme, in deren Schnitt-
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kurven die Bewegung vor sich geht:
a' = Const., a® — Const.
Dies ist das in der Einleitung ausgesprochene Theorem. Der Druck

wird endlich, den Gleichungen (14a.)) und (19.) zufolge, im Allgemeinen
durch die Formel gegeben

1 0T '
U—%——T =4/[E w]da—l—ﬂ(a, (l(n, t),
und fir die stationire Bewegung insbesondere durch
U—% —T = II(d, a®).

Dies ist zugleich die wahre Form, welche die Gleichung der lebendigen
Kraft annimmt.

§. 6.

Die Einfihrung neuer Variabeln in die vorliegenden Gleichungen hat
keine erheblichen Schwierigkeiten. Fiir den staliondren Zustand hat man
Nichts zu thun, als den Ausdruck 7' zu transformiren, was offenbar nur die
Kenntnifs der Form voraussetzt, welche das Quadrat des Linienelementes an-
nimmt. Ist dasselbe

(43.)  ds* = wuy,dy}+uy,dy; 4 2up,dy,dy, ...,

WO Y1, Y2, Y3 die neuen (von ¢ unabhiingig gedachten) Variabeln sind, so
ist die Transformationsdeterminante

U, Uy unl
44) D= Uy Uy Uy

Uy U, U

9

ferner
2T — P'P® _ PP,
wWo
da®
Uy Up Uy _gy_
1
da®
Uy Uy Uy 3 1
45) P = — 43 T,
0a®
Uy U, Uy V
3
od  da'  od 0
a}'i 8.72 a}'s

und wo P’ aus P erhalien wird, wenn man 4 :durch a’, P, wenn ‘man
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@' durch a® ersetzt. Aus der Theorie der Determinanten ergiebt sich ferner
leicht, dafs 27" auch die Gestalt annimmt:

u, u, wu, 2% 9%
11 12 13 8}" 6 yi
da'  0d®
u u
21 U B 3 . O,
1 od'  0a®
(45a) 2T = | uy  uy  uy . o,
dd Od' QOd'
0 0
dy, Oy, Oy,
0a®  Jda® da® 0
oy 1 0y, Oy,

(vgl. Hesse, iber Determinanten in der Geometrie, dieses Journal Bd. 49,
p- 248, Formel (6.), (7.)).
Sodann wird also das Integral, welches ein Minimum werden soll:

J(T'—II).Ddy,dy,dy,,

und es fliefsen daraus nach bekannter Methode die Gleichungen:

1y 0 oT
O'—‘DH((‘)-I"E (D‘g—-az ,
9;

oT
= ' (2) .
0 DHa)—]—lay Daaa<2) )
oy;

(46.)

Diese Gleichung giebt auch fir den allgemeineren Fall die Transformations-

= T
— Am — ._
(47.) 4 =z 5 (D 5 )
9y;

Wir bediirfen dieser Formel zur Transformation der Gleichung (37.). Be-
merken wir ferner, dafs der erste Theil jener Gleichung, nimlich

9 A aA( ) BA("')
U == J.l a +d2 +43 )

formel der A:

nichts ist als die Funkuonaldetermmante von d, a®, A("’) nach den x, so
folgt unmittelbar, dafs D.U die Funkuonaldetermmante von @', a®, A™ nach
den y ist; dafs’also, wenn man seizt : '
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[ o . 904 0a®  od 0a®
v 9y, 0y, 0y 0, °
®  dd' 9a®
48) (v, — 94 8a%
(43 ? dys 97, (9_}’1 8,73
oa' da®»  Od Oa®
V; = . —_ . .
\ 9y, Ors 97, 9
die identische Gleichung statifindet:
=3 aA( ) 1 k=3 OAm)
49. Sdi—— = S V-
( ) i=1 ! d l’ k:l i 8.7](

: . : . . (m) )
Nimmt man hier auf beiden Seiten den Coefficienten von —5%—, so erhalt
man die Transformation von ;, namlich ,

k=3 vk d.l?
(50.) 4, i D gy—k— ’

Diese Gleichung, bei deren Ableitung die Natur der &', ¢®, 4™ vollkommen
gleichgiltig blieb, involvirt die allgemeinere Gleichung

dp Jdy O,
dy, dr, Oy
op Oy op oy 1 |0p Oy O
ox, ox, —61'3 ox, D . 0y, Or, .
dg oy dx,
Y, Ors Oy,

und wenn man diese

Gleichung auf (37 a.) anwendet, so erhalt: man

%a® 8 ¢V, O + v, ax, v, ax,-> ox;
otdy, oy, \D 09y, D 8y D ody,/ 0y,
21 0%W® 8 (Y, 0x , Y, Oxi | Y, Oxi\ O
51) DR®= x |9 L Oz Y,y x| V, dmiy Omil.
(51.) izt |0tdy, Oy, > D Oy, T D oy, + D 8}/3) 9y,
0*® 0 'V, Oux; 1 V, ox; i V, 6.1:,-) ox,
otdy, Oy, D oy, ' D 9y, ' D oy,/ 0oy,
2,,(2
Hier ist in atgy, multiplicirt der Ausdruck
2rox: 0 (V, 0xi | V, 0xi | V, oz
I G e T iy )
_0xi d ¢V, dxi | V, 8x, V, ox;
0, 0y, \D oy, ' D 3fa D s
oder a ‘
=k by 0 sV O ox; 0 Vi Ox;
z Z 7 . 1 1 1
=1 k=1 { Oy, Oy, \ D 9yk) Oy, Oy, MDD dyk) }
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oder auch, wenn man die Diﬁ‘erentiation ausfiihrt:

Vi 2 a.r, or; Vi\ = 8x, 8.1',
k=1 ; ay2< ) i=1 8)’ a}'k ( > =1 a’g a}’k }
=3 0x; O = 0 Ox
2 Vs > 2k i OLi i .
k=1 { i=1 a}'a ayza}'k i=1 a}'z a}'sa}"‘ },
und wenn man nun bemerki, dafs nach (43)
=3 Ox; O
52. S e = Uy,
( ) i=1 a}’k a)’h kh
so geht der betrachtete Coefficient iber in:
il B BV v d (Vi Vi ( Ousy auu
}fl{@z ) s — 7= () w4 5t y )}

und so wird endlich die gesuchte Form von R®:

k=3 7; T 0%® /ou ou 0%® [dun - Ou
m__ = Yk 3k 2k 1 Ousk
(63) DR® = = 3| (G — 50t iy, (o —50)
0%a® auzk—aulk)]
0t oy, \ 0y,
a3 (Vi
ata}'1 ayl I

8%u® 3 [V
S 9 (M
+x_1 3oy, oy, ) Usk| .

0%® 0 Vi
5%, B (D)
Diese Gleichung und die Gleichung (49.) absolviren zusammen die Trans-
formation der Gleichungen (37.), die also gleichfalls auf die Transformation
des Linienelementes allein zurickkommt.

Sind insbesondere die y drei Systeme von Oberflichen, welche sich
rechtwinklig schneiden, so verschwinden w,,, w,, %;, und man erhélt an
Stelle der R® die Ausdriicke:

9%a®

(54)  B® = |- (uopt) — g (uu }m;,

d V,\\ 9%a® d 0%a®
'Hay ( P l) AN }atay2 :ay s D) ( P D }aia'y_a
und das Entsprechende fir B® durch Vertauschung von &' und a®. Die
Transformation endlich der Gleichungen (88.) ist in der Gleichung (50.) ent-

halten; denn multiplicirt man dieselbe mit E}%‘ und summirt nach 4, so erhalt man

- dy;, Vi
G5 & =D

Journal fiir Mathematik Bd.LIV. Heft 4. 40
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§. 7.

In einzelnen Fallen ist man im Stande eine der Funktionen «/, a®
von vorn herein aus der Natur des mechanischen Problems zu bestimmen;
man behilt dann fir die zurickbleibende Funktion @ eine Differentialgleichung,
welche im Allgemeinen von der dritten, bei der stationéren Bewegung von der
zweiten Ordnung ist. , ‘

Sei die Bewegung der Art, dafs alle Theilchen sich in parallelen
Ebenen zu bewegen genothigt sind, deren Gleichungen durch a; = Const.
dargestellt sein mogen. Man kann dann setzen

(56.) a®=ua,, a' == f(x, @5 1).
Die Gleichungen (35.), (36.) geben nunmehr:

P= (34, Po =1, P=q,

(57) ox, ) ox,
o 8 & P
— ox? | g3 —
und die Ausdricke der Geschwindigkeiten werden aus (33.)
o' od
(58.) wu,=d,= a;‘; u2=42==——73£—, u, = 0.

Daher verschwindet von den Gleichungen (37.) die zweite identisch, und
man hat als einzige Gleichung:

od 04A®  0d 0AM |, 0AW
59 o " am T e =0

wo A durch (57.) definirt ist. Im Falle der stationiren Bewegung geben
die Gleichungen (42.), (57.)
0%’ d%' )y
Die Integrale der zu (59.) gehorigen Differentialgleichungen sind:
- (61.) AW = Const.

und ein zweites, welches man aus dem Principe des letzten Multiplicators er-
halt, ndmlich (40.)
v , 8d v  8a' B
2y Cons, — [TV m B —omm ) e
(62. st = 30 94T v 64D ’

wo statt &, x, unter dem Integralzeichen A’ und die beliebige Funktion v
als Variable eingefihrt worden sind.
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Einen zweiten Fall, in welchem gleichfalls die Differentialgleichungen
auf eine sich reduciren, giebt die Bewegung, welche um eine Axe nach allen
Richtungen dieselbe ist. Diese Axe sei die der ;. Man kann dann die
Coordinaten einfihren

(63.) x =rcosep, z,=rsing, Dy=2.
Das Quadrat des Linienelementes ist dann bekannilich
(64) ds* = dr*{rdy’{-d=2”

(61’)+(aa')+ aa')
650 Jpo — (ZY 1) + 7 (G

__ 0d 3a® | 0d 9a® | 1 dd' 9a®
e —War_!—az dz+ r* dp g

' Zugleich erhilt man

Die Transformationsdeterminante ist ». Nun geben die Gleichungen (47.), da
2T = P'P®—PP:

— 40 = L5 |po 5~ PR )4 (P S PED)

b4 (oo 2t _pien)

L o _p22)

1 p 8a(> oa’
+ rt dp ( —P op )
In Erwégung der um x; symmetrischen Bewegung kann man nun ver-
suchen zu setzen

(66.)

— A —

a? = ¢, d = flr,z,1).
Dann gehen die Gleichungen (65.) iber in

pr_ 8a')+ au')’ P(2)=-1'i, P=0.

r

Und die Gleichungen (66.) geben:
(67.) —A(l) —_ i_@_ 1 aa’)_!_ 1 a 1 aa’ , A(g) — 0.

r or r 0z \r 0z
Die Gleichungen (48.) gehen nunmehr iber in
od'

(68) V,=-— Dz ? V=0, V=

L
or
40*
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Nimmt man hinzu, dafs ) =7, so sieht man erstlich aus (54.), dafs die
Ausdricke R beide verschwinden; und dann giebt die Gleichung (49.):
da 04V  da' 0AW JAW
6% F &= &% o T ar
wo A® durch (67.) definirt ist; und fir die stationire Bewegung:
1 0 /1 od 1 da' '
(70.) Ll = az V' (@) = .

7 or\r or r 0z

— 0,

Die Differentialgleichungen, welche zuletzt zu integriren sind, werden

dr 1 oa dz 1 dd
M) F=—7F&% &GF=7a

Ein Integral ist wiederum A4® = Const.; das andere wird aus der
Theorie des Multiplicators erhalten, ndmlich

dv dd dv , dd Jv
MR

3v 04D _ v 9AD .

or 0z 0z or
wo unter dem Integralzeichen statt », 2 eingefihrt sind 4, welches wahrend

der Integration constant bleibt, und v, eine beliebige Funktion von 7 und z.-
Berlin, den 26. Mai 1857.

(72.) Const. =
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