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Lehrsitze aus der analysis situs fiir die Theorie
der Integrale von zweigliedrigen vollsténdigen
Differentialien.

(Von Herrn B. Riemann in Gotlingen.)

Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integration
vollstindiger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs angehorige
Sitze fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn auch vielleicht nicht
ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theil der
Lehre von den stetigen Grofsen bezeichnet werden, welcher die Grofsen nicht
als unabhingig von der Lage existirend und durch einander mefsbar betrachtet,
sondern von den Mafsverhiltnissen ganz absehend, nur ihre Oris— und Ge-
bietsverhiltnisse der Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von Mafsver-
haltnissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir vorbehalte,
werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger vollstindiger Diffe-
rentialien nothigen Sitze in einem geometrischen Gewande darstellen.

Es sei eine in der (x, y)-Ebene einfach oder mehrfach ausgebreitete
Fliche T' gegeben *) und X, Y seien solche stetige Functionen des Orts in
dieser Flache, dafs in ihr allenthalben Xdx -} ¥ dy ein vollstandiges Differential,

also %},{—% = 0 ist. Bekanatlich ist dann /EXda:—]— Ydy), um einen
Theil der Flache T' positiv oder negativ herum — d. h. durch die ganze

Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven oder allenthalben nach
der negativen Seite gegen die Richtung von Innen nach Aufsen (Siehe die
Anmerkung Seite 102 der vorhergehenden Abhandlung) — erstreckt, = 0,
.da dies Integral dem iber diesen Theil ausgedehnten Flachenintegrale

/ %—%;E)dl' identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten entgegenge-

setzt ist. Das Integral ﬁde+ Ydy) hat daher zwischen zwei festen Punk-

ten auf zwei verschiedenen Wegen erstreckt denselben Werth, wenn diese
beiden Wege zusammengenommen die ganze Begrenzung eines Theils der

*) Man sehe die vorhergehende Abhandlung S.103.
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Fliche T bilden. Wenn also jede im Innern von 7' in sich zuricklaufende
Curve die ganze Begrenzung eines Theils von T' bildet, so hat das Integral
von einem festen Anfangspunkte bis zu einem und demselben Endpunkte er-
streckt immer denselben Werth und ist eine von dem Wege der Integration
unabhéngige allenthalben in 7' stetige Function von der Lage des Endpunkis.
Dies veranlafst zu einer Unterscheidung der Flichen in einfach zusammenhan-
gende, in welchen jede geschlossene Curve einen Theil der Fliche vollstindig
begrenzt — wie z. B. ein Kreis —, und mehrfach zusammenhangende, fir
welche dies nicht stattfindet, — wie z. B. eine durch zwei concentrische Kreise
begrenzte Ringfliche. Eine mehrfach zusammenhangende lifst sich durch Zer-
schneidung in eine einfach zusammenhangende verwandeln (S. die durch Zeich-
nungen erlauterten Beispiele am Schlufs dieser Abhandlung). Da diese Operation
wichtige Dienste bei der Untersuchung der Integrale algebraischer Functionen
leistet, so sollen die darauf beziiglichen Sétze kurz zusammengestellt werden;
sie gelten fir beliebig im Raume liegende Flichen.

Wenn in einer Fliche F' zwei Curvensysteme @ und b zusammenge-
nommen einen Theil dieser Fliche vollstindig begrenzen, so bildet jedes an-
dere Curvensystem, das mit @ zusammen einen Theil von F' vollstindig be-
grenzt, auch mit & die ganze Begrenzung eines Fléichentheils, der aus den
beiden ersteren Flichentheilen lings @ (durch Addition oder Subtraction, je-
nachdem sie auf enigegengesetzten oder auf gleicher Seite von @ liegen) zu-
sammengesetzt ist. Beide Curvensysteme leisten daher fir vollige Begrenzung
eines Theils von F' dasselbe und konnen fir die Erfillung dieser Forderung
einander ersetzen.

Wenn in einer Fliche F' sich n geschlossene Curven a,, a,, ..., a,
ziehen lassen, welche weder fur sich noch mit einander einen Theil dieser
Fliche F vollstindig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere
geschlossene Curve die vollstindige Begrenzung eines Theils der Fliche F
bilden kann, so heifst die Fliche eine (n--1)fack zusammenhangende.

Dieser Charakter der Flache ist unabhingig von der Wahl des Curven-
systems a,, @,, ..., @,, da je m andere geschlossene Curven-b,, b,, ..., d,,
welche zu volliger Begrenzung eines Theils dieser Fliche nicht ausreichen,
ebenfalls mit jeder andern geschlossenen Curve zusammengenommen einen
Theil von F vollig begrenzen. ' ‘ S

In der That, da 4, mit Linien @ zusammengenommen einen Theil von
F vollstandig begrenzt, so kann eine dieser Curven @ durch b, und die iibrigen
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Curven a ersetzt werden. Es ist daher mit &, und diesen n — 1 Curven a
jede andere Curve, und folglich auch &,, zu volliger Begrenzung eines Theils
von F' ausreichend, und es kann eine dieser #—1 Curven @ durch &,, b, und
die ibrigen n — 2 Curven a ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar,
wenn wie vorausgesetzt die Curven & zu vollstandiger Begrenzung eines Theils
von F' nicht ausreichen, so lange fortgesetzt werden, bis simmiliche @ durch
die b ersetzt worden sind.

Eine (n4-1)fach zusammenhangende Fliche F kann durch einen
Querschnitt — d. h. eine von einem Begrenzungspunkte durch das Innere
bis 2u einem Begrenzungspunkte gefihrte Schnitllinie — in eine nfach
zusammenhangende F' verwandelt werden. Es gelten dabei die durch die
Zerschneidung entstehenden Begrenzungstheile schon wdihrend der wei-
teren Zerschneiduny als Begrenzung, so dafs ein Querschnilt keinen
Punkt mehrfach durchschneiden, aber in einem seiner fritheren Punkte
enden kann.

Da die Linien @,, a,, ..., a, zu volliger Begrenzung eines Theils von
F' nicht ausreichen, so mufs, wenn man sich F' durch diese Linien zerschnitten
denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der linken Seite von «, an-
liegende Flachenstick noch andere von den Linien @ verschiedene und also
zur Begrenzung von F' gehorige Begrenzungstheile enthalien. Man kann da-
her von einem Punkte von @, sowohl in dem einen, als in dem andern dieser
Flichensticke eine die Curven a nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung
von F' ziehen. Diese beiden Linien ¢’ und ¢” zusammengenommen bilden
alsdann einen Querschnitt ¢ der Fliche ¥, welcher das Verlangte leistet.

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus F' entstehenden
Fliche F' die Linien a,, a,, ..., a,_, im Innern von F" verlaufende ge-
schlossene Curven, welche zur Begrenzung eines Theils von F, also auch von
K", nicht hinreichen. Jede andere im Innern von F" verlaufende geschlossene
Curve aber bildet mit ibnen die ganze Begrenzung eines Theils von F".
Denn die Linie / bildet mit einem Complex aus den Linien @, a,, ..., 4,
die ganze Begrenzung eines Theils f von F. Es lifst sich aber zeigen, dafs
in der Begrenzung desselben a, nicht vorkommen kann; denn dann wirde,
je nach dem f auf der linken oder rechten Seite von a, lige, ¢' oder ¢" aus
dem Innern von f nach einem Begrenzungspunkie von F, also nach einem
aufserhalb f gelegenen Punkte, fihren und also die Begrenzung von f schnei-
den missen gegen die Voraussetzung, dafs ! sowohl als die Linien «,
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den Durchschnittspunkt von @, und ¢ ausgenommen, stets im Innern von F"
bleiben. .

Die Fliche F", in welche F' durch den Querschnilt ¢ zerfillt, ist dem-
nach, wie verlangt, eine nfach zusammenhangende.

Es soll jetzl bewiesen werden, dafs die Fliche F' durch jeden Quer-
schnitt p, welcher sie nicht in getrennte Stiicke zerfillet, in eine nfach zu-
sammenhangende F' verwandelt wird. Wenn die zu beiden Seiten des Quer-
schnitls p' angrenzenden Flichentheile zusammenhangen, so lafst sich eine Linie &
von der einen Seite desselben durch das Innere von F" auf die andere Seile
zum Anfangspunkte zuriick ziehen. Diese Linie & bildet eine im Innern von
F' in sich zuricklaufende Linie, welche, da der Querschnitt von ihr aus nach
beiden Seiten zu einem Begrenzungspunkte fihrl, von keinem der beiden
Flachenstiicke, in welche sie F' zerschneidet, die ganze Begrenzung bildet.
Man kann daher eine der Curven @ durch die Curve 4 und jede der iibrigen
n—1 Curven @ durch eine im Innern von F' verlaufende Curve und wenn
nothig die Curve b erselzen, worauf der Beweis, dafs F' nfach zusammen-
hangend ist, durch dieselben Schlisse, wie vorhin, gefiihrt werden kann.

Eine (n+-1)fuch zusammenhangende Fliche wird daher durch
jeden sie nicht in Sticke zerschneidenden Querschnitt in eine nfach zu-
sammenhangende verwandelt.

Die durch einen Querschnitt entstandene Fliche kann durch einen neuen
Querschnitt weiler zerlegt werden, und bei mmaliger Wiederholung dieser
Operation wird eine (n-|1)fach zusammenhangende Fliche durch » nach ein-
ander gemachle sie nicht zerstickelnde Querschnitte in eine einfach zusammen-
hangende verwandelt.

Um diese Betrachtungen auf eine Fliche ohne Begrenzung, eine ge-
schlossene Flache, anwendbar zu machen, mufs diese durch Ausscheidung
eines beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt werden, so dafs die
erste Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm anfangenden und enden-

den Querschnitt, also durch eine geschlossene Curve, geschieht. Die Ober-

fliche eines Ringes z. B., welche eine dreifach zusammenhangende ist, wird
durch eine geschlossene Curve und einen Querschnilt in eine einfach zusam-
menhangende verwandelt.

Auf das im Eingange betrachtete Integral des vollstandigen Differentials
Xdx+ Ydy wird nun die eben behandelle Zerschneidung der mehrfach zu-
sammenhangenden Flichen in einfach zusammenhangende, wie folgt, angewandt.
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Ist die die (z,y)-Ebene bedeckende Fliache 7', in welcher X,Y allenthalben

stetige der Gleichun oX_ oy 0 geniigende Functionen des Oris sind,
g € 5 — Bx genug

nfach zusammenhangend, so wird sie durch » Querschnitte in eine einfach
zusammenhangende 7" zerschnitten. Die Integration von Xdz -+ Ydy von
einem festen Anfangspunkte aus durch Curven im Innern von 7" liefert dann
einen nur von der Lage des Endpunkts abhingigen Werth, welcher als Function
von dessen Coordinaten betrachtet werden kann. Substituirt man fir die
Coordinaten dte Grofsen x, y, so erhalt man eine Fnnction z:/(‘Xda:—l— Ydy)
von x, y, welche fir jeden Punkt won 7" vollig bestimmt ist und sich inner-
halb 7" allenthalben stetig, beim Ueberschreiten eines Querschnitts aber all-
gemein zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte des Schnittnetzes
zum andern constante Grofse édndert. Die Aenderungen beim Ueberschreiten
der Querschnitte sind von einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl
von einander unabhingiger Grofsen abhingig; denn wenn man das Schnitt-
system riickwirts, — die spateren Theile zuerst —, durchlauft, so ist diese
Aenderung tberall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes Querschnitts
gegeben wird; letztere Werthe aber sind von einander unabhingig.

Gottingen, 1857.

Um das, was oben (S.106) unter einer mfach zusammenhangenden
Flache verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den Zeichnungen
auf nachstehender Seite Beispiele von einfach, zweifach und dreifach zusammen-
hangenden Flichen.

Journal fiir Mathematik Bd.LIV. Heft 2. 15
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Einfach zusammenhangende Fliche.

Sie wird durch jeden Querschnitt in
getrennte Stiicke zerfillt, und es bildet
§ in ibr jede geschlossene Curve die ganze
Begrenzung eines Theils der Flache.

Sie wird durch jeden sie nicht zer-
stickelnden Querschnitt ¢ in eine einfach
i zusammenhangende zerschnitten. Mit Zu-
{ ziehung der Curve @ kann in ihr jede
§ geschlossene Curve die ganze Begrenzung
@ cines Theils der Fliche bilden.

In dieser Fliche kann jede geschlossene
B Curve mit Zuziehung der Curven @, und
a, die ganze Begrenzung eines Theils der
Fldache bilden. Sie zerféllt durch jeden sie
nicht zerstiickelnden Querschnitt in eine
‘zweifach zusammenhangende und durch
zwei solche Querschnitte, ¢; und ¢,, in
eine einfach zusammenhangende.

In dem Theile epyd der Ebene ist die Fliche
doppelt. Der a, enthaltende Arm der Fliche ist

als unter dem andern fortgehend betrachtet und
daher durch punktirte Linien angedeutet.
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